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RESUMO

Tipos de dados algébricos generalizados (GADTSs) sao uma
extensdo dos tipos de dados algébricos, disponivel em linguagens
funcionais como Haskell e ML, que possibilitam a generalizagao do
resultado de uma fungao. Se por um lado GADTs permitem escrever
programas mais concisos, por outro lado tornam a inferéncia de tipos
mais dificil, ndo sendo possivel, em muitos casos, determinar um
tipo principal para as fungées em que ocorrem GADTSs. A ocorréncia
frequente de recursao polimérfica é outro fator complicador na infe-
réncia de tipos dessas fungdes. Varias abordagens foram propostas
para tratar a inferéncia de tipos, a maioria delas porém é bastante
restritiva, podendo rejeitar muitos programas potencialmente corre-
tos ou exigindo assinatura de tipos para todos ou para a maioria dos
casos. O objetivo deste trabalho é propor uma abordagem para in-
feréncia de tipos sem a necessidade de assinatura de tipos e que
aceite um nimero maior de programas corretos. O algoritmo pro-
posto utiliza anti-unificagcéo para capturar a relagéo entre tipos, e os
casos onde ocorre recursao polimérfica sao tratados de forma si-
milar a resolugdo de sobrecarga de simbolos em mundo fechado.
Comparado com outras abordagens, acredita-se que esta proposta
possibilita a inferéncia de um conjunto menos restrito de fungdes.

Palavras-chaves: gadt. inferéncia de tipos. tipo de dados algébricos
generalizados.






ABSTRACT

Generalized algebraic data types (GADTs) are an exten-
sion of algebraic data types available in funcional languages such as
Haskell and ML that make possible to have different types for the re-
sult of an expression. Programs using GADTs are very expressive,
but type inference is extremely difficult due to the lost of principal
type, the way type refinement is made, and due to polymorphic re-
cursion. Many type inference approaches have been proposed, but
most of those are too restritive, rejecting or asking for type signa-
ture for most of correct programs. We propose a new type inference
approach that accepts more correct programs without requiring ad-
ditional type signatures. Our algorithm uses anti-unification to catch
the relation among types, and we treat polymorphic recusion in the
same way as overloaded symbols. Compared to other approaches,
we believe that we infer type for a less restrict set of functions.

Key-words: gadt. type inference. generalised algebraic data types.
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1 INTRODUCAO

Linguagens de programagao modernas tém evoluido para ofere-
Cer novos recursos que possam aprimorar a forma como os programas
sdo escritos, tornando o cédigo mais sucinto, otimizado e mais represen-
tativo com relagéo ao problema que se propde resolver. Linguagens esta-
ticamente tipadas buscam oferecer novos recursos, aumentando a flexibi-
lidade, sem perder a segurancga. Haskell € uma linguagem estaticamente
tipada, isto é, toda expressao da linguagem tem um tipo, determinado em
tempo de compilagéo, e o compilador é capaz de inferir esse tipo sem que
qualquer informacgao sobre tipos tenha sido fornecida pelo programador. A
inferéncia, além de reduzir a carga de trabalho do programador, aumenta
a confiabilidade do programa, ja que muitos erros podem ser identificados
em tempo de compilagao, a partir desta relagao entre programas e tipos.

Sistemas de tipos fornecem um mecanismo formal para descre-
ver propriedades do programa, composto por tipos e um conjunto de re-
gras que restringem o conjunto dos possiveis tipos de uma expressao.
Sistemas de tipos nos quais expressdes aceitam mais de um tipo utilizam
tipos polimérficos (ou tipos quantificados), representados por varidveis de
tipo.

Muitos sistemas de tipos permitem ao programador definir novos
tipos de dados. Em linguagens funcionais recentes, como Haskell, estes
tipos sdo chamados de tipos algébricos de dados (ADTs'), cujo nome
“algébrico” se deve ao fato de que esses tipos podem ser descritos a par-
tir de duas operagdes basicas: soma e produto. Na linguagem Haskell,
ADTs séo definidos pela clausula data numa combinacdo de construto-
res e argumentos. O exemplo a seguir ilustra a definicdo de um ADT para
representagao de uma arvore bindaria. Essa definicao consiste da palavra

' Na literatura a sigla ADT geralmente refere-se aos Tipos de Dados Abstratos (do inglés

Abstract Data Type), porém para facilitar a leitura, neste trabalho utilizaremos a sigla
ADT no sentido de Tipos de Dados Algébricos.
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reservada data, seguida pelo nome do tipo de dado (Tree) e seu parame-
“=", sao especificados
os construtores No e Leaf que representam, respectivamente, uma arvore

tro de tipo (a) e, a direita do simbolo de definigao

com subarvores a esquerda e a direita e uma arvore vazia, ou folha.

data Tree a = No a (Tree a) (Tree a) | Leaf

Os tipos dos construtores de um ADT sao inferidos automatica-
mente, sendo o tipo de No :: a — Tree a — Tree a — Tree a, €
de Leaf :: Tree a. Tipos algébricos sdo homogéneos: na constru¢éo
de um dado, cada parametro de tipo definido no ADT pode ser instanciado
para um unico tipo. Por exemplo, as seguintes expressdes representam,
respectivamente, uma arvore contendo valores inteiros e outra contendo
caracteres:

No 2 (No 1 Leaf Leaf) Leaf :: Tree Int
No ’a’ Leaf (No ’b’ Leaf Leaf) :: Tree Char

O tipo de dado Tree a é um tipo recursivo, uma vez que o cons-
trutor No recebe dados do tipo Tree a como parametros. A definicao do
tipo Tree a estende o conjunto de tipos definidos por padrdo na lingua-
gem e que podem ser usados em programas. A fungdo insert € defi-
nida a seguir utilizando o mecanismo de casamento de padrao disponivel
em Haskell: cada alternativa na definicdo da fungao corresponde a um
dos construtores do tipo do argumento da funcdo — Tree a. A alterna-
tiva correspondente a uma arvore vazia (construtor Leaf) cria uma arvore
tendo como raiz o elemento x passado como parametro. A alternativa cor-
respondente a uma arvore nao vazia (construtor No), inclui o elemento x
passado como parametro na subarvore a esquerda ou a direita, conforme
x seja menor ou maior que o valor contido na raiz da arvore, respectiva-
mente.



insert :: Ord a = a — Tree a — Tree a
insert x (Leaf) = No x Leaf Leaf

insert x t@(No a 1 r) | (x > a)

No a 1 (insert x r)
| (x < a) =No a (insert x 1) r

| otherwise =t

Tanto na definicdo do tipo de dado Tree a, quanto na definicdo
da fungdo insert, sdo utilizadas variaveis de tipo para representar os
varios tipos possiveis para estas definigbes. No caso da fungao insert,
estes tipos se restringem aos tipos que sejam instancias da classe 0rd?.
Note que a anotagéo do tipo da fungéo insert poderia ser omitida, pois
0 mecanismo de inferéncia de tipos de Haskell é capaz de inferir o tipo
insert sem que nenhuma informagao de tipo seja fornecida pelo progra-
mador.

ADTs sao bastante flexiveis e permitem diferentes construtores
de dados, mas o tipo representado pela variavel ndo pode ser instanciado
com tipos distintos em uma declaragdo. Quando € necessario manipular
dados cuja variavel pode ser instanciada com tipos distintos de acordo
com o construtor utilizado, como é o caso da fungdo eval apresentada a
seguir (exemplo adaptado de (JONES; WASHBURN; WEIRICH, 2004)), é
necessario encapsular o resultado da expressao num dado intermediario.
A fungéo eval recebe como argumento um valor do tipo Term, definido
abaixo, que representa uma expressao a ser avaliada, e retorna o valor
obtido pela avaliagdo dessa expressao. Esse valor é encapsulado como
um dado do tipo Val, em que cada construtor € uma etiqueta para cada
um dos possiveis tipos (inteiro, booleano ou uma dupla) do valor que a
avaliagdo de Term pode resultar:

2 Na classe Ord sao declaradas definigdes sobrecarregadas para a fungéo compare que

é usada na declaragao dos operadores: (<), (>), (<=) e (>=).
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data Term = Lit Int | Inc Term
| IsZ Term | If Term Term Term

| Pair Term Term

data Val = VInt Int | VBool Bool | VPr Val Val

eval :: Term — Val
eval (Lit i) = Vint i
eval (Inc t) = case eval t of

ViInt i — VInt (i + 1)
eval (IsZ t) = case eval t of
VInt i — VBool (i == 0)

case eval b of

eval (If b t e)
VBool True — eval t
VBool False — eval e

eval (Pair 1 r) = VPr (eval 1) (eval r)

Esta construcédo tem dois problemas principais:

e Requerer um dado intermediario (de tipo Val) para encapsular o

resultado, gerando um overhead na implementagao.

e Permitir que construgdes incorretas sejam aceitas: por exemplo, a

expressdo (Inc (IsZ (Lit 0))) éinvélida, pois o construtor Inc
manipula inteiros e esta aplicando o resultado de IsZ, que é bo-
oleano, mas é aceita num contexto onde a avaliagdo de Term &
representada conforme acima.

Para contornar estes problemas, foi proposto o tipo de dado algé-

brico generalizado (generalised algebraic data type - GADT), que estende
tipos de dados algébricos e permite que o parametro de tipo de um tipo de
dado algébrico varie de acordo com sua estrutura (JONES et al., 2006).
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A funcéo eval poderia ser escrita utilizando GADT, como mostrado a se-
guir:

data Term a where

Lit :: Int — Term Int
Inc :: Term Int — Term Int
IsZ :: Term Int — Term Bool
If :: Term Bool — Term a — Term a — Term a
Pair :: Term a — Term b — Term (a,b)
eval :: Term a — a
eval (Lit 1) =1

eval (Inc t) 1 + eval t
eval (IsZ i)

eval (If b ¢ d)

0 == eval i

if eval b then eval c

else eval d

eval (Pair a b) (eval a, eval b)

Na definigdo de um GADT, o tipo de cada um dos construtores
(Lit, Inc, IsZ, If e Pair) é definido pelo programador, sendo que
cada construtor pode instanciar o parametro de tipo do GADT com um
tipo distinto. Por exemplo, Lit constréi um dado de tipo Term Int, ja IsZ
constréi um dado de tipo Term Bool.

Com esta definicdo de Term (utilizando GADT), a expresséo (Inc
(Isz (Lit 0))) serarejeitada pelo compilador, pois o tipo de cada cons-
trutor é explicito, e o tipo inferido para IsZ (Term Bool) € diferente do
tipo do parédmetro esperado por Inc (Term Int). Com isso, ao contra-
rio do algoritmo escrito utilizando ADTSs, ao utilizar os GADTs temos dois
principais beneficios:

e Notipodeeval :: Term a — a, 0tipo do resultado a é o mesmo
do argumento (Term a), podendo ser instanciado para tipos distin-
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tos (definidos no GADT); sendo assim nao é necessario encapsular
o resultado num dado intermediario.

e Apenas expressoes corretas sao aceitas pelo compilador, ndo sendo
possivel que expressdes incorretas sejam aceitas, o0 que ocasiona-
ria erro em tempo de execucao.

Algumas estruturas de dados complexas possuem regras que
nao devem ser violadas para garantir uma determinada propriedade. Por
exemplo, para arvores vermelha e preta séo definidas as seguintes regras
invariantes com objetivo de garantir seu balanceamento: 1) todo n6 deve
ser vermelho ou preto; 2) a raiz da arvore deve ser preta; 3) as folhas
devem ser pretas; 4) nés vermelhos tém filhos pretos; 5) para todos os
néds internos, cada caminho daquele né para a folha descendente contém
0 mesmo numero de nés pretos.

Utilizando ADTs, arvores vermelha e preta seriam definidas de
forma semelhante ao que é apresentado abaixo:

data Color = Red | Black

data Tree a = Tree Color a (Tree a) (Tree a) | Leaf

Novamente, este tipo de dado permite criar estruturas que nao
respeitam as regras invariantes. Como exemplo, uma arvore com folhas
vermelhas: Tree (Red, 2, Tree (Red, 1, Leaf, Leaf), Tree (Red,
3, Leaf, Leaf)). Utilizando GADTSs, o dado poderia ser reescrito da se-
guinte forma:

data Red
data Black
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data Tree a where

Root :: Node Black a — Tree a

data Node c a where
Leaf :: Node Black a
NodeB :: Node c a — Node ¢ a — Node Black a
NodeR :: Node Black a — Node Black a — Node Red a

Desta forma muitas construgdes incorretas poderiam ser rejeita-
das pelo sistema de tipos. A definicdo de um GADT permite que o pro-
gramador descreva algumas propriedades da estrutura de dados na de-
claragéo do tipo, sendo essas propriedades verificadas pelo compilador;
permite também que expressdes como eval sejam implementadas de
forma mais natural e mais eficiente. De forma sumarizada, as principais
caracteristicas que diferem ADTs de GADTSs s&o listadas a seguir.

ADTs:
e Permitem a criagdo de tipos homogéneos;
e O tipo dos construtores ¢é inferido;
e Pode aceitar expressoes incorretas;

e Expressdes como eval sdo menos eficientes quando descritas uti-
lizando ADTs.

GADTs:

e Permitem a generalizagao do resultado;
e Tipo dos construtores € assinado;

e Erros em tempo de execugao podem ser evitados;
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e Permite que invariantes sejam definidas na prépria declaragao do
dado, dessa forma o sistema de tipos garante a nao violagao;

e Expressdes como eval sdo implementadas de forma mais natural
e eficiente.

No entanto as caracteristicas dos GADTs tornam bastante com-
plexo o processo de inferéncia de tipos. No processo de inferéncia de
tipos, o sistema de tipos deve aceitar apenas programas corretos e re-
jeitar programas incorretos, muito embora possam ser rejeitados progra-
mas potencialmente corretos para garantir a consisténcia do sistema de
tipos. Em linguagens estaticamente tipadas, um programa é considerado
correto se existe pelo menos um tipo que representa cada expressao,
garantindo portanto, que ndo ocorrem erros de tipo durante a execugao
do programa. Os programas corretos podem ser identificados por meio
da verificagao de tipos (fype checking) ou pela inferéncia de tipos (type
inference) (LIN, 2010).

A inferéncia de tipos reduz a carga de trabalho do programador,
por aceitar programas que nao tenham assinatura de tipos. Entretanto, a
andlise semantica torna-se muito mais dificil, se comparada com o caso
de verificagao de tipos, pois € necessario avaliar a corretude do programa
sem que nenhuma informacao de tipos seja fornecida explicitamente. A
inferéncia de tipo para fun¢des onde ocorrem GADTSs é particularmente
dificil, devido a variagédo do tipo do retorno, o que influi na forma como
sera feito o refinamento de tipos das alternativas (ndo é possivel resolver
por unificagao), no tratamento de chamadas recursivas (que envolve re-
solver recursao polimorfica), além de resultar na perda da propriedade de
tipo principal em alguns casos.

Varias abordagens foram propostas com o intuito de possibilitar
0 uso de GADTs, a maioria dessas abordagens exige assinatura de ti-
pos. Trabalhos mais recentes vém propondo mais que isso, possibilitar
o uso de GADTs sem perder recursos como inferéncia de tipo, impor-
tante em Haskell. GADTs sédo suportados pela versao 7.10.1 do GHC
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(TEAM, 2015) como descrito em (JONES et al., 2006), exigindo, na mai-
oria dos casos, assinatura de tipos. Por outro lado, trabalhos como o de
Chen e Erwig (2016), Vytiniotis et al. (2011), Lin e Sheard (2010), Sulz-
mann, Schrijvers e Stuckey (2008), Stuckey e Sulzmann (2005) trazem
mais flexibilidade no uso de GADTSs, porém ainda restringindo o conjunto
de programas aceitos sem assinatura, devido a questdes envolvendo a
principalidade de tipos em fungdes, o tratamento de recursao polimorfica
(que ocorre com frequéncia), ou a propagagao de tipos em escopos ani-
nhados. Neste trabalho é proposta uma abordagem alternativa, com o
objetivo de possibilitar o0 uso de GADTs de forma mais natural e préxima
do proposto no sistema de Damas Milner (mais detalhes na Secgao 2.2).
Sendo assim, as principais contribuicbes deste trabalho sao:

e Apresentar um novo algoritmo capaz de inferir o tipo de fungdes
onde ocorrem GADTs para um conjunto menos restrito de progra-
mas, assim como uma implementagao desse algoritmo.

e Sugerir uma proposta alternativa para tratamento de recursao poli-
morfica. Esses casos sao tratados de forma similar a simbolos so-
brecarregados no sistema CT (mais detalhes na Secgéo 2.5). Cada
alternativa de uma expressao case envolvendo GADTs é tratada
como uma instancia do simbolo sobrecarregado, que é entao tra-
tado como um problema de verificagao da satisfazibilidade das res-
tricdes. Desta forma podemos delimitar o conjunto de expressdes
em que é possivel garantir decidibilidade da inferéncia, conforme
descrito por (RIBEIRO; CAMARAOQ; FIGUEIREDO, 2013).

e A solugdo proposta adiciona pouca complexidade ao sistema de
tipos existente, basicamente adicionando novas regras para infe-
réncia de expressdes CASE, as demais regras seguem a mesma
premissa de inferéncia de expressdes que nao envolvem GADT.

Alguns conceitos sao necessarios para o entendimento deste tra-
balho, no Capitulo 2 sdo abordados conceitos relacionados ao sistema de



26 Capitulo 1. Introdugao

tipos (de Damas-Milner e CT) e recursos da linguagem (recursao polimér-
fica e sobrecarga) importantes na inferéncia de tipos, especialmente de
fungdes que utilizam GADTSs. Os trabalhos relacionados sdo apresenta-
dos no Capitulo 3. No Capitulo 4 o algoritmo proposto é abordado, bem
como uma analise dos algoritmos aceitos ou nao, seja pela abordagem
proposta, quanto pelas abordagens relacionadas.
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2 FUNDAMENTOS

Sistemas de tipos fornecem um mecanismo formal para descre-
ver propriedades de um programa, e sa0 compostos por tipos e um con-
junto de regras para deduzir o tipo de expressdes de programas. Alguns
exemplos de tipos sé&o listados abaixo:

Int -— Inteiros

Char —-- Cacteres

[Char] -- Lista de caracteres

Int — Bool -- Fungdo que mapeia um valor inteiro

em um booleano

Regras de tipo definem uma relagéo entre tipos e programas, ou
seja, o tipo de um programa num sistema de tipos. Esta relagdo entre
programa e tipo em Haskell é especificado por meio do operador (::). A
expressao 7 + 6 :: Int é valida e pode ser lida como “o programa 7 +
6 tem tipo Int”".

Alguns podem ver tipos apenas como uma forma de documen-
tacdo, como comentdrios. Porém, ao contrario dos comentarios que tém
forma livre e podem fornecer uma informagao ambigua ou errada, os tipos
sa0 precisos e consistentes, pois tém uma sintaxe definida formalmente
(LIN, 2010). Além disso, tipos auxiliam no processo de detecgao de er-
ros, na definicdo de abstracdes e permitem ao programador restringir os
valores de uma expressao, como no exemplo abaixo, onde a — [a] e
Int — [Int] sdo tipos aceitos para a expressao, porém o primeiro pos-
sibilita 0 uso da fungdo \x — [x] para um conjunto maior de tipos de
argumentos.

' Otipo da expressdo 7 + 6 é na verdade Num a = a, pois 0 simbolo de adi¢do é so-

brecarregado para diferentes tipos numéricos, instancias da classe Num. E usado o tipo
Int apenas para facilitar a compresséo.
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\x = [x] :: a = [a]
\ x = [x] :: Int — [Int]

Sistemas de tipos com suporte a polimorfismo paramétrico ge-
ralmente incluem variaveis de tipo para representar tipos polimérficos.
Uma variavel de tipo a representa um tipo qualquer, sendo o tipo Int —
[Int], do exemplo anterior, uma instancia do tipo a — [a] (ouVa.a —
[al, explicitando o quantificador universal como em (DAMAS; MILNER,
1982)).

Um sistema de tipos permite que muitos dos erros de implemen-
tagéo sejam detectados em tempo de compilagdo, desde que o sistema
seja consistente. Na maioria das linguagens tipos apenas sao avaliados
mediante assinatura de tipos das variaveis usadas no programa. Outras
linguagens, possuem um sistema de tipos capaz de determinar o tipo de
expressdes sem que o programador tenha que fornecer qualquer infor-
magcao de tipo (apesar de possibilitar). E o que ocorre em Haskell, no
processo de inferéncia de tipos.

A inferéncia de tipos € um importante passo que linguagens fun-
cionais tém dado no sentido de aumentar a flexibilidade e o poder de
expressao de linguagens estaticamente tipadas, como ocorre em lingua-
gens dinamicamente tipadas, porém sem perder a seguranga que a ti-
pagem estatica traz. O algoritmo de inferéncia deve ser capaz de acei-
tar apenas programas bem tipados, e rejeitar programas mal tipados, ou
potencialmente incorretos, em tempo de compilagao. Geralmente o pro-
cesso de inferéncia de tipos combina esses dois processos, de verifica-
¢ao de tipos e inferéncia de tipos, este segundo sem a necessidade de
informagéo de tipo.

Se por um lado a inferéncia de tipos reduz a carga de trabalho do
programador, que nao precisa fornecer assinatura de tipo para toda ex-
pressao, por outro lado torna a fase de andlise semantica do compilador
muito mais dificil, pois precisa decidir se o programa é bem tipado sem
saber o tipo esperado pelo programa. A inferéncia de fungdes envolvendo
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GADTs é ainda mais dificil, devido as restricdes de tipo impostas ao cons-
trutor na definigao do dado, e algumas particularidades da construgédo
destes dados, que serdo discutidas no Capitulo 3. Devido a dificuldade
na inferéncia de tipos de expressdes envolvendo GADTSs, a assinatura de
tipos é tida como uma alternativa para casos onde o compilador rejeita
programas corretos indevidamente, ou casos cuja inferéncia é muito di-
ficil (ou indecidivel), como ocorre com a inferéncia de tipos de fungdes
envolvendo recursao polimérfica.

No decorrer deste capitulo, é apresentada uma breve revisao so-
bre o sistema de tipos de Damas-Milner (Secéo 2.2), criado originalmente
para ML e estendido para as linguagens funcionais modernas como Has-
kell. Neste capitulo também é apresentada uma revisdo sobre o sistema
CT (Secao 2.5), que assim como Haskell estende o sistema de Damas-
Milner adicionando suporte a sobrecarga, e cujas ideias sao utilizadas
neste trabalho para o tratamento de inferéncia de tipos nos casos que
ocorre recursdo polimérfica.

2.1 Sintaxe de Tipos e Expressoes

Nesta secdo é apresentada a notagdo que sera utilizada no de-
correr deste trabalho. A Figura 1 contém a sintaxe de tipos e expressoes.
Para facilitar, e seguindo uma pratica comum, nao serao considerados
kinds no tipo de expressoes.

Uma substituicdo é uma fungao de variaveis de tipo em expres-
sOes de tipo simples. S(7) denota a substituicao S aplicada sobre o tipo 7,
que também pode ser escrita como S7. Uma substituicdo é usualmente
escrita como um mapeamento finito [ay +— 71,...,a, — T,], também
representada na forma [a 7] ou [a; + 7)1

A aplicagao de substituicao é sobrecarregada para restrigdes de
tipo, conjuntos de restricdes e conjuntos de tipos. O simbolo o representa
composicdo de fungao; a composigdo S o S’ também é usada na forma
8s’,edom(S) = {a| S(a)# a}.
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Meta-Variaveis:
Variaveis de tipo:

Construtores de tipo:
Construtores de dado:

Sequéncia:

Expressdes:

Tipos Simples:
Tipos Polimérficos
Padrdes (patterns):
Restrigdes:
Contextos de tipo:

a,b,x,y
a, f
T
C,D
ai,...,a, ou a* ou a, onde n>10
e x| C| Xx.e|ee’|
let x = e in e’
case e of p— e’
T, P,V aT|TT
o T | Va.o
P x| Cp
K {x77}
r e|,x:o

Figura 1: Sintaxe de Tipos e Expressoes

Operagdes sobre contextos de tipos sao definidas a seguir:

I'(x)

I''x:0o

{o | x:0€T}
T—{x:0| ocel(x)})U{x:0}

A notacdo ftv (o) denota o conjunto de variaveis de tipo livres
em o, ou seja, variaveis de tipo que nao estdo ligadas ao quantificador

universal V. De forma similar £tv (I') denota o conjunto de variaveis de

tipo livresem T'.

2.1.1 Expressodes case versus Casamento de Padroes

Fungdes que avaliam alternativas para diferentes construtores de
um tipo de dado podem ser escritas utilizando expressdes case ou casa-
mento de padrdes. Casamento de padrdes é um aclcar sintatico para

expressoes case que Haskell disponibiliza e que costuma facilitar a es-
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crita e leitura dos programas. Assim, a fungao eval (descrita no capitulo
1), é equivalente a implementagao abaixo utilizando case:

eval :: Term a — a

eval e = case e of

Lit i — i
Inc t — 1 + eval t
IsZ i — 0 == eval i

If bcd — if eval b then eval c
else eval d

Pair a b — (eval a, eval b)

Na definicao acima, e representa o tipo que esta sendo avaliado
(tipo scrutinee), as alternativas possiveis sdo descritas apés o of, cada
alternativa corresponde a um padrao possivel para e; e do lado direito da
seta é definida a expressao que especifica o retorno quando o valor de e
casa com o padrao.

No decorrer deste trabalho ambas nota¢des podem ser utiliza-
das, dependendo do que se pretende expor.

2.2 Sistema de Tipos de Damas-Milner

O sistema de Damas e Milner (1982), proposto originalmente
para a linguagem ML e adotado pela maioria das linguagens funcionais,
descreve um algoritmo capaz de inferir o tipo menos geral capaz de des-
crever todos os tipos possiveis que uma expressao pode assumir (tipo
principal).

Esse sistema, apresentado na Figura 2, descreve o conjunto de
expressdes bem tipadas, considerando a sintaxe definida na Figura 1.
Um julgamento de tipo nesse sistema tem forma I' - e : o, que pode
ser lido “a expresséo e tem tipo o no contexto I'”. Um contexto de tipos I"
consiste em uma lista de pares x: ¢, denominadas “suposi¢ées de tipo”. I'
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armazena informacao de tipo das variaveis declaradas, permitindo avaliar
se uma expressao é bem tipada a partir dos tipos das variaveis livres na
expressao. Por exemplo, a expressao x + 1 & bem tipada se o operador
(+) tem tipo Int — Int — Int e x também tiver sido definido como
inteiro. o < ¢’ especifica uma relagdo de ordem entre tipos, que indica
gue o tipo polimérfico o € mais geral que o tipo ¢’. Essa relagéo é definida
pela regra de especializagao de tipos apresentada na Figura 3. A fungao
close representa a quantificagao de variaveis de tipo, e é definido como
close(T', 7) = Vai...ar,.7, ONde 1 ...cx, SA0 varidveis de tipo que ocorrem
em 7, mas ndo em I, Va.7 representa abreviadamente close (T, 7).

O sistema de tipos apresentado na Figura 2 consiste de um con-
junto de regras sensiveis ao contexto, que define o tipo de cada expres-
sdo, garantindo que cada operacéo tenha operandos adequados, ou seja,
com tipos vélidos. Cada regra de tipo representa uma condi¢cdo no sis-
tema de tipos, onde:

VAR representa a relagao necessaria para atribuicdo de tipos a uma va-
ridvel em um contexto de tipos: x tem tipo ¢ no contexto I, se houver uma
instancia de x, com esse tipo, no contexto.

INST indica que ¢’ é uma instancia de tipo para a expressao e no con-
texto I', se e tiver tipo o no contexto I' e ¢’ for uma instancia de o.

GEN descreve a definicao de variaveis com tipo quantificado, sendo que
a expressao e tem tipo Va..o se e tiver tipo o e o nao for uma variavel livre
no contexto I'.

APP representa a aplicagao de fungdes, sendo que a fungéo e aplicada
ao argumento e’ tem tipo 7, se e’ é compativel com o tipo do argumento
esperado por e, ou seja, o dominio da fungéo deve ter o mesmo tipo T que
0 argumento.

ABS descreve lambda abstragdo, Ax representa o argumento para a fun-
gaoe,sendorTotipodexe v’ otipodee,otipode \x.eé7 — 7°.

LETREC-M introduz uma nova definicdo para x no contexto em que e’
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x:0€l (VAR)
I'kx:0o
l'Fe:o oc<o’
= INST
l'Fe:o’ ( )
l'te:o a ¢ ftv(D)
GEN
I'ke:Vao ( )
'Fe:7—r ke’ : 7 (APP)
Pk(ee’): 7’
Dyx:7'ke:r
. ABS
'k(Axe):7m> =71 ( )
I''x:7Fe: I''x:okFe’: 7’ = T
,x:7Fe:7 Ix:oke .T o = close(I',7) (LETREG-M)
Pk(let x =e in e’): 7’

Figura 2: Sistema de tipos de Damas-Milner

T =[a; =TT Bi & ftv(Vay ... ap.T)
Yoy ..o m <VB; ... Bp.T°

Figura 3: Regra de especializagéo de tipos

terad seu tipo inferido. O tipo das ocorréncias recursivas de x em e séo
tradados como tipos monomorficos.

As regras descritas na Figura 2 impde um conjunto de condi¢cdes
para dedugao do tipo de expressdes, porém nao fornecem um método
para inferéncia de tipos efetivamente. Como pode ser observado, existem
casos onde pode haver mais de uma regra para a mesma férmula (como
ocorre para INST e GEN). Para inferéncia de tipos neste sistema é utili-
zado o Algoritmo W (DAMAS; MILNER, 1982), cuja definicao é baseada
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no uso de unificagdes.

Pode-se dizer que dois tipos t; e ty podem ser unificados se
existe uma substituicdo S que aplicada a estes tipos, torna-os iguais, ou
seja:

S(t1) = S(t9)

Por exemplo, é possivel afirmar que os tipos a — Int e Bool
— b sao unificaveis pois existe uma substituicdo S = [a — Bool, b
— Int] que, aplicada a ambos os tipos, tem 0 mesmo resultado: Bool
— Int.Porém, ostipos Int — aeBool — b nao sdo unificaveis, pois
nao existe uma substituicao que aplicada a ambos retorne 0 mesmo tipo,
pois ndo existe um tipo que represente Int e Bool?.

O Algoritmo W, apresentado na Figura 4, tem como entrada um
par, composto por um contexto de tipos I' e uma expressao e, e retorna o
tipo principal da expressdo 7 e uma substituigdo S. E indicado um erro em
casos onde nao seja possivel definir um tipo principal para a expressao.

Na Figura 4, 3 é uma variavel livre, adicionada ao contexto quando
uma nova variavel de tipo é necessaria, por exemplo, a fungao identidade
f x = x pode ser reescrita como Ax.x, onde x tem tipo 3, adicionado
pelo algoritmo. unify(71, 72) representa o unificador mais geral para o par
de expressbes de tipo. Um unificador S; € o unificador mais geral se,
para qualquer outro unificador S, existe uma substituicao S’ tal que S’
0 Sy =8.

O Algoritmo W apresentado na Figura 4 sob a forma de fungao,
pode ser também descrito sob a forma de regras de inferéncia, tal como
na Figura 5. As fungdes close e unify foram mantidas para facilitar a
leitura.

2 Algoritmos eficientes de unificagao - que podem encontrar o unificador mais geral para
um par de tipos em tempo linear - foram propostos por (PATERSON; WEGMAN, 1976;
MARTELLI; MONTANARI, 1982).
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wW(,x) =
Se I'(x) = Vay...as.7 entdo ([a+— S]7,Id)
senao Falha
W(,ee’) =
let (7,81) = W(T,e)
(7',82) = W(siT,e?)
S = unify (Se7,7" — ) onde B fresh
in (S8,S082081)
W (T, Ax.e) =

let (1,8) = W((I,{x: }),e)
in (S(8 — 71),8)

W(,let x = e in e’) =
let (7,81) = W(T,e)
(17,82) = W(S1(I',{x : close(S1I',7)}),e’)
in(T’,S1 OSQ)

Figura 4: Algoritmo W: representacao sob a forma de fungao

Como exemplo, na Figura 6 sao ilustrados os passos para infe-
réncia da expressao Af.Ax.f x utilizando o Algoritmo W. O algoritmo é
executado recursivamente para cada expressao, até que se tenha apenas
a variavel. Na figura 6, so ilustradas as chamadas recursivas e o retorno
em cada passo esta a direita do simbolo =-. Em todos os passos é re-
tornada uma dupla, composta por um conjunto de substituigcdes e o tipo.
Portanto, o tipo final retornado para a expressdo \f . A\x.f xé (b — c)
— b — c.

O sistema de tipos de Damas-Milner descreve uma forma de infe-
réncia simples e expressiva, combinando flexibilidade (com possibilidade
de definir expressdes que implementam o conceito de polimorfismo para-
meétrico), robustez (devido a seméntica consistente), além de permitir de-
tectar erros em tempo de compilagao (DAMAS; MILNER, 1982). O algo-
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I'(x) = Va. = fresh
(x) =Va.r S=la— [ B fres (VAR)
'Fx:(S7,8)
FFeli(Tl,Sl) FFGQZ(TQ,SQ)
S’ =unify(rp — 8 ~ Sa71) B fresh
S5 o5ies: (APP)
I'te;es:(85,9)
Ix:pBFe:(r,8) B fresh (ABS)
'k x.e: (8(8—1),8)
Nx:7ke:(7,8) Iyx:obe' :(77,87)
o = close(S;I, 7) S=8108 (LET)

I'Flet x=-e in &' : (7”,8)

Figura 5: Algoritmo W: representagao sob a forma de regras de tipo

ritmo & ao mesmo tempo consistente e completo® sem a necessidade de
fornecer qualquer informagéo sobre tipo. No entanto, os sistemas de tipo
tém evoluido muito, com o objetivo de tornar linguagens estaticamente ti-
padas mais expressivas. Com isso, varias novas caracteristicas tém sido
adicionadas, como é o caso do suporte a sobrecarga e tipos de dados
algébricos generalizados, sendo necessario estender esse sistema.

2.3 Recursao Polimoérfica

No sistema de Damas-Milner, toda chamada recursiva de uma
fungdo em sua definicdo deve ter o mesmo tipo. Recursdo polimérfica
ocorre quando uma fungdo é usada com mais de um tipo na expressao

3 Consistente e completo em relagdo ao conjunto de regras que definem o sistema de
tipos. Consistente uma vez que todas as suposi¢des de tipo inferidas pelo algoritmo
podem ser provadas. E completo porque toda suposi¢ao que pode ser provada, também
pode ser inferida pelo algoritmo.
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W I, M. (Ox.f x)) = (S(B—>71), 8) = W(lf:al, x.(f %))
onde: [+ a
= (b >¢) b —>c, a—>b— c)

W([f:al, x.(f x)) = (s(B—71), 8) = W(lf:a,x:b],f(x))
onde: S+ b
= (b -+ c, a—~b— c)

W(lf:a,x:b],(f x)) = (S8, S 0 83 0 81) = W([f:a,x:b],f)
W ([f:a,x:b],x)
onde: B+ ¢

= (c, a—= b — ¢)

W([f:a,x:b],f)

(a, Id)

W(lf:a,x:b],f) (b, Id)

Figura 6: Passos para inferéncia da expressao \f. (Ax.f x) usando o
Algoritmo W

de definicdo da propria fungdo, geralmente devido a uso de tipos néo
uniformes. A Figura 7 ilustra a regra que estende o sistema de tipos de
Damas-Milner adicionando suporte a recursao polimérfica. Esse sistema
€ conhecido como sistema de Milner-Mycroft (MYCROFT, 1984). A regra
LETREC-P é semelhante a regra LETREC-M apresentada na Segao 2.2,
a diferenga é que x tem tipo quantificado tanto em e quanto em e’, ou
seja, x é polimorfico inclusive no contexto em que o tipo de e ¢ inferido.

E possivel entender a aplicabilidade deste recurso a partir do
exemplo a seguir, onde o tipo Seq t é proposto por (OKASAKI, 1998)
para representacao de arvores binarias perfeitamente balanceadas:

data Seq t = Nil | Cons t (Seq (t,t))

O tipo Seq néo € uniforme, devido ao fato de que o componente
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Ix:obe:7 T,x:0bke’:7” o=close(l,7)
'H(let x =e ine’):7’

(LETREC-P)

Figura 7: Regra que estende o sistema de Damas-Milner para suporte a
recursao polimoérfica

recursivo Seq (t,t) é estruturalmente diferente do tipo Seq t. Algorit-
mos envolvendo tipos n&o uniformes geralmente sdo mais eficientes, se
comparados com a implementagao uniforme equivalente. Como exempilo,
a fungéo length a seguir, que calcula o tamanho de uma sequéncia:

length Nil = 0O
length (Cons x s) = 1 + 2 * (length s)

Este algoritmo executa em tempo O(logn), enquanto que a fun-
¢do length sobre listas executa em tempo O(n). Entretanto, essa defini-
¢ao da fungéo length ndo seria aceita em uma linguagem de programa-
¢ao baseada no sistema de tipos de Damas-Milner, uma vez que a cha-
mada recursiva de length, nesta definicdo, ndo tem o mesmo tipo mo-
nomoérfico da fungdo que esta sendo definida. Esta definigdo seria aceita
apenas com o uso de extensdes e mediante o uso de assinatura de tipos.

Tipos nao uniformes podem ser convertidos para uma versao uni-
forme, porém é necessario adicionar um novo tipo que representa o com-
ponente nao uniforme. No caso de Seq, na versao uniforme criamos um
tipo chamado Elem que representa os elementos da sequencia:

Elem t | Pair (Elem t) (Elem t)
Nil | Cons (Elem t) (Seq t)

data Elem t
data Seq t
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Uma consequéncia do uso da versado uniforme é o aumento do
numero de construtores, o que pode diminuir a eficiéncia do algoritmo, de-
vido ao aumento da estrutura que se precisa percorrer. A fungéo length,
reescrita para utilizar a versao uniforme, teria a seguinte forma:

lengthS Nil = 0O
lengthS (Cons e t2) = 1 + lengthE e + lengthS t2

lengthE (Elem t) = 1
lengthE (Pair t1 t2) = lengthE tl1 + lengthE t2

A funcdo lengthsS percorre o tipo de dado Seq somando 1 sem-
pre que o construtor Cons for utilizado, j& a fungdo lengthE percorre o tipo
de dado Elem e adiciona 1 sempre que o construtor Elem* for utilizado.

Além de questdes relacionadas a eficiéncia do algoritmo, a ver-
sao uniforme nao garante a construcao de uma arvore perfeitamente ba-
lanceada, pois torna mais flexivel a criagao de um elemento (que pode ou
nao ser um par). Resumidamente, tem-se que a versao nao uniforme tem
algumas vantagens com relacdo a versdo uniforme, que s&o®:

e Definigao do tipo de dado é mais concisa;

e Menos construtores sdo necessarios para representar o tipo de
dado, o que pode torna-lo mais eficiente (algoritmos que utilizam
a versao nao uniforme precisam percorrer apenas 0s construtores
Cons e Nil, enquanto que a versdo uniforme cria novos construto-
res — Pair e Elem);

e Tipos nao uniformes facilitam a percepgao do tipo que esta sendo
gerado, pois é explicito que o primeiro elemento da sequéncia (do

4 Neste exemplo foi utilizado 0 mesmo nome (Elem) para representar o construtor de tipo
e o construtor do dado, permitido pelo compilador Haskell GHC.

5 Em (OKASAKI, 1998) h4 uma discussdo mais detalhada sobre as razées para se preferir
a definicao nao uniforme de Seq t em relacé@o a definicao uniforme
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tipo Seq acima) é simples, o segundo é um par, o terceiro um par
de pares, e assim sucessivamente;

e Aversao nao uniforme garante que sera construida uma arvore per-
feitamente balanceada, o que ndo ocorre com a versao nao uni-
forme, que permite constru¢des como:

Cons (Pair (Elem 2) (Pair (Elem 3) (Elem 4))) Nil — Ape-
nas um elemento a esquerda

Cons (Pair (Elem 2) (Elem 3)) (Cons (Elem 5) Nil) —Um
par a esquerda, e a direita uma nova sequéncia.

Haskell, assim como ML, ndo permite que uma fungao que esta
sendo definida seja usada polimorficamente no contexto de sua propria
definicdo, a menos que seja informado o tipo polimérfico explicitamente
na definicdo da fungé&o, como ocorre com a funcdo lenght, que pode
ser assinada com tipo length :: Seq a — Int. A inferéncia de tipos
em um sistema de tipos com suporte para recursdo polimérfica pode ser
reduzida ao problema da semi-unificagdo (HENGLEIN, 1993). Kfoury et
al. (KFOURY; TIURYN; URZYCZYN, 1993) provaram que o problema da
semi-unificacao € indecidivel.

O problema da semi-unificagcao é uma generalizagao do problema
da unificagdo (JAHAMA; KFOURY, 1993). Dado um conjunto de pares de
tipos {(r;,7/)}i=1", este problema consiste em decidir se existe uma
substituicdo S e um conjunto de substituicoes {S;,S-, . . .,S,} tais que:

SlsTl = S’Tl’, SQSTQ = STQ’,..., SnSTn = STn’

Normalmente, uma instancia deste problema é representada na
forma de um conjunto de inequagdes com indices:

1 -7 2 -/ n -/
{n <, <7, .7m<"1}
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Na definicdo de Seq, por exemplo, este problema seria repre-
sentado como {[Seq a; + Int] < [Seq (az,as) + Intl} e pode
ser resolvido pelas seguintes substituigbes: S; = [a; — (az,a2)] €S
= [id].

Recursao polimérfica pode ocorrer em fungdes que manipulam
GADTs, que manipulam ADTs (com menor frequéncia), e também na de-
finicdo de fungdes sobrecarregas, como serd visto a seguir.

2.4 Sobrecarga

O sistema de tipos de Damas-Milner, possibilita definir expres-
sOes que operam sob diferentes tipos, desde que o comportamento seja
uniforme, caracteristica que comumente chamamos de polimorfismo pa-
ramétrico (ou polimorfismo-via-let).

Apesar de bastante expressivo, no sistema de tipos de Damas-
Milner a definigao de simbolos cujo comportamento seja distinto para di-
ferentes tipos (conhecido como polimorfismo de sobrecarga ou polimor-
fismo ad-hoc) nao é suportada. Dois exemplos que demonstram a utili-
dade deste tipo de polimorfismo sdo a implementagdo do operador de
adicdo (+), que é sobrecarregado em muitas linguagens para operar com
valores inteiros ou ponto flutuante, e o simbolo de igualdade (==), sobre-
carregado para operar com caracteres, inteiros, booleanos, entre outros.

Haskell estende o sistema de tipos de Damas-Milner, adicionando
classes de tipos para suporte a definicdo de simbolos sobrecarregados.
Diferentemente de outras linguagens de programagéo, o tratamento de
sobrecarga em Haskell é uniforme, independente do simbolo.

Uma classe em Haskell pode ser vista como um agrupador de
simbolos que serao sobrecarregados para diferentes tipos, especificando
uma assinatura para cada simbolo (ou nome), que define o seu tipo prin-
cipal. Os simbolos sobrecarregados sao implementados como instancias
dessa classe, cada qual com um tipo especifico. Considere como exem-
plo a declaragao da classe Eq e a definigdo de trés instancias, uma que
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implementa a comparagao de igualdade para inteiros, outra para caracte-
res, e outra para listas:

class Eq a where
(==) :: a - a — Bool
instance Eq Int where
x ==y = eqlnt x y
instance Eq Char where
x ==y = eqChar x y
instance Eq a = Eq [al] where
[]1==1[1= True
(x:x8) == (y:ys) = x ==y && xs == ys

Supondo que as fungdes eqInt e eqChar sdo fungdes primitivas
com tipos Int — Int — Bool e Char — Char — Bool, respectiva-
mente, temos que as expressées 1 + 1 == 2, ’a’ == ’b’ e [1,2] ==
[3,4] sao bem tipadas. No entanto, expressées como [1.2,1.5] ==
serdo rejeitadas. Na definicdo da instancia de Eq para listas, uma restri-
cao de tipo € imposta: Eq a = Eq [al, estarestrigdo indica que apenas
listas de tipos que séo instancias de Eq séo aceitas, rejeitando expressoes
invalidas, como a igualdade de listas de fungdes, por exemplo.

Simbolos sobrecarregados podem ser usados na definicdo de
fungdes polimorficas, tal como no exemplo a seguir, que apresenta a de-
finicdo da fungédo ins, que insere um novo elemento no final de uma lista
dada, caso ele ndo ocorra nesta lista:

ins a [ ] = [a]
ins a (x:xs) = if a == x then x:xs

else x:(ins a xs)
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A fungdo ins tem tipo Va.{Eq a}.a — [a] — [al, sendo Eq
a uma restricdo de tipo, que indica que variavel a pode ser instanciada
apenas com tipos que sdo instancias da classe Eq.

Classes de tipos podem definir uma hierarquia de classes, tal
como ilustra a definigdo da classe Ord a seguir, a qual é definida como
subclasse de Eq. Com esta definicao, um tipo s6 podera ser declarado
como instancia de Ord, se houver uma declaracdo deste tipo como ins-
tancia de Eq:

class Eq a where

(==) :: a — a — Bool

class (Eq a) = 0rd a where
(<) :: a —» a — Bool
(>) :: a = a — Bool

Neste caso, dizemos que Eq € uma superclasse da classe Ord. O
uso de superclasse permite simplificar o tipo de expressdes: supondo que
a definicdo de uma fungéo £ utilize os simbolos (==) e (>), com o uso de
superclasse o tipo inferido contempla restricdo apenas para classe 0rd;
do contrario, as classes Eq e Ord sao inclusas na restricao de f£.

Classes de tipos permitem também a definicao de fungdes de-
fault, tal como ilustrado no exemplo a seguir:

class Eq a where
(==), (/=):: a —» a — Bool
== y
x /=y

not (x /= y)

not (x == y)
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Com isso, apenas uma das fungdes, (==) ou (/=), precisa ser de-
finida para um novo tipo, a implementacéo default sera usada para a fun-
¢ao que for omitida:

data Bool = True | False

instance Eq Bool where

True == True = True
False == False = True
/= = False

A definicao de instancias pode ser automatizada por meio de de-
rivagdo automatica de cédigo, implementada para classes da biblioteca
padrao de Haskell, como Eq, Ord, Show, Enum e Read. Utilizando a clau-
sula deriving associada a definicdo de novos tipos, o cédigo referente
a instancia deste tipo de dado para a classe informada sera gerado auto-
maticamente, sem que o programador tenha que implementa-lo.

data Bool = True | False deriving (Eq,Show)

Haskell, com o uso de classes de tipos, adota uma abordagem
de mundo aberto para sobrecarga. Na classe é definido o tipo principal
para o simbolo, e toda possivel instancia da classe é considerada na so-
lugao da sobrecarga do simbolo num dado contexto. Em uma abordagem
de mundo fechado, ao contrario, as instancias do simbolo sobrecarre-
gado que serdo considerados sao restringidas, seja por uma opcao do
programador (classes de tipo em Haskell permitem limitar as instancias
que podem ser criadas, restringindo o tipo principal na definicao do sim-
bolo na classe), seja pelo contexto de uso (como ocorre no Sistema CT,
explicado na Segéo 2.5), ou outros motivos que atribuam restricbes na
criagao de instancias para um simbolo.
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Todos os exemplos apresentados até aqui ilustram o uso de sim-
bolo sobrecarregado cujo tipo tem apenas um parametro, porém existem
varios casos onde mais de um parametro de tipo é necessario. Como
exemplo, considere uma operac¢ao de multiplicagdo envolvendo diferen-
tes tipos, tal como abaixo. Considerando que o construtor Vector € defi-
nido como Vector Int Int e Matrix como Matrix Vector Vector, é
possivel obter diferentes combinagdes a serem tratadas para o operador
(*):

(*) :: Matrix — Matrix — Matrix
(*) :: Matrix — Vector — Vector
(*) :: Matrix — Int — Matrix
(%) :: Int — Matrix — Matrix

Para casos como esse, a classe de tipos teria que ser definida
conforme abaixo:

class Mult a b c where

(¥) ::a > b = c

Essa declaragdo nao é permitida pelo compilador GHC, devido
a possibilidade de ocorrer ambiguidade, ou seja, uma entrada pode ser
vdlida para mais de uma instancia, e o compilador teria que “decidir” uma
opcao. Apesar de aumentar muito a flexibilidade no uso de simbolos so-
brecarregados, classes de tipos com multiplos parametros nao faz parte
da padronizagao da linguagem, mas existem extensdes que permitem o
uso, por exemplo, a partir de dependéncia funcional (JONES, 2000).

2.5 Sistema CT

O sistema CT é uma extenséo do sistema Damas-Milner que
adota uma abordagem de mundo fechado para o tratamento de sobre-
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carga. O tipo principal de um simbolo sobrecarregado é definido por meio
de anti-unificagdo sobre os tipos das definicdes desse simbolo. O tipo
principal de uma expresséo é representado na forma Va; ...Va,.x.7, sendo
que arestricdo x € um conjunto, possivelmente vazio de restrigdes de tipo,
na forma de pares o : 7, sendo o um simbolo sobrecarregado e 7 um tipo
simples.

O processo de anti-unificagdo originalmente proposto por Plotkin
(1970), é usado para generalizagcdo de tipos. Dizemos que um tipo 7, é
uma generalizacao dos tipos 7; € 75 se existem substituigcdes S; e Ss tais
que S1(1y) = 71 € S2(74) = T2. O processo de obter a generalizagdo mais
especifica é chamado de anti-unificagao.

Chamamos a fungao que descreve a anti-unificagédo de um con-
junto de tipos 7 = {1, ..., 7.} de Least Common Generalization e apre-
sentamos um algoritmo para implemencao dessa fungdo na Figura 8. A
implementacdo usa mapeamentos S de variaveis de tipo («) em pares de
tipos (71, 72) de modo a “lembrar” generalizag6es ja realizadas. Por exem-
plo, 1cg aplicada ao conjunto de tipos {a; — 1 = a1, a2 — P2 — s}
retorna a — [ — «, onde a e § sdo novas variaveis de tipo, e nao,
digamos, o — 8 — /.

Para ilustrar o funcionando do sistema CT no tratamento de so-
brecarga, considere um contexto onde o operador de igualdade tem defi-
nicoes sobrecarregadas para os tipos Int e Char:

') {(==) : Int — Int — Bool, (==):Char — Char — Bool}

o tipo principal inferido para (==) no sistema CT é:

Va.{(==): a — a — Bool}.a — a — Bool
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1cg(T) =7  where (7,8) = 1cg'(T,D), for some S

leg'({7},8) = (1,9)

lcg’({m1, 7} UT,8) = 1cg"(r,7',8’) where (7,5) = lcg”’(m1,72,9)
(T/a S,) = 1C’g,(’]r7 SO)

lcg”(CT™, Dp™,8) =
if S(a) =(CT", Dp™) for some « then («,8S)
else
if n#m then (3,S[8+— (CT",Dp™)])
where [ is a fresh type variable

else (W7 ",8,)
where (1,S0) = {

(1{,8:) = Leg”"(7i, pi,Siz1), for i=1,...,n

(c,8) if C=D
(a,8[a— (C,D)]) otherwise « is fresh

Figura 8: Anti-Unificagdo

obtido por meio da anti-unificagéo (1cg) das definicdes sobrecarregadas
no contexto.

O uso de um simbolo sobrecarregado em uma expressao faz
com que uma restri¢cdo seja incluida no tipo inferido. Por exemplo, consi-
dere a seguinte definicdo da fungao insert, para inserir um elemento em
uma lista:

[x]
if x == y then y:ys else y:(insert x ys)

insert x [ ]

insert x (y:ys)

O tipo inferido para essa fungao, no contexto I' ) é:
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Va.{(==): a = a — Bool}.a — [a]l — [a]

Neste tipo, a restricdo {(==): a — a — Bool} significa que a
funcdo insert somente pode ser aplicada a listas de elementos com um
tipo 7 para o qual o operador (==) esteja definido, isto é, um tipo 7 tal
que (==):7 — 7 — Bool € I'(-.

De modo geral, 0 uso de uma expressao e com tipo o = Va; ...
a,.k.T restringe o conjunto de tipos para os quais o tipo de e pode ser
instanciado em um contexto de tipos I', de acordo com suposi¢oes de
tipo de I' que satisfazem as restricdes que ocorrem em .

O problema da satisfazibilidade de um conjunto de restricoes
consiste em um problema para determinar, se para um par (I', ), onde
T" é um contexto de tipos e « € um conjunto de restrigdes, I' =5 ~ € pro-
vavel, para alguma substituicdo S, que é entdo chamada de solugao do
problema de satisfazibilidade. A definicdo de CS-SAT é dada a seguir.

Tl (SATo)
ST =87’ I s Sk

TU{x:Va.k.7’ Egos {x:7}} (SATy)

Lot AL (SAT,,)

NEskU{x:7}

A solucado S é dita principal se para qualquer outra solugao S’
existe uma substituicdo R tal que S’ = R o S. A aplicacado da solugao
principal é chamado aprimoramento (CAMARAO et al., 2007).

Um algoritmo para resolver CS-SAT é descrito como uma fun-
¢ao denominada sat em (CAMARAOQ; FIGUEIREDO; VASCONCELLOS,
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2004). Nos casos em que as restricoes sao satisfeitas o retorno desse
algoritmo é uma substituicdo que pode ser usada no aprimorando do tipo.
Essa substituigao também é empregada na inferéncia de fungdes sobre-
carregadas em que ocorrem recursao polimérfica. Um exemplo é a infe-
réncia de uma nova sobrecarga para o simbolo (==) no contexto I'():

[]1==1[017]=True
(x:x8) == (y:ys) = x == y && xs == ys

Nesse exemplo, ndo € possivel determinar o tipo principal do
simbolo sobrecarregado (==) aplicado de forma recursiva, uma vez que
a nova definicdo sobrecarregada esta sendo adicionada ao contexto e
essa definicdo apresenta uma chamada recursiva com um tipo distinto.
Nessa situacao, a restricdo é gerada considerando os tipos requeridos
pelas chamadas recursivas, tal como apresentado abaixo, e ndo é possi-
vel determinar, neste momento, que os dois parametros para o operador

==) devem ter o mesmo tipo:

{(==): a - b — Bool,
(==): [al— [b] — Bool}.[a] — [b] — Bool

CS-SAT retorna o seguinte conjunto de substituicdes que satisfazem as
restrigcdes:

{{2 —» Int, b — Int}, {a — Char, b — Char},
{a —[Int]l, b — [Intl}, {a —I[Char], b — [Charl},
{a — [[Int]l], b —[[Int]l]l}, {a — [[Char]], b —[[Charll},

3
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A generalizacdo dessas substituicoes, obtida por meio da anti-unificagao,
€ usada para o refinamento do tipo, depois de aprimorado e simplificado
obtemos o tipo principal:

Va.{(==): a — a — Bool}.[a] — [a] — Bool

Na abordagem proposta nesse trabalho a fungdo sat é utilizada
para inferir o tipo de fungées onde ocorrem GADTSs e que apresentam re-
curséo polimérfica. Embora CS-SAT seja um problema indecidivel é pos-
sivel limitar o conjunto de restricbes aceitas de forma a garantir a termi-
nagao da verificagao. A terminagao do algoritmo para CS-SAT é tratada
em (RIBEIRO; CAMARAO; FIGUEIREDO, 2013).
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3 TIPOS DE DADOS GENERALIZADOS

Este capitulo apresenta uma breve revisao sobre tipos de dados
algébricos (ADTs) e tipos de dados algébricos generalizados (GADTSs) e
discute as principais abordagens para inferéncia de tipos de fungdes que
utilizam GADTs.

3.1 Tipos Algébricos de Dados

Haskell possibilita a definicdo de novos tipos pelo programador,
denominados tipos algébricos de dados (ADTs), os quais sdo definidos
por meio da clausula data. Os exemplos a seguir ilustram definigbes de
tipos de dados algébricos:

data Bool = True | False

data Tree a = No a (Tree a) (Tree a) | Leaf

Uma defini¢cao de tipo de dado algébrico introduz um novo tipo,
juntamente com os construtores de valores desse tipo. Por exemplo, o
tipo Bool, definido acima, tem dois construtores — True e False. Um tipo
de dado algébrico pode ser parametrizado por variaveis de tipo, como
no caso da definicdo do tipo Tree a acima, onde a variavel de tipo a re-
presenta o tipo dos valores contidos na arvore. O tipo Tree a € um tipo
recursivo e possui dois construtores: Leaf, que representa as folhas da
arvores e No, que representa os nodos internos da arvore, com subarvo-
res a esquerda e a direita, do mesmo tipo Tree a. O argumento de tipo
pode ser instanciado para diferentes tipos: inteiros, caracteres, strings,
booleanos, ou novos ADTs definidos pelo programador, desde que este
tipo seja uniforme para todos os elementos da arvore.
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Os tipos dos construtores da arvore so inferidos pelo compilador
como sendo:

No :: a — Tree a — Tree a — Tree a

Leaf :: Tree a

A definicao de fungdes que operam sobre um ADT geralmente
utiliza de casamento de padrdo para desconstrugao do ADT, onde cada
alternativa corresponde a um construtor de dado desse tipo e especifica
a expressao que sera executada para essa alternativa, tal como ilustra a
funcdo lenghtTree definida a seguir:

lenghtTree :: Tree a — Int
lenghtTree Leaf = 0
lenghtTree (No a 1 r) = 1 + lenghtTree 1 + lenghtTree r

A fungéo lenghtTree extrai o nUmero de elementos armazena-
dos em uma arvore, sendo que cada alternativa da definicdo desta funcao
corresponde a um construtor do tipo Tree a.

3.2 Tipos de Dados Algébricos Generalizados

Tipos de dados algébricos generalizados (GADTSs) constituem
uma poderosa generalizagdo de tipos algébricos de dados em Haskell
e ML'. GADTs sdo uma extensdo dos ADTs com suporte a construtores
de dado com tipos ndo uniformes. Peyton Jones et al. (JONES; WASH-
BURN; WEIRICH, 2004; JONES et al., 2006) foram os primeiros a usar o
termo Generalized Algebraic Data Types para se referir a esta extenséao
dos ADTs, e definiram a sintaxe para declaracao deste tipo de dado no
compilador GHC.

1

GADTs também sao encontrados na literatura como “guarded recursive data types” (XI;
CHEN; CHEN, 2003) ou “first-class phantom types” (CHENEY; HINZE, 2003).
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O compilador GHC suporta GADTs desde a versdo 6.4 em 2005
(TEAM, 2005) §7.5, com base em Wobbly Types (JONES; WASHBURN;
WEIRICH, 2004), onde a assinatura de tipo era obrigatéria em toda ex-
pressao que utilizasse GADTs. Versdes mais recentes do GHC baseiam-
se nos trabalhos (JONES et al., 2006; VYTINIOTIS et al., 2011), onde
€ possivel inferir o tipo de um conjunto restrito de expressdes. Varias
abordagens tém sido propostas com o objetivo de expandir o conjunto de
programas aceitos como corretos, como sera discutido na Segao 3.4.

Um GADT é definido listando os seus construtores e provendo
uma assinatura explicita de tipo para cada construtor, 0 que permite a
definicao de fungdes que retornam expressdes com tipos distintos, todos
instancias do tipo GADT. A definicdo do tipo de dado Term e da fungao
eval (apresentado no Capitulo 1), € um exemplo classico que ilustra a
motivagao para o uso de GADTs?.

Neste exemplo, os construtores Lit, Inc, IsZ, If € Pair tem
tipos diferentes:

data Term a where

Lit :: Int — Term Int
Inc :: Term Int — Term Int
IsZ :: Term Int — Term Bool
If :: Term Bool — Term a — Term a — Term a
Pair :: Term a — Term b — Term (a,b)
eval :: Term a — a

eval (Lit i)
eval (Inc t)
eval (IsZ i)
eval (If b ¢ d) = if eval b then eval c

i

1 +eval t

0 == eval i

else eval d

eval (Pair a b) (eval a, eval b)

2 OQutras aplicagbes interessantes de GADTSs sao discutidas, por exemplo, em (CHENEY;

HINZE, 2003; XI; CHEN; CHEN, 2003)
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A desconstrugdo de um GADT, assim como num ADT, ocorre pelo uso
de casamento de padrdes, como na definicdo de eval. Porém, ao contrario dos
ADTs, onde o tipo do resultado de cada alternativa é unificado, em fungdes de-
finidas sobre GADTSs o tipo do retorno pode variar: veja que a alternativa para o
construtor Lit retorna Term Int e para o construtor IsZ retorna Term Bool. A
definicdo da fungao eval usa refinamento de tipo em cada alternativa da defini-
¢ao, para evitar o encapsulamento do resultado em outro tipo de dado (que seria
necessario caso Term fosse descrito utilizando apenas ADTs). Com isso, erros
que poderiam ocorrer em tempo de execugao sao evitados.

Nem toda variagdo de tipos é aceitavel no sistema de tipos GADT: o
retorno das alternativas pode variar apenas de acordo com o tipo do pardmetro
GADT. Esta restricdo representa um requisito de coeréncia basico entre o padrao
GADT da alternativa e o retorno. A fungéo eval obedece esta restricdo, o tipo
eval :: Term a — a indica que o retorno a estd de acordo com o tipo do pa-
rametro Term a. Por outro lado, a definigdo da fungdo wEval :: Term a — b,
definida a seguir, deve ser rejeitada pelo sistema de tipos.

wEval :: Terma — b

wEval (Lit i)= True -- Tipo Argumento GADT: Int,
Tipo Retormo: Bool

wEval (IsZ i)= 0 -- Tipo Argumento GADT: Bool,
Tipo Retorno: Int

Tipos que néo estdo associados ao GADT devem ser unificados, como
ocorre normalmente e, portanto, a fungdo cEval abaixo deve ser aceita pelo sis-
tema de tipos:

cEval :: Term a — Int -- 0 tipo Int & obtido por meio da
unificagdo das alternativas
cEval (Lit i)

i -- Tipo Argumento GADT: Int,

Tipo Retorno: Int

cEval (IsZ i) = i -- Tipo Argumento GADT: Bool,

Tipo Retorno: Int
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C:ioc o<t
- = N
I'C:7 (CONS)
I'kFp: I'kFe:m
p:T e:T (ALT)
'Fp—e:7—>7’
T'Fe:r I'ekpy—ei:7—1 parai=1..n (CASE)

' case e of {p, — €’;}i=L-n : 7/

Figura 9: Sistema de tipos ADT

Desde a concepgao dos GADTSs, questdes sobre a inferéncia vém sendo
discutidas. Lin (LIN, 2010) cita que o primeiro trabalho a investigar uma extenséo
para os ADTs que permitisse construtores com tipos ndo uniformes foi de Au-
gustsson e Petersson em 1994 (AUGUSTSSON; PETERSSON, 1994). Este pro-
blema foi melhor discutido oito anos mais tarde, em 2002 (BAARS; SWIERSTRA,
2002; CHENEY; HINZE, 2002). Apesar dos vinte anos de estudo, o problema de
inferéncia de GADTSs continua em aberto.

3.3 Sistema de Tipos para ADT e GADT

Para tratar tipos algébricos, o sistema de tipo apresentado na Figura 2
é estendido, incluindo regras para derivagéo de tipos adicionais, apresentadas
na Figura 9. A regra CONS especifica a derivagdo de tipos para construtores de
dados; a regra ALT especifica a derivacao de tipos de cada alternativa de uma
expressdo; e a regra CASE especifica a derivagdo de tipos de expressdes com
alternativas case definidas sobre tipos de dados algébricos.

Regras especificas para alternativas case definidas sobre tipos de da-
dos algébricos generalizados, usadas na abordagem proposta neste trabalho, séo
apresentadas no Capitulo 4.

3.4 Abordagens para inferéncia de tipos para GADTs

Wobbly types (JONES; WASHBURN; WEIRICH, 2004) foi a primeira
abordagem de inferéncia de tipos para fung¢des utilizando GADTSs, onde o tipo
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das alternativas é verificado de acordo com a assinatura, que deve ser informada
pelo programador. A principal inovagéo esta nos tipos woobly, que representam os
tipos que néo sofrem refinamento de tipos (introduzido pelos GADTS) e, portanto,
o algoritmo de inferéncia nunca olha dentro de tipos woobly.

Além de ser a primeira abordagem proposta, foi também a primeira utili-
zada pelo compilador GHC (na verséo 6.4 em 2005 (TEAM, 2005)). A premissa no
desenvolvimento era: adicionar GADT em Haskell sem a necessidade de grandes
alteragbes no sistema de tipos, com um sistema que fosse facil de usar e im-
plementar em Haskell, adicionando este recurso de uma forma conservadora, ou
seja, afetando o minimo possivel o sistema de tipos.

Porém essa abordagem trouxe alguns problemas na propagagao do tipo
da assinatura para os escopos internos. Esses problemas foram corrigidos no
Outsideln (VYTINIOTIS et al., 2011), que propbs trazer todas as restricdes para
0 escopo mais externo e entdo resolvé-las, como sera mostrado com detalhes na
Secgéo 3.4.1.

A proposta apresentada por Simonet e Pottier (POTTIER; REGIS-GIANAS,
2006) e bastante semelhante a de wobbly types: em Stratified type inference &
definido um algoritmo de inferéncia em dois passos, separando a tradicional infe-
réncia de tipos no estilo Damas-Milner da propagagao de anotagdes explicitas de
tipos. Essa diviséo torna o mecanismo de propagagao dos tipos anotados mais
eficiente que no wobbly types.

Type Inference via Herbrand Constraint Abduction (SULZMANN; SCH-
RIJVERS; STUCKEY, 2008), assim como mais tarde foi feito no Outsideln, a ideia
consiste em gerar restrigdes de implicagéo de fora do programa e entéo resolver
estas restricbes por abducao de restrigdo Herbrand, um método para resolver a
inferéncia na auséncia de fatos (que neste caso séo representados por restrigoes
Herbrand). Ao contrario do Outsideln, expressdes onde néo é possivel obter o tipo
principal nem sempre sao rejeitadas pelo sistema de tipos. Ao invés disso, Sulz-
mann et al. apresentam exemplos de programas envolvendo GADTs com infinitas
solugdes, e que podem ser aceitas por descartar certos tipos nao “intuitivos”.

Conforme observado em (LIN, 2010), a ideia proposta na abordagem
de Sulzmann et al. é desconsiderar varias solugdes néo intuitivas (portanto po-
dendo aceitar expressdes onde nado ha tipo principal) e ainda tornar a inferéncia
de tipos completa e decidivel para o sistema de tipos GADT restrito a tipos intuiti-
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vos e sensiveis. O problema de perda do tipo principal em programas envolvendo
GADTs e a opgao por inferir tipo mesmo para expressdes que ndo possuam tipo
principal € discutida mais detalhadamente na Secéo 4.2. Nas se¢bes a seguir, é
discutido mais detalhadamente os trabalhos considerados mais relevantes neste
contexto, por tratarem de inferéncia de tipos para expressées envolvendo GADTs
sem requerer assinatura de tipos.

3.4.1 Outsideln

O algoritmo proposto por Schrijvers et al. € bastante conservador, como
bem descrito pelos autores em (SCHRIJVERS et al., 2009) §4.4. Determinados
critérios sdo adotados no algoritmo de inferéncia de tipos, de modo a garantir que
apenas sejam inferidos tipos para expressdes que possuam tipo principal. Entre-
tanto, os critérios adotados sao muito restritivos, resultando na rejei¢céo de grande
numero de programas corretos, mesmo programas para os quais se poderia atri-
buir um dnico tipo.

Em vez de unificagbes o Outsideln gera restrigbes de igualdade que se-
rao resovidas apenas no escopo mais externo, gerando uma substituigdo que é
aplicada a expresséo. Essa abordagem resolve o problema da propagacéo da as-
sinatura de tipos. Para as alternativas que envolvem GADTs sao também geradas
restricdes de implicagéo para a verificagcdo da consisténcia do tipo de cada alter-
nativa, uma vez que podem instanciar tipos distintos. Portanto, expressdes onde
nao é feito o casamento de padrées, como mPair abaixo (extraido de (SCHRIJ-
VERS et al., 2009)), sdo resolvidas apenas por unificagao:

data Pair a b where

MkP :: a — b — Pair a b

mPair x = MKkP x True

Neste caso, sdo geradas as seguintes restricdes para o tipo da fungéo
mPair, onde [ representa o tipo de x (lado esquerdo da fungdo) que é igual ao
tipo do primeiro argumento do construtor MkP, representado por 1 ; 2 representa
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0 segundo argumento, que tem tipo Bool, e o tipo da expressado (lado direito) é
representado por o®.

B~y Ay2 ~ Bool A a~ Pair v1 72

O tipo de mPair é entéo inferido como: § — Pair [ Bool, sendo ob-
tido por meio das seguintes substituicdes {a« — Pair § Bool, 72 +— Bool,
~v1 +— B}, que constituem a solugdo mais geral para o conjunto de restrigdes de
igualdade acima.

Considere agora a fungéao test1 abaixo, cujo tipo é definido por casa-
mento de padrdes:

data T a where
T1 :: Int — T Bool
T2 :: T a

testl (T1 n) =n >0
Neste caso, sdo geradas as seguintes restrigbes de igualdade (fora do
casamento de padrdes) e de implicagao (dentro do casamento de padrdes), para

o tipo da fungéo test1, onde «, define o tipo do padrdo case*, T « denota o tipo
do valor construido por (T1 n) e 8 denota o tipo do resultado desta alternativa:

az~ T a A (a~ Bool D ~ Bool)

8 Seguindo uma notagdo semelhante & apresentada em (SCHRIJVERS et al., 2009), te-
mos que «, B e y representam varidveis de unificagao, a, b e c variaveis skolem, que
seréo unificadas, ~ denota igualdade de tipos e D denota implicagéo.

4 Alternativas num casamento de padrées equivalem a uma expressdo case, que tem
aforma case x of pattern — body, portanto a fungéo test1 poderia ser reescrita
como testl x = case x of (T1 n) — n > 0, assim, o valor de x construido no
primeiro padrao é T a.
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E possivel observar, que neste caso, ndo existe um Gnico unificador mais
geral: tanto {8 — Bool} como {3 — «} seriam solugdes possiveis, o que signi-
fica que test1 nao tem tipo principal: usando a substituicdo [ +— Booll, o tipo
de testl seria Va.T o — Bool; usando [ — al, o tipo seria Va.T a — «
e nenhum dos dois tipos é instancia do outro. Na abordagem de Outsideln, a
definicdo de test1 é considerada invalida. O critério utilizado no algoritmo para
evitar a perda da propriedade de tipo principal é ndo tentar resolver as restrigoes
de implicagc&o, considerando intocaveis (untouchables) as variaveis dentro dessas
restricdes (tal como 3, nesse exemplo).

Pelas regras do algoritmo que resolve as restrigdes, apenas substitui-
¢bes geradas a partir de restricbes de igualdade podem ser utilizadas para resol-
ver as restricbes de implicagdo, portanto, se for incluida uma nova alternativa que
permita especializar o tipo de 3, a expressao é aceita. Considere a fungao test2
abaixo:

test2 (T1 n)
test2 T2

n>0

True

O tipo dessa fungao tem as seguintes restri¢cdes:

az~ T aA(a~ Bool DB~ Bool)Aaz~ T o A~ Bool

onde o tipo do padrao da nova alternativa (referente a T2) gera a restrigao a, ~
T o’ e o tipo do retorno gera uma nova restricio de igualdade 3 ~ Bool, fora da
restrigdo de implicacao, e que, portanto, pode ser resolvida por meio de unifica-
¢do. A partir dessas restrigdes, sdo geradas as seguintes substituigdes: {a, —
T a, o’ — «, B+ Bool}, resultando no tipo:

test2 :: T a — Bool

No exemplo a seguir, test3, é adicionado um argumento ndo ligado
ao GADT. A fungdo test3 ndo tem tipo principal, e portanto, ndo é aceito na
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abordagem Outsideln. O tipo da fun¢éo test3 nao é resolvido pois nédo é possivel
definir um tipo para S fora do GADT (como foi feito em test2) jaAque otipode r é
desconhecido.

test3 (T1n) _=n >0
test3 T2 r=r

Porém, uma vez que o tipo de r possa ser determinado, como em test4
abaixo, € possivel resolver o tipo de g e a fungéo seré aceita.

test4 (Tt n) _=n>0

testd T2 r =not r

E importante perceber que tanto test1 quanto test3 poderiam ser re-
solvidos adicionando assinatura de tipos, testl :: T a — Booletest3 :: T
a — Bool — Bool.

Como ¢é possivel perceber pelos exemplos, o nome Outsideln reflete
exatamente o comportamento do algoritmo, que propaga informacéo de quais ti-
pos devem ser unificados do escopo local para o escopo mais externo de cada
alternativa do casamento de padrao do GADT, por meio da geragao de restrigdes
de igualdade, concluindo a inferéncia de tipos por meio da resolugdo dessas res-
tricdes. Comparado com trabalhos anteriores, esta abordagem oferece um meca-
nismo mais natural de propagagéo de tipos anotados, e possibilita mensagens de
erro mais representativas. Porém, a inferéncia de tipos ocorre para um conjunto
restrito de declaragées, pois sdo definidas variaveis untouchables para que sejam
inferidos apenas os tipos de fungdes onde seja possivel garantir a propriedade de
tipo principal.

Ao contrario do Wobbly Types (JONES; WASHBURN; WEIRICH, 2004)
e Stratified type inference (POTTIER; REGIS-GIANAS, 2006), possibilita a infe-
réncia de tipos para alguns programas, porém segundo Lin (LIN, 2010) é pouco
representativo. O conjunto inferido em Outsideln, torna obrigatéria informagéo so-
bre o tipo fora do GADT, ou seja, com base em outras alternativas na mesma
fungao, o que nao é realidade em muitas fungdes, inclusive eval.
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3.4.2 Algoritmo P e Pointwise

Lin (LIN, 2010) propde o algoritmo P, capaz de inferir (sem a necessi-
dade de assinatura) o tipo de fungdes em que ocorrem GADTSs. Esse algoritmo
infere o tipo para cada uma das alternativas da expressdo case separadamente
e verifica a necessidade de generalizagdo. Um exemplo dessa necessidade é o
caso em que os tipos de cada um dos resultados (corpo da alternativa) ndo podem
ser unificados.

Cada alternativa p; — e; € composta de um padréo p; € um corpo e;,
a generalizagao® é realizada apenas sobre os padrdes p;, 0 tipo resultante desse
processo é usado no refinamento do tipo de cada uma das alternativas. Apds
o refinamento esses tipos sao reconciliados, nesse processo, quando o tipo de
uma subexpressao presente no corpo ndo combina com os tipos das outras al-
ternativas esse tipo € substituido pelo tipo da subexpresséao correspondente na
generalizagdo do padrédo. Em (LIN; SHEARD, 2010; LIN, 2010) é apresentada
uma versao desse algoritmo, denominada Pointwise, capaz de aceitar um con-
junto mais abrangente de programas, mas que necessita assinatura de tipos.

3.4.3 Chore

Em Chore® (CHEN; ERWIG, 2016), sao usados tipos “choice” para re-
presentar o tipo de cada alternativa numa expressdo case. Como ja esta claro
neste ponto do trabalho, no refinamento de tipos, cada alternativa pode ter um
tipo diferente, tornando a etapa de reconciliagao de fungées GADT especialmente
dificil, pois € comum haver mais de um tipo capaz de representar a mesma ex-
pressao. A forma como Chore trata expressdes onde nao é possivel obter um tipo
principal consiste em atribuir um conjunto de escolhas, e este tipo é propagado
durante toda a inferéncia. O tipo das expressdes sé é fechado para facilitar a lei-
tura do programador, mas em todas as etapas da inferéncia, séo considerados os
tipos choice.

Considere como exemplo a fungéo flop2 extraida de (VYTINIOTIS et
al., 2011) e utilizada em (CHEN; ERWIG, 2016):

Que é uma simplificagéo da anti-unificagdo
6 Chore é um acrénimo para choice reconciliation.
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data R a where
RI :: Int — R Int
RB :: Bool — R Bool
RC :: Char — R Char

flop2 e = case e of
RI x — x

RB x — x

Esta fungéo tem tipo f1op2:D(R Int, R Bool) — D(Int,Bool), onde
D(...) representa um tipo choice. Esta tipo representa que o tipo do argumento
pode ser uma das alternativas R Int ou R Bool e o tipo do resultado é, res-
pectivamente, Int ou Bool. Essa correlagio é estabelecida por meio do uso do
mesmo nome choice D no tipo do argumento e no tipo do resultado.

A expressdo f1lop2 tem um Unico conjunto de escolhas, porém, expres-
sbes com tipos aninhados, como paramlo, terdo mais de um conjunto de tipos
choice, um para cada cada tipo scrutinee. Assim, o tipo de paramlo é A(G Int
Int — Int, G Bool Bool — B(Int, Int)), onde A e B sdo tipos choice que
representam os tipos de e e b respectivamente.

data G a b where
Gl :: a — G Int a
G2 :: a — G Bool a

paramlo e = case e of
Gli— i+ 3
G2 b — case b of
True — 4
False — 7

No sistema de tipos de Chore, tipos choice sdo também chamados de
tipos variaveis (variational types) e sao representados por ¢, e os demais tipos
sé@o chamados de simples (plain types). No refinamento de tipos, cada alternativa
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de uma expressao case tem tipo no formato 7 — ¢, ou seja, o tipo do padréo é
simples, enquanto que o tipo do corpo da expressao pode variar.

Expressdes com chamadas recursivas de tipo GADT envolvem recursao
polimérfica, e sdo aceitas por Chore mediante a assinatura de tipos. Chore utili-
zada da mesma estratégia de (JONES et al., 2006; SCHRIJVERS et al., 2009),
onde sdo usadas duas regras para inferéncia de tipos de constru¢des LET: a re-
gra LET usual e a regra LETA, que requer assinatura de tipo para o simbolo que
esta sendo definido.

Além do tratamento de tipos variaveis, a regra CASE possui outra parti-
cularidade, que é o algoritmo que verifica a coeréncia de um conjunto de escolhas
(coherent), este algoritmo evita que fungdes como cross, que poderia ter tipo R
a — b, sejam aceitas:

cross (RI x) = even x

]
-

cross (RB x)

A fungdo cross tem tipo D(R Int, R Bool) — D(Bool, Int), como
choices sdo conjuntos, a ordem dos elementos néo é verificada, sendo portanto
necessaria esta etapa de verificagao.

Além da regra CASE, as regras APP e MAIN possuem particularidades
que devem ser apresentadas. Na aplicagdo de expressdes, devido a propagagao
de tipos choice (que, diferente do algoritmo W, nao séo fechados), as regras se
tornam mais complexas. Esta regra é responséavel por capturar um conjunto maior
de erros, se comparado com outras abordagens, o que é tido como uma das
grandes vantagens do uso de Chore. Trés casos sdo avaliados por um conjunto
de regras para determinar se a aplicagéo de fungdes € bem tipada ou ndo, séo
elas:

1. O tipo do argumento casa com o argumento de tipo exatamente. Neste
caso serd retornado um tipo ¢, e a fungdo é considerada bem tipada.

2. Em algumas alternativas, o tipo do argumento casa com o argumento de
tipo. Neste caso, o tipo do retorno sera uma combinacéo de tipos choice
que casam, extraidos de ¢.
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3. Em nenhuma alternativa o tipo do argumento casa com o argumento de
tipo. Neste caso, a aplicagao é considera mal tipada.

Com os tipos choice propagados, e os operadores utilizados para con-
trolar a aplicagao de fungdes, erros devido ao uso incorreto de uma fungéo podem
ser evitados. Por exemplo, a fungao h2, que normalmente é aceita, sera rejeitada
por Chore, visto que no dominio D do tipo de f1op2 nao existe nenhuma alterna-
tiva que case com o tipo R Char:

h2 = flop2 (RC ’a’)

A regra MAIN foi adicionada ao sistema de tipos com o objetivo de prover
um tipo fechado para o programador, basicamente substituindo choices por varia-
veis de tipo, e executando o refinamento de tipos associados ao GADT. Diferente
de outras abordagens, Chore gera o tipo final, num formato compreensivel para
0 programador, ao final de todas as etapas de inferéncia, utilizando um algoritmo
de reconciliagdo (reconcile). Com isso, o tipo gerado para flop2 ser&R a — a.
Da mesma forma como na regra CASE, a fungdo cross néo tera o tipo fechado,
na reconciliagédo, devido as validagbes de tipo.

Chore traz uma nova forma de inferéncia, cuja principal mudanga esta
na forma como os tipos sdo descritos. O uso de choice, aliado a propagacao
de tipo, permite detectar um volume maior de erros, se comparado com outras
abordagens. No entanto, a propagagéo de tipos torna a regra de aplicagdo mais
complexa, necessitando que as restricdes sejam propagadas por todo processo
de inferéncia. E necessario uma verificagdo de coeréncia tanto na aplicacéo de
fungdes quanto na reconciliagao de tipos.

Além disso, Chore néo trata expressdes com recursédo polimérfica, por-
tanto néo sera possivel inferir o tipo de fungdes como eval, comum quando se
refere a expressoes envolvendo GADTs. Expressdes com cases aninhados envol-
vendo GADTs também néao seréo inferidos, com a justificativa de que a introdugéao
de suposigées de tipo locais para alternativas internas torna o tipo scrutinee muito
geral, e faz com que se perca o beneficio de capturar mais erros de tipo.
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4 INFERENCIA DE TIPOS PROPOSTA

A inferéncia de tipos para GADTSs, como visto nos capitulos anteriores,
€ bastante complexa, por envolver refinamento do tipo, recursdo polimoérfica e de-
vido a perda do tipo principal em alguns casos. Neste capitulo é apresentada
uma nova abordagem para inferéncia de tipos envolvendo GADTSs, que utiliza
anti-unificagdo para capturar a relagéo entre o tipo das alternativas, unificando
variaveis de tipo que nao estdo relacionadas ao GADT, e casos que envolvem
recursdo polimérfica séo tratadas de forma semelhante a sobrecarga no sistema
CT. Durante a inferéncia de uma expresséo case, sdo geradas restricdes de tipo,
estas restricbes sdo utilizadas apenas no refinamento de tipos, e séo resolvidas
e eliminadas gerando um tipo “fechado” para a fun¢do. Na abordagem proposta
sdo tratados apenas casos em que definigbes GADT ocorrem no escopo mais
externo, como sera discutido na Secéo 5.8.

As definicbes gtv, gtc e rtv sdo utilizadas para representar variaveis
e construtores ligados a GADTs. A notagdo gtv(o) representa o conjunto de
variaveis de tipo que ocorrem em o como parametros para um GADT. gtc(7)
denota o conjunto de construtores de tipos para GADTs que ocorrem em 7. E
rtv(7) representa o conjunto de variaveis de tipo que ocorrem como parametro
de tipos de dados algébricos recursivos em 7.

Restricbes sdo usadas para expressar a relagdo entre o tipo do retorno
de uma fungéo e seus parametros. Em expressdes case o tipo do parametro tem
um construtor GADT. Também ¢ utilizada a notagao a seguir para retornar o con-
junto de restrigbes que contém tipos que mencionam construtores GADT:

" ={z:7€kr | gtc(r) £ 0}

' Em Chore e P, variaveis ligadas ao GADT s&o chamadas de variaveis de indice; séo
variaveis onde pode ocorrer o refinamento de tipos, que na abordagem proposta neste
trabalho, refere-se as variaveis associadas ao GADT.
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4.1 Inferéncia de Tipo

Na abordagem proposta, a inferéncia de fung¢des utilizando GADT en-
volve generalizar os tipos das alternativas, para identificar quais os tipos estao
associados ao GADT e que, portanto, podem ser instanciados como tipos distin-
tos em cada alternativa. Para isso, primeiro é resolvida a recursdo polimorfica,
gerando uma restrigdo para cada chamada recursiva da fungdo que esta tendo
seu tipo inferido. Essas restricdes sado verificadas e resolvidas pelo algoritmo CS-
SAT, conforme proposto no sistema CT. A substituicdo resultante desse processo
€ usada no aprimoramento do tipo de cada alternativa, tratando, dessa forma, os
casos que envolvem recursdo polimérfica.

Um segundo passo é generalizar o tipo de cada alternativa, utilizando
anti-unificacdo, o que possibilita capturar a relagéo entre os tipos das alternativas
e definir quais variaveis de tipo que sdo parametros para os GADTs, essas varia-
veis sdo skolemizadas, permanecendo inalteradas no processo de unificagao dos
tipo das alternativas. Antes de expor a definicdo do algoritmo efetivamente, con-
sidere, como exemplo, a inferéncia de tipo para a fungdo eval (que sera melhor
explicada na Segéo 4.2):

data Term a where
Lit :: Int — Term Int

Inc :: Term Int — Term Int

eval e = case e of
(Lit i) — i
(Inc t) — eval t + 1

Apenas a alternativa referente a Inc introduz restricao, pois possui cha-
mada recursiva, para Lit o tipo é direto; temos assim os tipos abaixo para as
alternativas de eval:

(Lit 1) { }.eval :: Term Int — Int
(Inc t) {eval :: Term Int — Int}.
eval :: Term Int — Int
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A solucéo para a restricdo imposta pela chamada recursiva eval t é
direta, pois o algoritmo de CS-SAT retorna uma substituigdo onde o tipo refinado
sera 0 mesmo ja inferido para a alternativa.

Tendo o tipo aprimorado para as alternativas, é possivel entdo generali-
zar e unificar esses tipos, atribuindo um tipo final para eval. Existem dois possi-
veis tipos para eval neste caso, Term Int — Int ou Term a — a (devido ao
tipo do GADT, que é Term a). O primeiro tipo, no entanto, é considerado mais
preciso e é o inferido pela abordagem proposta neste trabalho. Apesar da possi-
bilidade de generalizar o tipo das alternativas, na abordagem proposta, o conjunto
de substituicbes retornada por CS-SAT (como seré explicado no decorrer deste
capitulo), permite que tipos mais precisos sejam retornados.

A seguir é apresentada a formalizagéo do algoritmo, bem como outros
exemplos e uma breve discussao sobre os principais pontos envolvidos na infe-
réncia de tipos.

4.1.1 Definicao do Algoritmo

Para simplificar, considera-se uma linguagem que é essencialmente uma
extensdo de ML com fun¢des GADT — néo incluimos inferéncia de tipos de ex-
pressdes com simbolos sobrecarregados.

O algoritmo proposto é definido na forma de um sistema de provas di-
rigido por sintaxe, para a prova de julgamentos da forma A | T’ F e : (k.7,8),
onde A é um contexto de nomes de definigdes de fungdes recursivas que contém
restricbes que sdo usadas no processo de aprimoramento de tipos em alterna-
tivas case envolvendo GADTSs, .7 é o tipo inferido para e e S é uma substitui-
¢ao (usada para instanciar variaveis de tipo para obter o tipo . 7). A notagéo
0(x, T, A) associa, com um simbolo x e um tipo 7, um conjunto de restrigdes {x :
7}, se x é um simbolo definido recursivamente, do contrario é associado um con-
junto de restrigdes vazio, ou seja, d(x,7,A) = if x € A then {x:7} else 0.

As regras para inferéncia de tipo sdo tal como no sistema de Damas
Milner, com excegéo das regras VAR e CASE. A regra VAR gera uma restricao
para cada simbolo em A, usado para o refinamento de tipos de fungdes GADT.
Cada variavel x que nédo estd em A tem tipo com um conjunto de restricdes vazio.
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x:Varel S=[a—pf] B fresh k=4§8x,81,A)
ATk x: (k.87,8)

(VAR)

C:Var el s=la— P B fresh
A|T+C:(87,8)

(CONS)

A|ll,x:ate: (kT1,8) a fresh
A|TF Xxe: (S(kaw—7),8)

(LAM)

A|Tker:(51.71,%) S =unify(e —a~m) « fresh
A|Slr}_62: (HQ.TQ,SQ) S:SIOSQOS1

(APP)
A|TF (e1 e2): (S(k1 Ukz.c),8)
Ayx|TFeq: (k1.11,81) a = ftv(k.m) — £tv(S.I)
A |81, x: Va.k1.11 F e2 : (k2.72,82) S=8S808;
A|TTFletx = ejines: (S(k1 Uk2.72),8) (D
A|TF(p:7,81) A|Tke:(k7,S2) S=81082
A|Tkp—e:(S(kT—7),8) “n
A|TFe : (s.7,8)
A|STH, (p; = ei): (kiTi > 7,8) parai=1.n
x = top(A)//nome da fungdo que estd sendo definida
ki ={x:7 € K; | gte(r) # 0}
{x:7] = n}usT " (¥, 5%)
u— 7 =1leg({Si(r] = )} =)
@ =gtv(u) — rtv(r) Kvariaveis Skolem fresh
S = unifyAll([a=&|(u — 7), {S: (7} — 7)}=1"™)
(CASE)

A | T F case e of [p;, — &= : (ST,5)

A regra CASE é o ponto principal do algoritmo. Na inferéncia de tipos
para expressdes case, € primeiramente inferido o tipo do scrutinee e. Entéo, o
tipo de cada alternativa é inferido (numa ordem textual, mas a ordem néo é re-
levante). Finalmente, se a expressao case envolve construtores GADT, o tipo da
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expressao case é aprimorado, usando uma regra de refinamento de tipos sepa-
rada (j& que alternativas case ndo sdo expressdes). Alternativas case distintas
para o mesmo construtor devem ser unificadas, mas neste trabalho, por questoes
de simplicidade, consideramos que cada alternativa tem um construtor distinto.

’ ' ="k, S ‘

I =" :7HS T E* Sk, S
SATy i AR = il SATREC

FE"{z:7}Uk,S

T = 0,id

S; = sat({x : 7}, T) 7 =leg({Sit}) S =unify(r' ~7)
re=*{«:7}5

SAT_4

Para inferir o tipo de alternativas case, é necessario unificar seus cons-
trutores de tipo com o tipo inferido para a expressao e (scrutinee) do case, pro-
duzindo uma substituicdo que é usada para instanciar os tipos dos parametros, e
adiciona-los no contexto de tipo para inferir o tipo do lado direito das alternativas.
Para simplificar a regra CASE essa verificagao néo foi incluida.

Dado um contexto de tipo I' e, para cada alternativa i, um conjunto de
restrigbes de tipo x;. 7, — 7;, 0 aprimoramento de tipos gera o tipo 7’ — T.
Note que apenas fungdes que tem alternativas com recursao polimérfica geram
restricdes. Os julgamentos representados por = computam a substituicdo que
aprimora o tipo usando a fungdo sat (x,I'), conforme discutido na Segéo 2.5.

unifyAll(r, () = id
unifyAll(r, ({7'}UT)) unify({r ~ 7'}) o unifyA11(T)

A sentenca de aprimoramento de tipo trabalha da seguinte forma: para
cada alternativa 7 de uma fungdo GADT x, define-se (k;); como o conjunto de
restricbes que mencionam construtores de tipo GADT (no conjunto de restricdes
o tipo da alternativa na posigao ¢) e define-se S; como a substituicdo de satisfazi-
bilidade para este conjunto de restricbes, em um contexto de tipos que contém su-
posicdes de tipos correspondentes a todas as alternativas. Entao, definimos que
71 — T2 € 0 lcg de todo S; (1] — ;). Agora “skolemizamos” @ (i.e. tratando-as
como nao-unificaveis), o conjunto de variaveis de tipo introduzidas por generaliza-
¢éao de tipos dos parametros de um GADT. Variaveis de tipo que ocorrem no tipo
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do retorno de uma fungéo e também na generalizagdo de um parametro de tipo de
um ADT recursivo ndo sdo skolemizadas (por exemplo, quando o tipo [a] é obtido
como resultado de uma generalizacdo de [Int] e [Bool]). Os tipos inferidos de
alternativas case s@o entédo unificados com varidveis de tipo ndo-skolemizadas.
As substituicdes computadas por satisfazibilidade e unificacdo séo aplicadas para
o tipo generalizado, que é entdo retornado. E importante mencionar que o algo-
ritmo é conservador com expressdes CASE que nao envolvem GADTSs, nesse
caso nenhuma varidvel de tipo é skolemizada e os tipos de todas as alternativas
séo unificados.

4.1.2 Tratamento de Recursdo Polimorfica

Na abordagem proposta, é utilizado o algoritmo para verificagdo da sa-
tisfazibilidade de restricdes proposto em (RIBEIRO; CAMARAQO; FIGUEIREDO,
2013) para tratamento de recursdo polimérfica. A proposta é tratar cada alterna-
tiva como se fosse uma definicdo sobrecarregada, visto que as alternativas podem
ter tipos distintos. Dessa forma é possivel restringir o uso da recurséo polimoérfica
aos casos onde ela é decidivel. Este algoritmo garante a terminacdo sem impor
um critério estatico, consiste na inclusao de critérios executados a cada passo da
chamada recursiva.

E importante ressaltar que o algoritmo proposto por (RIBEIRO; CAMA-
RAO; FIGUEIREDO, 2013) néo resolve a indecidibilidade da satisfazibilidade,
existem instancias onde o algoritmo pode rejeitar programas corretos. Esse com-
portamento pode ocorrer tanto com o uso de um critério estatico quanto com o
uso do algoritmo proposto por (RIBEIRO; CAMARAO; FIGUEIREDO, 2013), no
entanto, no segundo, essa ocorréncia € mais rara, e nao se conhece efetivamente
nenhum caso pratico em que ocorra.

Como o tratamento de CS-SAT ndo é o escopo deste trabalho, deta-
lhes da implementacéo de (RIBEIRO; CAMARAO; FIGUEIREDO, 2013) n&o se-
rao abordados, porém o comportamento do algoritmo fica claro nos exemplos
apresentados neste capitulo.

4.2 Avaliacao da Abordagem Proposta

O algoritmo proposto para inferéncia de tipos de fungdes definidas por
casamento de padrao sobre construtores de GADTs pode ser sumarizado em
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quatro etapas, sao elas:

1. Inferir separadamente as suposic¢oes de tipo cada uma das alternativas de
uma fungéo que utiliza GADT, incluindo restrigdes no tipo de alternativas
que envolvem chamadas recursivas.

2. Aprimorar o tipo das alternativas que apresentam recursao polimérfica, por
meio da substituicdo retornada por sat. Essa etapa envolve resolver as
restricbes geradas pelo passo 1, sendo que o tipo da alternativa j é re-
finado pela substituicdo dada por sat(x;,I"), onde x; € um conjunto de
restricdes inferidas para a alternativa j e I' contém as suposi¢des de tipo
{x : 0: | 1 = 1,...,n},ondexéonome que estd sendo definido e o;
é o tipo da equacéo 7 na definigdo de x que nao é definido recursivamente.

3. Generalizar o tipo das alternativas por meio da anti-unificagao (algoritmo
1cg definido no Capitulo 2), capturando a dependéncia entre tipos associ-
ados ao GADT.

4. Unificar todos os tipos cuja generalizagdo ndo gerou uma variavel de tipo
ligada ao GADT.

Com base nesses passos, € nos conceitos vistos anteriormente, no de-
correr desta sec¢do serdo apresentados alguns exemplos do uso da abordagem
proposta na inferéncia de tipos de fun¢des que envolvem GADTSs, além de exem-
plos de programas que ndo sao aceitos como bem tipados.

4.2.1 Algoritmos Aceitos

Exemplo 1 Inferéncia do tipo da funcéo testT

A funcéo testT, definida a seguir, ndo possui tipo principal e é rejei-
tada pelo compilador GHC. Entretanto, é possivel fazer com que essa fungéao
seja aceita pelo GHC, provendo, para isso, a assinatura testT :: Va.T a — a
— aou aassinatura testT :: Va.T a — Bool — Bool. O tipo dessa ultima
assinatura é inferido para a fungéo testT na abordagem proposta, conforme é
descrito a seguir.
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data T a where
T1 :: Int — T Bool

T2 :: T a
testT (T1n) _=n >0
testT T2 r=r

Primeiramente sdo geradas as seguintes suposicdes de tipo para cada
uma das alternativas da definicéo de testT:

testT :: T Bool —+ a — Bool
testT :: T b —+ c = ¢C

Em casos como o desse exemplo, onde ndo ocorrem chamadas recursi-
vas, nenhuma restricao é gerada, e, portanto, a substituicdo retornada no passo
de verificagao de satisfazibilidade de restricbes sat € identidade. O préximo passo
consiste na anti-unificagcdo dos tipos das alternativas que, nesse caso, resulta no
tipo:

testT :: T b’ — ¢’ — 4’

A generalizagao obtida nesse processo permite observar a dependén-
cia entre os tipos, para identificar quais os tipos possuem ligagao, em todas as
alternativas, com o GADT. Os tipos que ocorrerem sem essa associagdo devem
ser unificados. Neste caso, temos que b’ é associado ao GADT, ¢’ e 4’ nao,
portanto os tipos cuja generalizagao geraram c’ e d’ no caso (a, c) e (Bool,
c) devem ser unificados, resultando no seguinte tipo:

testT :: Va.T a — Bool — Bool
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Exemplo 2 Inferéncia do tipo da funcédo eval

Na definicdo da fungdo eval, apresentada no Capitulo 1, e que transcrevemos
abaixo, a ocorréncia de chamadas recursivas em algumas alternativas envolve
resolver recursdo polimoérfica. Para tratar esses casos, sdo geradas restricdes
que serao usadas no processo de refinamento de tipo.

data Term a where

Lit :: Int — Term Int
Inc :: Term Int — Term Int
IsZ :: Term Int — Term Bool
If :: Term Bool — Term a — Term a — Term a
Pair :: Term a — Term b — Term (a,b)
eval :: Term a — a
eval (Lit i) =i
eval (Inc t) =1+ eval t
eval (IsZ i) =0 ==eval i
eval (If b c d) = if eval b then eval c

else eval d

eval (Pair a b) = (eval a, eval b)

Neste caso, os tipos e restricoes ineridos para cada uma das alternativas sao:

(Lit i) eval :: Term Int — Int
{1}
(Inc t) eval :: Term Int — Int

{eval : Term Int — Int}
(IsZ i) eval :: Term Bool — Bool

{eval : Term Bool — Bool}
(If 1 el e2) eval :: Terma — b

{eval : Term Bool — Bool, eval : Term a — b}
(Pair x y) eval :: Term (c,d) — (e,f)

{eval : Term ¢ — e, eval : Term d — f}
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A alternativa referente ao construtor If apresenta chamadas recursivas
para todos os argumentos do construtor (1, el e e2): 1 tem tipo Term Bool, ge-
rando a primeira restricdo; el e e2 tem tipo polimorfico Term a, porém nao existe
no corpo da fungéo (nem no contexto) nenhuma declara¢éo que force que o re-
torno da chamada recursiva seja do mesmo tipo polimérfico a, gerando a segunda
restricdo (eval : Term a — b) . Pelo mesmo motivo, o tipo desta alternativa é
inferido como Term a — b. A inferéncia da alternativa referente ao construtor
Pair acontece de forma semelhante.

Concluida essa etapa, os tipos das alternativas que apresentam recur-
séo polimérfica sédo aprimorados por meio da substituigao retornada pelo passo
sat. Ao fim deste processo, serdo geradas as seguintes suposi¢des de tipo:

(Lit i) eval :: Term Int — Int
(Inc t) eval :: Term Int — Int
(IsZ i) eval :: Term Bool — Bool

(If 1 el e2) eval :: Terma — a
(Pair x y) eval :: Term (c,d) — (c,d)

O tipo inferido para funcédo eval é dado pela anti-unificagéo do tipo de
todas as alternativas, resultando em:

eval :: Va.Term a — a

Neste caso, todos os tipos estdo associados ao GADT, o que os carac-
teriza como tipos que nao devem ser unificados.

Exemplo 3 Inferéncia do tipo da funcao testRep

No exemplo abaixo (retirado de (JONES et al., 20086)), séo definidos dois GADTs.
Em Equal o construtor Eq define que a e b tem o mesmo tipo. No GADT Rep, 0
construtor RI tem tipo concreto e o construtor RP pode receber dois tipos distintos
como parametro, e retorna uma dupla Rep (a,b). Em (JONES et al., 2006) o tipo de
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testRep é definido a partir da assinatura de tipos para cada alternativa, pois os
tipos de s1, t1, s2 e t2 sdo rigidos, ndo sendo possivel executar o refinamento de
tipos. A abordagem proposta realiza o refinamento de tipos a partir das chamadas
recursivas, portanto nao é necessaria a assinatura.

data Equal a b where
Eq :: Equal a a

data Rep a where
RI :: Rep Int
RP :: Rep a — Rep b — Rep (a,b)

testRep (RI RI) = Just Eq
testRep (RP s1 t1) (RP s2 t2)
= case (testRep sl s2) of
Nothing — Nothing
Just Eq — case (testRep tl t2) of
Nothing — Nothing
Just Eq — Just Eq

Os tipos e restrigdes inferidos para cada alternativa sdo relacionados a
seguir:

testRep :: Rep Int — Rep Int — Maybe (Equal a’ a’) { }

testRep :: Rep (a,b) — Rep (c,d) — Maybe (Equal e e)
{testeRep : Rep a — Rep ¢ — Maybe (Eq f f),
testeRep : Rep b — Rep d — Maybe (Eq g g)}

Na primeira alternativa, o tipo dos parametros é obtido diretamente do
tipo do construtor Maybe (Equal a’ a’), onde a’ € uma varidvel nova. Na se-
gunda alternativa, sdo definidas restricdes para cada clausula case, e a fungéo
tem tipo Rep (a,b) para cada parédmetro e, assim como a primeira alternativa,
retorna um dado Maybe. Para todas as alternativas o tipo do retorno é dado por
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variaveis livres, uma vez que na definigdo de Eq ndo existe correlagio do tipo de
Rep com o tipo de Equal.

O passo de satisfazibilidade de restrigdes resulta em uma substituigao
para cada alternativa. Aplicando cada substitui¢do ao tipo da alternativa corres-
pondente, obtém-se os seguintes tipos:

testRep :: Rep Int — Rep Int — Maybe (Equal a’ a’)
testRep :: Rep (a,b) — Rep (a,b) — Maybe (Equal b’ b’)

Realizando a anti-unificagao para os tipos ligados ao GADT e a unifica-
¢éao para tipos ligados a ADTs (neste exemplo Maybe), obtem-se o seguinte tipo:

testRep :: Va.Vb.Rep a — Rep a — Maybe (Equal b b)

4.2.2 Algoritmos nao Aceitos

Func6es com Tipo Recursivo: Em Haskell, tipos algébricos de dados podem
ser definidos de forma recursiva, como ocorre com tipos como listas ou arvores.
Tipos algébricos sdo homogéneos, isto é, todos 0s seus elementos sdo do mesmo
tipo. Assim, uma lista composta por 1, 2 e 3 (representada por (1:(2:(3:[ 1)))

[Int]) € uma construgéo valida, mas sera reportado um erro caso seja adi-
cionado um caractere nesta lista (1:(2: (3: (’a’: [ 1)))). Os construtores dos
tipo algébrico de listas tem os seguintes tipos:

(:) :: a— [a] — [a]
[T :: [a]

Na inferéncia de tipos para fungbes que manipulam ADTs, tal como a
fungéo insert abaixo, definida sobre listas, os tipos das alternativas de definicao
séo unificados (a primeira e a segunda alternativas devem ter o mesmo tipo).
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insert :: Ord a = a — [a] — [a]
insert e [ ] = [e]
insert e s@(x:xs) | e < x = e:s
| e >x =x : insert e xs

| otherwise = s

Ao contrario de ADTs, GADTs permitem generalizar o resultado: fun-
¢Oes como eval, apresentada no Capitulo 1, devem ser aceitas pelo sistema de
tipos. No entanto, quando o retorno de fungdes que usam GADTs envolve tipos
de dados recursivos (ADTSs), o tipo do retorno deve ser unificado, ja que os cons-
trutores dos ADTs s&o homogéneos. A funcéo proj, apresentada abaixo, retorna
uma lista de termos, utilizando o GADT Term, apresentado no Capitulo 1.

proj (Lit i) = [Lit il
proj (Inc t) = proj t
proj (IsZ i) = proj i

proj (If 1 el e2) = proj b ++ proj el ++ proj e2

proj (Pair a b) proj a ++ proj b

Na abordagem proposta neste trabalho, a inferéncia de tipo para essa
fungéo é feita conforme os seguintes passos. Primeiramente, sédo inferidos os
seguintes tipos e restricdes para cada uma das alternativas da defini¢cao de proj:

(Lit 1) proj :: Term Int — [Term Int] { }
(Inc t) proj :: Term Int — a {proj : Term Int — a}
(IsZ i) proj :: Term Bool — b {proj : Term Int — b}

(If 1 el e2) proj :: Term d — [c]

{proj : Term Bool — [c], proj : Term d — [cl}
(Pair a b) proj :: Term (e,f) — [g]

{proj : Term e — [g]l, Term f — [gl}

Aplicando as substitui¢des obtidas no passo de verificagado da satisfazi-
bilidade de restricdes, obtém-se os seguintes tipos:
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(Lit 1) proj :: Term Int — [Term Int]
(Inc t) proj :: Term Int — [Term Int]
(IsZ i) proj :: Term Bool — [Term Int]

(If 1 el e2) proj :: Term t1 — [Term Int]
(Pair a b) proj :: Term (t2,t3) — [Term Int]

Novamente, a anti-unificagdo é usada para avaliar os tipos que estdo ou
nao ligados ao GADT, generalizando os tipos ligados ao GADT, exceto nos ca-
S0s em que esses tipos envolvem construtores de tipos recursivos (ADTs), como
ocorre no tipo de proj. Os tipos que ndo sédo generalizados sdo unificados, resul-
tando no seguinte tipo para proj. Temos entdo que o tipo de proj é:

proj :: Term a — [Term Int]

Portanto, a fungéo é considerada bem tipada pois foi possivel unificar o
resultado, que envolve um tipo recursivo. Porém considere a fungéo proj’, uma
extensdo da fungéo proj porém adicionando novos construtores ao GADT Term:

data Term a where

LitB :: Bool — Term Bool

IsFalse :: Term Bool — Term Bool

proj’ (Lit i) = [Lit il
proj’ (LitB b) = [Lit D]
proj’ (Inc t) = proj’ t
proj’ (IsZ i) = proj’ i

proj’ (IsFalse b) = proj’ b
proj’ (If 1 el e2) = proj’ b ++ proj’ el ++ proj’ e2
proj’ (Pair a b) = proj’ a ++ proj’ b
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Os tipos e restri¢cdes inferidos para essas alternativas sdo:

(Lit i) proj’ :: Term Int — [Term Int]
{1}

(LitB i) proj’ :: Term Bool — [Term Booll
{}

(Inc t) proj’ :: Term Int — a

{proj’ : Term Int — a}
(IsZ 1) proj’ :: Term Bool — b
{proj’ : Term Int — b}
(IsFalse b) proj’ :: Term Bool — c
{proj’ : Term Bool — c}
(If 1 el e2) proj’ :: Term e — [d]
{proj’ : Term Bool — [d], proj’ : Term e — [d]}
(Pair a b) proj’ :: Term (f,g) — [h]
{proj’ : Term £ — [h], proj’ : Term g — [h]}

Pela aplicagao das substituicdes obtidas no passo de verificagao da sa-
tisfazibilidade de restricdes, obtém-se os seguintes tipos:

(Lit i) proj’ :: Term Int — [Term Int]
(LitB b) proj’ :: Term Bool — [Term Bool]
(Inc t) proj’ :: Term Int — [Term Int]
(IsZ i) proj’ :: Term Bool — [Term Int]
(IsFalse b) proj’ :: Term Bool — [Term Bool]
(If 1 el e2) proj’ :: Term t1 — [Term t2]
(Pair a b) proj’ :: Term (t3,t4) — [Term t5]

Neste caso ndo é possivel unificar os tipos Term Int, Term Bool, Term
t2 e Term t5, sendo reportado um erro de tipo pelo compilador. Note que a fun-
¢ao proj’ tem como retorno uma lista, que € um ADT, o que torna obrigatério que
seus elementos sejam homogéneos. Uma lista de um GADT com tipo polimérfico,
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tal como Term a, vai contra as regras de construgdo de tipos de dados algébricos.
Para tratar estes casos, em nosso algoritmo variaveis livres criadas na inferéncia
de GADTSs, mas que ocorrem como argumentos de construtores de tipo de ADTs
recursivos, séo retiradas da lista de variaveis skolemizadas.

Funcoes com Diferentes Definicoes para o Mesmo Construtor: Na definicdo
de um novo tipo de dado, é associado um tipo a cada construtor. Nos ADTs este
tipo é inferido, ja nos GADTs este tipo é assinado pelo programador. Nos GADTs
0 paréametro de tipo pode variar, permitindo que cada construtor tenha um tipo
diferente, e a inferéncia é feita a partir da generalizagéo do tipo das alternativas.
Porém, em fungdes com diferentes alternativas para o mesmo construtor, os ti-
pos dessas alternativas devem ser unificados, como ocorre no caso da fungao
testMkp a seguir:

data Pair a b where

MkP :: a — b — Pair a b

testMkp (MkP x True)
testMkp (MkP False y)

1]
o]

]
<

cujo tipo sera:

testMkp :: Pair Bool Bool — Bool

Funcodes cujo Retorno nao esta Associado ao GADT: Em alguns casos o
algoritmo de anti-unificacdo ndo consegue capturar a relagéo entre tipos e al-
ternativas, como por exemplo na fungéo a seguir, apresentada em (STUCKEY;
SULZMANN, 2002):

data Erk a b where
I :: Int — Erk Int b
B :: Bool — Erk a Bool
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fErk (I a) = a + 1 Erk Int b — Int { }
fErk (B b) = b & True Erk a Bool — Bool{ }

A generalizagdo do tipo das alternativas de fErk € Erk a b — c.Como
a variavel de tipo c nédo esta associada ao GADT, os tipos de retorno das alter-
nativas (Int e Bool) devem ser unificados, o que ndo é possivel e, portanto, a
definicdo de fErk é rejeitada. No entanto, se a fungéo fosse assinada com o tipo
Erk a a — a estafungéo poderia ser considerada correta.
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5 CONCLUSAO

Os primeiros trabalhos relacionados a inferéncia de fungées que mani-
pulam GADTs exigiam assinatura de tipos em todos os casos. A primeira abor-
dagem, Wobbly Types, também foi a primeira a ser adicionada como extensao do
compilador GHC. Wobbly Types trazia problemas relacionados a propagagao do
tipo assinado para escopos internos, em expressoes aninhadas. Foi entdo pro-
posto Outsideln, com a finalidade de corrigir esses problemas. A partir deste
ponto, outras abordagens foram propostas com o objetivo de flexibilizar ainda mais
o uso de GADTSs, permitindo a inferéncia de tipos sem a necessidade de assina-
tura: algumas abordagens inferindo um conjunto mais abrangente de programas
e outras, um conjunto mais restrito, dependendo das escolhas relacionadas a ga-
rantia da propriedade de tipo principal, recursao polimérfica, e outros pontos que
serdo discutidos nessa secao.

Outsideln (VYTINIOTIS et al., 2011) propés uma abordagem segura,
com a premissa de inferir tipo apenas expressdes com tipo principal, solicitando
ao programador informagdes de tipo nos demais casos. Em P (LIN; SHEARD,
2010) foi proposto um sistema de tipos completo, com a premissa de que obter
tipo principal em expressdes envolvendo GADTs n&o é possivel na grande maioria
dos casos, e entdo optou por inferir um tipo possivelmente ideal para um conjunto
maior de programas, do que garantir a propriedade de tipo principal. Na mesma
linha, Chore (CHEN; ERWIG, 2016) busca inferir um conjunto mais abrangente
de programas, mesmo que muitas vezes o tipo inferido ndo seja o principal.

No geral, trabalhos que envolvem inferéncia de tipos para funcées GADT
(sem a necessidade de assinatura para um maior nimero de programas) o fazem
a partir de trés passos principais: 1) um tipo é atribuido a cada alternativa, com
base no tipo assinado para o construtor GADT; 2) uma etapa de refinamento
de tipos (também chamada de aprimoramento de tipos), que consiste em cap-
turar a relagdo do tipo dos elementos com o GADT; 3) por fim, uma etapa de
reconciliacdo de tipos é executada, que consiste num solver, que atribuira um tipo
Unico, podendo ou néo ser o tipo principal da expressao. A forma como esses
passos sdo executados varia entre as abordagens, além de questdes envolvendo
o tratamento de recursdo polimérfica, a decisdo sobre a inferéncia de tipos para
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expressdes que nao possuem tipo principal, os casos onde deve ser solicitada
assinatura de tipos, a necessidade de propagagao de tipos, e a forma verificagao
de erros. Esses topicos sao discutidos a seguir, sem o intuito de classificar as es-
colhas como certas ou erradas, mas apenas como itens a serem analisados para
evolucéo destas e de novas abordagens.

5.1 O Sistema de Tipos é Incompleto

Diferentes sistemas de tipos tem diferentes critérios para definir quais
serdo 0s programas aceitos como bem tipados (well-typed) ou ndo. Um sistema
de tipo consistente (type soundness), garante que um programa bem tipado é
executado sem que ocorram erros em tempo de execugdo (DAMAS; MILNER,
1982). A consisténcia de um sistema de tipos é um requisito importante nao ape-
nas por questdes de formalismo da documentagédo, como também por questdes
de formalismo para verificagdo dos programas. Em linguagens de programagao
com um sistema de tipos consistente, mesmo que o programador néo saiba o tipo
que o programa deve ter, ele sabe que o programa tem um tipo e isso da algumas
garantias sobre o comportamento do programa ao executar (LIN, 2010).

Projetar um sistema de tipos de tipagem estatica consistente (todo pro-
grama bem tipado ndo apresenta erros de tipo) e completo (todo programa que
ndo apresenta erros, deve ser bem tipado), embora desejavel, é muito dificil na
pratica. No geral, ao projetar um sistema de tipos, opta-se por um sistema consis-
tente, mas incompleto. Com isso, podem ser rejeitados programas corretos, mas
€ mantida a seguranga, ao invés de aceitar programas incorretos indevidamente.

Desse modo, em um sistema de tipos consistente, todo programa incor-
reto é considerado mal tipado (ill-typed), porém alguns programas corretos podem
ser rejeitados, o que pode obrigar que o programador tenha que alterar um pro-
grama correto para contornar a incompletude do sistema de tipos. Isso ocorre,
por exemplo, com a fungéo eval (veja Capitulo 1) utilizando ADTs: como o resul-
tado da fungéo pode ter varios tipos (inteiros, booleanos ou pares), & necessaria
a definicdo de um tipo de dado auxiliar que encapsula o resultado de eval.

Essa medida alternativa para implementar a fungéo eval atende o sis-
tema de tipos de Haskell, porém pode gerar problemas adicionais na execugao,
como a possibilidade de construir expressées invélidas. Isso ocorre pois a forma
como Tern foi definido € muito tolerante: o tipo dos construtores ndo é explicito e
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os erros acabam sendo identificados apenas em tempo de execugao.

Como ja foi mencionado, esse problema pode ser contornado com o
uso de GADTs, que permitem a generalizagdo do resultado da fungdo. Isso sé
é possivel pois nos GADTs o tipo dos construtores é dado de forma explicita,
garantindo (na maioria dos casos) a consisténcia do programa. No entanto, alguns
problemas s&o encontrados na inferéncia de programas que utilizam GADTs. A
maioria destes problemas é resolvido requerendo que o programador fornega a
assinatura de tipos para determinadas definicées no programa.

5.2 Tipo Principal

A propriedade de tipo principal significa que toda expressao bem tipada
tem um tipo mais geral, que representa todos os tipos possiveis para essa expres-
sdo. Esta propriedade é importante para o algoritmo de inferéncia de tipos, pois
possibilita definir um Unico tipo para cada expressdo bem tipada.

Porém, devido as restri¢des de tipo impostas por GADTSs, existem casos
onde pode haver perda da propriedade de tipo principal, ou seja, ndo existir um
tipo mais geral capaz de representar a expressao. Isso é ilustrado pela fungédo
test abaixo (exemplo extraido de (SCHRIJVERS et al., 2009)):

data T a where
T1 :: Int — T Bool

T2 :: T a
test (Tt n) _=n>0
test T2 r=r

Na primeira alternativa definida para a fungao test, o tipo do retorno
Bool, inferido para a expressdo n > 0, esta associado a assinatura de tipo do
construtor T1, que determina que (T1 n) tem tipo T Bool e n tem tipo Int. Na
segunda alternativa de test, ndo existe nenhuma associagéao explicita entre o
tipo T a, construido por T2, e o tipo do retorno (tipo de r). Neste caso o tipo de
retorno deve ser unificado com a primeira alternativa (Bool). Considerando que
0 objetivo no uso de GADTSs ¢é possibilitar tipos de retornos distintos, podemos
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considerar que a relagéo entre o tipo do GADT e o tipo do retorno esta implicito
e, neste caso, o retorno teria tipo a. Sendo assim, as duas assinaturas abaixo sdo
possiveis inferéncias para tipo da funcdo test (onde nenhuma das alternativas é
uma instancia da outra):

test :: Va.T a — Bool — Bool

test :: Va.Ta -+ a — a

No sistema de tipos de Damas-Milner o tipo principal é obtido pela uni-
ficagdo das alternativas, tendo um Unico tipo para cada expressao. No entanto,
em extensdes do sistema de Damas-Milner com suporte a inferéncia de GADT, o
tipo associado ao GADT precisa ser generalizado, perdendo a propriedade de tipo
principal em muitos casos. Como nem toda expressdo GADT tem tipo principal,
pode-se afirmar que o algoritmo de inferéncia é portanto incompleto (SULZMANN;
SCHRIJVERS; STUCKEY, 2008).

A perda da propriedade de tipo principal ocorre quando néo é possi-
vel definir um Unico tipo maximo para a expressao, que ocorre com frequéncia
na inferéncia de GADTs. Sabendo da dificuldade na obtengdo do tipo principal
de expressdes GADT, restringir os programas aceitos aos programas em que é
possivel obter tipo principal é realmente viavel? O tipo principal é realmente im-
portante nesses casos?

Restringir a inferéncia de tipos ao conjunto de programas em que pos-
sivel obter tipo principal reduz significativamente o nimero de programas aceitos
sem assinatura de tipos. Por outro lado, aceitando esses programas apenas medi-
ante a assinatura de tipos, traz a garantia do escopo de uso da fungao esperado
pelo programador. Como néo é possivel garantir principalidade e inferéncia de
tipos para todos os casos, cada abordagem trata essa situagédo de uma forma
diferente, visando atender um desses pontos.

Em (STUCKEY; SULZMANN, 2005), j& acreditava-se que a propriedade
de tipo principal era muito dificil de se obter em fungbes envolvendo GADTs. Tra-
balhos recentes, como (LIN; SHEARD, 2010; CHEN; ERWIG, 2016), optam por
inferir um conjunto maior de programas em vez de garantir a propriedade de tipo
principal. Em (CHEN; ERWIG, 2016) especificamente, foram levantados pontos
interessantes que levaram os autores a optar por inferir o tipo de expressoées
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mesmo que nao seja o tipo principal. Para eles, apesar dessas expressbes nao
terem tipo principal, podem ter um tipo mais preciso, que melhor descreve a ex-
pressao e restringe os tipos aceitos a tipos que potencialmente ndo ocasionarao
erros.

Por exemplo, a funcdo flop1 a seguir (a definicdo do dado R pode ser
encontrada em 17), tem varios tipos possiveis:R a — Int,R a — aouR Int
— Int.

flopl (RI x) = x

Esses diferentes tipos podem ser atribuidos a £1op1 pois o tipo do lado
esquerdo de flopl deriva de R a, devido a definicdo do tipo GADT, que pode ser
refinado paraR Int pois flop1 foi definido apenas para o construtor RI. Ja o lado
direito de £1op1 deriva do lado esquerdo, podendo ser tanto a quanto Int.

Dentre os tipos possiveis, 0 tipo mais preciso, e que evitaria erros em
tempo de execugédo, é R Int — Int, sendo este o tipo inferido tanto por Chore
e P, quanto pelo algoritmo proposto.

Acreditamos, assim como em (LIN; SHEARD, 2010; CHEN; ERWIG,
2016), que inferir o tipo mais preciso seja mais viavel no contexto de uso de
GADTs, pois do contrario se restringiria muito o nimero de programas corre-
tos aceitos pelo algoritmo de inferéncia. Além disso, a inferéncia desses casos
torna o uso de GADTs mais natural para o programador que, caso entenda ser
necessario, pode assinar o tipo da fungdo com um tipo diferente do inferido.

5.3 Refinamento de Tipo

Em fungbes envolvendo GADTSs, cada alternativa pode ter um tipo dife-
rente e, portanto, & necessario realizar o refinamento de tipos com base em todas
as alternativas disponiveis. O tipo da fungdo eval, tendo apenas a primeira alter-
nativa, seria Term Int — Int, de acordo com o tipo assinado para o construtor
Lit:
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eval :: Term Int — Int

eval (Lit i) =1

Adicionando-se as préximas duas alternativas para eval, o tipo deve ser
generalizado para Term a — a:

eval :: Term a — a
eval (Lit i)
eval (Inc t)
eval (IsZ i)

i

1 +eval t

0 == eval i

A principal questao envolvendo o refinamento de tipos com GADTs esta
na impossibilidade de unificar os tipos. As primeiras duas alternativas de eval
retornam Int, e a terceira retorna Bool e, apesar de ndo ser possivel unificar
estas alternativas, eval deve ser uma fungao bem tipada em um sistema de tipos
com suporte a GADTs.

5.4 Recursao Polimoérfica

A recursao polimérfica ndo é um recurso especifico do sistema de tipos
GADT, porém seu uso € mais comum em fungdes que manipulam GADTS, se
comparado com fungdes que utilizam ADTs. A fungéo eval é um exemplo de fun-
¢ao que utiliza GADT e na qual ocorre recurséo polimérfica: o parametro de eval
na alternativa que define o construtor IsZ tem tipo Term Bool, mas a definicdo
chama recursivamente eval com tipo Term Int. Desta forma, a fungéo eval é
bem tipada apenas em um sistema de tipos que suporta recursao polimérfica.

A inferéncia de tipos para expressdes envolvendo recursio polimoérfica é
indecidivel, assim como é indecidivel avaliar a satisfazibilidade de um conjunto de
restricoes CS-SAT, fazendo com que a inferéncia de tipos ndo termine. Em Has-
kell, devido a ndo terminagéo, e por ser pouco comum o uso, optou-se por tratar
casos de recursdo polimérfica apenas a partir da assinatura de tipos fornecida
pelo programador. No entanto, em fun¢des envolvendo GADTSs o uso de recursao
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polimérfica é recorrente, como ja citado, visto que o parametro de tipo de um dado
GADT assume o tipo de cada construtor, que pode variar.

Diferentes abordagens tratam recursédo polimérfica na inferéncia GADT
de diferentes formas, a maioria delas opta por apenas verificar o tipo informado
pelo programador (VYTINIOTIS et al., 2011; CHEN; ERWIG, 2016), outras abor-
dagens optam por inferir incluindo um limite de iteragdo (LIN; SHEARD, 2010).
Em nossa abordagem tratamos a recursdo polimérfica como chamadas a alter-
nativas sobrecarregadas e utilizamos o algoritmo sat proposto em (RIBEIRO;
CAMARAQO; FIGUEIREDO, 2013).

5.5 Propagacéo de Restricoes de Tipo

Em Haskell (sem considerar extensdes), toda expressao tem tipo prin-
cipal’. Na definicio de fungées envolvendo ADTs apenas, esta propriedade é
garantida, pois o parametro de tipo ndo varia e alternativas case podem ser uni-
ficadas. No entanto, fungdes envolvendo GADTs ndo podem ter as alternativas
unificadas, visto que o retorno da fungao varia de acordo com o argumento de
tipo GADT. Sem tipo principal, um tipo menos representativo pode ser associado
a funcdo indevidamente, impossibilitando sua execugdo em certos escopos de
uso.

Pensando nisso, em Chore foi proposto associar um tipo mais completo
as expressdes GADT, que neste caso sio tipos choice. Com isso, todo constru-
tor implementado na fungéo, tem um tipo que é adicionado ao tipo inferido para
fungao.

A obtencéo deste tipo completo em fungdes GADT é possivel pois, em
abordagens mais recentes, o primeiro passo da inferéncia envolve atribuir um tipo
para cada alternativa (tipo esse que sera refinado), e sdo esses tipos que Chore
propaga durante todas as etapas da inferéncia.

A principal vantagem levantada por (CHEN; ERWIG, 2016), que justifica
a propagagao de tipos, esta no tratamento de erros na aplicagdo de fungdes.
Segundo os autores, informagdes de tipo importantes sdo perdidas quando os
tipos sdo reconciliados para cada expressao. Porém, se por um lado é possivel

' Em alguns casos, bastante especificos, assinaturas de tipo podem levar a perda da

propriedade de tipo principal (FAXEN, 2003).
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tratar um volume maior de erros, por outro lado o processo de inferéncia se torna
mais complexo e mais dificil de ser integrado ao sistema de tipos de Haskell.
Na regra de aplicagédo de fungdes de Chore, por exemplo, é necessario adicionar
novos operadores para avaliar se a fungéao é bem tipada. Além disso, as fases da
inferéncia se tornam ilegiveis para o programador, ja que o tipo manipulado nao é
um tipo polimérfico usual.

Assim como em Chore, em nossa abordagem o tipo gerado para as al-
ternativas também podera ser propagado. Porém, acreditamos que é necessaria
uma analise mais aprofundada para avaliar os beneficios trazidos versus a com-
plexidade que seria adicionada ao sistema de tipos. Além disso, optamos por ndo
propagar tipos para manter nosso sistema de tipos mais fiel ao sistema de tipos
de Damas-Milner e, consequentemente, a linguagem Haskell. Assim como em
nossa abordagem, em P a reconciliagéo dos tipos é feita assim que é inferido o
tipo para todas as alternativas.

Acreditamos, no entanto, que esta questdo merece uma maior discus-
sdo, visto que nao existe um estudo completo que prove a maior eficiéncia de uma
ou outra abordagem, avaliando efetivamente quando deve ser feita a reconciliagao
de tipos.

5.6 Verificacao de Erros

Apesar de ndo ser o escopo deste trabalho, acreditamos ser uma dis-
cusséo interessante, ja que tanto inferir quanto assinar tipos para fungdes GADT
é extremamente dificil. Esta preocupacéo ja foi levantada em Chore, que optou
por propagar tipos principalmente para possibilitar o retorno de mensagens mais
claras.

Em Chore, o tratamento de erro foi dado principalmente na aplicagdo
de fungdes, como ocorre em h2 (cujo cédigo pode ser consultado na Figura 20).
Neste exemplo, o tratamento de erro ocorre afim de rejeitar a aplicagéo de fung¢des
ao ser passado como argumento um valor de um tipo ndo implementado. Situa-
¢bes como essa nao tem tratamento em Haskell, pois s&o considerados erros de
implementacdo. Comparado com fungdes ADT, seria o equivalente a implementar
uma fungéo que manipula lista, sem considerar o construtor de lista vazia:
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len (x:xs) = 1 + len xs

appLen = len []

Como discutido no topico anterior, a inclusao deste tratamento em Chore
envolve adicionar propagagao de tipos, que traz complexidade e foge das premis-
sas do sistema de tipos e da linguagem Haskell, sendo que a rejei¢cao de expres-
sbes como appLen ou h2 é algo comum para programadores Haskell.

Optamos por escolhas mais conservadoras em nossa abordagem, tor-
nando mais facil a adequagao ao sistema de tipos atual. No entanto, acreditamos
que questdes relacionadas ao tratamento de erro sdo importantes, principalmente
com relagdo a clareza das mensagens, mas exige um estudo mais aprofundado.

5.7 Uso de Assinatura de Tipos

O sistema de tipos de Damas-Milner é consistente e garante a inferén-
cia de tipos, sem a necessidade de assinatura, para o conjunto de expressoes
previstas (conforme ja mostrado no Capitulo 2). Neste caso, o uso de assinatura
de tipos é opcional, e usado apenas para restringir o tipo de expressodes.

Extensdes do sistema de tipos de Damas-Milner, no entanto, podem exi-
gir informagao de tipo para garantir consisténcia, como é o caso do tratamento de
sobrecarga, que em Haskell é implementado a partir de classes de tipo, onde cada
instancia sobrecarregada do simbolo tem um tipo associado. Da mesma forma,
extensdes que implementam GADT requerem informagéo de tipo para aceitagio
de determinadas fungdes. O numero de expressdes que requerem assinatura va-
ria dependendo da abordagem. Em comum entre as abordagens esta a dificul-
dade em delimitar os casos em que o algoritmo de inferéncia € capaz de capturar
o tipo de fungdes e os casos onde a assinatura de tipo € obrigatéria.

Em abordagens que inferem tipo mesmo para expressdes sem tipo prin-
cipal esta questao é ainda mais dificil, adicionado a complexidade na delimitagao
dos programas onde é possivel obter tipo principal, que é uma questéo até hoje
em discussao. Assim como nos demais trabalhos, ainda nao foi possivel delimitar
o conjunto de programas em que o tipo é inferido e para quais programas é ne-
cesséria assinatura de tipos. Em trabalhos futuros, almejamos incluir o tratamento
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de assinatura de tipos, de forma semelhante ao Outsideln, e avaliar os casos em
que a assinatura de tipos é realmente necessaria.

5.8 Expressfes case com tipos aninhados

Devido a complexidade de tipos de dados generalizados, com ou sem
assinatura de tipos, avaliar o tipo de expressdes que manipulam GADTs em es-
copos internos é extremamente dificil.

Na Figura 22, o tipo da expresséo é direto (paramlo :: G a b — Int),
visto que o tipo GADT ocorre apenas no escopo mais externo, portanto o retorno
do case interno € unificado. No entanto, considerando que paramio fosse rees-
crito incluindo os construtores GADT no segundo nivel case, a inferéncia fica
ainda mais dificil, visto que a alternativa True para el retorna um inteiro (nao
ligado ao GADT), e o retorno do segundo case € um GADT:

paramlo’ el e2 = case el of
True — 1
False — case e2 of
Gl e2 — e2 + 1
G2 e2 — False

E a complexidade aumenta ainda mais, quando outros niveis sdo adici-
onados, todos eles com GADTSs.

Desde Wobbly Types, esta questao vem sendo discutida. Nesta aborda-
gem havia inclusive uma série de problemas relacionados a propagacao de tipos
em escopos internos, que foram apenas resolvidos em Outsideln. Outsideln, por
sua vez, trata esta questao trazendo todas as restricdes de tipo para fora do es-
copo, e entdo resolvendo. Mais recentemente, em Chore, o tipo de expressbes
neste formato ndo sao inferidos, e, quando utilizada assinatura de tipos, o trata-
mento é semelhante & Outsideln. Na abordagem proposta neste trabalho, esses
casos também néo sédo tratados, ficando como trabalho futuro adicionar trata-
mento tanto na inferéncia (se possivel) quanto mediante a assinatura de tipos.
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5.9 Consideragdes Finais

Neste trabalho é proposto um novo algoritmo de inferéncia do tipo de
fungbes na presenca de GADTSs. Esse algoritmo utiliza uma abordagem similar
ao tratamento de sobrecarga em mundo fechado para lidar com casos que envol-
vem recursao polimérfica, que séo bastante frequentes em fung¢des envolvendo
GADTs. Anti-unificagdo é usada para capturar a relagéo entre os tipos das diver-
sas alternativas de uma fungao, identificando os tipos que devem ser unificados e
os tipos que ndo devem. Em uma analise empirica de uma amostragem de pro-
gramas, foi possivel observar que a abordagem proposta possibilita a inferéncia
de tipos para um conjunto muito menos restrito de fungdes, mesmo em situacoes
onde é necessario garantir o tipo principal. Uma proposta parcial deste trabalho
foi apresentada em (GELAIN et al., 2015).

Almeja-se em trabalhos futuros adicionar o suporte a assinatura de tipos,
avalia-se utilizar restricdes de igualdade de forma semelhante ao apresentado
em Outsideln; além disso, pretende-se avaliar os casos onde é possivel garantir
tipo principal, e incluir tratamento para os casos onde tipos GADT ocorrem nos
escopos internos de expressoes case.
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ANEXO A - ALGORITMOS UTILIZADOS NOS TESTES

data Term a where

Lit :: Int — Term Int
Inc :: Term Int — Term Int
IsZ :: Term Int — Term Bool
If :: Term Bool — Term a — Term a — Term a
Pair :: Term a — Term b — Term (a,b)
Fst :: Term (a,b) — Term a
Snd :: Term (a,b) — Term b
eval :: Term a — a

eval e = case e of

(Lit 1) — i

(Inc t) — eval t + 1

(IsZ t) — eval t ==

(If bt e)— if eval b then eval t
else eval e

(Pair a b) — (eval a, eval b)

(Fst t) — fst (eval t)

(Snd t) — snd (eval t)

Figura 10: Funcéo para avaliagcao de expressdes, com chamadas recursi-
vas.
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data T a where
Tl :: Int — T Bool

T2 :: T a
testT (T1n) _=n>0
testT T2 r=r

Figura 11: Funcdo sem tipo principal.

data Equal a b where
Eq :: Equal a a

data Rep a where
RI :: Rep Int
RP :: Rep a — Rep b — Rep (a,b)

testRep (RI RI) = Just Eq
testRep (RP s1 t1) (RP s2 t2)
= case (testRep sl1s2) of
Nothing — Nothing
Just Eq — case (testRep sl s2) of
Nothing — Nothing
Just Eq — Just Eq

Figura 12: Expressao com cases aninhados.
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proj (Lit i) = [Lit i]
proj (Inc t) = proj t
proj (IsZ i) = proj i

proj (If 1 el e2)
proj (Pair a b)

proj b ++ proj el ++ proj e2
proj a ++ proj b

Figura 13: Fungédo com tipo recursivo, onde o resultado das alternativas
pode ser unificado.

proj’ (Lit i) = [Lit i]
proj’ (LitB b) = [Lit b]
proj’ (Inc t) = proj’ t
proj’ (IsZ i) = proj’ i

proj’ (IsFalse b) = proj’ b
proj’ (If 1 el e2)= proj’ b ++ proj’ el ++ proj’ e2
proj’ (Pair a b) = proj’ a ++ proj’ b

Figura 14: Fungao com tipo recursivo, onde ndo é possivel unificar o tipo
das alternativas.

data Pair a b where
MKP :: a — b — Pair a b

testMkp (MkP x True) = x
testMkp (MkP False y)=y

Figura 15: Fungao com diferentes definicbes para 0 mesmo construtor.
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data Erk a b where
I :: Int — Erk Int b
B :: Bool — Erk a Bool

fErk (I a) = a + 1
fErk (B b) b && True

Figura 16: Fung&o cujo retorno nao esta associado ao GADT.

data R a where
RI :: Int — R Int
RB :: Bool — R Bool
BC :: Char — R Char

flopl (RI x) = x

Figura 17: Funcao com tipo preciso: £1lopl ndo tem tipo principal, sendo
validos os tiposR a — a,R a — InteR Int — Int, porém o Ultimo
é considerado mais preciso por ser menos geral e evitar erros (LIN; SHE-
ARD, 2010; VYTINIOTIS et al., 2011).

flop2 (e) = case e of
RI x — x
RB x — x

Figura 18: Fungédo com tipo generalizado: os tipos das alternativas de
flop2 variam de acordo com tipo dos construtores do GADT.

hl = flop2 (RI 1)

Figura 19: Aplicagdo da fungéo flop2 para uma alternativa vélida.
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h2 = flop2 (RC ’a’)
Figura 20: Aplicagao da fungéo £1lop2 para uma alternativa cujo constru-

tor n&o foi implementado.

cross (RI x) = even x
cross (RB x)

I
e

Figura 21: Fungao cujo tipo da alternativa é ligado ao GADT, mas o tipo
do retorno ndo. Novamente ocorreria o tipoR a — b, que nao é valido.

data G a b where
Gl :: a — G Int a
G2 :: a — G Bool a

paramlo e = case e of
Gli— i+ 3
G2 b — case b of
True — 4
False — 7

Figura 22: Fungao com expressoes case aninhadas, o primeiro nivel case
esta ligado ao GADT e o segundo nivel ndo esta.
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