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APRESENTACAO

Caro(a) Docente,

Este Caderno de Atividades é produto de uma Dissertagio intitulada "Cdlculo de Area:
uma proposta de ensino com aporte da historia da matemdtica", realizada no Ambito do Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) da Universidade do Estado
de Santa Catarina (UDESC) sob a orientacao da Professora Doutora Ligia Liani Barz e coori-
entacdo do Professor Doutor Rogério de Aguiar.

O presente Caderno de Atividades se destina ao professor(a) e contém uma sequéncia de
5 Aulas, que podem ser adaptadas em planos de aula, voltadas para a resolucdo de atividades
desafiadoras e significativas relacionadas ao ensino-aprendizagem de geometria, em especifico,
o calculo de area. O produto educacional € direcionado as Terceiras Séries do Ensino Médio,
porém o professor € livre para transpor o conteido para outras séries, desde que observados os
pré-requisitos basicos para a resolucdo das atividades propostas.

As atividades foram elaboradas e pensadas para oferecer subsidios que contribuirdo com
o enriquecimento de seus conhecimentos docentes bem como a sugestdo de uma metodologia
onde a Aula é programada em torno de problemas envolvendo um tnico contetido, com momen-
tos pré-resolugdo e pds-resolugdo, todos bem definidos com relacdo aos objetivos sugeridos para
as atividades e ao tempo de duracdo dos momentos da Aula.

Dessa forma, Professor(a), quero registrar que € muito bom fazer parte desse momento,
em que se busca ampliar o referencial tedrico sobre esse tema da Matematica, de modo a me-
lhorar sua pratica docente com novas propostas de ensino e propor a seus estudantes praticas
metodoldgicas que transcendem as tradicionais, de modo a trazer avancos para o ensino de
Geometria. Espero que esse material contribua de forma efetiva para seu aperfeicoamento pro-
fissional e pessoal, pois de forma direta, seus alunos irdo usufruir desse seu aperfeicoamento na
forma com que lhes serdo oferecidas as intervencdes desse Caderno de Atividades.

As atividades desse caderno usam a Historia da Matematica como recurso didatico, ex-
plorando tépicos da histéria onde o desenvolvimento ou o avanco da forma de calcular 4rea
trouxe a humanidade uma nova tecnologia ou uma nova ferramenta intelectual para solucionar
algum problema de sua época.

Desejamos que vocé faca um excelente uso desse material tornando suas aulas mais desa-
fiadoras e junto com seus alunos possa construir o conhecimento matematico escolar necessério

para que eles possam exercer a cidadania plena, com liberdade e senso critico.

Altamiro Marlon Ribeiro
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1 INTRODUCAO

Cada Aula do Caderno de Atividades traz uma sequéncia de Momentos voltados para
desenvolver habilidades e competéncias necessdrias a resolucao de problemas ndo muito con-
vencionais e inspiradas na histéria da matematica. A histéria da matemética usada como aporte
em cada Aula pode estar exposta na forma direta, pela discussdao de um problema histérico ou
de forma indireta aplicando alguma técnica de resolucao usual em outros tempos.

O objetivo central da Aula é resolver uma atividade que serd denominada Atividade Prin-
cipal, o caminho para a sua resolucdo serd dado pelo professor através da resolugdo feita por
ele de uma atividade anterior a essa, denominada Atividade Motivadora. A correcdo da Ati-
vidade Principal se dard em um momento chamado Painel de Solucoes, apés a corre¢ao da
atividade principal, o professor fard um breve resumo da aula em um momento denominado
Sistematizacdo. A Aula é finalizada propondo-se aos estudantes a resolucdo de uma questao
avaliativa, de nivel de dificuldade intermedidrio, para aferir se o objetivo de aprendizagem dessa
Aula foi alcangado. Ao final de cada Aula teremos trés questdes complementares para serem
propostas como tarefa ou para serem aplicadas aos estudantes que desenvolverem muito rapido
a atividade principal da aula.

As Aulas desse Caderno de Atividades estdo divididas em alguns Momentos Pedagogi-
cos (etapas), definidos quanto aos objetivos e as a¢gdes a serem executadas, conforme descrito a

seguir:

a) Atividade Motivadora: Trata-se de um texto introdutério sobre o tema, visando a pro-
blematizag@o ou instigagdo sobre o assunto da aula e/ou uma atividade com inspiracao
na historia, simples e rdpida que terd a funcio de retomar um pré-requisito necessdrio ao
assunto, podendo o enunciado desta atividade trazer o texto introdutério. Esse momento

deve ser conduzido pelo professor na resolucao da atividade ou na interpretagao do texto.

b) Atividade Principal: A atividade principal da Aula é elaborada trazendo fatos da histéria
relacionados ao tema da Aula e deve ser solucionada preferencialmente em duplas ou
trios. Essa atividade tem um grau de dificuldade desafiador, cuja resolu¢do exige demanda

cognitiva acentuada.

c) Painel de Solucoes: Esse momento trata-se da correcdo da atividade principal. O profes-
sor(a) deve convidar os alunos a ir a lousa, pois devem protagonizar esse momento. Eles
devem expor para a turma suas estratégias e resultados para que possam ser comparados
aos resultados obtidos pelos colegas, procurando perceber as melhores estratégias para a

resolucao, promovendo uma discussdo em torno dessas apresentagoes.



d) Sistematizacdo: A sistematizacdo do assunto € feita através de um texto auxiliar para
que o professor traga a forma atual do contetdo estudado, com o devido rigor conceitual
disponivel para esse nivel de escolaridade, com defini¢des, proposicdes e se possivel,

algumas demonstragdes.

e) Atividade Avaliativa: Nessa etapa, os estudantes resolverdo individualmente um pro-
blema similar aos propostos anteriormente. O objetivo desse momento € avaliar o pro-
cesso de aprendizagem em relacdo ao que foi trabalhado. Serd aplicada uma questio

relacionada ao assunto, que deve ser corrigida na lousa nos minutos finais da aula.

f) Atividades Complementares: Serdo propostas aos estudantes trés questdes compleme-
tares, uma relacionada a alguma aplicagdo do tema tratado na aula, uma envolvendo al-
gum topico de histéria da matemadtica e uma terceira retirada de bancos de questdes de
vestibulares e ENEM relacionada também ao tema. Essas trés questdes podem ser pro-
postas como tarefa ou como atividade para resolver em sala de aula, pois os estudantes
com melhor desempenho em matemaética provavelmente solucionardo a atividade princi-
pal da aula em menor tempo que os demais, e dessa forma, podem trabalhar com essas

atividades complementares ainda em sala de aula.

Professor(a), no ultimo capitulo do Caderno de Atividades estdo registradas propostas de
solucdes para todas as atividades desse material, vocé deve tomar conhecimento dessas resolu-

¢oOes antes de aplicar as atividades.



2 AULA 1: CALCULO DE AREA POR DECOMPOSICAO E COMPOSICAO

Nessa Aula, trataremos do célculo de 4rea por decomposi¢ao e composi¢ao. Para calcular
uma drea irregular, faremos a decomposicao dessa area em figuras planas menores, cuja forma
de derminar o valor da area sdo conhecidas. A drea da figura irregular serd dada pela soma das

dreas menores as quais foi decomposta. Para essa aula, estabelecemos os objetivos a seguir.

Objetivos:

Determinar 4reas de figuras planas irregulares usando técnica de célculo por decomposi-

¢do e composi¢ao.

» Comparar os diferentes resultados obtidos e discutir sobre as origens dessas diferengas.

Estabelecer as diferencas entre uma situacao idealizada e uma situagdo real.

Conhecer as definigdes que caracterizam a grandeza "Area".

* Conhecer a deducdo da formula da area do quadrado cujos lados sdo racionais.

Observagoes:

* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.

* Materiais solicitados: régua, calculadora, Figura 2.3 impressa em folha A4 milimetrada,

papel manteiga/vegetal.

* Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a truma os obje-
tivos desse da Aula. O tempo para a organizacao da classe, apresentacdo do tema da aula
e leitura dos objetivos € contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento

da Atividade Motivadora.

* Essa Aula é elaborada para ser executada em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-
¢do proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula. Se ndo houver disponi-
bilidade de duas aulas seguidas, pode-se trabalhar até a resolu¢do da atividade principal
em uma aula e na aula seguinte, promover o Painel de Solugdes, a Sistematizacao e aplicar

a Atividade avaliativa.
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2.1 DESCRICAO DAS ATIVIDADES

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢do feita na Introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a melhor
interpretacdo e possivel resolu¢do de uma atividade denominada "Atividade Principal”. Sua
resolucdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histdria, e sua correcao deve ser feita através da

participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdes.

2.1.1 Atividade Motivadora

A origem da nossa geometria remonta das civiliza¢cdes mais antigas do oriente médio e
Egito, que desenvolveram sua escrita por volta do quarto milénio a.E.C e, datam dessa época,
os primeiros registros de técnicas de calculo de drea. Os babildnios habitavam os vales dos rios
Eufrates e Tigre e os egipcios, o norte da Africa, ao longo do rio Nilo. Os babil6nios desco-
briram regras para célculos de dreas de figuras geométricas simples e também podiam calcular
o volume de vdrios sélidos. Os egipcios foram estimulados a desenvolver sua geometria por
questdes de sobrevivéncia, pois dependiam da agricultura as margens do rio Nilo, que todo ano
inundava essas terras, havendo entdo a necessidade de sua medi¢do e demarcacdo permanente-
mente.

E consenso entre os historiadores, tais como Eves (2004) e Roque (2012) que essas civili-
zacdes desenvolveram métodos de calcular drea por questdes préticas, tais como, demarcagdes
de fronteiras, divisdes de propriedades, construgdo civil e militar, demarcacdo de terras de cul-
tivo, etc.

Todas essas atividades envolvem a necessidade de se calcular area. Os babilOnios, os
egipcios e posteriormente os gregos desenvolveram as mais diversas técnicas. A técnica mais
fundamental seria o cdlculo de drea por decomposi¢do. A técnica consiste em dividir a drea a
ser calculada em dreas menores, que por razdes praticas sao mais faceis de serem obtidas, por
exemplo, decompor em quadrados ou retangulos. A drea total € dada pela soma (a composi¢ao)
das areas menores obtidas da decomposi¢ao.

Problema: O tridngulo ABC da Figura 2.1 é equilatero e tem area igual a 8\5—@ Usando decom-
posicdo, vamos determinar a drea do retangulo DEF G da Figura 2.1, sabendo que sua base é %
do lado de ABC.
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Figura 2.1 — Retangulo DEF G inscrito no tridngulo ABC.

Fonte: Autoria prépria.

Orientacoes para Professores(as): Essa atividade € uma introdugdo a Atividade Principal da Aula. O texto
deve ser lido em conjunto com a turma e o problema deve ser resolvido por vocé. Sugerimos a organizacdo

da turma em duplas ou trios, a leitura dos objetivos da aula, a leitura do texto introdutério e a resolucao da

atividade motivadora sejam executados em um tempo de 15 minutos.

Sugestoes para Professores(as): O texto introdutério, anterior ao problema da Atividade Motivadora pode
ser substituido por um video, uma apresentacio em slides desse tema ou até mesmo outro texto, porém devem
apreciar os aspectos histéricos do tema. Vocé pode fazer essas adaptagdes conforme as necessidades especificas
de suas turmas. Uma outra possibilidade é pedir com antecedéncia que os estudantes efetuem uma pesquisa
sobre o tema da aula, promovendo em sala um pequeno debate sobre essa pesquisa. Apenas tenha o cuidado

de que nessa etapa os estudantes trabalhem ideias que os levar@o a usar a decomposi¢ao e composicdo de areas

para a resolucdo da atividade principal.

2.1.2 Atividade Principal

O Sol sempre foi objeto de estudos, observacgdes e até adoracao pelos povos antigos, que
entendiam sua importancia nos processos de vida na Terra e atribuiam-lhe a caracteristica de
um Deus.

Observagdes do Sol e registros do nimero de manchas ocorrem h4 mais de 1000 anos.
Como todo ramo de pesquisa em fase inicial, o registro das primeiras manchas solares causou
intimeras especulacdes e defini¢cdes inconsistentes. Esse cendrio mudou lentamente a partir da
melhoria dos instrumentos de observacdo e do amadurecimento de ideias e de concepgoes.

Os chineses ja observavam manchas escuras na fotosfera solar a olho nu, desde 1000

a.E.C. (antes da Era Comum). Em torno de 95% do histérico de observagdes sdo orientais, em
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especial da China e da Coréia e, assim, manteve-se até 1150 E.C. (Era Comum) cobrindo um
intervalo de tempo muito maior que das observagdes feitas na era do telescopio.

Observagdes do Sol a olho nu sdo possiveis desde que a mancha seja grande e que a at-
mosfera apresente condi¢Oes favordveis, como poeira e nebulosidade que reduza a luminosidade
do Sol. Para Lorensie e Pacini (2016), os orientais ja usavam filtros artesanais para amenizar a
luz solar e facilitar a visualizacdo das manchas.

Quando surgiu o telescopio na Europa, no século XVII, Galileu Galilei (1564-1642) foi o
primeiro a observar o Sol e o céu com o uso de telescopios, em 1611. Também foi o primeiro
a observar manchas solares a olho nu e com o telescépio ao mesmo tempo, em 1612. Essa
observacao especifica foi publicada em 1613, representada na Figura 2.2, a direita, e comparada

com uma imagem atual da fotosfera, a esquerda.

Figura 2.2 — A esquerda, a fotosfera visivel e a direita, as manchas retratadas por Galileu em
1610.

Fontes: O Sol - INPE. Desenho de Galileu, Lorensie e Pacini, 2016, p.110.

A partir da melhoria dos instrumentos e da colabora¢do de diversos cientistas, construiu-

se o conceito de atividade solar e observou-se que:
1) As manchas escuras na fotosfera do Sol surgem e desaparecem de maneira ciclica.

2) Uma quantidade maior de manchas indica 0 maximo solar e um menor niimero assinala

um minimo solar.

Com a reunido de tantas observacdes do Sol e com as centenas de registros da quantidade
de manchas solares, foi possivel compreender que a Terra passou por periodos de variabilidade
na atividade solar, ao longo da histéria. Essas informacdes seguramente tém relevancia cienti-
fica, uma vez que se sabe que a vida na Terra depende da energia oriunda do Sol e que variagdes
na emissao dessa energia pode nos fornecer explicacdes para diversos fendmenos climaticos.

Atualmente, considera-se que o raio médio do Sol € igual a 695700 km.



13

Problema: Usando o desenho feito por Galileu, sobre uma malha quadriculada, Figura 2.3,
encontre um valor aproximado para a drea ocupada pelas manchas solares representadas nesta
figura e a seguir responda: "Quais os fatores que tornam nosso problema uma idealizacdo da

situacdo real?"

Figura 2.3 — Desenho de Galileu sobre malha quadriculada.

lem

Fonte: Lorensie e Pacini, 2016, p.110.

Orientacoes para Professores(as): Peca que os alunos leiam o enunciado da Atividade Motivadora em siléncio
e pensem, por alguns minutos (sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia para a resolu¢do. Apés passar esse
tempo, libere para discutir as idéias com seus companheiros de equipe e terminar a resolugcdo. Essa primeira
parte de leitura e inicio da resolu¢do de forma individual faz com que cada um tenha suas proprias idéias para
poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos participem de forma passiva na
resolucdo. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e observe as estratégias de resolucdo de
cada equipe. Caso haja dividas ou dificuldades durante a resolugo, ndo forne¢a uma resposta pronta, busque
fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho a saida para a ddvida. Sugerimos 25 minutos

para a execugdo dessa atividade.

Sugestdes para Professores(as): Nesta parte pode-se pedir aos alunos que facam uma pesquisa para responder

a seguinte pergunta: Atualmente estamos passando por um periodo de minimo ou de méaximo solar? Qual a

relagdo da tempetura da terra com os maximo e minimos solares?
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2.2 PAINEL DE SOLUCOES

Antes de passar para o Momento de Sistematizacdo o professor deve promover o Painel
de Solucdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solugao.
Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolugdo. Para essa etapa,

estima-se um tempo de 20 minutos.

2.3 SISTEMATIZACAO

O método usado na resolugdo dos problemas da aula, denomina-se cdlculo de drea por
decomposicao e composi¢do. Esse método era muito empregado pelos matemaéticos da antigui-
dade quando queriam determinar a drea de figuras planas que nao possuiam formulas definidas

para seu célculo.

(i) Poligonos congruentes tem dreas iguais.
(i) Se P € um quadrado de lado unitério, entdo a drea de P € igual a 1.

(iii)) Se P pode ser decomposto como reunido de n poligonos Py, P, ..., P, tais que dois quais-
quer deles t€m em comum no maximo alguns lados, entdo a drea de P € a soma das dreas

dos P,comi=1,2,3,--- ,n.

Note que a técnica de célculo de drea por decomposicdo € garantida pelo item (iii) pois
indica que podemos decompor um poligono P e a drea de P € a soma das dreas menores em que
foi decomposto.

Usando a maneira como decompomos a drea de poligonos, € possivel demonstrar como se
deduz a férmula da drea de um quadrado de lados comensurdveis. A demonstragao apresentada

a seguir pode ser encontrada em Lima (1991, pp. 11-12).
Proposicio 2.1. A drea de um quadrado de lado 1 é I°.

Demonstragdo. Por defini¢do, o quadrado € o quadrildtero de quatro lados iguais e quatro angu-
los internos retos. O quadrado de lado 1 serd nossa unidade de medida, denominado quadrado
unitario.

Um quadrado Q, de lado medindo n, n inteiro, pode ser decomposto, por meio de paralelas
aos seus lados, em n> quadrados justapostos, cada um deles com lado unitério e 4drea 1. Segue-
se entdo, que a drea do quadrado Q, é dada por Q = n?. A Figura 2.4 a seguir representa um

quadrado de lado 7, composto pela justaposi¢ao de 49 quadrados unitérios.



Figura 2.4 — Quadrado de lado 7 e area 49.

[

Fonte: Autoria propria.
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Caso o quadrado tenha lado menor que 1, £ = 1, com n inteiro, entdo o quadrado unitario

n’

se decompde mediante paralelas a seus lados, em 12, quadrados congruentes a Q, compondo

um quadrado de drea 1, logo, n? x A(Q) = 1. Portanto, Q = niz

Em um caso mais geral, se o lado de Q € racional, ou seja, £ = 7' = m X %

, m € n inteiros,

decompdem-se os lados de Q em m segmentos de comprimento }l, obtendo m? quadrados de

lados %, conforme Figura 2.5.

Figura 2.5 — Quadrado composto por m quadradinhos de lado %

I'rtI:l

Iin

Fonte: Autoria prépria.

Fazemos essa decomposi¢do através de paralelas aos lados de Q. Dessa forma a area de

cada um desses quadradinhos é nLZ e segue que

2 1 m?
m- X - = -
n n

Podemos entdo concluir que a drea de um quadrado de lado racional 7 €

2.1)

(2.2)
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Observac¢ao: Embora a demonstragio que apresentamos foi para medidas comensuraveis a proposicao € valida
também para medidas incomensurdveis. Nao apresentamos aqui a demonstragdo para lados incomensuraveis
pois ela exige alguns conhecimentos mais avancados sobre limites e a passagem dos nimeros racionais para
os nimeros reais que fogem ao escopo deste caderno de atividades. Maiores detalhes podem ser encontrados
na dissertac@o que deu origem a este caderno, em Roque (2012) ou Eves (2004). Sugerimos 15 minutos para a

execucdo dessa atividade.

Fechamento da Aula 1: Nessa Aula, exercitamos a habilidade de perceber que podemos de-
compor e compor dreas, transformando uma drea irregular em outra, ou vdrias outras cujo mé-
todo de calcular € conhecido. Podemos fazer isso porque a drea € uma grandeza aditiva, ou
seja, todas as manchas solares de formato irregular da nossa figura podem ser agrupadas em 56
quadrados da malha, e como conheciamos a drea de um quadrado, basta usar uma multiplicagdao

para solucionar o problema.

2.4 ATIVIDADE AVALIATIVA

Avaliacao 1. Resolva o seguinte problema:

O poligono ABCD da Figura 2.6 € um quadrado. Determine a drea que estd compreendida

entre o arco AE, o arco EB e o lado AB.

Figura 2.6 — Quadrado decomposto em dreas nio poligonais

2,5 mm

Fonte: Autoria propria.



17

Orientacoes para Professores(as): O propoésito dessa atividade € avaliar o processo de aprendizagem em
relacdo ao que foi trabalhado durante a Aula. Nessa etapa, os estudantes resolverdo individualmente um pro-
blema com um enunciado mais direto focado apenas no algoritmo relacionado ao cdlculo de 4drea da Atividade
Principal. Essa questdo avaliativa deve ser corrigida na lousa nos minutos finais da aula. Sugerimos para esse

momento um tempo de 10 minutos para a resolu¢do e 5 minutos para a corre¢do na lousa. Caso ndo seja

possivel, vocé pode fazer a correcao na aula seguinte.

2.5 ATIVIDADES COMPLEMENTARES

Questao 1: A necessidade de determinar drea permanece até os dias atuais, alguns exem-
plos sdo: fazer um orcamento para ladrilhar um piso, decidir a drea que um ambiente deve
ter para acomodar certa quantidade de pessoas, construir softwares para determinar drea de
forma remota através de imagens de satélites, determinar dreas de tumores em imagens compu-
tadorizadas, etc. A seguir, trazemos uma situa¢do muito comum no cotidiano onde aplicamos
conhecimentos sobre calculo de drea.

Supondo que a Figura 2.7 represente o piso de um ambiente que se quer ladrilhar, e que o
lado de cada quadrado delimitado pela linha mais escura da malha mede 90 centimetros (cm),

determine:

a) A drea em metro quadrado (m?) do piso.

b) Quantos ladrilhos quadrados de 90 c¢m de lado podem ser usados na pavimentagdo, su-

pondo que nao queremos reaproveitar recortes?

¢) Foi uma boa decisdo nio reaproveitar recortes de ladrilhos para esse caso?

Figura 2.7 — Pentdgono ABCDE

C

A

Fonte: Autoria propria.
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Questao 2: As civilizacdes da antiguidade desenvolveram técnicas de calcular raizes de
equagdes quadraticas através da aplica¢do do conhecimento disponivel sobre segmentos e dreas.
Em Eves (2004, p. 170), encontramos a Proposicao 4, do livro II dos Elementos de Euclides,

que estabelece a seguinte identidade:

(a+b)* =a*+2ab+b* (2.3)

A identidade acima era comumente associada a um quadrado, conforme ilustra a Figura

2.8.

Figura 2.8 — Quadrado de lado a + b.

A B E
a b
a
D ¢ F
b
G
K H

Fonte: Autoria propria.

Na Figura 2.8, ABCD é um quadrado de 4rea a®>, BCFE ¢ DCHK sio dois retingulos

congruentes de drea ab e HCF G um quadrado de lado b%. Dessa forma, a equagio
(a+b)>=a*+2ab+b* =c

indica que o quadrado de lado a + b na Figura 2.8 tem drea igual a c. Usando das ideias desse

enunciado, resolva a equagdo quadratica
K tdx—10=11.

Questao 3: (ENEM - 2011) O tangram é um jogo oriental antigo, uma espécie de quebra-
cabeca, constituido de sete pecas: 5 tridngulos retangulos e isdsceles, 1 paralelogramo e 1
quadrado. Essas pecas sdo obtidas, recortando-se um quadrado de acordo com o esquema da
Figura 2.9 (A). Utilizando-se todas as sete pecas, € possivel representar uma grande diversidade

de formas, como as exemplificadas nas Figuras 2.9 (B) e (C).
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Figura 2.9 — Composi¢des com o Tangran

B

W
T

(A)

Fonte: ENEM (2020)

Se o lado AB do hexdgono, mostrado na Figura 2.9 (B) mede 2 cm, entdo a drea da Figura
2.9 (C), que representa uma "casinha", é igual a
a) 4 cm? b) 8 cm? ) 12 cm? d) 14 cm? e) 16 cm?

Orientacoes para Professores(as): As Atividades Complemetares devem ser propostas como tarefas ou apli-
cadas a estudantes que desenvolverem muito rdpido a resolu¢@o da atividade principal ou da atividade avaliativa.

Porém, destacamos que € de suma importancia a aplicacdo e a correcdio dessas atividades.

2.6 REFERENCIAS DIRECIONADAS

Atividade Motivadora:

* GASPAR, Maria Terezinha. "Explorando a Geometria Através da Histéria da Matematica e da
Etnomatematica". 2004. Disponivel em
<http://www.sbem.com.br/files/viii/pdf/07/MC10721746500.pdf>. Acesso em 17 de novembro
de 2019.

Atividade Principal:

* Imagem da fotosfera na Figura 2.2. Disponivel em
<http://www.inpe.br/ciaa2018/arquivos/aulas_ pdfs/o_ sol/OSol.pdf>. Acesso em 30 de novem-
bro de 2019.

* LORENSI, Caren; PACINI, Alesandra Abe. "Observacdes de manchas solares: Uma histdria
antiga". 2016. Disponivel em
<https://revista.univap.br/index.php/revistaunivap/article/view/422/0>. Acesso em 2 de dezembro
de 2019.

* Raio do Sol: Pardmetros fisicos e Astrondmicos. Disponivel em

< http://astro.if.ufrgs.br/dados.htm>. Acesso em 2 de dezembro de 2019.
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Sistematizacio:

* LIMA, et al. Temas e problemas elementares. Colecio PROFMAT, 5.ed. Rio de Janeiro: SBM,
2013.

Atividade Avaliativa:

* LEONARDO, Fébio Martins, organizador. Conexdes com a Matematica. V. 2. Sio Paulo:
Moderna, 2013.

Atividades Complementares:

* ENEM. Exame nacional do ensino médio. 2020. Disponivel em

<http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos>. Acesso em: 02 de novembro de 2020.

» EVES, Howard, tradu¢do: Hygino H. Domingues. Introducao a histéria da matematica. Cam-
pinas: Editora da UNICAMP, 2004.
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3 AULA 2: RAZOES ENTRE GRANDEZAS INCOMENSURAVEIS

O tema abordado nessa aula ndo trata especificamente sobre o cédlculo de drea. Mas, como
a descoberta da incomensurabilidade entre grandezas se constituiu em um problema central da
matematica grega a partir do século IV a.E.C. e ndo é tomado como um tema importante e
merecedor de um capitulo ou se¢do na grande maioria dos livros didaticos brasileiros, propomos
essa aula por entender que devemos criar essa demanda pois esse contetido pode contribuir de
forma significativa para qualquer projeto de ensino voltado para o estudo da geometria.

Dessa forma, é importante que os estudantes conhecam mais a fundo esse tépico da his-
téria matematica pois os esforcos a época, para contornar esse problema motivaram novos de-
senvolvimentos tedricos, como por exemplo, a separa¢do entre o tratamento matemaético dos
nimeros e o tratamento matemdtico das grandezas, a generalizacdo da teoria das razdes, que
até entdo era dependente da no¢do de proporcao e por fim, a consolidagdo de uma categoria de
nimeros que futuramente viriam a ser chamados de "nimeros irracionais" presentes na maioria

dos resultados que obtemos nos problemas escolares que envolvem trigonometria.

Objetivos:

* Conhecer a origem do problema da incomensurabilidade em seu contexto dentro da his-

toria da Matematica.

Reconhecer a existéncia de grandezas incomensuraveis;

Verificar a comensurabilidade ou incomensurabilidade entre grandezas;

* Determinar o maximo divisor comum (MDC) entre grandezas aplicando um processo

chamado antifairese;

Observagoes:

* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.

* Materiais solicitados: régua, compasso e calculadora.

* Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a turma os ob-
jetivos. O tempo para a organizagdo da classe, apresentacdo do tema da aula e leitura dos
objetivos € contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento da Atividade

Motivadora.
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* Essa Aula é elaborada para ser executada em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-
¢do proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula. Se nao houver disponi-
bilidade de duas aulas seguidas, pode-se trabalhar até a resolu¢do da atividade principal
em uma aula e na aula seguinte, promover o Painel de Solugdes, a Sistematizacao e aplicar

a Atividade avaliativa.

3.1 DESCRICAO DAS ATIVIDADES

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢do feita na introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a melhor
interpretacdo e possivel resolucdo de uma atividade denominada "Atividade Principal". Sua
resolucdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histdria, e sua correcdo deve ser feita através da

participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdes.

3.1.1 Atividade Motivadora

A geometria ocupa-se essencialmente em estudar grandezas como comprimento, drea e
volume. Uma grandeza fisica € por defini¢ao, tudo que pode ser medido, ou seja, € algo perten-
cente ao mundo fisico que pode ser associado a um nimero e uma unidade de medida.

Nessa aula vamos discutir a existéncia de grandezas que ndo podem ser medidas de ma-
neira exata, chamadas grandezas incomensuraveis. Acredita-se que o descobrimento desse tipo
de grandeza trouxe uma crise na matematica da Grécia Antiga, mas como todo conhecimento
cientifico, hd estudiosos que contestam tal crise alegando falta de evidéncias sobre o fato e afir-
mando que o problema causou um certo desconforto no inicio, mas foi contornado e passou a
integrar a matematica, fazendo parte dela até os dias atuais.

Quando pensamos em um quadrado de lado medindo 1 metro, sabemos que sua drea é
1 m?. Essa é uma das unidades de drea e, no Sistema Internacional de Unidades de Medidas
(SI), é a unidade padrdo para a medida de drea, assim como o metro (m) é a unidade de medida

do SI para comprimentos.
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Orientacoes para Professores(as): O proposito desse momento da Aula é apresentar a existéncia de segmentos
incomensurdveis e despertar o interesse dos estudantes pelo tema. Esse momento, deve ser conduzido pelo
professor e ndo se trata de uma atividade, mas um texto onde se conjectura sobre a incomensurabilidade da raiz
quadrada de 2. O texto traz uma série de tentativas de se encontrar um niimero x pertencente ao intervalo real

1 < x < 2 que elevado ao quadrado € igual a 2. Sugerimos que o tempo para a organiza¢do da turma, leitura

dos objetivos da Aula e o desenvolvimento desse texto seja de no maximo 15 minutos.

Uma hipétese que € muito difundida sobre a descoberta de segmentos de reta incomen-
surdveis, € a tentativa de racionalizar (transformar em um ndmero racional) a diagonal de um
quadrado de lado 1, que ocorreu por volta do ano 400 a.E.C.

Numeros racionais, sdo aqueles que podem se tornar fragdes, e essa ideia estd intimamente
ligada ao ato de medir. Por exemplo, se dividirmos um segmento de reta de 1m de comprimento
em 5 partes iguais, a0 tomarmos um segmento formado por trés dessas partes, esse segmento
mede trés quintos de um metro.

No pensamento da época, comprimento, drea e volume eram grandezas fisicas que podiam
ser medidas, bastava encontrar a unidade de medida adequada para cada caso. Dessa forma, a
descoberta de segmentos de retas que ndo podiam ser comparados com nenhum outro segmento

dado como unidade, pode sim ter causado um certo mal-estar entre os matematicos da época.

Problema: A diagonal de um quadrado de lado 1 tem medida representada por um nimero
racional?

No quadrado unitario ABCD, a diagonal AC divide o quadrado em dois triangulos retan-
gulos: o triangulo ABC, retangulo em B, e o triangulo ADC, retangulo em D, ambos congruentes
pelo caso "lado, lado, lado" pois AC € lado comum, AB = CD e BC = AD. Observe a Figura
3.1

Figura 3.1 — Diagonal AC de comprimento incomensuravel.

A B

Fonte: Autoria propria.
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Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ABC, a diagonal AC € obtida da seguinte

forma:

(AC)> = (AB)>+(BC)?
— 12412
= 1+1
Y (3.1)

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros de (3.1), temos:

(AC)?2 =V2 = AC = V2. (3.2)

Portanto, o comprimento da diagonal AC é v/2 u.c.

Vamos prestar atencio na igualdade (AC)? = 2. E possivel encontrarmos um ntmero
racional que ao ser elevado ao quadrado o resultado ¢ 2?

Faremos algumas tentativas, mas inicalmente, observe que P=1=+VI=1e2?=
4 = /4 = 2. Dessa forma v/2 é um valor entre 1 e 2, ou seja, ndo ¢ um numero inteiro.
Vamos elevar alguns nimeros entre 1 e 2 ao quadrado e observar o resultado, completando as

tabelas a seguir.

Tabela 3.1 — Valores de x e seus respectivos quadrados, onde 1 < x < 2.

X X2
1] 1,21
1,2 1,44
1,3 1,69
1,41,9
1,5 2,25

Ao preenchermos a Tabela 3.1, notamos que o 2 estd entre (1,4)% e (1,5)2. Vamos proce-

der da mesma forma agora usando valores de x entre 1,4 e 1,5.

Tabela 3.2 — Valores de x e seus respectivos quadrados, onde 1,4 <x < 1,5.

X X2
1,41 | 1,9881
1,42 [ 2,0164

Na Tabela 3.2, notamos que bastaram 2 linhas para encontrar o intervalo em que se situa
o nimero que elevado ao quadrado é 2. Agora, faremos o mesmo procedimento para valores de

xentre 1,41 e 1,42.
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Tabela 3.3 — Valores de x e seus respectivos quadrados, onde 1,41 < x < 1,42.

X X2

1,411 | 1,990921
1,412 | 1,993744
1,413 | 1,996569
1,414 | 1,999396
1,415 | 2,002225

Na Tabela 3.3, conseguimos situar \/Q em um intevalo muito menor que nas tabelas ante-
riores, conseguimos determinar que o nimero que elevado ao quadrado € 2 estd entre 1,414 e
1,415.

Podemos continuar esse raciocinio pois, entre dois nimeros racionais, existem infinitos
outros racionais, logo, € possivel conjecturar, com um certo grau de seguranc¢a que nunca vamos
encontrar um nimero decimal exato que elevado ao quadrado resulte em 2.

Portanto, a diagonal do quadrado da Figura 3.1 ndo pode ser medida por um ndmero
racional, em outras palavras, essa diagonal ¢ uma grandeza incomensurdvel (formalizaremos

essa afirma¢do em um outro momento da aula).

3.1.2 Atividade Principal

Desde sua descoberta, anterior aos anos 400 a.E.C, as grandezas incomensuraveis foram
um grande desafio para os matemdticos gregos. J4 comentamos antes que os gregos determina-
vam 4reas por comparagdo, e se existem grandezas que nao podem ser expressas na forma de
fragdo, terfamos problemas sérios ao medi-las, pois medir € comparar com uma unidade tomada
como padrao de medida.

O problema foi contornado com a teoria das propor¢des entre quatro grandezas que apre-
sentaremos, atribuida ao filésofo platonico Eudoxo, nascido em torno de 400 a.E.C. Essa teoria
em uma importamte obra da matematica grega, intitulada Os Elementos de Geometria, escrita

pelo gedmetra Euclides de Alexandria em 300 a.E.C.
Leia com atencdo Definicdo V.5 (1€-se defini¢do 5 do livro 5) do Elementos:

Definicao 3.1. (Definicdo V.5. dos Elementos) Diz-se que grandezas estdo na mesma razdo,
a primeira para a segunda e a terceira para a quarta quando, se quaisquer equimiiltiplos da
primeira e da terceira, e outros quaisquer equimiiltiplos da segunda e da quarta, sdo tais que
os primeiros equimiiltiplos ultrapassam, um a um, os segundos ou sdo iguais a estes ou sao

menores, que os Ultimos equimiltiplos considerados na ordem correspondente aos primeiros.
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Observe que é bem dificil de entender o que diz essa defini¢dao, mas podemos interpretd-la
da seguinte maneira: as grandezas a, b, ¢ e d estdo na mesma razao, observado primeiramente
que

a:b:c:d, 3.3)

se multiplicarmos a primeira e a terceira por um mesmo nuimero inteiro e da mesma forma,
multiplicarmos a segunda e a quarta, por outro nimero inteiro, chamaremos de m e n esses

numeros, podemos encontrar trés possibilidades:
) ma>n-b=m-c>n-d.
i) m-a=n-b=m-c=n-d.
i) m-a<n-b=m-c<n-d.

Na notacdo moderna, a assercdo 3.3, é expressa por

a c¢
z_= .d=b-c. 4
2 d@ad b-c (3.4)

Problema: Para entender a Teoria das Propor¢cdes de Eudoxo, considere quatro grandezas
quaisquer, de mesma espécie, quatro dreas por exemplo, de medidas a = 2 cm?, b = /5 cm?,
c= % cm?ed= @ cm? e 0s ndmeros inteiros m = 5 e n = 3. Com esses dados, resolva os itens

a seguir.

a) Verifique se hd proporcao entre as dreas a, b, c e d.

b) Para os valores dados, verifique se a desigualdade a seguir é verdadeira.

m-a>n-b=m-c>n-d. 3.5

¢) Do enunciado, note que ¢ = 5 e d = %. Verifique se essa propor¢cao se manteve nos

resultado numéricos de m-a > n-b = m-c > n-d obtidos no item (b).
d) Busque alguns valores para a, b, ¢, d (devem estar em propor¢do) sendo b e d incomen-
surdveis (irracionais) usando m = 5 e n = 7, tal que as desigualdades m-a < n- b entao

m-c < n-d sejam verdadeiras. Verifique também se a propor¢ao se manteve.

e) Em que situac@o teremos a igualdade (ii), ou seja: m-a=n-bem-c=n-d.
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Orientacoes para Professores(as): Peca que os alunos leiam o enunciado da Atividade Motivadora em siléncio
e pensem, por alguns minutos (sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia para a resolugcdo. Apds passar esse
tempo, libere para discutir as idéias com seus companheiros de equipe e terminar a resolugcdo. Essa primeira
parte de leitura e inicio da resolugdo de forma individual faz com que cada um tenha suas préprias idéias para
poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos participem de forma passiva na
resolugcdo. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e observe as estratégias de resolucao de
cada equipe. Caso haja dividas ou dificuldades durante a resolug@o, ndo forne¢a uma resposta pronta, busque
fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho a saida para a divida. Sugerimos que essa

atividade seja trabalhada em um tempo de 25 minutos.

3.2 PAINEL DE SOLUCOES

Antes de passar para o Momento de Sistematizagcdo o professor deve promover o Painel
de Solugdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solucao.
Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolucao. Para essa etapa,

estima-se um tempo de 15 minutos.

3.3 SISTEMATIZACAO

Vamos mostrar que o comprimento da diagonal do quadrado de medida /2 discutido
no inicio da aula € incomensuravel, ou seja, ndo pode ser expresso na forma de um nimero

racional.
Proposicdo 3.1. O segmento de medida \/2 ndo é racional.

Demonstragdo. Para provar que v/2 ndo é racional, vamos supor que seja racional e chegar
a uma contradi¢do. Inicialmente, supondo que p e g sdo ndmeros inteiros € positivos, primos
entre si, ou seja, ndo possuem divisores comuns pois MDC(p,q) = 1.

Por hipétese, faremos § =2, ¢ #0, ou seja, v/2 é racional. Elevando ambos os mem-

bros dessa igualdade ao quadrado temos:

(i

N—
S}
I
VS
S
—
[V}

| A
)

Q
OS]

(3.6)

i
)
I
[\®]
AN
)



28

Como todo nimero par pode ser escrito da forma 2k, em que k € Z, temos que

p? =2¢% épare p* =2k. (3.7)
Logo,
p? épar = p épar = p=2m, m e (3.8)
Observe ainda que
p = 2m e elevando ambos os membros ao quadrado,
P’ = 4m>. (3.9)

Mas pelo resultado (3.7), temos que p2 = 2q2, entao

2q2 — 4m? e dividindo ambos os membros por 2, temos
2

¢ = 2m*=q épar (3.10)
As conclusdes em (3.8) e em (3.10) s@o contraditorias pois p e g foram supostos pri-
mos entre si. Chegamos entdio a um absurdo e assim, nido podemos supor que /2 é racional.

Portanto, v/2 é irracional. O

Dessa forma, um segmento que mede v/2 ndo pode ser medido a partir de nenhum outro
segmento, dado que ndo encontramos a fragdao § equivalente a ele. Esse tipo de segmento é

chamado de incomensuravel.

Orientacoes para Professores(as): Ao demonstrar a argumentagido da impossibilidade de racionalizar o nd-
mero /2, enfatize o tipo de demonstracio por ''Reducio ao Absurdo' empregado na prova. Sugerimos um

tempo de 20 minutos para a realizacdo dessa etapa.

Sugestao para Professores(as): Construir com régua e compasso um retdngulo cuja drea é uma grandeza

incomensurdvel. Também pode-se pedir uma pesquisa sobre a existéncia ou nio existéncia de uma crise na

matematica grega gerada pela descoberta das grandezas incomensuraveis.

Fechamento da Aula 2: Nessa Aula aprendemos como as grandezas incomensuraveis surgiram
na matematica grega, entre os séculos V e VI a.E.C (antes da Era Comum), na tentativa de medir
a diagonal de um quadrado de lado 1. Essa diagonal, segundo discutimos e demonstramos
durante a aula, tem medida v/2 = 1,4142135... e ndo pode ser registrado na forma de fragio,
isto é, nao pode ser racionalizado. Além disso, conhecemos também a forma com que a Teoria
das Proporcdes de Eudoxo contornou o problema da incomensurabilidade, possibilitando, desde

entdo, que os matematicos trabalhassem com razdes entre grandezas incomensuraveis.
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3.4 ATIVIDADE AVALIATIVA

Avaliacao 2. Resolva os itens a seguir:

a) Determine a drea do triangulo ABC da Figura 3.2 e avalie se o valor encontrado é uma

grandeza comensurdvel ou incomensurével. Justifique sua escolha.

b) Atribua valores para os lados do tridngulo DEF para que sua drea seja uma grandeza

incomensuravel e determine o valor dessa area.

Figura 3.2 — Triangulos ABC e DEF .

Fonte: Autoria proria.

Orientacoes para Professores(as): O propésito dessa atividade € avaliar o processo de aprendizagem em rela-
¢30 ao que foi trabalhado durante a Aula. Nessa etapa, os estudantes resolverdao individualmente um problema
com um enunciado mais direto focado apenas na verificacdo da prendizagem relacionada ao tema da Aula.
Essa questdo avaliativa deve ser corrigida na lousa nos minutos finais da aula. Sugerimos para esse momento
um tempo de 10 minutos para a resolucdo e 5 minutos para a correcdo na lousa. Caso ndo seja possivel, vocé

pode fazer a correcao na aula seguinte.

3.5 ATIVIDADES COMPLEMENTARES

Questao 1. A incomensurabilidade pode ser observada quando nio conseguimos medir
uma grandeza em funcio de outra. Para entender melhor, acompanhe o raciocinio a seguir.

Imagime o retangulo ABCD de altura AD = 1 m, base AB = (1 + @) m. Ao retirarmos

1 m? de sua 4rea, temos como resto um retangulo de altura EF = 1 m e base EB = @ m,

conforme mostra a Figura 3.3:
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Figura 3.3 — Quadrado AEF D e retangulo EBCF .

D o C
Im
A e B
1m E Qm
5

Fonte: Autoria propria.

As dreas do quadrado AEF D e do retangulo EBCF sdo respectivamente,

S(AEFD)=1m* ¢ S(EBCF) = ? m?,

e se quisermos medir a drea do retdngulo tomando como unidade a drea do quadrado, devemos

fazer:

S(EBCF)
S(AEFR)

| N
ol

— é-\/i. (3.11)

Como j4 vimos durante a aula, uma grandeza que mede /2 é incomensurével, portanto o
resultado obtido para a razdo em (3.11) indica que a drea do retdngulo EBCF € incomensurdvel
em relacdo a drea do quadrado AEF D.

De acordo com o que foi apresentado nesse enunciado, verifique se ha comensurabilidade

entre a grandeza p em relacdo a grandeza g para cada caso a seguir:
a) p=6eqg=23;
b) p=5eq=153;
©) p=7V3eq=14V3;
d) p=6v2eq=2V2;
e) p=9eq=213;

Questao 2. Uma técnica de comparar razdes sem a necessidade do conceito de nimero
racional € a antifairese, ou subtracdes reciprocas. Na geometria, usava-se a antifairese no ato

de aproximar razdes entre segmentos incomensurdveis. Leia com atencdo a asser¢ao a seguir:
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Se, quando a menor de duas grandezas é continuamente subtraida da maior, a que resta

nunca mede a precedente, as grandezas sdo incomesurdveis.

Antifairese é a traducdo literal de subtracdes reciprocas. Etimologicamente seria uma
aproximacdo de Antho-hypo-hairesis, entre duas grandezas. O termo pode ser fragmentado
da seguinte forma: Anfo = reciproco; Hypo = sub; Hairesis = tragdo. Na dlgebra moderna
o procedimento é conhecido como Algoritmo de Euclides para o cdlculo do médximo divisor
comum. A antifairese entre os nimeros A e B € denotada por Ant[A,B] = (m,n, p,...). Observe

dois exemplos:

Exemplo 3.1. Determine a razdo antifairética entre os niimeros 60 e 18.
o 18 cabe 3 vezes em 60 e restam 6;
* 6 cabe 3 vezes em 18 e resta Q.

Portanto, a razdo antifairética entre 18 e 60 é Ant[18,60] = (3,3). O iiltimo resto diferente de
zero é o mdximo divisor comum entre os valores usados, e nesse caso, o m.d.c entre 18 e 60 é
6. Representamos por MDC(18,60) = 6.

Exemplo 3.2. Determine a razdo antifairética entre os niimeros 18 e 61.

18 cabe 3 vezes em 61 e restam 7;

7 cabe 2 vezes em 18 e restam 4;

4 cabe 1 vez em 7 e restam 3;

3 cabe 1 vez em 4 e resta 1.

Portanto, a razdo antifairética entre 18 e 61 é Ant[18,61] = (3,2,1,1) e resta 1. Observe que

o fato de ter restado 1, significa que 18 e 61 sdo primos entre si ou seja, MDC(18,61) = 1.

Usando o método das subtracdes reciprocas, ou antifairese, determine o m.d.c entre os

valores a seguir:
a) 12e4;
b) 75 e 303;
c) 47 e 21;
d) 108 e 60;

e)

Wl
(@)
N[ —
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Questao 3. (ENEM-2015) Um arquiteto estd reformando uma casa. De modo a contri-
buir com o meio ambiente, decide reaproveitar tdbuas de madeira retiradas da casa. Ele dispde
de 40 tabuas de 540 cm, 30 de 810 cm e 10 de 1080 cm, todas da mesma largura e espessura.
Ele pediu a um carpinteiro que cortasse as tdbuas em pedacos de mesmo comprimento, sem
deixar sobras, e de modo que as novas pecgas ficassem com o maior tamanho possivel, mas de

comprimento menor que 2 m. Atendendo o pedido do arquiteto, o carpinteiro deverd produzir

a)105 pecas. b)120 pecas. ¢)210 pegas. d)243 pecas. e)420 pecas.

Orientacoes para Professores(as): As Atividades Complemetares devem ser propostas como tarefas ou apli-

cadas a estudantes que desenvolverem muito rdpido a resolu¢@o da atividade principal ou da atividade avaliativa.

Porém, destacamos que € de suma importancia a aplicacdo e a corre¢do dessas atividades.

3.6 REFERENCIAS DIRECIONADAS

Atividade Motivadora:

* GONCALVES, C. H.; POSSANI, C."Revisitando a Descoberta dos Incomensuraveis na Grécia
Antiga". Disponivel em
<https://rmu.sbm.org.br/wp-content/uploads/sites/27/2018/03/n47>. Acesso em 5 de dezembro de
2019.

* SING, Simon. O Enigma de Fermat. Rio de Janeiro: Record, 1998.
Atividade principal:

* ROQUE, Tatiana. Historia da matematica: uma visao critica, desfazendo mitos e lendas. Rio
de Janeiro: Editora Zahar, 2012.

Sistematizacao:
« DANTE, Luiz Roberto. Matematica, volume tnico. Sio Paulo: Editora Atica, 2005.

* ROQUE, Tatiana; CARVALHO, Jodo Bosco Pitombeira de. Tépicos da histéria da matematica.
Rio de Janeiro: SBM, 2012. (Cole¢dao PROFMAT).

Atividades Complementares

* ENEM. Exame nacional do ensino médio. 2020. Disponivel em:
<http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos>.

Acesso em: 02 de novembro de 2020.

¢ ROQUE, Tatiana. Historia da matematica: uma visao critica, desfazendo mitos e lendas. Rio
de Janeiro: Editora Zahar, 2012.
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4 AULA 3: LUNULAS DE HIPOCRATES, ARBELOS E SALINONS DE
ARQUIMEDES

Nessa Aula, trataremos de um tépico muito interessante da Histéria da Matematica, as /-
nulas, os arbelos e os salinons. Sao figuras geométricas de lados curvos que foram descobertas
por Hipdcrates e Arquimedes nas tentativas de quadrar o circulo. Essas figuras sdo definidas de

acordo com algumas propriedades que serdo trabalhadas nas atividades dessa Aula.

Objetivos:

* Retomar as féormulas de cdlculo de drea e comprimento de circulos.

e Determinar dreas hachuradas ou destacadas dentro de poligonos, circulos entre outras

figuras planas.
* Conhecer parte da busca de Hipdcrates e Arquimedes pela quadratura do circulo.

* Verificar por inspecdo a validade das relacdes entre elementos da construg¢do dos Arbelos

e dos Salinons.
* Aplicar manipulagdes algébricas das formulas para obter dreas solicitadas.
* Resolver problemas de forma aberta, deixando os resultados indicados em funcao das
varidveis.
Observacaes:
* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.
* Materiais solicitados: régua e calculadora.

* Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a truma os
objetivos dessa Aula. O tempo para a organizacao da classe, apresentacdo do tema da aula
e leitura dos objetivos € contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento

da Atividade Motivadora.

* Essa Aula € elaborada para ser executado em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-

¢do proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula.
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4.1 DESCRICAO DAS ATIVIDADES

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢do feita na Introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a melhor
interpretacdo e possivel resolu¢do de uma atividade denominada "Atividade Principal”. Sua
resolucdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histdria, e sua correcao deve ser feita através da

participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdes.

4.1.1 Atividade Motivadora

A medicido e o cdlculo de drea, entre as civilizagdes mais antigas, estavam relacionados a
figuras geométricas simples como tridngulos, quadrildteros e regides poligonais. Entre os gre-
gos, dada a importincia das constru¢des com a régua nao graduada e o compasso, estabeleceu-se

o procedimento da quadratura:

Dada uma figura geométrica, fazer a sua quadratura é construir, com o auxilio desses
dois instrumentos, a régua e o compasso, um quadrado equivalente a ela, ou seja, com a mesma

drea da figura dada.

Na grécia antiga, ndo se usava em estudos tedricos o valor numérico de uma drea ou
de outra grandeza qualquer como usamos atualmente. Por exemplo, matematicos da época
obtinham suas dreas por comparagdo, ou seja, quantas vezes a drea de uma figura € maior, ou
menor que a drea de uma outra figura, tomada como unidade padrdo. Por ser o quadrado um
poligono muito simples, habituaram-se a comparar as dreas de figuras planas com a drea de um
quadrado tomado como unidade de medida. Acredita-se que dessa forma surgiu a expressao
"quadrar dreas" entre os circulos de matemaéticos gregos, que € o equivalente atual de "calcular
areas".

Desde os anos 500 a.E.C (antes da Era Comum), surgiu uma pergunta que esteve presente

entre os gregos, e s foi completamente respondida no século XIX da nossa era:

Podemos construir, com régua e compasso, um quadrado equivalente a um circulo? Ou

seja, como encontrar a quadratura do circulo?

Hoje, sabemos que a quadratura do circulo é impossivel. No entanto, a primeira quadra-
tura de uma regido nao poligonal que conhecemos é devida a Hipdcrates de Chios, que viveu

no século V a.E.C.
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Estima-se que, entre 450 e 430 a.E.C., Hipdcrates tenha escrito seu trabalho mais impor-
tante, os Elementos de Geometria. Embora os originais tenham se perdido, a obra € considerada
precursora dos primeiros livros dos Elementos de Euclides e nela foram registrados importantes
avangos para a Geometria do seu tempo.

Considera-se que o estudo de Hipdcrates sobre a quadratura das liinulas foi, provavel-
mente, uma tentativa para chegar a quadratura do circulo.

A Figura 4.1 mostra uma das lanulas estudadas por Ibn Al-Haytham, que viveu no inicio
do século X E.C. (965-1040). Reproduzindo os argumentos de Hipdcrates, Al-Haytham exibiu
a quadratura da reunido de /rinulas limitadas por semicircunferéncias construidas sobre os lados

de um triangulo retangulo.

Figura 4.1 — Liinulas de Hipdcrates estudadas por Ibn Al-Haytham.

Fonte: Autoria prépria.

Problema: Observando a Figura 4.1, resolva os itens a seguir:

(A) Determine a area S(D) da regido entre o semicirculo de didmetro AB e o tridngulo retan-

gulo ABC, dadas as medidas AC = 3v/7 cm e BC =9 cm de seus catetos.

(B) A drea obtida representa o valor exato da regido? Justifique sua resposta.

Orientacoes para Professores(as): Essa atividade tem o propdsito de familiarizar o estudante com a obtencao
de uma drea hachurada inscrita em um semicirculo, em especifico, a imagem de uma das Liinulas de Hipdcra-
tes, através da manipulagdo algébrica das férmulas das figuras envolvidas. A resolucdo dessa atividade sera
conduzida pelo professor. Para a organizacdo da turma em duplas ou trios, leitura dos objetivos da Aula e

resolucdo da Atividade Motivadora sugerimos um tempo de 15 minutos.

Sugestao para Professores(as): Vocé pode encontrar um video sobre a impossibilidade da quadratura do
circulo no portal da OBMEP - Programa de Iniciagdo Cientifica - através do link

<https://www.youtube.com/watch?v=n9WyUaiclAQ>.

4.1.2 Atividade Principal

Arquimedes, nasceu por volta de 287 a.E.C. na cidade portudria de Siracusa, na Sicilia.

Naquele periodo, essa comunidade era uma cidade-estado dos dominios gregos. Atualmente,
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Siracusa ¢ uma comunidade que pertence a Itdlia. Arquimedes viveu aproximadamente 75 anos,
num periodo de grande expansdo de influéncia geopolitica do império romano.

Dentre muitos feitos realizados por este pensador, considerado um dos mais importantes
matematicos da historia, destaca-se a incansdvel busca pela solucdo do problema da quadratura
do circulo. Nessa busca, realizou feitos extraordindrios. Conseguiu realizar a quadratura da
parabola, usando técnicas e demonstracdes geométricas e algébricas que estavam muito além
de seu tempo.

A sua obra "Livro de Lemas" ou Liber Assumptorum é um tratado sobre a natureza dos
circulos, onde tem quinze proposi¢des. A cOpia mais antiga conhecida do texto estd escrita em
arabe. Alguns especialistas argumentam que este livro ndo pode ter sido escrito por Arquimedes
(obra apdcrifa) na sua forma atual, uma vez que ele cita o proprio Arquimedes em seu texto, o
que sugere que foi modificado ou escrito por outro matematico. Acredita-se que talvez o Lemas
seja baseado em uma obra mais antiga, agora perdida, escrita por Arquimedes.

Este trabalho de Arquimedes, provavelmente preservado por drabes, apresenta diversas
proposicdes geométricas interessantes algumas das quais relacionadas ao calculo de dreas de
figuras incomuns. Duas delas sdo, o Arbelos e o Salinon, que serdo usadas na atividade a seguir.

O Arbelos € a regido azul representada na Figura 4.2.

Figura 4.2 — Arbelos de Arquimedes

r=9cm °

p = 3cm
. . o
P P Q r R

Fonte: Autoria propria.

Um Arbelos € definido da seguinte maneira:

Definicao 4.1. Sejam P, Q e R trés pontos sobre uma linha reta, com Q entre P e R. Semicirculos
sdo construidos sobre um mesmo lado da linha, com diametros PQ, OR e PR. Um Arbelos A é a
figura delimitada por estes trés semicirculos. Traca-se a perpendicular a PR em Q, encontrando

o arbelos em S. Tem-se que S(A) = S(C), onde C é o circulo de didmetro QS.

Outra figura plana incomum e com propriedades interessantes que consta no Livro de

Lemas de Arquimedes € o Salinon, apresentado na Figura 4.3, definido como:
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Definicao 4.2. Sejam P, O, R e S quatro pontos (nesta ordem) sobre uma linha reta, tal que
PQ = RS. Acima da linha sdo construidos, com didmetros PQ, RS e PS, semicirculos, e abaixo
da linha um outro semicirculo de diametro QR. Um Salinon S é a figura delimitada por estes
quatro semicirculos. O eixo de simetria do Salinon intercepta-o nos pontos M e N. Tem-se que

S(S) = S(C), onde C é o circulo de diametro MN.

Figura 4.3 — Salinon de Arquimedes.

PQ=RS=4cm
QR =6cm
Q0 =MO=3cm

Fonte: Autoria propria.

Problema: Verifique se é verdadeira a relagdo S(A) = S(C) para o arbelos e para o salinon

usando as medidas indicadas nas Figuras 4.2 e 4.3.

Orientacoes para Professores(as):

* O propésito dessa atividade € fazer com que os alunos verifiquem a veracidade das definicdes de Arbelos
e Salinon desenvolvidas por Arquimedes. Nesse momento os estudantes irdo construir, aplicar e discutir

as estratégias para a resolugdo da atividade em duplas ou trios, em um tempo sugerido de 25 minutos.

* Peca que os alunos leiam o enunciado da Atividade Principal em siléncio e pensem, por alguns minutos
(sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia para a resolucdo. Apds passar esse tempo, libere para
discutir as idéias com seus companheiros de equipe e terminar a resolucdo. Essa primeira parte de
leitura e inicio da resolu¢@o de forma individual faz com que cada um tenha suas préprias idéias para
poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos participem de forma passiva
na resolugdo. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e observe as estratégias de
resolucdo de cada equipe. Caso haja dividas ou dificuldades durante a resolucdo, ndo forneca uma
resposta pronta, busque fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho a saida para

a duvida.

4.2 PAINEL DE SOLUCOES

Antes de passar para o Momento de Sistematizacdo o professor deve promover o Painel

de Solucdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solugdo.
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Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolug@o. Para essa etapa,

estima-se um tempo de 15 minutos.

4.3 SISTEMATIZACAO

A habilidade relacionada as atividades desta aula sdo muito frequentes em questdes de
vestibular, ENEM e demais exames similares. Além disso, a resolucdo deste tipo de problema
mobiliza uma importante demanda cognitiva diante do grau de dificuldade e do esforco mental
em sua resolucao.

Como as figuras tem caracteristicas bem especificas, pois sdo geradas por defini¢cdes, €
possivel fazer o cdlculo dessas areas de forma aberta, ou seja, sem atribuir valor numérico as
varidveis, obtendo uma "férmula fechada" para suas dreas.

De acordo com a Defini¢do 4.1 e observando a Figura 4.4, mostraremos que S(A) = S(C)

em funcao de p, r e do didmetro QS do circulo fazendo QS = A.

Figura 4.4 — Arbelos de diametro p +r.

Fonte: Autoria prépria.

Demonstragdo. Inicialmente, determinamos 4 em fun¢do de p e r, tracamos o segmento SP e o
segmento SR obtendo o tridngulo PSR, que € retangulo por estar inscrito em uma semicircunfe-

réncia, conforme Figura 4.5.
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Figura 4.5 — Arbelos de diametro p+r

—
P P Q r

Fonte: Autoria prépria.

Como QS ¢ a altura relativa a hipotenusa do A PSR e fazendo QS = h, das relagdes mé-
tricas do tridngulo retangulo, sabemos que o quadrado da altura relativa a hipotenusa € igual ao
produto das projecdes dos catetos sobre a hipotenusa. Para o tridngulo retangulo PSR da Figura

4.5 essa relacdo pode ser expressa por A2 = p-r. Assim, segue que

(0S)Y =h*=p-r=0S=h=/p-r. 4.1)

Obtemos a drea S(A) do arbelos através da diferenga da drea do semicirculo de raio ’%

e as areas dos semicirculos de raios % e % ou seja:

1 2 o1yp\2 L2 1 [pP42pr4rr pEoA2
s = LY e Ly eo Loy e Le [ 0t 2
2 2 2\2 2\2 2 4 4 4
1 [p*+2pr+r>—p>—1? 2pr pr
= = = = — 4.2
27{ 4 § " 4" (4.2)

Por outro lado, a area do circulo de didmetro QS é

2
S(C) = (@) n= %n 4.3)

Portanto, S(A) = S(C). H

Na sequéncia, mostraremos que para o Salinon vale a relagdo S(S) = S(C), onde S(S) é
a drea do Salinon e S(C) é a area do circulo de didmetro MN da Figura 4.6.
De acordo com a Definicao 4.2 e conforme podemos observar na Figura 4.6, demonstra-

remos que S(S) = S(C).
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Figura 4.6 —

Salinon e circulo de diametro d3.

PQ=RS=d;

QR =d>
MN = d;
d3=d; +d>

0

N

Fonte: Autoria propria.

Demonstragdo. Inicialmente mostraremos que, como consta na Figura 4.6, d3 = d| +d,. Note
que OP = PQ+ % e 00 = OM = OR. Como ON = OPe OM = 0Q = L e MN = NO+0M =

d3, temos:

dy=MN =

OM + ON = OM + OP

OM—l—PQ—i—%

OR OR OR  OR
7+PQ+T—PQ+7+T
PO+ QOR.

Da Figura 4.6 temos PQ = d| e QR = d,. Substituindo em (4.4), temos

dy=d|+ds.

4.4)

(4.5)

Podemos observar que a area do Salinon € a area do semicirculo de raio PO = d; + % mais a

area do semicirculo de didmetro QR = d; subtraido da area de dois semicirculos de didmetro

PQ = RS =d;. Logo,

2 2 2
b b d d?
BRI N PO ey
2 2 2 2 2
Y Z A
_ d12+d1d2+12+12_7'.n
2
d d3 2 2
S tdida+F T d_1+d1d2+d_2 .
B 2 ~\ 4 2 4
_ d d 2 _(dl-l—dz)z

Por outro lado, a drea S(C) do circulo de didmetro MN = dz = d; +d; é

s

Portanto, S(S) = S(C).

di+ds Z-TC— (d1—|-d2)2 o
2 N 4

(4.6)

4.7)
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Orientacoes para Professores(as): O propdsito desse momento da Aula é demonstrar algebricamente a ve-
racidade das defini¢Ges ja verificadas pelos estudantes na Atividade Principal bem como apresentar a forma

aberta de se desenvolver um célculo essencialmente algébrico. Essa etapa deve ser desenvolvida pelo professor

em um tempo sugerido de 20 minutos.

Fechamento da Aula 3: Nesta aula, conhecemos algumas figuras geométricas planas interes-
santes que foram encontradas nas tentativas de solucionar o problema da quadratura do circulo,
a Liinula, o Arbelos e o Salinon. Verificamos numericamente a validade das defini¢des do Ar-
belos e do Salinon, e trabalhamos com métodos de determinar valores de areas destacadas ou
hachuradas dentro figuras planas. Retomamos algumas relagdes métricas do tridngulo retin-
gulo, como o Teorema de Pitdgoras, por exemplo, e a férmula de obtencdo da area do circulo
e, além disso, acompanhamos as verificagdes das defini¢des de Arbelos e Salinons, trabalhando

de forma aberta, isto €, sem atribuir valores numéricos para as varidveis.

4.4 ATIVIDADE AVALIATIVA

Avaliacao 3. Resolva o seguinte problema:
Na Figura 4.7, ABCD é um retangulo cujas medidas estio indicadas. Determine, em cm?

a drea em branco. Deixe o resultado indicado em funcdo de 7.

Figura 4.7 — Area nio poligonal AFBECGH.

ABCD & um retangulo

E é ponto médio de BC.
F e G s&o pontos médios de AB e CD respectivamente.

AB =4 cm

BC=3cm
B £ C
F G
AQ @D

H
Fonte: Autoria propria.
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Orientacoes para Professores(as): O propoésito dessa atividade € avaliar o processo de aprendizagem em
relacdo ao que foi trabalhado durante a Aula. Nessa etapa, os estudantes devem resolver individualmente
um problema similar aos propostos anteriormente, porém com um enunciado mais direto e focado apenas no
célculo de drea. Essa questdo avaliativa deve ser corrigida na lousa nos minutos finais da aula. Sugerimos
para esse momento um tempo de 10 minutos para a resolucao e 5 minutos para a corre¢do na lousa. Caso seja

necessdario, a corre¢do pode ser feita na aula seguinte.

4.5 ATIVIDADES COMPLEMENTARES

Questao 1: Arquimedes foi um dos maiores matematicos da antiguidade e considerado
por muitos estudiosos um dos maiores de todos os tempos. Um de seus trabalhos mais impor-
tantes foi a quadratura da pardbola pelo método da exaustdo. Através da subdivisdo da drea de

um segmento parabodlico em tridngulos cada vez menores, conforme Figura 4.8.

Figura 4.8 — Segmento de pardbola exaurido em tridngulos.

R s

Fonte: Autoria prépria.

Aplicando o método da exaustdo, Arquimedes provou que:

Proposicao 4.1. Qualquer segmento limitado por uma pardbola e uma corda QQ' é igual a

quatro tercos do tridngulo que tem a mesma base que o segmento e mesma altura que ele.

Na Figura 4.9 o segmento parabdlico de base FG estd inscrito no retangulo FGJH, de

dimensdes FH =5cme FG =9 cm.
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Figura 4.9 — Segmento parabdlico inscrito no retangulo FGJH.

J

Fonte: Autoria prépria.

Utilizando a proposi¢do do enunciado deste problema, determine a area hachurada da

Figura 4.9.

Questao 2: Em uma reforma executada em um museu de artes, um arquiteto planejou,

na entrada do museu uma passarela BDFE que serd revestida em granito, sobre um espelho

d’agua, conforme mostra a Figura 4.10.

Figura 4.10 — Passarela BDF E sobre um espelho d’4agua.

@C

Espelho d'agua

Espelho d'éagua

AE=12m
BE=8m

Fonte: Autoria prépria.

Usando os dados da Figura 4.10, determine a quantidade de granito, em m? que ser4 usada

para revestir a referida passarela (use © = 3, 14).

Questao 3: (Enem 2009) Um fazendeiro doa, como incentivo, uma drea retangular de sua

fazenda para seu filho, que estd indicada na Figura 4.11 como 100% cultivada. De acordo com
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as leis, deve-se ter uma reserva legal de 20% de sua érea total. Assim, o pai resolve doar mais

uma parte para compor a reserva para o filho, conforme a Figura 4.11.

Figura 4.11 — Area cultivdvel a - b e faixa x de reserva legal.

Area

cultivada

Area de reserva
legal

Fonte: Adaptado da prova do ENEM - 2009.

De acordo com a Figura 4.11, o novo terreno do filho cumpre a lei apds acrescentar uma
faixa com largura de x metros contornando o terreno cultivado, que se destinard a reserva legal.
O dobro da largura x da faixa é:

a) 10% (a+b)*.
b) 10% (a-b)>.
¢) va+b —(a+b).

d) \/(a+b)a-b +(a+Db).

e) \/(a+b)*a-b —(a+b).

Orientacoes para Professores(as): As Atividades Complementares devem ser propostas como tarefas ou
aplicadas a estudantes que desenvolverem muito rdpido a resolu¢do da Atividade Principal ou da Atividade

Avaliativa. Porém, destacamos que é de suma importancia a aplicagd@o e a corre¢@o dessas atividades.
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de Janeiro: Editora Zahar, 2012.
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5 AULA 4: O TEOREMA DE PICK

Nessa Aula, trataremos de um teorema muito interessante para ser aplicado ao célculo de
area. Trata-se do Teorema de Pick, esse teorema fornece uma férmula que possibilita determinar
a drea de um poligono inscrito em uma malha/rede quadricular fazendo a contagem dos pontos

da malha que pertencem ao perimetro e a regido interior do poligono.

Objetivos:

» Apresentar a formula de Pick para determinar dreas de poligonos inscritos em uma malha

quadricular.
* Trabalhar com porcentagens e célculos de estimativas.

* Conhecer e aplicar formas ndo convencionais de se obter o valor aproximado de uma drea.

Observagaoes:
* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.
* Materiais solicitados: régua e calculadora.

* Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a turma os
objetivos dessa Aula. O tempo para a organizacao da classe, apresentacdo do tema da aula
e leitura dos objetivos € contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento

da Atividade Motivadora.

* Essa Aula é elaborada para ser executada em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-

¢do proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula.

5.1 DESCRICAO DAS ATIVIDADES

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢ao feita na Introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a me-
lhor interpretagdo e possivel resolucdo de uma atividade denominada Atividade Principal. Sua
resolucdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histéria, e sua corre¢do deve ser feita através da

participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdes.
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5.1.1 Atividade Motivadora

Existe um jeito muito interessante e curioso de calcular a drea de alguns poligonos. Esse
método de cdlculo de dreas de poligonos € feito através da contagem de pontos em uma malha
quadricular em que a figura plana estd inscrita.

Estamos falando do Teorema de Pick, que possibilita calcular dreas de poligonos sobre
malhas ou redes quadriculares, fazendo a contagem de pontos de coordenadas inteiras presentes

nos lados e no interior do poligono.
Sobre a vida e a obra de Pick

Georg Alexander Pick (1859 — 1942), estudou matematica e fisica na Universidade de
Viena, onde ingressou em 1875 e graduou-se em 1879 qualificado a ensinar ambas as discipli-
nas. Seus trabalhos em matemética abordaram variados temas, publicou artigos sobre Algebra
Linear, Andlise Funcional, Calculos de Integrais e Geometria, no entanto, ¢ amplamente co-
nhecido pelo teorema que leva seu nome, o Teorema de Pick, publicado em 1899 na cidade de
Praga, na forma de um artigo cientifico de oito pédginas intitulado Geometrisches zur Zahlen-
lehre. De inicio, esse seu trabalho nao recebeu muita atencdo. Mas em 1969, ap6s a ser citado
pelo matemdtico H. Steinhaus, em um de seus livros, o Teotema de Pick atraiu muita atengdo e
admiracgdo por ser simples, elegante e interessante.

Pick tinha descendéncia judia e sofreu perseguicdo nazista, era membro da Academia de
Ciéncias e Artes da Republica Tcheca, porém foi excluido dessa academia e mandado para um

campo de concentracdo onde faleceu aos oitenta e dois anos de idade.
A Formula de Pick

O Teorema de Pick fornece uma férmula que possibilita obter a area de um poligono
cujos vértices sd@o pontos de uma malha quadricular ou rede quadricular. Essa rede quadricular
¢ andloga ao primeiro quadrante do plano cartesiano. Os pontos que pertencem a essa rede sao
apenas os pontos do primeiro quadrante que possuem coordenadas inteiras. A drea S(P) de um
poligono sobre a malha quadricular, segundo o Teorema de Pick, é dada pela expressao

B

S(P)=§+I—1, (5.1)

onde B € o numero de pontos da malha situados sobre o perimetro do poligono e / é o niimero
de pontos da malha existentes no interior do poligono. Nos exemplos a seguir, determinaremos
a drea de alguns poligonos construidos sobre uma malha quadriculada.

Na Figura 5.1 temos um quadrado e quatro tridngulos, todos com vértices sobre pontos

da rede quadricular. Note que esses poligonos ndo possuem pontos da rede em seu interior.
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Figura 5.1 — Quadrado de lado 1 e alguns tridngulos fundamentais.

. .
D E °
M N .
P o

G H

Fonte: Autoria propria.

E trivial assimilar que os tridngulos DEF e GHI tenham 4rea igual a %, percebemos
visualmente que equivalem a metade da drea do quadrado MNOP de lado 1, conforme Figura
5.1. Esses triangulos sd@o denominados "tridngulos fundamentais". Nessa figura, os tridngulos
ABC e JKL também possuem drea % e seus vértices sdo 0s Unicos pontos pertencentes a rede
quadricular, entdo, também sao tridngulos fundamentais. Note que tanto o quadrado como os
triangulos da Figura 5.1 ndo possuem pontos da rede em seus interiores.

Usando a Férmula de Pick, vamos determinar as areas dos tridngulos fundamentais ABC
e JKL. Observe que para o triangulos ABC e JLK temos a seguinte contagem de pontos da rede:
B=3el=0,logo,

1

S(ABC) = S(FGH) = +0~1= 52)

Dessa forma, verificamos para alguns tridangulos fundamentais da rede quadricular a 4rea

igual a %

Orientacoes para Profesores(as): Apés apresentar a forma de aplicar o Teorema de Picka para os tridngulos
da Figura 5.1, exponha o Problema Resolvido a seguir na lousa para que os estudantes se familiarizem com o
uso do Teorema de Pick, ou até, convide um estudante para ir a lousa resolvé-lo. Sugerimos que o tempo para
a organizacdo da turma, a leitura dos objetivos da aula e o desenvolvimento da Atividade Motivadora seja de

no maximo 15 minutos.

Problema Resolvido: Determine pela férmula de Pick a drea do poligono P apresentado na

Figura 5.2.
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Figura 5.2 — Poligono P sobre a rede quadricular.

Fonte: Autoria prépria.

Resolucao:
Contando os pontos interiores e os pontos sobre o perimetro do poligono, temos: B = 13

e [ = 6. Substituindo na férmula de Pick, segue que:

B
S(P) = SHI-1

13
= —~+6-1
>+

= 6,5+5
= 11,5 (5.3)

Portanto, o poligono P possui 11,5 de unidades de érea.

5.1.2 Atividade Principal

A Figura 5.3 mostra uma sequéncia de imagens que retratam o crescimento da regido

urbana (4rea em vermelho) do municipio de Joinville entre os anos 1966 e 2011.

Figura 5.3 — Crescimento da regido urbana do municipio de Joinville /SC entre 1966 e 2011.

Fonte: Joinville bairro a bairro, 2015.
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Problema: Usando a rede quadricular da Figura 5.4, encontre uma estimativa para o cresci-

mento percentual da drea urbana do municipio entre 1966 e 2011.

Figura 5.4 — Territério urbano do municipio de Joinville /SC em 1966 e em 2011.
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Fonte: Joinville bairro a bairro, 2015.

Orientacoes para Professores(as): O propdsito dessa atividade é desenvolver a resolucdo de um problema
onde a drea de um centro urbano serd comparada em dois momentos, pretendendo estabelecer uma aproxima-
¢do para o percentual de crescimento entre os anos considerados. Peca que os alunos leiam o enunciado da
Atividade Principal em siléncio e pensem, por alguns minutos (sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia
para a resolugdo. Apds passar esse tempo, libere para discutir as idéias com seus companheiros de equipe e
terminar a resolucdo. Essa primeira parte de leitura e inicio da resolucdo de forma individual faz com que cada
um tenha suas préprias idéias para poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos
participem de forma passiva na resolugdo. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e observe
as estratégias de resolucao de cada equipe. Caso haja dividas ou dificuldades durante a resolu¢@o, nao fornegca
uma resposta pronta, busque fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho a saida para a

ddvida. Sugerimos que essa atividade seja trabalhada em um tempo de 25 minutos.

5.2 PAINEL DE SOLUCOES

Antes de passar para o Momento de Sistematizacdo o professor deve promover o Painel
de Solucdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solugdo.

Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
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com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolug@o. Para essa etapa,

estima-se um tempo de 15 minutos.

5.3 SISTEMATIZACAO

O Teorema de Pick € interessante pois permite calcular a drea de um poligono simples
a partir da contagem de pontos da malha quadricular formada no plano cartesiano. E de fato
surpreendente que seja possivel substituir o processo habitual de calculo de area, que envolve
medi¢des de grandezas continuas por uma simples contagem de quantidades discretas. E claro
que esse caso deve respeitar algumas condi¢gdes, no Teorema de Pick, por exemplo, o poligono
deve estar sobre uma rede quadricular.

Na demonstrag@o a seguir usaremos um caso particular, onde o poligono em questdo é

formado por lados cujos pontos da malha sobre eles sdo exclusivamente os vértices.

Proposicao 5.1. A drea S(P) de um poligono inscrito em uma rede quadricular cujos tinicos

pontos do perimetro pertencentes a essa rede quadricular sdo seus vértices é

S(P)=§+I—1, (5.4)

onde B é o niimero de pontos da rede sobre o perimetro do poligono e I o niimero de pontos da

rede interiores ao poligono.

Demonstragdo. A Figura 5.5 representa um poligono ABCDE, cujos tnicos pontos do perime-
tro pertencentes a malha quadricular sdo seus vértices.

O caso considerado é um caso particular onde o nimero de pontos da malha sobre o
perimetro, B = 5, € igual ao nimero de vértices que € igual ao nimero de lados do referido
poligono.

Note que ha diferenca entre as letras S e S, a primeira € usada em nosso texto para denotar
a drea de uma regido plana e a segunda, com indice i, isto é, S; representard a soma dos angulos
internos de um poligono,comi=1, 2, 3, --- |n, ---.

A soma dos angulos internos de um poligono convexo, em graus, é dada por S; = 180° -
(n—2), onde n é o nimero de lados desse poligono. Para nosso caso particular, onde n = B,
temos:

S; =180°-(B—2). (5.5
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Figura 5.5 — Poligono ABCDE sobre uma malha quadricular.
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Fonte: Autoria propria.

Na Figura 5.5 observamos que o poligono ABCDE esté dividido nos seguintes tridngulos
fundamentais: ANABM, ABMN, ABNC, ACDN, ADNM, ANDME ¢ AEMA. O nimero de
triangulos fundamentais serd representado por 7' e cada um deles tem drea igual a %

No entorno dos pontos M e N existem angulos de 360° em cada um desses pontos. Re-
presentaremos por / a quantidade desses angulos. Note que essa quantidade corresponde ao
numero de pontos da malha internos ao poligono. Dessa forma a soma dos angulos ao redor de
MeN,é

360° -1 (5.6)

Por outro lado, a soma dos angulos internos de todos os tridngulos fundamentais é 180° - 7.
Dessa forma,
180°-T =360°1+180° - (B—2) (5.7)

Dividindo ambos os membros da Equacao (5.7) por 180°, temos:
T=2I+B-2. (5.8)

Levando em conta que cada tridangulo fundamental tem area igual a % e que o poligono
em questdo € decomposto em 7 tridngulos fundamentais podemos dizer que a drea do poligono
é

-T. (5.9)



53

Substituindo a Equacdo (5.8) na Equacdo (5.9), segue que

S(P) = %-T
S() = 5-(I+B-2)
S(P) = 1+§—1. (5.10)

Portanto, para esse caso particular, a drea do poligono P é

S(P)=§+I—1, (5.11)

onde B ¢ o nimero de pontos da rede quadricular sobre os lados de P e I nimero de pontos da

rede quadricular internos a P. [

Embora a Equacio (5.11) tenha sido demonstrada para um caso particular, ela serve para o
caso geral, ou seja, podemos usé-la para obter a drea de qualquer poligono inscrito em uma rede
quadricular. Uma prova completa para o caso geral do Teorema de Pick pode ser encontrada de
forma detalhada em Lima (1991, pp. 103-113), ou em ANDRE (2018, pp.90-96), nesse dltimo,

ha uma interessante prova usando convexidade.

Orientacoes para Professores(as): O propdsito desse momento da Aula é mostrar a dedugdo do Teorema de
Pick para um caso especial, onde o poligono em questdo tem somente os vértices do perimetro pertencentes

a rede quadricular. Essa demonstracdo deve ser desenvolvida na lousa pelo professor. Para esse momento,

sugerimos um tempo de 20 minutos.

Fechamento da Aula 4: Nessa aula, conhecemos o Teorema de Pick e o aplicamos no cédlculo
de drea. O teorema € associado a uma férmula que possibilita determinar a drea de um poligono
inscrito em uma rede quadricular plana. E interessante percebermos que a 4rea é uma grandeza
continua, porém o Teorema de Pick possibilita determinar uma 4rea através da contagem de
uma quantidade discreta de pontos da rede quadricular a qual o poligono estd inscrito. Em
nossa atividade, percebemos que esse teorema tem uma excelente aplicacdo na cartografia, em
casos onde queremos determinar valores relativos sobre mapas, mesmo desconhecendo a escala

em que o mapa foi desenhado.

5.4 ATIVIDADE AVALIATIVA

Avaliacao 4. Resolva o seguinte problema:
Segundo o Instituto Nacional do Cancer (INCA), o cancer de pele responde por 33% de
todos os diagndsticos desta doenga no Brasil, registrando, a cada ano, cerca de 180 mil novos

casos desse tipo de tumor. A doenca € provocada pelo crescimento anormal e descontrolado
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das células que compdem a pele. Essas células se dispdem formando camadas e, de acordo
com as que forem afetadas, sdo definidos os diferentes tipos de cancer. Os mais comuns s30 0s
carcinomas e o melanomas, esse ultimo, o melanoma € o tipo mais agressivo de cancer de pele.

Na Figura 5.6 temos a imagem de um melanoma (a mancha escura sobre a pele) em uma

2

malha quadriculada com quadrados de lado 0,4 mm. Determine em mm~ a drea desse tumor.

Figura 5.6 — Melanoma: tipo maligno de cancer de pele.

LT PP PP PP
Fonte: https://www.sbd.org.br/dermatologia/pele/doencas-e-problemas/cancer-da-pele/64/

Orientacoes para Professores(as): O propésito dessa atividade é avaliar o processo de aprendizagem em
relacdo ao que foi trabalhado nas atividades da Aula. Nessa etapa, os estudantes resolverdo individualmente
um problema similar aos propostos anteriormente, aplicando o Teorema de Pick na resolucido. Sugerimos para
esse momento um tempo de 10 minutos para a resolugdo e 5 minutos para a corre¢do na lousa. Caso julgue

necessario dar mais tempo, faga a corre¢ao da Atividade Avaliativa na aula seguinte.

5.5 ATIVIDADES COMPLEMENTARES

Questao 1: Aplique o Teorema de Pick para determinar as areas Si, S, S3 € Sy dos

poligonos representadas na Figura 5.7.
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Figura 5.7 — Poligonos sobre uma rede quadricular.

Sy

Fonte: Autoria propria.

Questdo 2: A empresa de eletronicos e telecomunicacdes L.b&R.a Corporation enco-
mendou ao seu departamento de marketing um logotipo para inserir na sua nova linha de smart
TV, de tal forma que indicasse que esse aparelho se conecta com a rede world wide web (www) e
€ possivel usufruir de todos os servicos oferecidos na web através dessa televisao. A Figura 5.8

representa a proposta de logotipo apresentada para a CEO (Chief Executive Officer) da empresa.

Figura 5.8 — Logotipo da empresa ficticia L.b&R.a Corporation.

Fonte: Autoria prépria.



56

Os designers explicaram a diretoria que o circulo laranja de centro O de raio igual a
@ cm representa a regido do espaco onde orbitam os satélites. Os pontos A e B representam
as posigoes desses satélites, que estdo transmitindo o sinal que chega na smart TV, representada
pela parte retangular do poligono marrom. Considerando que a distancia entre dois pontos

2

consecutivos da malha, tanto verticais quanto horizontais é 1 cm, determine em c¢m” a 4rea

marrom e a laranja desse logotipo.

Questao 3: O geoprocessamento € um procedimento para estudo da superficie terrestre
que usa imagens de satélite e fotografias aéreas para a producao cartografica, para a agrimensura
e vdrias outras aplicagdes onde a necessidade de informagdes detalhadas sobre uma superficie
se fazem necessdrias.

Essa técnica de estudos de superficie e cdlculo de drea é produto de inovagdes cientificas
e tecnoldgicas relacionadas a satélites, aviacao civil e militar, drones ou VANT’s (veiculo aéreo
ndo tripulado), matemdtica e computacdo cientifica, que permitem a obtencdo de imagens, o
processamento de dados e obtencdo de resultados sem a necessidade de executar medic¢des in
loco, logo, proporciona uma melhor precisdo das representacdes gréificas de superficies terres-
tres bem como de medidas das grandezas fisicas envolvidas.

Os softwares utilizados no processamento dos dados s@o capazes de detectar caracteris-
ticas que ndo podem ser vistas na frequéncia de onda da luz visivel, sdo capazes de produzir
imagens no espectro infravermelho, por exemplo. Dessa forma, é possivel obter dados muito
refinados sobre o relevo, a hidrografia, a altitude, a ocupacao urbana, a vegetagao, dentre outros.

A imagem da Figura 5.9 obtida por geoprocessamento, fotografada por VANT, destaca
o perimetro de uma fazenda na regido centro-oeste do estado de Santa Catarina, no municipio
de Fraiburgo. O proprietario deseja reflorestar essa drea com pinus elliottii para corte, que
fornece celulose de fibra longa, matéria prima para os mais variados tipos de papel de alta
qualidade. Porém, a legislacdo ambiental brasileira prevé para esse bioma (campos gerais) que
uma propriedade rural deve dispor de 20% de sua drea como Reserva Legal, conforme disposto
na Lei 12651, de 25 de maio de 2012.
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Figura 5.9 — Fotografia aérea de uma fazenda em Fraiburgo, SC.

rrrrrrerrrerrerrrerrerrrtr ettt rrTr
Fonte: Imagem de propriedade do autor.

Conversando com o engenheiro florestal responsavel pelo trabalho, o proprietério indicou
na imagem que desejaria que a drea mais escura, a direita do segmento AB fosse utilizada para
a Reserva Legal dessa propriedade. A regido indicada pelo fazendeiro corresponde a 20% da

propriedade, conforme recomendado na Lei?

Orientacoes para Professores(as): As Atividades Complementares devem ser propostas como tarefas ou

aplicadas a estudantes que desenvolverem muito rdpido a resolucdo da atividade principal ou da atividade

avaliativa. Porém, destacamos que é de suma importancia a aplicacio e a correcio dessas atividades.

5.6 REFERENCIAS DIRECIONADAS

Atividade Motivadora:

* HERMES, J.D.V. O Teorema de Pick. 2015. Ciéncia e Natura, Santa Maria, v. 37 Ed. Especial
PROFMAT, 2015, p.203-213. Disponivel em
<http://oaji.net/articles/2017/1602-1486644173.pdf>. Acesso em 12 de maio de 2020.

Atividade principal:

* Joinville Bairro a Bairro. 2020. Prefeitura Municipal de Joinville. Disponivel em
<https://www.joinville.sc.gov.br/publicacoes/joinville-bairro-a-bairro/>. Acesso em 7 de outubro
de 2020.

Sistematizacao:
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e LIMA, E. L. Meu Professor de Matematica e Outras Historias. Rio de Janeiro: GRAFITEX

Comunicacdo visual, 1991.
Atividade Avaliativa

* Sociedade Brasileira de Dermatologia. O que € cancer de pele? 2017. Disponivel em
<https://www.sbd.org.br/dermatologia/pele/doencas-e-problemas/cancer-da-pele/64/> Acesso em

23 de outubro de 2020.
Atividades Complementares

* Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE. Tutotial de Geoprocessamento. Disponivel em
<http://www.dpi.inpe.br/spring/portugues/tutorial/introducao_geo.html> Acesso em 14 de novem-
bro de 2020.

* Lein. 12.651 de 25 de maio de 2012. Cédigo Florestal Brasileiro. Disponivel em:
<http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2011-2014/2012/1ei/112651.htm>. Acesso em: 14 de
novembro de 2020.
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6 AULA 5: CALCULO DE AREA PELA SOMA DE RIEMANN

O tema que trataremos nessa aula, atualmente ndo faz parte do curriculo da Educagao
Basica e dessa forma, acreditamos que o desenvolvimento de cada momento serd desafiador
e envolvente. Nessa Aula, trataremos do céalculo de area através da Soma de Riemann. Essa
técnica de calcular drea permite obter com exatiddo a drea sob o gréfico de uma funcdo. A mo-
tivacdo inicial dessa técnica consiste em particionar a drea que se deseja calcular em finissimos
retangulos, e efetuar a soma das dreas de todos os retangulos obtidos, que corresponderd ao
valor da drea desejada. Para essa aula, estabelecemos como sugestdo os objetivos a seguir.

Objetivos:

Conhecer o "Principio dos Indivisiveis" de Bonaventura Cavalieri.

Estabelecer o primeiro contato com o estudo dos limites.

* Determinar dreas de figuras planas utilizando a Soma de Riemann.

* Propor uma nog¢do de integral através da Soma de Riemann.

Aplicar expressoes algébricas de somas de poténcias de naturais para obter as dreas pro-

curadas.

Observacoes:

* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.

Materiais solicitados: régua e calculadora;

Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a turma os
objetivos dessa Aula. O tempo para a organizacao da classe, apresentacdo do tema da aula
e leitura dos objetivos € contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento

da Atividade Motivadora.

Essa Aula € elaborada para ser executado em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-

¢do proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula.
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6.1 DESCRICAO DAS ATIVIDADES

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢do feita na Introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a me-
lhor interpretacdo e possivel resolucdo de uma atividade denominada Atividade Principal. Sua
resolucdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histdria, e sua correcao deve ser feita através da

participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdes.

6.1.1 Atividade Motivadora

Um do maiores desafios em cada uma das épocas da histéria da matematica, era encontrar
uma técnica eficaz para se calcular dreas de figuras planas curvas. Essas praticas remontam
desde o Principio da Exaustdo, usado pelos gregos, e utilizado por Arquimedes para demonstrar
sua famosa quadratura da parébola, cerca de 300 anos antes de Cristo.

Entre os séculos XVI e XVII da nossa era, o problema ainda estava em aberto, pois o
médodo da exaustdo ndo fornecia um caminho direto para obter drea. Mas a partir do trabalho
de Bonaventura Cavalieri (1598 -1647), ao estudar métodos de obtengao de dreas e volumes de
figuras curvas, usando o "Principio dos Indivisiveis", comegou-se a obter €xito nesse tipo de

célculo. Esse principio se fundamentava em duas ideias bésicas:

1) Uma regido plana pode ser considerada como um conjunto infinito de segmentos de reta

paralelos, postos lado a lado.

i1) Um sélido pode ser considerado um conjunto infinito de regides planas paralelas, postos

um sobre outro.

Como exemplo, podemos pensar em uma esteira de praia, feita com finissimas tiras de
bambu, cada tira representa um segmento de reta e o conjunto todo, a esteira, € o plano ob-
tido. No caso de um sélido, podemos pensar em um baralho, cada carta ¢ um plano, e quando
organizamos umas sobre as outras temos um prisma retangular ou paralelepipedo.

Usando esse raciocinio, Cavalieri podia calcular dreas e volumes que seus antecessores
tiveram muita dificuldade em calcular. Trabalhos semelhantes ao de Cavalieri foram feitos por
Pierre de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662), além de muitos outros matematicos
europeus, mas nessa época (entre os séculos XVI e XVII), ainda ndo existia um método geral

para a obtenc¢do de dreas e volumes.
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Como exemplo, observe a Figura 6.1, onde existe uma regido S, cuja drea serd denotada
- 2
como S, e o arco BC representa um segmento da fungio f(x) = —3;+ 16 tal que 5 < x < 25.

Perceba que ha diferenga entre os simbolos S e S.

Figura 6.1 — Regido S sob o grifico de uma func¢ao.

Fonte: Autoria prépria.

Uma estratégia para calcular o valor dessa drea, € através da justaposi¢do dos infinitos
segmentos de reta de comprimentos iguais aos valores numéricos da fun¢do, medidos perpendi-
cularmente a partir do eixo Ox para cada um dos infinitos valores de x do intervalo 5 < x <25

(observe a Figura 6.2).

Figura 6.2 — Comprimento do segmento AT da origem até f(x).

f(x)4

Fonte: Autoria propria.
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Pensar nos infinitos segmentos de reta que lado a lado formam a 4rea S € relativamente
facil, lembre-se do exemplo da esteira de praia, mas temos ai um grande desafio quando que-
remos traduzir matematicamente essa ideia. "E possivel listarmos os infinitos valores de x do
intervalo 5 < x < 25 e aplicd-los um a um na fungcdo?"

A resposta para a pergunta é NAO. Também ndo podemos somar as larguras desses seg-
mentos, pois um segmento de reta ndo tem o atributo da largura e por se tratar de um ente
geométrico unidimensional, tem apenas comprimento.

Contorna-se o problema usando retdngulos para particionar a regido S, tdo finos quanto

desejarmos e esses, ja sabemos, possuem altura e largura.

Orientacoes para Professores(as): O propésito do problema a seguir € apresentar na lousa a obtencdo de um
valor aproximado para uma drea sob o grafico de uma funcio, através da Soma de Riemann Inferior, usando

particdo de 5 retangulos. A organizag@o da turma, a leitura dos objetivos e a resolucdo dessa atividade pelo

professor deve ser realizada em um tempo sugerido de 15 minutos.

Problema: Iniciaremos construindo um modelo bem simples para comecar a entender um
pouco sobre a técnica mais avangada para calcular drea nesse tipo de figura. Pretendemos in-
clusive, que até o final dessa aula o estudante, conheca e aplique em um exercicio essa técnica.

Mesmo em sua forma mais singela, a técnica consiste no método geral para calcular drea
entre o grafico da fungdo e o eixo Ox, delimitadas lateralmente por retas paralelas ao eixo Oy,
que provavelmente tirou muitas noites de sono dos matemadticos europeus dos séculos XV e
XVI, anteriores a Cavalieri, Pascal e Fermat.

Particionaremos a regido S em retangulos de 5 cm de base, conforme a Figura 6.3, pois
para qualquer nimero finito de retangulos o procedimento apresentado serd o mesmo. Obser-
vamos na propria Figura 6.3 que obteremos uma aproximacgdo do valor real da drea e note que
quanto maior o nimero de retangulos que particionarmos a regiao S, melhor serd a aproximagao

obtida.
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Figura 6.3 — Regido S dividida em retangulos de base 5 cm.

f(10)
f(15)

Fonte: Autoria prépria.

Podemos observar pela Figura 6.3, que nossa divisao em 4 retangulos de base igual a 5 cm

fornece uma aproximac¢io nao muito razoavel da area.

O valor dessa aproximacdo ¢ dada pela soma das dreas dos 4 retangulos que particionam

a Figura 6.3. Da esquerda para a direita, vamos calcular a 4drea de cada um e somar os valores

encontrados, acompanhe:

* Retangulo R; de base 5 e altura f(10), sua drea é dada por:

Ry

5- f(10)
102
5.(——+16
(55 +19)
100
5.(——+16
(-5 +1°)
5.(=2416)
5.14
70 cm?. 6.1)
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* Retingulo R, de base 5 e altura f(15), sua drea é dada por:

R, =

* Retangulo R3 de base 5 cm e altura f(20), sua drea é dada por:

Ry =

* Retingulo R4 de base 5 cm e altura f(25), sua drea é dada por:

Ry =

5. £(15)

152
5.(———+16
(-5 1)

225
5.(———+16
(5 0)
5-(—4,5+16)
5-11,5
57,5cm2.

5. £(20)
202
5. —=——+16
(%55 +19)
400
5. ——+16
(55 1)
5-(—8+16)
5.8

40 cm?.

5-£(25)
252
5-[ ——+16
(-55+10)
625
5-{ ———+16
(-5 +10)
5.-(—12,5+16)
5.3,5
17,50m2.

Somando os valores das dreas dos retangulos,

Ri+Ry+R3+Ry

70+57,5+40+17,5
= 185 cm?.

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)
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O valor aproximado da drea da regido S da Figura 6.1 é 185 ¢m?, mas ndo sabemos o quio
aproximado € esse valor. Na atividade a seguir, veremos como encontrar uma aproximacgao
melhor para o valor dessa drea. Atualmente essa particdo em retdngulos e posterior soma das
suas areas € chamado de Soma de Riemann pois foi desenvolvida pelo matemdtico alemao Georg

Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866).

6.1.2 Atividade Principal

Orientacoes para Professores(as): Pecam que os alunos leiam o enunciado da Atividade Principal em
siléncio e pensem por alguns minutos (sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia para a resolucdo. Apds
passar esse tempo, liberem para discutirem as idéias com seus companheiros de equipe e terminarem a
resolucdo. Essa primeira parte de leitura e inicio da resolug@o de forma individual faz com que cada um
tenha suas proprias idéias para poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos
participem de forma passiva na resolu¢do. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e
observe as estratégias de resolug@o de cada equipe. Caso haja dividas ou dificuldades durante a resolugao,

nao fornega uma resposta pronta, busque fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho

a saida para a ddvida. Sugerimos que esse momento seja realizado em 25 minutos.

Para melhorar nossa noc@o sobre o valor da drea da regido S da Figura 6.1, observe a
Figura 6.4, onde os retangulos de base 5 cm circunscrevem a regido S. Note que no caso anterior,

na Figura 6.3 os retangulos eram inscritos em S.

Figura 6.4 — Regido S dividida em retangulos de base 5 cm.

Fonte: Autoria propria.

Problema 1: Nessas condi¢des, determine a soma das dreas dos retangulos da Figura 6.4 e

complete a frase a seguir: A drea S da Figura 6.4 é um valor entre 185 cm’ e ............ cm?.
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Problema 2: Agora que ja conhecemos um intevalo onde se situa o valor da édrea da figura,
procure uma melhor aproximacao para esse valor, conforme as divisdes apresentadas na Figura

6.5 e na Figura 6.6.

Figura 6.5 — Soma de Riemann Inferior para a drea da regido S.

Fonte: Autoria propria.

Observe que na Figura 6.5, os retangulos estao no interior da regido que queremos obter
a area, chamamos a soma das areas desses retangulos de Soma de Riemann Inferior. Ja a
Figura 6.6, mostra os retangulos circunscritos na regiao S e para esse caso obteremos a Soma

de Riemann Superior.

Figura 6.6 — Soma de Riemann Superior para a drea da regido S.

Fonte: Autoria propria.

ApOs determimar as duas somas, compare a diferenca entre os valores e responda:
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a) Em qual intervalo se situa a drea procurada?

b) Observando os graficos das Figuras 6.5 e 6.6, o que diferencia a soma inferior da soma

superior?

¢) Qual serd o comportamento dessa diferenga quando aumentarmos o numero de retangu-

los?

d) Quantos retangulos devemos usar para que a diferenca entre os valores obtidos na soma
superior e na soma inferior seja igual a zero? E nesse caso, ainda encontraremos apenas

um valor aproximado para a area? Justifique.

Orientacoes para Professores(as): O proposito dessa atividade € fazer a Soma de Riemann superior, para a
mesma drea resolvida na atividade motivadora. A seguir, fazer a Soma de Riemann superior e inferior, ainda
para a mesma drea, porém usando particdes de dez retdngulos. E por fim os estudantes devem comparar as
diferencas dos valores entre as somas com 5 retangulos e entre as somas com 10 retdngulos. Nesse momento

os estudantes irdo construir, aplicar e discutir as estratégias para a resolugdo da atividade em duplas ou trios,

em um tempo sugerido de 25 minutos.

6.2 PAINEL DE SOLUCOES

Antes de passar para o Momento de Sistematizacdo o professor deve promover o Painel
de Solucdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solugdo.
Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolugc@o. Para essa etapa,

estima-se um tempo de 15 minutos.

6.3 SISTEMATIZACAO

O processo que usamos para determinar a drea da regido S da Figura 6.1, atualmente é
denominado Soma de Riemann, e fizemos seu uso de forma bem singela, mas trata-se de um dos
temas de estudo mais avancados da matematica. Nesse momento da aula, apresentaremos um
exemplo atribuido a Pierre de Fermat para obtengio da drea sob o gréfico da funcio f(x) = kx2.
Pretende-se que os professores(as) executem esse momento em 20 minutos.

Muito antes de Riemann, Cavalieri, sucedido por Blaise Pascal e Pierre de Fermat foram
os precursores dessa técnica de obtencao do valor numérico de uma 4rea pela decomposicao em
finissimos retangulos. Mostraremos como aplicar essa técnica particionando a drea em questao
em n retangulos, para um ndmero n tdo grande quanto se queira, proposto por Fermat, em

meados do século XVII.
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Exemplo 6.1. Dada a pardbola y = kx> da Figura 6.7, exaurindo-a em retdngulos de lados
paralelos ao eixo Oy e bases no eixo Ox tal que o vértice da pardbola esteja na origem do
sistema de coordenadas e seu eixo de simetria seja o proprio eixo Oy, encontre a drea do setor
parabdlico entre o eixo Ox, a pardbola e a reta vertical que passa por E e corta Ox no ponto

B.

Figura 6.7 — Retangulos decompondo a drea sob uma curva.

Y

: : B
[e) d 2d 3d 4d (n—1)d nd x

Fonte: Adaptado de Eves, 2011, p. 435

Resolucao.

No segmento OB marcamos n pontos eqiiidistantes e seja d o comprimento dos subinter-
valos da partigdo, isto é, d = %. Construindo retangulos como mostrado na Figura 6.7, suas
bases tem o comprimento fixo d e suas alturas, aplicando os valores n-d das bases na equagcdo

da pardbola serdo, respectivamente,
d*,4d?,9d?%,...(n — 1)*d* , n*d>. (6.6)

Pelo "Principio dos Indivisiveis" de Cavalieri a drea de uma figura seria a soma de um
nuimero indefinido de segmentos de retas paralelas, ao tornarmos esses retangulos tdo finos
quanto possiveis, poderiamos obter a drea do setor parabdlico em questdo fazendo a soma da
drea desse niimero indefinido de finissimos retdngulos aos quais o setor foi decomposto.

Como as bases de todos esses retangulos medem d, multiplicando por d cada uma das

alturas da sequéncia (6.6) temos as dreas dos n retangulos e somando todas essas dreas, temos:

S=d+4d° +9&° + ...+ n*d® =& (1+ 22 +3* + ... +n?). (6.7)
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Fermat e Pascal jda haviam trabalhado na soma das m-ésimas poténcias dos n primeiros
nimeros naturais, logo, a soma dos termos entre parénteses do segundo membro da Equacdo

(6.7) jd era fato conhecido, sendo

142743+ +nz—f(n+1)(2n+1)—n—3+n—2+E (6.8)
6 3 2 6 '
masd:%, logo,
3 2
n n n 1 1 1
Pl=+—+=-)=0B=+—+— ). 6.9
<3+2+6) <3+2n+6n2) ©.9)

Note que quanto maior for o niimero de retdngulos usados na soma, em (6.9) os termos

% e 6% podem ser desprezados, e a soma do setor parabolico OBE da Figura 6.7 serd

98 (6.10)

Vimos pelo exemplo anterior que a Soma de Riemann permite obter um valor ou até uma
expressao analitica para essa drea sob o grafico de uma fung¢do. Mas se nos perguntarmos o
seguinte: "O Exemplo 6.1 nos deu uma expressdo que permite obter o valor de uma drea a
direita da origem do eixo Ox. E se quisermos que a drea sob a funcdo esteja limitada a esquerda
por uma reta vertical de abscissa negativa?"

Sabemos desde sempre, que a drea € uma grandeza positiva, dessa forma, a fundamenta-
cdo do conceito de Integral precisou se distanciar dessa aplicagdo na obtencdo de drea. E esse
foi um dos motivos que fez Riemann definir a Integral como o limite da soma de uma série,
como por exemplo a soma (6.7).

Por maior que queiramos tornar o valor de n, a soma das dreas desses n retingulos nunca
vai ser maior que o valor real da drea em questdo. Em outras palavras essa soma se aproxima
de um valor limite a medida que n cresce acima de qualquer nimero dado.

A esse limite, chamamos de integral da fungdo f no intervalo |a,b] , onde a e b sdo as
abscissas a esquerda e a direita, respectivamente, das retas verticais que delimitam a drea e

representamos por
b
/ f(x)dx. (6.11)

Por fim, devemos interpretar a Integral como o Limite da Soma de Riemamm quando n

tende ao infinito.

Fechamento da Aula 5: Nessa aula os estudantes tiveram contato com as primeiras nogdes de
integral através das Somas de Riemann. A Soma de Riemann consiste em um procedimento

que possibilita calcular a area sob o grafico de uma func¢do, através da particdo dessa drea em n
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retangulos, tdo finos quanto se queira. O limite da soma das 4reas desses n retangulos, para um

n maior que qualquer outro valor dado, é a medida da drea procurada.

6.4 ATIVIDADE AVALIATIVA

Avaliacao 5. Resolva o seguinte problema:
Determine uma aproximacao para a drea decomposta em trapézios, sob o grafico da fun-
2 . s ~ .
¢do f(x) = 35 + 3, delimitada pela func@o, pelo eixo do x e pelas retas x = 0 e x = 18, conforme

representa a Figura 6.8. A area do trapézio é dada por S = (B+2 )'h, onde B € a base maior, b € a

base menor e 4 € a altura.

Figura 6.8 — Area sob o grifico de uma funcéo repartida em trapézios.

/
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Fonte: Autoria propria.

Orientacoes para Professores(as): Essa atividade tem o propésito de avaliar o processo de aprendizagem
em relag@o ao que foi trabalhado. Nesse momento, os estudantes resolverdo individualmente um problema

similar aos propostos anteriormente. Sugerimos que reservem 10 minutos para os estudantes resolverem e

corrijam nos 5 minutos finais da Aula.

6.5 REFERENCIAS DIRECIONADAS

Atividade Motivadora:
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* EVES, H. Introducio a histéria da matematica. Campinas, SP: UNICAMP, 2004. Tradug¢@o de
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* NETO, A. A. C. Calculo integral para o ensino médio. 2019. Revista Eletronica da Sociedade
Brasileira de Matematica: Professor de Matemadtica On line, 2019. Disponivel em:
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Brasileira de Matematica: Professor de Matemadtica On line, 2019. Disponivel em:
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7 RESOLUCOES DAS QUESTOES DO CADERNO DE ATIVIDADES

Caro(a) Docente, nas paginas a seguir, estao registradas propostas de solucdes para todas as ativi-
daes desse material, vocé€ deve tomar conhecimento dessas resolu¢des bem como das sugestdes e orien-

tacdes presentes nessas resolugdes antes de aplicar as atividades.

7.1 RESOLUCAO DAS ATIVIDADES DA AULA 1

Professores(as) a correcdo das atividades ¢ um dos momentos fundamentais desse modelo de aula,
tenham em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcio de cada atividade, exceto a Atividade
Motivadora, vocé deve estimular os estudantes a exporem suas ideias e resolucdes inclusive convidando-

os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes iniciarem a correcao.

7.1.1 Resolucio da Atividade Motivadora

Professores(as), iniciem a resolucdo dessa atividade lendo o enunciado junto com a turma e per-
gunte se alguém quer propor alguma estratégia para sua solugcdo. Deixe os estudantes pensando por
alguns minutos. Com certeza alguém apontard o caminho correto, caso contrdrio, apontem a forma
correta de resolver e iniciem a solucao.

Tenha em mente que o propdsito desta atividade ¢ fixar a ideia da decomposi¢do e composi¢io
de areas, abrindo caminho para a resolucdo da atividade principal, que serd executada pelos alunos no
préximo momento da aula. Exploraremos basicamente as ideias sobre tomar uma unidade como padrdo
de medida, decomposicdo e composicao de dreas e propriedade aditiva das dreas.

Note que no primeiro passo da resolu¢do, mediremos a drea do tridngulo ABC em func¢édo dos
tridngulos menores resultantes da decomposico, essses tridngulos menores serdo usados como unidade
de medida na obtencdo da drea do retingulo DEF G e ndo sio quadrados.

Resolucao:

Observe a Figura 7.1 e acompanhe o raciocinio exposto nos itens a seguir:

1) Usando o fato de que a base DE do retangulo é % do lado do triangulo is6sceles ABC, dividimos a

base em 4 partes iguais, marcando os pontos O, P e Q.

ii) Tracamos os segmentos OS, PR e QG, paralelos ao lado BC, dessa forma, os pontos G, R e §
dividem AC em 4 partes iguais. De modo andlogo, dividimos o lado BC em 4 partes iguais pelos

pontos F, U e T, conforme Figura 7.1.

iii) Tragamos os segmentos RU e ST e entdo, o tridngulo ABC fica subdividido em 16 tridngulos

equilateros congruentes, cada um deles tem 11—6 da drea de ABC, que vale 85£ logo, cada um dos

tridngulos menores tem drea

1X%_\@

6° 5 10"
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iv) Fazendo a contagem, nota-se que o retingulo DEF G é composto por 6 tridngulos menores, dessa

forma sua area é 6 x \{—g = %ﬁ unidades de area.

Figura 7.1 — Triangulo ABC decomposto em 16 tridngulos congruentes.

Fonte: Autoria prépria.

Professores(as), a atividade motivadora deve ser resolvida de forma conduzida, e com énfase na
decomposi¢do da drea do retangulo feita através dos tridngulos menores, essa ideia é fundamental na
resolucdo da atividade principal. Observem também que quando usamos paralelismo para obter esses

tridngulos menores, isso garante congruéncia entre eles e a semelhancga entre esses e o tridngulo ABC.

7.1.2 Resolucao da Atividade Principal

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Procurem
circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais dividas e acompanhar o desenvol-
vimento das resolucdes que etdo sendo construidas, e, observem os seguintes detalhes para a conducdo

desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendizagem,
para que possam avancar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum integrante da equipe

acompanhe passivamente a construgdo da resolucao.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando e pres-

tando atencao.

* Ap6s a leitura, pegcam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de compartilhar

suas ideias com os colegas de equipe e iniciarem a resolu¢do em conjunto.

Na atividade motivadora, os estudantes observaram a resolucdo de um problema usando técnicas
de decomposicido e composicao. Espera-se que na resolugdo da atividade principal, procedam de maneira

andloga, contando os quadradinhos da malha que estdo sob as manchas solares.
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Espera-se que usem o zoom da cadmera de seus telefones celulares, uma lente de aumento, ou até
mesmo, reunir todas as manchas em uma area mais préxima copiando em um pedago de papel manteiga.
De posse da quantidade aproximada de quadrados da malha sob as manchas, podem escolher

muitos caminhos para obter a solu¢do do problema. Apresentaremos a seguir, dois possiveis caminhos:
Uma Resolugdo.

A imagem do Sol e das manchas solares estdo impressas em uma malha quadriculada, mas nao
é milimetrada. Conforme indica a Figura 2.3, os quadrados maiores t€m lado 1 cm = 10 mm. Os
lados desse quadrado maior estdo divididos em 5 partes, entdo o lado de cada quadradinho da malha é
10% =2 mm e dessa forma, os quadradinhos tém drea de 4 mm?>. Fazendo a contagem, o didmetro do Sol,
representado pelo segmento EF, contém aproximadamente 54 partes de 2 mm, ou seja, o didmetro tem
108 milimetros. O raio do Sol é dado no problema e vale 695700 km, entdo o didmetro é 1391400 km.

Dividindo 1391400 km por 108, cada milimetro corresponde a

1391400+ 108 = 12883,3333 km,

logo, cada quadrado de 1 mm x 1 mm representa a drea de (12883,333)? = 165980276,9189 km?.
Em nossa contagem, obtivemos 14 quadrados de 2 mm x 2 mm, e isso equivale a 4 x 14 = 56 mm?>.
Dessa forma, a 4rea total das manchas é de aproximadamente 165980276,9189 x 56 = 9294 895507,458 km?.

Em notagio cientifica, a 4rea da manchas é aproximadamente 9,29 x 10° km?.

Outra Resolugao.
Se considerarmos que o didmetro do circulo da Figura 2.3 tem 108 mm, seu raio possui 54 mm,

logo, a area total S¢ é:
Sc =T x R* =3,141592 x (54)? = 3,141592 x 2916 = 9160, 8822 mm?, (7.1)

ou seja, no circulo que representa o disco solar, temos aproximadamente 9161 quadrados de 1 mm?.
A drea de cada quadrado corresponde a ﬁ da 4rea total.

Usando o raio do Sol R = 695700 km, a area do disco solar é:
Ssor = T X R? = 3,141592 x (695700)% = 1 520 525 784 196,08 km”. (7.2)

Como as manchas solares abrangem 56 quadrados de 1 mm?, essas ocupam uma area de 56 x

1 _ 56 p :
9161 = o161 da 4rea total, ou seja,

% x 1520525784 196,08 = 9294776 106, 863 km”.

Em notacio cientifica, temos aproximadamente 9,29 x 10° km?.
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Professores(as), na contagem dos quadrados da malha que compreendem as manchas solares ex-
postas na figura, haverd muita variacdo nas quantidades obtidas por seus alunos, inclusive quando vocés
forem resolver essa atividade pode ter diferenca entre a contagem aqui exposta e as suas. Reforcem para
os alunos que estamos apenas fazendo uma estimativa da drea total dessas manchas, e € normal nesses
casos obtermos diferencas no valor final, o importante aqui € que o procedimento empregado para obter
o resultado seja produzido a partir de um raciocinio justificdvel através da matemaética usada pelo estu-
dante. Porém, resultados muito diferentes dos demais devem ser explorados junto a classe para analisar
onde estdo os erros que oS geraram.

O item (b) dessa atividade pergunta "quais sdo os fatores que tornam nosso problema uma ideali-
zacdo da situacdo real?"

Professores(as), certamente vocés e as suas turmas poderdo pontuar muitos outros fatores além

dos sugeridos, a seguir:

* O Sol ¢ esférico, entdo essas manchas pertencem a uma superficie esférica, e em nossos célculos

consideramos essa superficie como um disco plano.

* Para calcular com mais exatiddao, deveriamos considerar a curvatura da superficie, ou seja, levar
em conta a geodésia. Esse é um excelente tema para propor como pesquisa, introduzindo a no¢ao

de geometria esférica.

* A luz do sol sofre interferéncias ao chegar na Terra, por exemplo, ao sair do vicuo e entrar no ar. a
luz sofre refracdo, entdo, € bem provavel que Galileu viu uma imagem bastante distorcida dessas

manchas.

7.1.3 Resolucao da Atividade Avaliativa

Professores(as) essa atividade avaliativa deve ser proposta nos tltimos quinze minutos da aula,
ap6s cumpridas as etapas anteriores. Reservem dez minutos para a resolugdo e 5 minutos para sua

corre¢do na lousa. Exponha a resolucdo algébrica da questdo, conforme apresentado a seguir.
Resolucio.

A drea procurada corresponde a regido S, conforme Figura 7.2.
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Figura 7.2 — Quadrado ABCD decomposto em dreas nao poligonais.

2,5mm

Fonte: Autoria propria.

Observando a Figura 7.2, note que a regido delimitada pelo arco DB e pelos segmentos de reta AB

e AD tem area
S(DEB) = 25(M) +S(T) + S(5). (1.3)

Isolando o valor que queremos determinar, temos:
S(S) = S(DEB) —28(M) — S(T). (7.4)
Temos ainda,

* A drea delimitada pelo arco DB e pelos lados AB e AD, representada por § (DEB) corresponde a

drea de um quarto de circulo de raio 1 cm logo,
~ s
S(DEB) = 1 cm?.

* Adrea S(T) corresponde a drea de um tridngulo equilétero de lado 1 ¢m logo,

V3 12/3 V3,
= — = = — Ccm .
4 4 4

S(T)

Para determinarmos a drea da regido M, observaremos a Figura 7.2. Perceba que o arco AE
delimita um setor circular de lados DA e DE, de raio 1 c¢m, cujo angulo do vértice D € 60° dado que o
tridngulo DEA € equilatero. A area desse setor corresponde a um sexto da area de um circulo de raio
1 cm, ou seja, sua drea é % cm?.

Dessa forma, a drea M pode ser obtida pela diferenca entre a drea do setor circular DAE e do

tridngulo equildtero DEA:

S(M) = S(AE) — S(T) = g - ‘f

Agora que ja sabemos todos os valores do segundo membro da Equagdo 7.4, podemos fazer a

substitui¢do e determinar o valor procurado, acompanhe:
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T T
= 2 e a) 4
_r_T V3 W3
4 3774 4
T n V3 3/3-=x 5
= Z—§+—_T~O,l7120m. (71.5)

Espera-se que os estudantes resolvam o problema através da contagem de quadrados da malha,
conforme o procedimento exposto na resolugcdo da atividade principal. Esse caminho demanda mais
tempo e provavelmente voc€ nao conseguird desenvolver essa resolucdo algébrica. Assim, quando todos
terminarem, apenas exponha o resultado na lousa. Os resultados dos alunos devem se aproximar de

0,1712 cm?.

7.1.4 Resolucao das Atividades Complementares

As atividades complementares podem ser aplicadas aos estudantes que solucionarem mais rapido
a atividade principal da aula e também propostas como tarefas. Salientamos que as atividades comple-
mentares fazem parte do processo de aprendizagem do conteiido. Essa atividade deve ser corrigida pelo

professor na aula seguinte aquela onde foi proposta como tarefa.

Resolugdo da questdo 1:
ITEM (A):

Observando a Figura 7.3, percebemos que a drea do pentdgono ABCDE pode ser dividida em um

triangulo BCD e um trapézio retdngulo ABDE.

Figura 7.3 — Pentdgono ABCDE dividido em triangulo e trapézio.

C

B¢

¢

Fonte: Autoria prépria.

Como cada quadrado delimitado pela linha mais escura da malha tem 90 cm de lado, o tridngulo
BCD tem base BD =270 cm e altura CH = 180 cm, sendo o ponto H pé de perpendicular. Dessa forma,
a drea S(BCD) do referido tridngulo é:
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BD-CH  270-180
2 2
Como a questio pede a drea em metros quadrados, basta dividirmos o valor por 10000 pois 1 m? =
10000 cm?. Logo, S(BCD) = 2,43 m>.
A drea do trapézio retangulo ABDE ¢ dada por:

S(BCD) = = 270-90 = 24300 cm’. (7.6)

AB+DE)-BD
S(ABDE) = (+2)
_ (AB+DE)-BD
- 2
~ (360+180)-270
- 2
40-2
_ w:m.m
= 72900 cm?. (1.7)

Como a questio pede a drea em metros quadrados, basta dividirmos o valor por 10000 pois 1 m? =
10000 cm?. Logo, S(BCD) = 7,29 m?.

Dessa forma, a rea total do pentdgono ABCDE é:
S(BCD) + S(BCD) =2,43+7,29 = 9,72 m”. (7.8)

Portanto, o valor da drea total do piso representado pela Figura 7.3 é 9,72 m?.
ITEM (B):

Considerando que os ladrilhos que sdo recortados ndo ddo garantia de que o pedaco nao ocupado
poderd ser reaproveitado, devido a quebras inesperadas e possiveis erros no ato do corte, podemos di-
vidir o pentdgono ABCDE em quadrados de lados de 90 cm, seguindo as linhas mais escuras da malha

quadriculada, conforme Figura 7.4.

Figura 7.4 — Ladrilhos quadrados de lado 90 cm pavimentando a superficie ABCDE.

C

iy N

—

i«

Fonte: Autoria propria.
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Contando os quadrados destacados em linha mais escura na Figura 7.4, temos um total de 16
ladrilhos.

Portanto, usaremos 16 ladrilhos de 90 cm de lado para pavimentar o referido piso.
ITEM (C):

Cada ladrilho de 90 ¢m de lado tem 4rea de 902 = 8 100 cm?. Como usaremos 16 ladrilhos, temos
16-8100 = 129600 cm? = 12,96 m>.
O desperdicio pode ser obtido dividindo 12,96 pelo valor da drea S(ABCDE):

12,96
9,72

x 100% = 133,3%. (7.9

A area de 16 ladrilhos corresponde a 133,3% da éarea total do pentdgono da Figura 7.4, portanto,
teremos um desperdicio de 133,3% — 100% = 33,3%.
E importante observar que desprezar as partes cortadas sem verificar se podem ser utilizadas ndo

€ uma boa decisdo, pois gera um desperdicio consideravel.

Resolucdo da questdo 2:

Do enunciado, temos que:

(a+b)* =a*+2ab+b°. (7.10)

A identidade (7.10) é comumente associada a um quadrado, conforme ilustrado na Figura 2.8 do
enunciado desse problema (ver Se¢do A.1.2.5).

Na Figura 2.8, ABCD é um quadrado de 4rea a?>, BCFE e DCHK sio dois retingulos congruentes
de dreas ab e HCF G um quadrado de drea b?.

A equagio quadratica x> +4x — 10 = 11, ao ser comparada 2 identidade (7.10) pode indicar que é

possivel obtermos um quadrado de lados (x+2) cuja drea é 11 (ver Figura 7.5).

Figura 7.5 — Quadrado de lado (x+2).

D X 2 c

2w

2 P 4

a(ABCD) =2” +2-2. 2 +4-10-4=11

Fonte: Autoria prépria.

Escrevendo a equagdo quadratica x* +4x — 10 = 11 na forma (a4 b)? = ¢ e usando a técnica de

completar quadrados, podemos encontrar as suas raizes:
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P4+4x—10 = 11

X 42.x2422-10-2> = 11
Cdx+4-10-4 = 11
PHdx+4-14 = 11
X 4+4x+4 = 11414
(x+2)2 = 25
x+2 = £V25
x+2 = +5=—=x=3oux=-7 (7.11)

Portanto a solugdo é {—7,3}.

Resolucdo da questdo 3:

Primeiramente, notamos que nas trés configura¢des de tangran mostradas na Figura 7.6 as areas

sdo iguais, pois sdo formadas pelas mesmas pegas justapostas sem que haja sobreposigao.

Figura 7.6 — Composi¢des com o Tangran
B

A

i,

®

He S

Fonte: exercicios.mundoeducacao.bol.uol.com.br

PSS

(<

Se o lado AB da Figura 7.6 (B) mede 2 c¢m, os lados do tridngulo e do quadrado que o formam
valem 1 cm. Notamos também que o lado adjacente a AB é um paralelogramo e devido a simetria, tem o
lado maior igual a 2 cm.

Dessa forma, ao observarmos o quadrado da Figura 7.6 (A), e comparando com as medidas j4 des-
cobertas, conclui-se que suas diagonais medem 4 cm. Podemos entdo obter a drea da casinha calculando
a area do quadrado.

Sabemos o valor das diagonais, e como todo quadrado é também um losango, temos

4.4 1
44 _16 ¢, (7.12)

S(casinha) = 5 5

Portanto, a alternativa correta é (B).
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7.2 RESOLUCAO DAS ATIVIDADES DA AULA 2

Professores(as) a correco das atividades € um dos momentos fundamentais desse modelo de aula,
tenham em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcio de cada atividade, exceto a Atividade
Motivadora, vocé deve estimular os estudantes a exporem suas ideias e resolu¢des inclusive convidando-

os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes iniciarem a correcao.

7.2.1 Resolucio da Atividade Motivadora

Professores(as), iniciem a resolucdo dessa atividade lendo o enunciado junto com a turma e per-
guntem se alguém quer propor alguma estratégia para encontrar o nimero x, pertencente ao intervalo real
1 < x <2, tal que x elevado ao quadrado € igual a 2. Deixem os estudantes pensando por alguns minutos.
Com certeza alguém apontard o caminho correto, caso contrario, apontem esse caminho, conforme o
texto dessa atividade e iniciem a exposicao das ideias, pois nesse caso, ndo temos uma atividade e sim
um texto sobre o tema.

Nessa atividade, pretende-se fixar a ideia da existéncia de ndmeros irracionais, a partir da desco-
berta das grandezas incomensuraveis na Grécia Antiga. Pretende-se fazer com que os estudantes perce-
bam por inspe¢do, que ndo conseguimos encontrar um nimero decimal/racional que elevado ao quadrado
é igual a 2. Para esse momento da aula basta discutir as tabelas expostas no préprio texto da atividade
com as respectivas discussdes sobre o fato.

Esse Momento da Aula tem o objetivo de despertar o interesse e a curiosidade sobre o tema da
aula, inclusive fornecendo ferramentas, tais como férmulas e conceitos necessarios para a solucdo da
atividade principal, da atividade avaliativa e das atividades complementares. Lembre-se que o tempo

estimado para esse momento da aula é de 15 minutos.

7.2.2 Resolucao da Atividade Principal

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Procurem
circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais dividas e acompanhar o desenvol-
vimento das resolugdes que etdo sendo construidas, e, observem os seguintes detalhes para a condugdo

desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendizagem,
para que possam avancar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum integrante da equipe

acompanhe passivamente a construgao da resolucao.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando e pres-

tando atencao.
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* Ap6s a leitura, pecam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de compartilhar

suas ideias com os colegas de equipe e iniciarem a resolu¢do em conjunto.

A finalidade dessa atividade € verificar a teoria das propor¢des de Eudoxo para alguns valores de
grandezas, bem como propiciar ao estudante a oportunidade de pensar e escolher alguns valores que se

encaixem nas implicacdes dessa teoria.

Resolugdo da Atividade Principal:

ITEM (A)
Para verificar se quatro grandezas formam uma propor¢ao, devemos observar se elas satisfazem a

Propriedade Fundamental das Propor¢des (PFP), expressa no resultado (7.13) a seguir,

%zgw.d:b.c, (7.13)

Sejam a = 2 em?, b = /5 cm?, ¢ = % cm?ed= ? cm? e os nlimeros inteiros m =5 e n = 3,

aplicando esses valores no resultado (7.13), temos,

&2

|2 wlg Gl
[l
w % % “’ﬁ‘“’“\’
59

o (7.14)

Como os valores de a, b, c e d satisfazem a propriedade (7.13), eles estdo em proporg¢ao.

ITEM (B)

Para os valores de a, b, ¢ e d do enunciado, usando v/5 = 2,24, e substituindo os valores, temos:

m-a>n-b = m-c>n-d

2
5.2>3.4/5 = 5-3>3.\f

10
10>3-V5 = ?>\f5

10>3-2,24 = 3,33>224
10>6,72 = 3,33>224. (7.15)

Portanto, a implicacdo entre as desigualdades é verdadeira.

ITEM (C)
Nas desigualdades 10 > 6,72 = 3,33 > 2,24, faremos a diferenca entre o maior € o menor valor

em cada uma. Logo,
10—6,72=3,28¢ 3,33 —-2,24=1,09. (7.16)
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Note que a razdo entre as grandezas ¢ e % é % conforme exposto no enunciado. Ao observar-

mos as diferencas obtidas em (7.16), notamos que 3,28 =~ 31,09, logo, a propor¢cdo se manteve. Nao

conseguimos um resultado mais aproximado devido ao uso de v/5 com apenas duas casas decimais.

ITEM (D)

Nesse item, os estudantes devem escolher valores para a, b, ¢, d, em propor¢do, sendo b e d
incomensuraveis (irracionais). Os valores de m = 5 e n = 7 sdo dados. Mostraremos aqui uma possivel
resolugdo para os valoresa =1, b =+/3, c = % ed= ?

Inicialmente verifique se hd proporcao entre os valores escolhidos, acompanhe:

13 V3 21 V3 3
%EE@L?_WE@?_? (7.17)

W

Verificada a proporgao, faremos a verificacio e usaremos v/3 = 1,73:

m-a<n-b = m-c<n-d

|
5.1<7-v3 = 5.5<7~\f

7
5<7-1,73 = 1<§-\/§

5<7-1,73 = 1<1,4-1,73
5<12,11 = 1<2,422. (7.18)

Com as desigualdades 5 < 12,11 = 1 < 2,422, faremos a diferenca entre o maior e o menor valor
em cada uma. Logo,

12,11-5=7,11e2,442— 1 = 1,442. (7.19)

d

Note que a razdo entre as grandezas ¢ € § € L

5 € ao observarmos as diferengas obtidas em (7.19),
notamos que 7,11 ~ 5-1,442, logo, a proporcdo se manteve. Nao conseguimos um resultado mais

aproximado devido ao uso de v/3 com apenas duas casas decimais.

ITEM (E)

A igualdade ocorre quando as grandezas sdo comensurdveis. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 7.1. Verifique se o item (ii) da Definicdo V.5 (Defini¢do 3.1 do enunciado da atividade) se

verifica para as seguintes grandezas comensurdveis: a=0,5,b=1,5,c=1,d=3. Use m=9en=3.
Resolucio.

O item (ii) dessa definigcdo indica que

m-a=n-b=m-c=n-d. (7.20)
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Substituindo os valores dados, temos:

9-0,5=3-1,5 = 9:-1=3.3
4,5=45 = 9=09. (7.21)

Portanto, o caso (ii) se verifica para grandezas comensurdveis.

7.2.3 Resolucao da Atividade Avaliativa

Professores(as), nessa atividade avaliativa hd dois itens a serem resolvidos. Acampanhem a reso-

lucdo de cada item.
Resolugdo do item (I):

O Triangulo ABC da Figura 3.2 é retangulo de catetos AB = x, BC = 1 cm e hipotenusa AC = % cm.

Obtemos o valor de x pelo Teorema de Pitdgoras:

(AB)’+(BC)? = (AC)?
2
¥+12 = >
2
25
2
1 = =
X"+ 1
25
2
= =
o 4
21
2 e R
YTy
21
X =

x = cm (7.22)

S(ABC) =

cm”. (7.23)
O nidmero 21 nio é um quadrado perfeito entdo, v/21 € irracional, portanto, a drea do tridngulo

ABC ¢ uma grandeza incomensuravel.

Sugestdo para a correcdo do item (I1):

Para esse item, os alunos devem atribuir valores as medidas do tridngulo DEF da Figura 3.2 de
forma que a drea seja uma grandeza incomensurdvel. Priorize a corre¢do da primeira questdo na lousa ao

final da aula e na segunda questao, voc€ deve pedir para alguns alunos exporem para a turma os valores
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usados bem como suas resolucdes. E provavel que a corre¢do da segunda questio precise ser deixada
para a aula seguinte, devido ao tempo, mas é de suma importancia que se trabalhe a habilidade de os

estudantes escolherem os valores visando um resultado solicitado.

7.2.4 Resolucao das Atividades Complementares

As atividades complementares podem ser aplicadas aos estudantes que solucionarem mais rdpido
a atividade principal da aula e também propostas como tarefas. Salientamos que as atividades comple-
mentares fazem parte do processo de aprendizagem do conteiido. Essa atividade deve ser corrigida pelo

professor na aula seguinte aquela onde foi proposta como tarefa.

Resolugdo da Questao 1:

De acordo com o que foi apresentado nesse enunciado, verifique se ha comensurabilidade entre
a grandeza p em relacdo a grandeza q. A comensurabilidade existird se, e somente se, a razdo § for
racional. Pode-se também aproveitar a questdo para reforcar que devemos ter g # 0. Questione os alunos

sobre 1ss0.

ITEMA: p=6eg=3;

—==-=2 (7.24)
Como 2 é um nimero racional, p e g sdo comensuraveis entre si.

ITEMB: p=5eq=153;

p 5 1
rF_ - __ 7.25
qg 15 3 ( )
Como % € um nimero racional, p e g sdo comensurdveis entre si.
ITEM C: p =73 e q=14/3;
7v3 1
p_ V3 - _. (7.26)
q 143 2
Como % € um ndmero racional, p e g sio comensuraveis entre si.
ITEMD: p=6v2e q=22;
62
P_oV2_g (7.27)

q 22

Como 3 é um ndmero racional, p e ¢ sdo comensurdveis entre si.

ITEME: p=9e¢g=21/3;
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p _ 9 _ 3
g 213 1V3
_ V31
= 77_7-¢§ (7.28)

Como % -4/3 é um nimero irracional, p e ¢ sio incomensurdveis entre si.

Resolugdo da Questdo 2:

De acordo com os exemplos dados no enunciado, faremos a antifairese entre os valores dados.

ITEM A: 12 e 4;
12-4 = 8
8§84 = 4
A_4 — 0 (7.29)
Portanto, MDC(8,12) = 4.
ITEM B: 75 e 30;
75—-30 = 45
45-30 = 15
30—-15 = 15
15-15 = 0 (7.30)
Portanto, MDC(75,30) = 15.
ITEM C: 47 e 21;
47-21 = 26
2621 = 5
21-5 = 16
16—5 = 11
11-5 = 6
6—-5 =1 (7.31)

Portanto, MDC(47,21) = 1. Observe que 47 e 21 sdo primos entre si pois o m.d.c. entre eles é 1.



ITEM D: 108 e 60;

108 — 60
60 — 48
48 — 12
3612
24 —12
12—-12
Portanto, MDC(108,60) = 12.
L2 1.
ITEME.gej,
2_1
3 2
1 1
2 6
1 1
3 6
1.1
6 6

Portanto, MDC (3,1) = &.

Resolucdo da Questao 3:

48
12
36
24
12

S = Wl=\ =
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(7.32)

(7.33)

A solicitacdo do arquiteto foi de cortar as tabuas de um mesmo tamanho sem sobras, dessa forma,

o carpinteiro precisa determinar o maior nimero inteiro que divide simultaneamente 540, 810 e 1080.

Trata-se de encontrar o m.d.c. entre esses valores. Inicialmente, determinaremos pelas subtracdes suces-

sivas o m.d.c. entre 1080 e 810:

1080 — 810
810—-270
540 —-270
270—-270

Dessa forma, (1080, 810) = 270.

Agora faremos o m.d.c entre 540 e 270:

540 —270
270—-270

Logo, MDC(540,810,1080) = 270.

270
540
270

270

(7.34)

(7.35)
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O arquiteto ainda deu outra condi¢ao, as tdbuas devem ter menos de 2 metros de comprimento,
logo, fazendo 23—0 = 135 e 135 também ¢ divisor comum de 540, 810 e 1080. Assim, as tdbuas devem

ser cortadas com 135 cm de comprimento.

* H4 40 tabuas de 540 cm. Cada uma delas pode ser dividida em quatro pecas de 135 cm. Teremos

160 pecas.

* Ha 30 tdbuas de 810 cm. Cada uma delas pode ser dividida em seis pecas del135 cm. Teremos 180

pegas.

* H4 10 tdbuas de 1080 cm. Cada uma delas pode ser dividida em oito pegas de 135 cm. Teremos

80 pecas.

Somando o nimero de pecas de cada tipo de tdbua, temos: 160 + 180+ 80 = 420 pecas, portanto,

a alternativa (e) € a correta.

7.3 RESOLUCAO DAS ATIVIDADES DA AULA 3

Professores(as) a correcdo das atividades ¢ um dos momentos fundamentais desse modelo de aula,
tenham em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcio de cada atividade, exceto a Atividade
Motivadora, vocé deve estimular os estudantes a exporem suas ideias e resolucdes inclusive convidando-

os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes iniciarem a correcao.

7.3.1 Resolucio da Atividade Motivadora

Essa atividade tem o objetivo de despertar o interesse e a curiosidade sobre o tema da aula, in-
clusive fornecendo ferramentas, tais como férmulas e conceitos necessdrios para a solucio da Atividade
Principal, da Atividade Avaliativa e das Atividades Complementares. Lembre-se que o tempo estimado
para esse momento da aula é de 15 minutos.

Nessa atividade, pretende-se retomar e fixar a habilidade de se calcular dreas inscritas e/ou hachu-
radas pela diferenca e/ou soma entre areas conhecidas nas figuras dadas. Também se propde relembrar o

Teorema de Pitdgoras e as férmulas para obter a drea de um circulo e a drea de um tridngulo.

Resolugdo:
(a) Inicialmente, vamos determinar o raio do semicirculo de didmetro AB. Note que AB é também
hipotenusa do tridingulo retangulo ABC, conforme Figura 4.1. Pelo Teorema de Pitagoras, temos:
(AB)> = (AC)*+(BC)*
= 94 (3 \ﬁ) ’
= 81+63=144=AB=144=12cm (7.36)
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Dessa forma, chamando de S(D) a drea procurada, esta é dada pela diferenca entre a drea do
semicirculo de didmetro AB e a drea do tridAngulo retingulo ABC.

Sendo $(S) a drea do semicirculo de didmetro AB e S(T') a drea do tridngulo ABC, temos:

n-r2  AC-BC
SD)=5(5)-S(T) = ——-=7—
_ m6 379 36-m—27V7
2 2 2
_ 5.(zm_sﬁ) . (1.37)

Portanto, a drea procurada € (D) = 3 - (4n—3v/7) cm®.

(b) O valor §(D) = % . (47: —3V7 ) cm? é a drea exata mas, note que se quisermos saber seu valor
numérico, teremos que substituir T = 3,141592... e como sabemos, Tt € irracional, logo, por mais casas
decimais que se use, encontraremos sempre um valor aproximado para a drea em questdo. Porém, quanto

maior o nimero de casas decimais de 7 usadas, melhor serd a aproximacdo obtida.

7.3.2 Resolucao da Atividade Principal

A finalidade dessa atividade é verificar a a validade das definicdes de Arbelos e Salinons para
alguns valores numéricos dados. Também pretende-se propiciar ao estudante a oportunidade de conhecer
as definicoes e as formas dessas figuras planas, a histéria relacionada a essas figuras, bem como de
retomar algumas férmulas relacionadas ao circulo e ao tridngulo retdngulo.

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Procurem
circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais dividas e acompanhar o desenvol-
vimento das resolugdes que estdo sendo construidas, e, observem os seguintes detalhes para a condugao

desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendizagem,
para que possam avancar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum integrante da equipe

acompanhe passivamente a constru¢do da resolucao.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando e pres-

tando atencao.

* Aproveitem essa aula para que os estudantes aprendam, ou melhorem as habilidades, no uso de
régua e do compasso. Pecam que reproduzam as figuras em seus cadernos, junto com as anotagdes

da resolucdo da atividade.

* Ap6s a leitura, pecam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de compartilhar

suas ideias com os colegas de equipe e iniciarem a resolugdo em conjunto.

Resolugdo:
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Verificacido para a Definicio 4.1.

Para o Arbelos, temos as medidas indicadas na Figura 7.7 e a drea S(A), conforme Defini¢do
4.1, pode ser obtida fazendo a diferenga entre a drea do semicirculo de diametro PR com a 4rea dos

semicirculos de diametros PQ e OR.
1/ p+r 2 1
S@ = 2( 2 > T3
B 1(3+9)2 . <3>2 - <9>2 -
2 2 2\2 2\2
B 1(12)27t 1<3)21t 1(9 '
2\ 2 2\2 2\2
1144 19 18l 144
2 4 2 4 2 4 8

S(A) = 2= em?. (7.38)

Figura 7.7 — Arabelos de didametro p +r.

QR=r=9cm
PQ=p=3cm
PR=p+r=12cm

o @

Fonte: Autoria propria.

Para verificarmos se a drea do Arbelos € igual a drea do circulo de didmetro SQ, iniciaremos
determinando o valor do didmetro d = SQ.

Note que d ¢ a altura relativa a hipotenusa do tridngulo retdngulo ABC, logo:

> = pr=d=\pr

d = V3.9=V21=d=+v27cm., (7.39)
Logo, o raio do circulo de didmetro SQ é @ cm e a drea do circulo é:
V27 ? 27
‘T

Portanto, de acordo com a Defini¢do 4.1, verificamos que S(A) = S(C).
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Verificacio para a Definicao 4.2.

Para o Salinon temos as medidas indicadas na Figura 7.8 e a drea S(S), conforme a Defini¢do
4.2, pode ser obtida somando as dreas dos semicirculos de didmetros PS e QR subtraindo da drea de um

circulo de didmetro PQ = RS.

Figura 7.8 — Salinon de Arquimedes.

N PQ=RS=4cm
) QR =6cm
Q0 =MO=3cm

M

Fonte: Autoria propria.

Devemos verificar se a drea do salinon é igual a drea do circulo de didmetro MN, ou seja, S(S) =
S(C).

Dessa forma, temos:

1 5 1 5 RS\?
= gaaas L (4Y
= 2(4+3) n+2(3) T <2> T
= SOt (PP w
B @ 7t+2 ! 7t_49-7t—|—9~7t—8-7:
2 2 N 2
= SOT'TE:>5(S):25~ncmz. (7.41)

A drea do circulo de raio @ onde MN = PQ + QO + OM logo,

2
o) - (rereosouy,
2
= <4+;+3) =5 1= 5(C)25 -1 cm?, (7.42)

Portanto, de acordo com a Defini¢do 4.2, verificamos que S(S) = S(C).
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7.3.3 Resolucao da Atividade Avaliativa

Professor(a) a atividade avaliativa deve ser aplicada nos minutos finais da aula, de forma indivi-
dual, conforme o tempo estimado nas orienta¢des iniciais da aula. Reserve 10 minutos para os estudantes

trabalharem na resolucao e nos 5 minutos finais faca a correcao na lousa.

Resolugdo:

A area em branco a ser determinada na Figura 4.7 é dada pela area do retingulo ABCD subtraindo-

se dela a drea do semicirculo de didmetro BF e a drea do quarto de circulo de raio HD, ou seja:

1 1
b = 4.3—--.12.x—=.22.
S(branca) 5 T T
1 1 T
= 12—§-n—1-4~n_12—§—n
3t 24-3m
- 12-2"—
2 2
3(8—
Gl e (7.43)
2
Portanto, a drea procurada é M cm?.

7.3.4 Resolucio das Atividades Complementares

As atividades complementares podem ser aplicadas aos estudantes que solucionarem mais rdpido
a atividade principal da aula e também propostas como tarefas. Salientamos que as atividades comple-
mentares fazem parte do processo de aprendizagem do contetido. Essa atividade deve ser corrigida pelo

professor na aula seguinte aquela onde foi proposta como tarefa.
Resolucdo da questdo 1:

A drea hachurada da Figura 4.9 pode ser obtida pela diferenca entre a drea do retingulo FGJH
e a drea do segmento parabdlico de base FG e altura PK, e, denominando S(SP) a drea do segmento
parabdlico e S(T') a érea do tridngulo inscrito FGP de mesma base e mesma altura que o segmento

parabdlico, pela Proposicdo 4.1 (Proposi¢do de Arquimedes para a quadratura da pardbola), temos:
4
S(SP) = §S(T), (7.44)
onde,

S(T) = —/—"—==""cm’. (7.45)

Dessa forma, temos

=—" " =30cm’. (7.46)
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Sendo S(R) a drea do retingulo FGJH, segue que
S(hachurada) = S(R) — S(SP) =5-9 —30 = 45 — 30 = 15 cm?. (7.47)

Portanto, a drea hachurada da Figura 4.9 é 15 cm?.

Resolugdo da questdo 2:

A quantidade de granito em metros quadrados a ser usada no revestimento € a drea da passarela
representada na Figura 4.10, dada pela diferenca entre as areas de um quarto do circulo de raio AB =

AE +EB =8+ 12 =20 cm e um quarto do circulo de raio AE = 12 cm. Sendo S(P) a drea da passarela,

temos
(AB)*-m  (AE)*-m

S(P) = yE—
_(20%m (12)°m
- 4 4
_400-m  144.m  400-m—144-m  256-m
T4 4 4 T4
= 64-mm* = S(P) =64 (3,14) = 200,96 ~ 201 m?. (7.48)

Portanto, serdo usados aproximadamente 201 m? de granito para revestir o piso da passarela.
Resolucao da questdo 3:

A Figura 7.9 mostra a area cultivivel ABCD e a faixa de terra de largura x doada para cumprir os

requisitos da legislacdo.

Figura 7.9 — Retangulo de lados a +x e b+ x.

(a+x)

@ @
A a B X
® (& @ @ E
b
a-b
(b +x) b.x
D C
© © ®
X 2
a-x L
(€] c@ O QF
L

Fonte: Autoria propria.
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A faixa de terra de largura x que circunda a drea cultivada pode ser decomposta em 3 outras areas:
os retangulos de dreas a-x e b-x e o quadrado CMFL de 4rea x>, conforme indicado na Figura 7.9.

Dado que a drea de largura x que circunda o terreno deve ser de 20% da drea cultivada, temos

ax+bx+x* = 0,2-(a+x)-(b+x)
= 0,2-(ab—|—ax—|—bx—|—x2)
= 0,2-ab+0,2-ax+0,2-bx+0,2-x*
0,8-x>+0,8-ax+0,8-bx—0,2-ab = 0
0,8-x°4+0,8-(a+b)x—0,2-ab = 0. (7.49)

Multiplicando todos os termos da Equagdo 7.49 por 5, temos
4-x>+4-(a+b)x—ab=0. (7.50)

Obtemos uma equacio quadrética na incégnita x do tipo Ax> 4+ Bx + C = Oonde os coeficientes sdo
A=4,B=4(a+b)eC=—ab.
Aplicando os coeficientes na férmula resolutiva, e considerando apenas o resultado maior que

Zero, temos,

—4(a+b)+\/[4(a+b)]2_4‘4‘(_ab)
2.4
_4(a+b)+\/16(a+b)2+16ab
8
—4(a+b)+ \/16 [(a+b)2+ab}
8
—4(a+b)+4-\/(a+b)*+ab
8
—(a+b)+/(a+Db)’+ab
2
—(a+b)+1/(a+b)>+ab
2

2-x = 2-

2x = —(a+b)+\/(a+b)2+ab: \/(a+b)2—|—ab—(a+b). (7.51)

Como (7.51) é o dobro de x, a anternativa (e) € a correta.

7.4 RESOLUCAO DAS ATIVIDADES DA AULA 4

Professores(as) a correcdo das atividades € um dos momentos fundamentais desse modelo de aula,

tenham em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcao de cada atividade, exceto a Atividade
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Motivadora, devemos estimular os estudantes a exporem suas ideias e resolugdes, inclusive, convidando-
os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes de vocés iniciarem suas correcoes.

Nessa aula, abordamos o Teorema de Pick. Esse teorema propde um jeito muito interessante de
se obter a drea de um poligono inscrito em uma rede quadricular. Além de ser estimulante, curioso e
divertido, possibilita trabalhar com atividades relacionadas a mapas e imagens obtidas por satélites e

drones, ideal para se fazer um trabalho multidisciplinar com Geografia.

7.4.1 Resolucio da Atividade Motivadora

Professores(as) a Atividade Motivadora dessa aula j4 estd resolvida no texto introdutdrio, basta
ler esse texto e desenvolver as ideias e resolucdes da forma com que estdo expostas. Observem que
os tridngulos fundamentais expostos na Figura 5.1 de drea igual a % s30 os responsdveis por fornecer o
valor da 4rea do poligono e a férmula de Pick nos d4 uma contagem indireta da quantidade de tridngulos
fundamentais que compde o poligono. Sugerimos um tempo de 10 minutos para o desenvolvimento

desse momento da aula.

7.4.2 Resoluciao da Atividade Principal

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Procurem
circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais dividas e acompanhar o desenvol-
vimento das resolugdes que etdo sendo construidas, e, observem os seguintes detalhes para a condugdo

desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendizagem,
para que possam avancar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum integrante da equipe

acompanhe passivamente a constru¢do da resolucao.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando e pres-

tando atencao.

* Ap6s a leitura, pecam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de compartilhar

suas ideias com os colegas de equipe ¢ iniciarem a resolugdo em conjunto.

Ap6s a leitura silenciosa e individual, libere as equipes para discutir as idéias e terminar a resolu-
¢do em dupla/trio, utilizando qualquer estratégia, porém, é mais provavel e desejdvel que todos procurem
resolver aplicando o Teorema de Pick.

Enquanto os alunos resolvem essa atividade, circule pela sala e observe as estratégias de resolu-
¢ao que as equipes estdo desenvolvendo. Caso os estudantes tenham diividas, ou até mesmo apresentem
dificuldades, procure ndo indicar de forma direta o caminho para a soluco, e sim, fazer algum questio-

namento simples ao aluno que ao respondé-lo, o ajude a encontrar a resposta desejada.
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Essa atividade serd resolvida através da constru¢do de um poligono que circunscreve a drea da
regido urbana da cidade nos dois anos considerados, e com certeza havera variagdes na forma com que
os estudantes construirdo esse poligono, logo, apresentaremos aqui uma possivel solu¢cdo, mas cabe ao
professor analizar as resolucdes dos alunos e orientd-los como devem fazer esse procedimento com a
maior precisdo possivel.

Note também que ndo estamos trabalhando com unidades de drea nem escala conhecida, porém a
escala nos dois mapas € a mesma, e isso ja basta para conhecermos a porcentagem de aumento da area

urbana da cidade entre os anos considerados.

Uma resolucgdo.
Para o ano de 1966, inicialmente, construimos os poligonos que circunscrevem as regides e efetu-
amos a contagem do nimero de pontos B da malha sobre o perimetro e também dos pontos internos /,

também pertencentes a malha, conforme a Figura 7.10

Figura 7.10 — Poligonos circunscritos aos mapas de Joinville em 1966 e 2011.
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Fonte: Adaptado de Joinville Bairro a Bairro.

Para o poligono Jj, percebemos que se trata de um tridngulo fundamental, logo S(J;) = % =0,5u.a.

Para o poligono J,, temos B =29 e I = 13, logo, sua drea é

B 29
S(h)=Z+I-1="T413-1=24,5+12=365ua. (7.52)

Para o poligono J3, temos B =4 e I =0, logo, sua drea é

B 2
S(Uh) =5 +1-1=2+0-1=2-1=1lua (7.53)
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Por fim, basta somarmos as dreas dos trés poligonos,
S(1966) =J,+J, +J3 =0,5+36,5+1 =38 u.a. (7.54)

Dessa forma, em 1966, a regido urbana do municipio de Joinville, nas condi¢des dadas, tinha
aproximadamente 38,0 u.a.(unidades de drea).
Professores(as) € importante deixar claro para os alunos que a unidade de drea usada nesse caso é

o "quadradinho" da malha quadricular.

Para o ano de 2011, procedendo de maneira andloga a anterior, inicialmente, construimos os po-
ligonos que circunscrevem o mapa e efetuamos a contagem do ntimero de pontos B da malha sobre o

perimetro e também dos pontos internos /, também pertencentes a malha, conforme a Figura 7.10.

No caso do poligono Jy4, temos B=5¢ [ = 5, logo, sua drea é

B 5
SUa) =5 +1-1=5+0-1=25-1=15ua. (7.55)

Para o poligono Js, temos B =11 e I =0, logo, sua drea é

B 11
S(Js)=§+l—1=7+0—1=5,5—1:4,5u.a. (7.56)

No caso do poligono Js, temos B =79 e [ = 99, logo, sua drea é

B 7
S(J5)=§+I—1:?9+99—l:39,5+98:137,5u.a. (7.57)

Por fim, basta somarmos as dreas dos trés poligonos,

S(2011) =Js+Js+Je=1,5+4,5+137,5=143,5 u.a. (7.58)
Dessa forma, em 2011, a regido urbana do municipio de Joinville, nas condi¢des dadas, tinha
aproximadamente 143,5 u.a (unidades de area).

Resta agora determinarmos qual foi a porcentagem de crescimento da regido urbana de Joinville

entre 1966 e 2011. Seja P o crescimento percentual, temos:

143,5
P= ( 387 > x 100 = (3,7763...) x 100 ~ 378%. (7.59)

Portanto, a drea urbana do municipio de Joinville em 2011 ocupa 378% da drea que ocupava em
1966.
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7.4.3 Resolucao da Atividade Avaliativa

Para essa atividade, serd muito dificil os estudantes chegarem ao mesmo resultado pois a sua
solugdo vai depender de como inscreverd o melanoma da imagem dentro de um poligono. Dessa forma,
vamos apresentar uma possivel solucdo e o ideal € que os estudantes encontrem um valor aproximado ao
que serd aqui determinado. Seria importante o Professor(a) construir seu proprio poligono em torno da
mancha e determinar o valor da drea do melanoma, inclusive, € bem provavel que seu resultado ndo seja

idéntico ao nosso.

Resolugdo.

Inicialmente, temos que circunscrever a regido do melanoma em uma regio poligonal. Observe a

Figura 7.11.

Figura 7.11 — Poligono circunscrevendo um melanoma.

BE

Fonte: Autoria propria.

Ap6s construido o poligono que circunscreve a regido, pela contagem dos pontos sobre o perimetro
temos B = 51 e para os pontos internos temos / = 168. Aplicando os valores na férmula de Pick, a area

S(M) do melanoma é:

B
SM) = S+1-1

51
= —+168—-1
2+68

= 25,54+167=192,5. (7.60)

A mancha ocupa 192,5 quadradinhos da malha, cada um com 0,4 mm de lado, entdo a area de

cada quadradinho é (0,4)? = 0,16 mm?>. Portanto, a drea é 192,5 x 0,16 = 30,8 mm?.
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7.4.4 Resolucao das Atividades Complementares

As atividades complementares podem ser aplicadas aos estudantes que solucionarem mais rapido
a atividade principal da aula e também propostas como tarefas. Salientamos que as atividades comple-
mentares fazem parte do processo de aprendizagem do conteiido. Essa atividade deve ser corrigida pelo

professor na aula seguinte aquela onde foi proposta como tarefa.
Resolucao da questdo 1:

Para a drea §; temos B=10e¢ I = 0, logo, Pela férmula de Pick,

10
51:7+0—1:5—1:4u.a. (7.61)

Por se tratar de uma simples aplicacdo da férmula, apresentaremos apenas os resultados para as

demais areas.

S = 55ua.
S3 = 6,5ua.
Ss = 3,5u.a.

(7.62)

Resolucdo da questdo 2:

A érea alaranjada do logotipo € dada pela diferenca entre a area do circulo de centro O e o poligono
marrom no interior desse circulo.

Pelo Teorema de Pick o poligono marrom tem drea 4,5 cm?.

O circulo de centro O, usando T = 3, 14 tem drea 11,775 ~ 11,8 cm?.

A diferenca entre a drea do circulo de centro O e o poligono marrom no interior desse circulo é o
valor da drea alaranjada: 11,8 —4,5=7,3 cm?

Portanto, a drea marrom é 4,5 cm? e a drea alaranjada é 7,3 cm?.

Resolugdo da questdo 3:

Inicialmente, vamos efetuar a contagem dos pontos de corrdenadas inteiras sobre o perimetro da

fazenda (pontos vermelhos) e dos pontos contidos no interior da fazenda (pontos azuis).
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Figura 7.12 — Uma possivel contagem para os pontos da rede quadricular.

Fonte: Autoria propria.

A Figura 7.12 apresenta uma possivel contagem que gerou os dados dessa resolugdo. Observe

o ponto M da Figura 7.12, esse ponto estd bem préximo a um ponto de coordenadas inteiras, logo, o

consideramos. Se observar, hd mais pontos na figura que usamos esse critério.

Sobre o perimetro da fazenda contamos o total de B = 40 pontos, e no interior da fazenda, conta-

mos o nimero de / = 295 pontos. Pelo Teorema de Pick, a drea da fazenda € aproximadamente

SF

40
12951
5 +295

20+29%4
314 u.a. (7.63)

Faremos a mesma contagem para a regido a direita do segmento AB.

Na parte indicada como provavel reserva legal, sobre seu perimetro contamos o total de B = 20

pontos, e no interior dessa area, contamos o nimero de / = 33 pontos. Pelo Teorema de Pick, a area da

fazenda é, aproximadamente,

Sr

20
—+33-1
2+

10432
42 u.a. (7.64)
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Agora, basta conferir se a drea que o proprietario indicou para ser a Reserva Legal equivale a 20%
de toda a propriedade,

42
<314> -100% = 13,38% (7.65)

Nao esperamos que outra pessoa, ao resolver esse problema obtenha os mesmos valores, porém, o
resultado deve ser aproximado e a conclusdo final deve ser a mesma.

Portanto, a 4rea desejada é muito inferior a porcentagem indicada na Lei.

7.5 RESOLUCAO DAS ATIVIDADES DA AULA 5

Professores(as) a correco das atividades € um dos momentos fundamentais desse modelo de aula,
tenha em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcdo de cada atividade, exceto a Atividade
Motivadora, vocé deve estimular os estudantes a exporem suas ideias e resolu¢des inclusive convidando-
os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes de voce€ iniciar sua correcao.

Nessa aula, abordamos a Soma de Riemann, esse contetddo ndo faz parte do curriculo do Ensino
Meédio, por isso, propomos atividades simples e elaboradas de forma a fazer o estudante entender a ideia

principal relacionada ao tema.

7.5.1 Resolucao da Atividade Motivadora

Professores(as)) a Atividade Motivadora dessa aula ja esta resolvida no texto introdutorio, basta ler
esse texto e desenvolver as ideias e resolu¢des da forma com que estdo expostas. Procurem detalhar bem
a explicacdo dessa atividade motivadora, pois a partir dela, se desencadeard todos os outros momentos

da aula.

7.5.2 Resolucao da Atividade Principal

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Procurem
circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais dividas e acompanhar o desenvol-
vimento das resolugdes que etido sendo construidas, e, observem os seguintes detalhes para a condugio

desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendizagem,
para que possam avancar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum integrante da equipe

acompanhe passivamente a construcdo da resolucdo.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando e pres-

tando atencao.
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Apbs a leitura, pecam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de compartilhar

suas ideias com os colegas de equipe e iniciarem a resolu¢do em conjunto.

Inicialmente é solicitado aos estudantes que refacam o exemplo resolvido na Atividade Motiva-

dora, mas com os 4 retangulos circunscritos a figura. Ndo detalharemos essa resolucdo, pois € andloga a

resolvida no texto. Os alunos devem obter os seguintes valores:

A drea do retdngulo de altura f(5) é 77,5 u.a.
A drea do retangulo de altura f(10) € 70,0 u.a.
A drea do retangulo de altura f(15) € 57,5 u.a.
A drea do retangulo de altura f(20) é 40 u.a.

Portanto a drea total é 77,54+70+57,5+40 =245 u.a.

Note que o valor real dessa 4rea se encontra em um intervalo entre 185 u.a e 2455 u.a. Isso traz

uma margem de erro muito grande, logo, fazer parti¢cdes de 4 retdngulos ndo foi uma boa decisao.

Na soma inferior com 10 retdngulos a area deve ser 204,4 u.a, e na soma superior com 10 re-

tangulos, a drea obtida deve ser 228,4 u.a. Omitiremos esses cdlculos, pois sdo andlogos aos que ja

foram apresentados na Atividade Motivadora. E nesse caso, o valor exato da drea estd entre 204,4 u.a e

228,4 u.a. Note que para a parti¢do com 10 retdngulos, conseguimos estreitar um pouco mais o intervalo

onde se situa o valor exato da drea da regido sob a curva. Agora, resta respondermos as perguntas da

atividade.

a)

b)

c)

d)

Em qual intervalo se situa a drea procurada?

Resposta. O valor exato da drea pertence ao intervalo [204,4 228, 4]

Observando os gréficos das Figuras 6.5 e 6.6, o que diferencia a soma inferior da soma superior?
Resposta. A soma superior é formada por retdngulos circunsccritos a regido, logo, essa soma terd

um valor maior que a soma inferior, onde os retangulos estdo inscritos em tal regido.

Qual serd o comportamento dessa diferenca quando aumentarmos o nimero de retangulos?
Resposta. Conforme aumentamos o nimero de retangulos, a diferenca entre as somas superior e

inferior sera cada vez menor.

Quantos retangulos devemos usar para que a diferenca entre os valores obtidos na soma superior
e na soma inferior seja muito proxima de zero? E nesse caso, encontraremos apenas um valor
aproximado para a drea? Justifique.

Resposta. Devemos usar um nimero de retangulos acima de qualquer valor que se possa imaginar,
por maior que seja, essa ¢ uma maneira de dizer que o nimero de retdngulos tende ao infinito, e
para esse caso, a diferenga entre as somas serd muito préxima de zero. Quanto a soma das areas

dos infinitos retingulos, as figuras que trabalhamos, sugerem que h4 um valor limite para a soma,
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e esse limite é dado pela drea da figura. A medida que o niimero de retdngulos n cresce, a soma
das dreas dos retdngulos aproximam-se desse valor limite, chegando infinitamente préximo a ele,

porém nunca no valor exato.

7.5.3 Resolucao da Atividade Avaliativa

Devido ao processo ser muito similar a Soma de Riemann, ndo iremos detalhar as resolucdes,
basta calcular a drea de cada trapézio e efetuar a soma de todas elas. Os alunos devem encontrar o valor
192,6 u.a para a 4rea solicitada. Observe que essa aproximacao por trapézios € mais precisa que a usada

nas atividades da aula, feita com retangulos.
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