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Resumo

Sistemas unidimensionais (1D) s&o incriveis laboratorios teéricos para o desenvolvimento
de célculos de estrutura eletronica. A fim de descrever interagoes elétron-elétron, dois
tipos de potenciais sao comumente considerados: soft-Coulomb e exponencial. Em am-
bos os casos, no contexto da teoria do funcional da densidade (DFT), sistemas 1D sao
frequentemente utilizados para avaliar vinculos exatos a serem satisfeitos pelos chamados
potenciais de troca e correlagao (XC). A imensa maioria dos funcionais de densidade dis-
poniveis na literatura nao é capaz de prever a correta transi¢ao entre situagoes marcadas
por interacoes eletronicas fracas e fortes, constituindo um dos principais desafios modernos
para a DFT. Conforme previsto pela teoria dos liquidos de Tomonaga-Luttinger, elétrons
confinados em uma dimensao apresentam um fendmeno intrigante: suas cargas e spins
sao desacoplados de maneira a se comportarem como entidades independentes. Neste
trabalho, a partir de uma corre¢ao de separagao carga-spin (SCSC) aplicada ao forma-
lismo da DFT, pretendemos dar uma contribui¢ao para a solucao do mencionado desafio.
Especificamente, estabeleceremos uma investigacao comparativa entre os dois potenciais
de interacao aplicados exclusivamente ao termo de troca da aproximacao de densidade
local (LDA), incluindo a SCSC, de forma a investigar a capacidade de descrever situagoes

marcadas pela transicao entre interacoes fracas e fortes.

Palavras-chave: Teoria do funcional da densidade. Sistemas unidimensionais. Separa¢ao

carga-spin. Potenciais de interagao soft-Coulomb e exponencial.






Abstract

One-dimensional (1D) systems are great theoretical laboratories to electronic-structure
calculations. In order to describe electron-electron interactions, two types of potentials
are commonly considered: soft-Coulomb and exponential. In both cases, in the context of
density functional theory (DFT), 1D systems are often used to evaluate exact constraints
to be satisfied by the so-called exchange-correlation potentials (XC). The vast majority of
density functionals are not able to predict the correct transition between weak and strong
electronic interactions, and this feature is one of the major challenges for modern DFT. As
predicted by the Tomonaga-Luttinger liquid theory, electrons confined in one dimension
display an intriguing behavior: their charges and spins are decoupled to form independent
quasi-particles. In this work, using a spin-charge separation correction (SCSC) applied to
the DFT formalism, we intend to give a contribution to the solution of such DF'T challenge.
Specifically, we proceed a comparative investigation between the two mentioned types of
interaction potentials applied exclusively to the exchange contribution of the local density
approximation (LDA), including the SCSC. We thus investigate the ability of describing

situations characterized by weak and strong electronic interactions.

Keywords: Density functional theory. One-dimensional systems. Spin-charge separation.

Soft-Coulomb and exponential interaction potentials.
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1 INTRODUCAO

Sistemas quanticos sao descritos a partir de fungoes de onda, especificamente determi-
nadas pela solucao da equacao de Schrédinger. Apesar de possuir solu¢ao analitica exata
para sistemas como o atomo de hidrogénio (que contém um elétron), ao considerarmos
sistemas mais complexos, como moléculas ou sélidos, a utilizacao direta da equacgao de
Schrodinger torna-se inviavel, visto que a funcao de onda passa a depender de miltiplas
variaveis eletronicas e nucleares, especificando o chamado problema quéntico de muitos
corpos. Uma das primeiras ferramentas para contornar esse desafio é a chamada aproxi-
macao de Born-Oppenheimer, que, basicamente, consiste em desacoplar as componentes
eletronicas e nucleares da fungao de onda de muitos corpos. Mesmo assim, a fungao de
onda eletronica resultante ainda dependeréa de 3N variaveis eletronicas (em que N é o nu-
mero de elétrons). Nesse contexto, uma das alternativas para o tratamento do problema
quantico de muitos corpos se deu com a proposicao da Teoria do Funcional da Densidade
(DFT) (1,2,3,4,5), introduzida por Pierre Hohenberg e Walter Kohn em 1964. Especi-
ficamente, a partir do formalismo proposto por Walter Kohn e Lu Jeu Sham em 1965,
a DFT utiliza uma equagao de particulas nao interagentes submetidas a um potencial
efetivo capaz de incorporar todos os efeitos da interagao*. Em principio, a DFT é exata.
Contudo, héa a necessidade de aproximarmos os chamados funcionais de troca e correlacao

(XC) (6), que compoem o potencial efetivo utilizado no formalismo de Kohn e Sham'.

O estudo de sistemas unidimensionais (1D) tem contribuido de maneira significativa
para o desenvolvimento da DFT, constituindo incriveis laboratorios tedricos, que visam
o aperfeicoamento de calculos de estrutura eletréonica. Primeiro, pela simplicidade de

implementagao computacional (frente a sistemas tridimensionais). Segundo, apesar da

*Pelo desenvolvimento da DFT, Walter Kohn foi agraciado com o Prémio Nobel de Quimica em 1998.

tO termo de troca vem da teoria quantica, devido a antisimetrizacao da funcao de onda requerida
pelo principio da exclusao de Pauli; a correlacdo advém de corre¢oes para as aproximagoes das energias
cinética e de interagao.
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simplicidade, por permitir o estudo de vinculos e comportamentos a serem satisfeitos
pelos funcionais XC. Também, é importante observar que sistemas 1D podem ser aproxi-
madamente considerados inclusive na perspectiva experimental, como ocorre em trabalhos

envolvendo aplicagoes para SrCuO;y (7) e SroCuOs (8).

A fim de descrever a interagao elétron-elétron em uma dimensao, dois tipos de expres-
soes sao mais comumente consideradas: soft-Coulomb e exponencial. Os funcionais XC
disponiveis na literatura sao limitados a escolhas fixas de parametros (o, A e k) que carac-
terizam tais potenciais, como magnitude e decaimento assintético. No entanto, a variagao
desses parametros pode ser utilizada para estudar a transicao entre sistemas fracamente e
fortemente interagentes (9), comportamento que continua nao bem descrito pela imensa
maioria dos funcionais de densidade, e tido, atualmente, como um dos grandes desafios
da DFT (10). Assim, o principal objetivo deste trabalho refere-se a construgao de uma
aproximagcao XC precisa, que generalize as escolhas de parametros fixos para os potenciais
soft-Coulomb e exponencial, e que seja capaz de descrever adequadamente situagoes mar-
cadas por interacoes fracas e fortes. Uma forma de exemplificar o comportamento de
interacoes fracas e fortes é ilustrada na Figura 1.1, em que consideramos elétrons arma-
dilhados em véarios pocos de potenciais: as alturas das barreiras entre os pogos controlam
as interagoes entre os elétrons. Ou seja, em situagoes menos idealizadas, as geometrias
dos sistemas aos quais os elétrons estao armadilhados (em um so6lido, por exemplo) pode

ser responsavel pela diferenciacao entre interagoes fracas ou fortes.

Sistemas unidimensionais pertencem a uma classe especial chamada de liquidos de
Tomonaga-Luttinger (11,12). Especificamente, em uma dimensao, elétrons possuem a
intrigante propriedade de separar suas cargas e spins em entidades completamente inde-
pendentes: os chargons, que possuem a carga, e 0s spinons, que incorporam apenas o spin
eletronico. Esse mecanismo, chamado de separacao carga-spin, possui evidéncias de ob-
servagoes experimentais (7,8,13). Nesse sentido, utilizaremos aqui a chamada corregao de
separagao carga-spin (SCSC) (14), que, basicamente, consiste em simular a manutengao
de carga e spin juntos — seguindo o formalismo KS da DFT — ao custo da presenga de ho-

lons (as antiparticulas dos chargons). Apresentaremos uma investiga¢ao comparativa dos
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(a)

(b)

Figura 1.1 — Representacao esquematica de elétrons aprisionados em pogos de potencias: da situagao
(a) para a (b) ocorre um incremento da interacdo eletronica em virtude da redugao das
barreiras entre os pogos.

potenciais de interacao aplicados inicialmente apenas ao termo de troca da aproximacao
de densidade local (LDA). Apos isso, formularemos uma proposta de funcional de corre-
lacao construido a partir da SCSC, buscando, através da variacao dos parametros a, A e
k, a correta descricao da transicao entre sistemas fracamente e fortemente interagentes.
Em resumo, considerando elétrons confinados em uma dimensao e em potenciais externos
do tipo harmoénico, efetuaremos duas analises: (i) estudo das oscilagoes de densidade,
cujas frequéncias devem ser alteradas diante da transicao entre interagoes fracas e fortes;
(1i) verificacdo da consténcia do mais alto auto-valor KS ocupado (epo) em funcao de
um namero fracionério de elétrons, que constitui um vinculo exato a ser satisfeito por

funcionais da densidade diante de quaisquer magnitudes de interagao.

Em suma, a presente dissertacao esta assim organizada: no capitulo 2 descreveremos
a DFT, abordando primeiramente a aproximacao de Born-Oppenheimer, em seguida o
teorema de Hohenberg-Kohn, e, finalmente, as equagoes de Kohn-Sham e a aproximagao
LDA. No capitulo 3 introduziremos os sistemas unidimensionais, abordando a separagao
carga-spin prevista pela teoria dos liquidos de Tomonaga-Luttinger, para entao descre-
vermos a aproximacao SCSC. Em seguida, apresentaremos os potenciais de interacao que

serao considerados neste trabalho. O capitulo 4 é dedicado aos resultados e discussoes,
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divididos em duas partes: (i) via solugao exata do oscilador harménico quantico, de-
monstraremos o comportamento das distribui¢goes de densidade nos limites fracamente
e fortemente interagentes, seguindo com a aplicacao e analise da LDA e SCSC para os
potenciais soft-Coulomb e exponencial, respectivamente; (i) investigaremos a constancia

dos ego proporcionada pela LDA e SCSC para os potenciais soft-Coulomb e exponencial.
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2 TEORIA DO FUNCIONAL DA
DENSIDADE

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT) foi proposta por W. Kohn e P. Hohenberg
na década de 60 do século passado, quando propuseram que a densidade eletronica poderia
ser utilizada como variavel chave na descricao de sistemas quanticos de muitas particulas
(1,2,3,4,5,15,16). Nesse sentido, pode-se dizer que a DET é uma reformula¢ao da mecanica
quantica, baseando-se nao em funcoes de onda, mas, sim, no conceito de densidade de
probabilidade (2,5,15,17).

A DFT busca descrever com precisao sistemas de muitos corpos (elétrons e nucleos),
que constituem um dos principais desafios da mecéanica quéntica a ser tratada diretamente
via equacao de Schrédinger. Em principio, o formalismo da DFT é exato, mas, no en-
tanto, necessita de aproximagoes, devido a nao conhecermos com exatidao os chamados
funcionais de troca e correlagao (XC). Sendo assim, a DFT busca boas aproximagoes para
esses funcionais (18), como veremos nos proximos capitulos. Nesta dissertagao desconsi-

deraremos quaisquer efeitos temporais e relativisticos.

2.1 APROXIMACAO DE BORN-OPPENHEIMER

Comecamos escrevendo a equacao de Schrodinger para um sistema qualquer de N

elétrons e M nucleos:

A

H\I/(I'l,I'Q, ..., N, Rl,RQ, ,RM) = E\I’(rl,l‘g, ...,I‘N;Rl,RQ, ...,RM), (21)
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com r sendo as posicoes dos elétrons e R dos nucleos. J4 o Hamiltoniano completo de

muitos corpos é dado por:

R M h2 N h2
[_[:_Z2TrLZiV2R"_22_v 47TEOZZ|R R|

(2.2)

sendo que my e Z representam, respectivamente, a massa e carga dos nicleos; ja m. e
e sao a massa e carga dos elétrons. O primeiro termo da equagao representa a energia
cinética dos nicleos; o segundo termo, por sua vez, a energia cinética dos elétrons; o
terceiro termo as interagoes nicleo-ntucleo; o quarto termo a interacao elétron-nicleo; o

ultimo termo representa a interagao elétron-elétron.

Uma primeira aproximacao foi dada ao verificar que as massas dos ntucleos sao muito
maiores do que as massas dos elétrons. Nesse sentido, a aproximacao de Born-Oppenheimer
(19) consiste em separar o Hamiltoniano completo em duas partes, com dindmicas aproxi-
madamente desacopladas, de nicleos e elétrons (20). Assim, de acordo com a filosofia da
aproximagao de Born-Oppenheimer, é usual considerarmos apenas a parte eletronica, com
as posigoes dos nucleos mantidas como parametros fixos. Assim, a equagao de Schrédinger

é reescrita como:

~

HY(rq,re,...,ry) = EV(r, 19, ..., TN), (2.3)

com o Hamiltoniano (2.2) sendo dado por:

N M

. N2 Z e
H= ZZ:; 2_m6 47T60 Z Z ]r - rJ] 47T€0 Z Z lr; — (24)

Especificamente, nesta dissertacao, consideraremos elétrons confinados em “armadilhas”
harmonicas, sem a presenca de ntcleos. Desse modo, o terceiro termo da equagao ante-
rior serd substituido pelo potencial externo da armadilha, conforme especificaremos na

sequéncia.
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2.2 TEOREMA DE HOHENBERG-KOHN

Com base no artigo escrito originalmente por Hohenberg e Kohn em 1964 (1), a partir
da densidade eletronica n(r) (densidade de probabilidade) é possivel obter de maneira
exata a energia de um estado fundamental Ey (18). O chamado teorema de Hohenberg-
Kohn estabelece que o potencial externo, a menos de uma constante aditiva é um funcional
tnico da densidade n(r) (21). Podemos reescrever a equacao (2.4) da seguinte maneira:

f{ = T + Uee + ‘A/exta (25)

N

com T sendo o termo correspondente para a energia cinética, U,. representa a interacao
elétron-elétron e Vi, representa a energia associada ao potencial externo ao qual o sistema
eletronico é submetido.

Para provar o teorema de Hohenberg-Kohn, vamos propor que dois potencias Vi

71
€ V;)Xt

fornegam a mesma densidade n(r) no estado fundamental. Sendo assim, sejam
dois Hamiltonianos H e H' especificados por esses dois potenciais. Associando-os a duas

fungoes de onda ¥ e V', teremos que
(V| H'|W') = Ey < (V| H'|¥)
Ey < (W[H = Vet + Vi | W) (2.6)

EY < By - / (1) [Vt (1) — e ()] 1,

em que utilizamos a seguinte relagao:

(B[ Ve | ) ://.../\If*(r,rg,...,rN)veXt(r)\I/(r,rg,...,rN)d3rd3r2...d3rN
_ 3

- /n(r) Vext (1) d°1.

Lembrando, o sinal de desigualdade decorre do principio variacional. Da mesma forma,

(2.7)

obtemos a seguinte expressao:
(UIH|V) = By < (V'[H|V)
Eo < (W[H' + Vi — VL |¥') (2.8)

Ey < Ey+ /n(r) [Vext (T) — vl (v)] dPr.
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Agora, somando as equacoes (2.6) e (2.8), teremos que

Ey+ Ey < Ey — /n(r) [Vext (T) — V. (v)]dPr + B} + /n(r)[vext(r) — Vb (r)]dPr 2.9

E,+ Ey < Ey+ E}),.

Ou seja, obtemos uma contradigdo ao impor que os potencias vey (r) e vl (r), diferentes

ext
por mais de um fator constante, produzam a mesma densidade n(r). Isso é o que ex-
pressa teorema de Hohenberg-Kohn, que a densidade n(r) esta vinculada diretamente ao
potencial externo ve(r), que, por sua vez, especifica completamente o sistema.

Agora sabemos que podemos especificar qualquer sistema quéntico por meio da den-
sidade eletronica como variavel chave. A proxima questao a ser apresentada diz respeito
justamente a como implementar o formalismo da DFT. Walter Khon e Lu Jeu Sham, em
seu artigo de 1965 (2), propuseram uma alternativa de contornar a resolu¢do da equa-
¢ao de Schrodinger de muitos corpos interagentes através de uma equacao equivalente de

particulas nao interagentes, submetidas, no entanto, a um potencial efetivo que inclui os

efeitos da interacao, conforme descreveremos na sequéncia.

2.3 EQUACOES DE KOHN-SHAM

Seja um sistema nao interagente (NI) submetido a um potencial efetivo. A equagao

de Schrodinger correspondente sera*:

=T v [l 0)] 020) = i), (210)

com a densidade de probabilidade dada por:

W) = 303 fio k) (211)

o k=1

*Neste trabalho, utilizaremos unidades atdémicas, com m, =e=h=4mey = 1.
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fro € 0 nimero de ocupacao do orbital ko, que, de acordo com o principio de exclusao
de Pauli, pode ter um nimero de preenchimento nao-inteiro de 0 < fi, < 1. ¢ indica as
orientagoes possiveis de spin {,]}.

Por outro lado, em um sistema eletronico interagente, podemos escrever a equacao da

energia total da seguinte maneira:
E[n] - T[n] + Uee[n] + Vet [n]7 (212)

Eln] = Ti[n] + Eu[n] + Ex[n] + (T[n] — T[n] + Uec[n] — Euln] — Ex[n]) + Vex[n], (2.13)
E[n] = Ty[n] + Euln] + Ex[n] + Ec[n] + Vexi[n], (2.14)

em que Ty[n] representa a energia cinética de elétrons ndo interagentes, Ey[n| é a energia
de Hartree, ou seja, uma aproximacao classica da energia de interacao entre as particulas.
FEx[n] representa a energia de troca, que ndo tém anélogo classico, surgindo da antisime-
trizagdo da funcao de onda em virtude do principio de exclusao de Pauli. Eg[n|, por sua
vez, ¢ o termo da energia de correlagao, que inclui todas as corregoes para as aproximagoes
efetuadas nas energias cinética e de interacdo. E comum agrupar troca e correlacio em

um tnico termo, chamado de funcional de troca e correlagao:

Kohn e Sham propuseram uma minimizac¢ao para a equacao da energia total, com o
objetivo de obter a distribuicao da densidade do estado fundamental. Sendo assim, proce-
dendo uma minimizagao funcional vinculada ao nimero total de elétrons N = [ n(r) d®r,

temos que:
0 (Eln] — pN)
on(r)

— 0, (2.16)

com g sendo um multiplicador de Lagrange. Ou seja:

0Ts[n]  OFEu[n] dExc([n] B
Sn() | on(r) | on(r) + Vet [n] (r) = 1, (2.17)

j& que Vexe[n] = [ n(r) vext[n](r) d*r. Para o sistema nao interagente, por sua vez, segue

que:

T[n] _
5 (T) + Vet o [R] (1) = L. (2.18)
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Agora, igualando as equagoes (2.17) e (2.18), teremos a expressao para o potencial efetivo,

dado por:
Vett o 12| () = vn[n|(r) + vxc[n](r) + vext[n] (1), (2.19)
com
E
vg[nl(r) = 5(577,1;1['7)1] = Potencial de Hartree (2.20)
vxcln)(r) = (S(SEX—(C[;%] = Potencial de troca e correlagao (2.21)
n(r

Finalmente, substituindo o potencial efetivo na equagao (2.10), temos o que ficou

conhecido como equagoes de Kohn-Sham:

{—%2 + UKS» [n](r)} Uio (L) = Ego Yio (1), (2.22)

vks 0[] (r) = valn](r) + vxc[n](r) + vex[n](r), (2.23)

n(r) = Zzgfka‘wka(r)‘z- (2.24)

o k=1

Desse modo, a partir de uma equacao nao interagente, ¢ possivel obter a mesma densi-
dade do estado fundamental que obteriamos caso resolvéssemos a equacao de Schrodinger
para o sistema interagente. A equagao de Kohn-Sham ¢ resolvida via ciclo de autoconsis-

téncia, como demonstrado no esquema a seguir:

| Chute Inicial: | ny(r)

UKS, [n](r)

5 + s 1)) i () = souil ) Nio
(1) = 5, 5 ot (o) ) L na )]
Sim

| Observéveis fisicos |
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Como ja haviamos mencionado anteriormente, em principio a DFT é exata, mas como
nao sabemos quem sao os potenciais de troca e correlagdo (XC) exatos, a DFT precisa
de boas aproximagoes para esses funcionais. Comumente, uma das aproximagoes mais
utilizadas para os funcionais XC é a Aprozimacdao da Densidade Local (LDA), que des-

creveremos na proxima secao.

2.4 APROXIMACAO DA DENSIDADE LOCAL

Intimeras aproximacoes para o funcional XC surgiram na histéria do desenvolvimento
da DFT que conhecemos hoje. Mas, sem sombra de duvidas, a aproximag¢ao mais sim-
ples e, consequentemente, uma das mais utilizadas, é a que inicialmente foi proposta por
Hohenberg e Kohn em 1964 (1): a aproximagao da densidade local (LDA). Esquematica-
mente, temos que

ELDA[p] = / O (2.25)
Em que e2"[n] representa a energia de troca e correlagdo por volume de um sistema
homogéneo com densidade n. Uma representacao esquematica da aproximacao LDA é
apresentada na Figura 2.1.

Apesar do grande sucesso dessa aproximacao, é sabido que ela falha ao descrever alguns
vinculos exatos, como a transicao entre sistemas fracamente e fortemente interagentes
(10), além da constancia dos autovalores Kohn-Sham diante de cargas fracionarias (22),

casos que serao especialmente analisados neste trabalho.
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Aproximacdo da Densidade Local - LDA

n(7) = constante

Figura 2.1 — Representacao esquemética da aproximacgao da densidade local.
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3 SISTEMAS UNIDIMENSIONAIS

Sistemas unidimensionais (1D) s@o incriveis laboratorios teéricos, visando o aperfeigo-
amento de calculos de estrutura eletronica através da relativa simplicidade de implemen-
tagao computacional. Especificamente, via DFT, sistemas 1D podem ser utilizados para
investigar vinculos dos potencias XC, como forma de gerar intui¢ao sobre o que deve ser
incorporado, por exemplo, em descri¢oes tridimensionais.

O Hamiltoniano unidimensional aqui utilizado, com N elétrons interagentes e arma-
dilhados em um potencial externo, é escrito como:

L 1 &
H = Z |:——_2 + Uext(xi):| + = Z vint(azi, LU]'). (31)
— | 2dz; 2

i,j=1
(i#£3)

O potencial externo v adotado neste trabalho serd do tipo harménico, dado por:
T
Vext (T) = qw . (3.2)

Em uma dimensao, o potencial de interacao, viy, com elétrons nas posigoes x; e x;, ¢

modelado conforme descreveremos na segao 3.2.

3.1 SEPARACAO CARGA-SPIN

Sistemas unidimensionais pertencem a uma classe especial chamada de liquidos de
Tomonaga-Luttinger (11,12, 14,23,24). Segundo a teoria dos liquidos de Luttinger, o
Hamiltoniano de sistemas 1D pode ser desacoplado em duas contribuig¢oes completamente

separadas, uma contendo apenas o spin e outra a carga, ou seja:

H:ﬁg—l-ﬁp, (33)
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no qual ﬁg representa o termo contendo apenas a parte de spin e ﬁp apenas a carga.

Podemos reescrever esse hamiltoniano da seguinte maneira:
H = Hy+ Hy, (34)

em que o termo H, representa o Hamiltoniano da energia cinética nao interagente e o
segundo termo H; inclui todos os efeitos da interagao.

A ideia da separacao carga-spin consiste em separar o elétron em duas entidades inde-
pendentes, spinons contendo apenas a informagao do spin e os chargons, contendo apenas
as cargas dos elétrons (14,25,26). Esse mecanismo possui evidéncias de observagoes expe-
rimentais em aplicagdes para ligas de 6xidos de cobre-estroncio (7,8,13). Especificamente,
utiliza-se a técnica de espectroscopia fotoelétrica, que consiste em incidir uma radiacao
sobre a amostra. Quando absorvem as energias dos fotons, a ejecao de elétrons deixa a pre-
senga de buracos (holes), com uma ramificagdo gerada na curva de energia, caracterizando
a separagao carga-spin. Em um sistema nao interagente de Kohn-Sham (KS), por sua vez,
temos que carga e spin se mantém acoplados, fazendo com que abordagens convencionais
como a LDA venham a falhar ao descrever sistemas fortemente interagentes (14).

De acordo com a ideia original (14) representada na Figura 3.1, propomos que os
estados ocupados de um sistema de KS nao interagente sejam construidos mantendo
carga e spin juntos, ao custo da presenga de holons (antiparticulas dos chargons), cuja
densidade é aqui especificada por nt(z). Desse modo, podemos reescrever o potencial
de KS como sendo um funcional que depende de n¥%(x) e n*(x), conforme expresso na

equacao a seguir:

6(Hr) — 6(Hy)
onKS(z)  ont(z)’

vis [1(x) = vext(7) +

de tal modo que,

@)= 3 3 L@l (3.6)

o=],1 k=1
(Hp) rotula o valor esperado do termo de interagao de H, conforme propusemos na equagcao

(3.4). Essa ¢é a esséncia da chamada corregao de separagao carga-spin (SCSC). O fator
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(b) Sistema Fortemente (c) Sistema Khon-Sham
Interagente

(a) Sistema ndo interagente

33
ST
FEELL

spins e carga spinons e chargons spins e carga juntos
juntos separados + Spinless holons

Figura 3.1 — Representacao esquemética de ocupagao dos niveis quanticos. (a) Sistema nao interagente,
com spin e cargas juntos. (b) Sistema fortemente interagente, contendo spin e cargas
separados. (c) Sistema ndo interagente de KS, contendo spin e cargas juntos ao custo da
presenga de holons.

1/2 na equagao (3.6) evita a dupla ocupacdo e, como os holons s@o as antiparticulas da

chargons, assumimos o sinal negativo no potencial de KS.

3.2 POTENCIAIS DE INTERACAO E DE KOHN-
SHAM

Nesta secao especificaremos os potenciais de interacao a serem utilizados na equacao
(3.1). Em uma dimensao, o potencial soft-Coulomb é a aproximagao mais comum (27,28,
29). Como o nome ja menciona, baseia-se no potencial Coulombiano, mas submetido a

uma suavizagao o

1
Uint(xi,%‘) = Usc(xz',%‘) = (3~7)

V(e =22+ a?

em que x; — x; indica a separacao elétron-elétron.
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Uma alternativa para o potencial de interacao soft-Coulomb é o chamado potencial de

interagao exponencial (27,30), dado por:
Vint (T4, ;) = Vexp (@i, T5) = Ael=rlziza;l], (3.8)

em que os coeficientes kK e A sdo pardmetros que caracterizam a interacao eletronica,
controlando o decaimento da exponencial e a interagao local, respectivamente. Na Figura
3.2 apresentamos uma comparacao entre os dois tipos de potencial de interacao para

escolhas arbitrarias dos parametros a, A e k.

1,5 T T T 1,5 T T T
(a) soft - Coulomb (b) Exponencial
104 —— A=1,27/ k=0,4 |
— ~ — A=1,07/ «=0,4
=™ =T ——A=1,07/ k=0,6
= z
0 s 05+ 1
N a®
0,0 t t f
-10 5 0 5 10

Figura 3.2 — Potenciais de interagdo unidimensionais definidos nas equagoes (3.7) e (3.8).

Trabalhos recentes tém construido potenciais XC apenas para parametros fixos a, A e
K, sem a possibilidade de variagdo. No entanto, como ja mencionado por Helbig et al. (9),
a variacao desses parametros pode ser justamente utilizada para estudar a transicao de
sistemas fracamente para fortemente interagentes. Neste trabalho, no entanto, preferimos
utilizar apenas as energias de troca, que possuem solucao analitica, pois a rigor, teriamos
que reconstruir as aproximagoes de correlacao a fim de generalizar a dependéncia com os
parametros dos potenciais. No caso da LDA, por exemplo, isso levaria & necessidade da
solucao numérica precisa de sistemas homogéneos, para quaisquer valores de «a, A e k.
O complemento de correlagao, conforme sera descrito, serda dado através da correcao de
separagao carga-spin (SCSC).

De forma exata, a energia de troca é escrita da seguinte maneira:

Bo= 33 / / U (') i (2) vl — 2) 65, (&) yo(x) du da’,  (3.9)

o ij=1
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em que termo v..(x — x’) representa justamente os potencias de intera¢do do tipo soft-
Coulomb ou exponencial. Seguindo a defini¢ao da equagao (2.25), a energia de troca LDA

aproximada, por sua vez, é escrita como:

FLPAR] — / Hom ()] d, (3.10)

ou seja, precisamos apenas da solugdo da equacao (3.9) para sistemas homogéneos. O

potencial de troca LDA (xLDA), entao, sera escrito como:

WEPA[p] () = (SEEH—(ZL)(I)] (3.11)

Para o potencial de interacao soft-coulomb, conforme demonstrado no apéndice A, a

expressao é dada por:

oalnl(@) = — n(e) [ W g,

0 T n(z) o 2
yQ\/y2+<—2 )

w2 sin?

SANRCE b (v)
+— ()/0 y2\/y2+(%)

(3.12)

dy,

N

com as integrais sendo implementadas numericamente nos cédigos computacionais. Para
o potencial de interacao do tipo exponencial, cuja derivagao pode ser encontrada no

apéndice B, teremos que:

A mn(x
o0 () = — 2 axctan ( ( )) . (3.13)
s K
Esse potencial de interacao pode ser uma alternativa viavel em comparacao ao potencial
do tipo soft-Coulomb, uma vez que é de mais facil implementagao computacional.

Assim, por fim, podemos escrever a equagao para o potencial de Kohn-Sham para a

xLDA unidimensional, seja soft-Coulomb ou exponencial:

VBB A (2) = e () + vy P[] () + oS ol (] (). (3.14)

O potencial de Hartree, vy[n|(x), é obtido a partir da energia de Hartree, que, por sua

vez, ¢ dada por:

Eqn] = %//vee(x — ) n(z)n(2") dx dx'. (3.15)
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Assim:

valn|(z) = 5(5:25;] = /vee(a: —2')n(z") da’, (3.16)

com Uee(x — ') também indicando os potencias de intera¢do do tipo soft-Coulomb ou
exponencial.

Do mesmo modo que para a xLDA, escrevemos a SCSC da seguinte maneira:

vis PR (2) = ves (@) + vl P 0] (2) + O Al In] (x)
(3.17)

— o3Pt () — VIR [t ().

Perceba que podemos interpretar a soma dos trés dltimos termos da equacgao anterior
como a nossa proposta para o funcional de troca e correlagao. Ou seja, a equagao (3.17)

pode ser reescrita como:

Vs PR R)(2) = vee (@) + v P [n] () + vid P n] (). (3.18)

O potencial SCSC/xLDA da equagao (3.18) nao é um funcional derivado de um funci-
onal de energia XC conhecido, isto é, trata-se de uma correcao direta para o potencial KS.
Apesar disso, a utilizacao de potenciais como “sementes” tem sido considerada uma rota
promissora para novos desenvolvimentos na DFT (31,32,33,34,35). Também, vale desta-
car que a nossa proposta de funcional XC permite quaisquer escolhas para os parametros
a, A e k, quase que sem aumento de incremento computacional, e sem a necessidade de
construir novos funcionais de correlagao. Um outro aspecto importante, que gerou muitos
trabalhos nas tltimas décadas de desenvolvimento da DFT, é que o potencial SCSC da
equagao (3.18) ¢é livre do chamado erro de auto-interacao (36,37,38,39,40): diferente do
que ocorre com a maioria dos potenciais KS, em uma situagao monoeletrénica (N = 1) a

equagao (3.18) sera ezxata, prevendo apenas a contribui¢ao do potencial externo.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, apresentaremos um estudo sistemético comparativo dos potenciais de
interacao do tipo soft-Coulomb e exponencial, buscando a correta descricao da transigao
entre sistemas fracamente e fortemente interagentes, via formalismo KS da DFT. Em
sintese, procederemos dois tipos de anélise: (i) estudo das oscilagoes de densidade prove-
nientes de sistemas com elétrons armadilhados em potenciais externos do tipo harmonico;
(1) verificagdo da consténcia do mais alto ocupado auto-valor KS (ego) em fungao de um
ntmero de elétrons fracionérios, igualmente confinados em potenciais harménicos.

Como base no que acabamos de propor, especificamente em relacao a primeira analise,
podemos colocar a seguinte pergunta: como esperamos que se comporte a densidade
eletronica de sistemas fracamente e fortemente interagentes? Essa é uma pergunta que
responderemos na proxima se¢ao, a partir de solugoes analiticas do Oscilador Harmonico

Quantico.

4.1 PERFIS DE DENSIDADE

4.1.1 Oscilador Harmoénico Quantico Unidimensional

As oscilagoes de Friedel (FO) sao oscilagbes da densidade eletronica que aparecem
em sistemas ndo homogéneos (41), emergindo como ferramenta no estudo de sistemas

de muitos corpos (42,43,44,45,46). Particularmente em uma dimensao, as FO podem
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ser utilizadas como uma ferramenta para identificar a transicao do regime fracamente
para o fortemente interagente: é sabido que o aumento da interacao eletrénica é acom-
panhado por um aumento nas frequéncias das FO, cujo valor é conhecido por passar de
2kp (fracamente) para 4kp (fortemente interagente). Utilizando os modelos de intera-
¢ao soft-Coulomb e exponencial, investigaremos se os potenciais de troca LDA (xLDA),
assim como as aproximacoes SCSC associadas, sao capazes de descrever a transicao de
2kp — 4kp — via alteracdo dos parametros a, A e k. Deve-se enfatizar que os funcionais
de densidade geralmente nao sao capazes de produzir tal transi¢ao, nem os mais precisos
que a LDA. Um dos poucos exemplos bem sucedidos é o funcional SCE publicado recen-
temente (47,48), que, no entanto, nao utiliza o formalismo de separagao carga-spin nem
os potenciais de interagao soft-Coulomb ou exponencial.

Dois limites sdo bem conhecidos: (a) o caso nao interagente, quando o« — oo e A — 0,
cuja solugao analitica é trivial; (b) o caso fortemente interagente, para o qual o — 0, A —
oo e k — 0. O segundo caso também pode ser tratado analiticamente: sabe-se que elétrons
fortemente interagentes se comportam como cargas “sem spin” nao interagentes, com
ocupagdo de orbital igual a um (mesmo que tenhamos Ny = N = N/2 elétrons) (49,50).
O Hamiltoniano para o oscilador harmoénico quéntico unidimensional nao interagente é

expresso da seguinte maneira:

2
- 1
H= % + §w2x2, (4.1)

com a fungao de onda dada por (51):

o) = = (2) e 1 (ve). (42)

em que v representa o nimero quantico vibracional e H, sao os Polindbmios de Hermite,

cujos alguns valores sao dados por:

Hy(x) = 1;
Hy(z) = 2a; (4.3)
Hy(z) = 42* — 2;

Hj(z) = 82° — 12x.
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Diante disso, no limite nao interagente, a distribuicao de densidade de um caso

com N = 4 elétrons (com Ny = N|) — no estado fundamental — serad dada por:

N (z) = 2o () |* + 2[thpei (2)]?

2 1
M) =2 ()" e S e (4.4)
1
nN(2) =2 <%> P e 1 + 2wa?).

Ja para o limite fortemente interagente (SI*), a distribuigao de densidade, também

no estado fundamental, adquire o seguinte formato:

0% (2) = Yo (2) > + [oe1 (@) + [Yoma (@) > + [Yps(@)]?

T ? 1 1
nS(z) = (;) e {1+ §4wx2 + 3 [16w?z?* + 4 — 16wz?]
1
+ 5 (64 w?2® + 144 wa? — 192 w?2?]} (4.5)
SI W\T g2 1 2 24, 4 35
n(x)z(;) e {1+§+3wx — 2w’x —i-gwx}

)
n(z) = g <§>§ e {1 4 2wz — % w?zt + g w?z%}.

Na Figura 4.1 apresentamos as curvas para ambos os casos. Especificamente, obser-
vamos a mencionada mudanca na frequéncia das oscilagoes de Friedel, com a presenca de
dois picos (2kr) no limite nao interagente e quatro picos (4kr) na situacao fortemente
interagente. O tultimo caso é uma assinatura de interacao forte, evidenciando uma justi-
ficativa fisica para termos construido a equagao (4.5) da maneira que fizemos: no estado
fundamental, a presenca dos quatro picos bem definidos indica elétrons o mais afastados

possivel, em virtude da interacao forte.

Portanto, agora sabemos como devera ser o comportamento para a distribuicao da
densidade nos dois limites. Na proxima subsecao faremos um comparativo para a transi¢cao

de interacao via potencial de interagao soft-Coulomb.

*do inglés Strongly Interacting.
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T T I
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Figura 4.1 — Oscilador Harmonico Quéantico 1D nos limites ndo interagente e fortemente interagente

4.1.2 Potencial Soft-Coulomb

Nesta subsecao, utilizando como referéncia as mesmas condi¢oes da se¢ao anterior, po-
rém, via abordagem Kohn-Sham da DF'T, investigaremos o desempenho das aproximacoes
xLDA e SCSC no contexto da interacao do tipo sof-Coulomb. Inicialmente, manteremos
w constante e variaremos «. Em seguida faremos o oposto, visto que uma alteracao de
w também simula uma variagao da correlagao eletréonica: um menor valor de w torna o
sistema mais “diluido”, levando, consequentemente, a um sistema mais correlacionado. Os

resultados para a distribuicao da densidade sao apresentados na Figura 4.2.

Como podemos perceber, para a aproximacao xLLDA, ao mantermos w constante e
variarmos «, fica visivel que ela é capaz de descrever com precisao sistemas fracamente
interagentes (2kr), falhando, no entanto, ao descrever interagoes fortes (4kp). Ou seja,

nao percebemos a transicao de dois picos para quatro picos. Ja a abordagem SCSC asso-
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Figura 4.2 — Potencial de interagao tipo soft-Coulomb, nas aproximagoes

ciada, por outro lado, demonstra-se eficaz em descrever a transi¢ao de 2kr — 4kpr. Como
proximo passo, mantemos « constante e variamos w. Mais uma vez, apenas a SCSC é
capaz de descrever a transi¢do. Na Figura 4.2 (c) vale destacar um comportamento co-
nhecido da LDA: na medida em que w é reduzido, os elétrons tendem a ser excessivamente

deslocalizados, o que é conhecido como erro de deslocalizagio (10).

Na proxima subsecao, realizaremos uma investigagao semelhante a efetuada aqui, po-

n(x)

n(x)

0,5 . .
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0,4 . f
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xLDA e SCSC, aplicadas
a sistemas 1D com 4 elétrons (N} = N;) confinados em um potencial harmoénico. Os

parametros « e w sdo definidos nas equagoes (3.7) e (4.1), respectivamente. (a) e (b)

Mantemos w constante e variamos a, comparando com as solugoes analiticas da Figura 4.1.

(c) e (d) Mantemos a constante e variamos w, comparando apenas com uma solu¢ao do

caso fortemente interagente (linhas tracejadas).

rém, via potencial de interagao do tipo exponencial.
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4.1.3 Potencial Exponencial

O potencial de interagao exponencial apresenta dois parametros ajustéaveis, A e s, con-
forme definidos na equagao (3.8). Assim, através apenas da variagdo desses parametros,
além de w, investigaremos como eles interferem na transicao de sistemas fracamente para

fortemente interagentes. Os resultados sao apresentados na Figura 4.3, para as abordagens

xLDA e SCSC.

Nao muito diferente dos resultados da secao anterior, observamos que a xLDA nao é
capaz de reproduzir satisfatoriamente a transicao de sistemas fracamente para fortemente
interagentes. Ja a SCSC, mais uma vez, é capaz de reproduzir ambas as situagoes, com
uma nitida transicao de dois para quatro picos em funcao do incremento de A e reducao
de k ou w, sempre com dois pardmetros mantidos constantes. Como observagao adicional,
podemos citar o fato de, diferentemente da secao anterior, nao reproduzirmos com precisao
as curvas fracamente interagentes analiticas. Na verdade, bastaria reajustar os valores dos
parametros para conseguir tal reproducao. No entanto, esse nao é o nosso objetivo aqui,

e sim verificar a transi¢ao 2krp — 4kp.

Na proxima secao realizaremos uma nova investigacao, buscando verificar o vinculo da
constancia do mais alto ocupado autovalor Kohn-Sham diante de um hipotético nimero

fracionario de elétrons.

4.2 MAIS ALTO OCUPADO ORBITAL KOHN-SHAM

Uma alternativa para averiguarmos a precisao das aproximagoes aqui adotadas consiste

em analisar a constancia dos mais altos autovalores KS ocupados (eno ), obtida através da
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Figura 4.3 — Analogo ao apresentado na Figura anterior, porém, para o potencial de interagido do tipo
exponencial. (a), (b) Mantendo w e k constantes e variando 4; (c), (d) mantendo w e A
constantes e variando «; (e), (f) mantendo x e A constantes e variando w.

relagdo da energia total (Ey) em fungdo de um nimero de elétrons (N) fracionarios (52,
53). Elétrons fracionérias nao existem em sistemas reais, mas, no entanto, sao largamente

empregados como teste de vinculos exatos. No caso de elétrons fracionérios, a densidade

¢ dada pela seguinte equacao:

n(@) =" fio (@), (4.6)

o=t k=1
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com 0 < fr, < 1 sendo o ntmero de ocupagao do orbital ko e 1y, (x) os orbitais KS.

Podemos expressar Fn em termos de fj e ¢, da seguinte maneira:
En[n] = Ti[n] + Eun] + Excln] + /Uext(x) n(z) dx

=5 % fur (e

o=t k

(4.7)

—%VQ‘ wk(,> + Eu[n] + Excln] + / Vext () n () dz.

Fazendo uma derivada funcional e utilizando a regra da cadeia, obtemos o conhecido

)
+/%@) {EH[n] + Exc[n] +/vext(a:) n(z) dx} 5ng(ki) .
- <wko w’w> + /¢Zg($) vks () Yo () d

= Eko-

teorema de Janak (52):

5EN = <wkcr

1 2
6fko _§V

4.8
" (4.8)
2

Uma vez que,
N=>" fo (4.9)
ko

e, permitindo nameros de elétrons nao inteiros (0 < fgo < 1) apenas para o orbital mais
alto ocupado (HO), com todos os demais tendo ocupagao igual a um (fy, = 1), teremos

que (54):
65% = eyo = constante. (4.10)
Convém destacar que os autovalores KS de mais alta energia possuem um significado
fisico muito util: sao iguais ao negativo do potencial de ionizacao, conforme demonstrado
no teorema de Koopmans (55,56). Além disso, a equagao anterior fornece um vinculo
exato a ser satisfeito por funcionais da densidade, ou seja, a constancia de ego diante de
hipotéticas cargas fracionarias para quaisquer magnitudes de interacao.
Os sistemas aqui adotados inicialmente comecarao contendo trés elétrons, seguindo um
preenchimento fracionario até atingir um total quatro elétrons (sempre com Ny = N|). Em
todos os casos, consideraremos o mesmo potencial externo vey; do tipo harmonico adotado

na secao anterior. Na Figura 4.4 apresentamos a comparacao para as aproximagcoes xLDA

e SCSC, obtidas via interagao soft-Coulomb. Através da comparacao direta entre as
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aproximacoes, observamos, seja através da variacao do parametro w ou «, uma melhor

constancia proporcionada pela SCSC em comparacao com a xLDA.

044 (a) Soft-Coulomb | 04 (b) Soft-Coulomb |
' xLDA
« =100 =100 SCSC
a=1 o=
o= 0,5 o= 0,5
a=0,1 a=0,1
=) 2 Q 2
ot 024 0 =0,02 i «F 024 0 =0,02 ]
0,0 7 0,0 /ﬁj
3,0 3,5 4,0 3,0 3,5 4,0
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I 024 i W 02
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N

Figura 4.4 — Sistemas 1D com egp em fungdo N fracionarios para o potencial de interagdo do tipo
soft-Coulomb. Em relagao aos valores originais, convém observar que todos os valores
apresentados foram subtraidos de um fator constante, tornando ego = 0 para N = 3,0.

Conforme apresentado na Figura 4.5, para o potencial de interagao exponencial, sem-
pre mantendo dois parametros fixos, também observamos uma significativa constancia
proporcionada pela SCSC, deixando evidente que independente do potencial de interagao
adotado aqui, seja ele o soft-Coulomb ou exponencial, percebemos uma maior precisao
através da utilizacao da aproximagao SCSC.

Com a variacao dos parametros «, A e k observamos um comportamento previsto, ou
seja, na medida que aumentamos a intera¢ao no sistema analisado, os funcionais XC se
tornam mais imprecisos. Em contrapartida, com a variacao do parametro w obtivemos
um comportamento diferente. Podemos sugerir como hipotese de explicagdo a maneira
como a LDA é construida, baseando-se em sistemas homogéneos como aproximacao para

descrever sistemas nao-homogéneos. Assim, conforme o sistema fica mais diluido, ele se
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Figura 4.5 — Anélogo ao apresentado na Figura anterior, porém, para o potencial de interagdo do tipo

exponencial.

assemelha cada vez mais a um sistema homogéneo, tornando a descricao mais precisa.
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5 CONCLUSOES

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT) é hoje uma das principais ferramentas
utilizadas na descrigao da estrutura eletronica da matéria. A popularizacao da DFT
ocorreu por meio da formulagdo de Kohn e Sham (KS), tal que o estudo de sistemas
unidimensionais (1D), como laboratorios tedricos que sao, tem contribuido de maneira
significativa para o desenvolvimento da DFT. Os sistemas unidimensionais pertencem a
uma classe especial de liquidos de Tomonaga-Luttinger.

A fim de descrever a interagao elétron-elétron em 1D, dois tipos de expressoes sao
mais comumente consideradas: soft-Coulomb e exponencial. Os funcionais de troca e
correlagao (XC) disponiveis na literatura sao limitados a escolhas fixas dos parametros «,
A e k, que descrevem esses dois tipos de potenciais de interacao. No entanto, a variagao
desses parametros pode ser utilizada para estudar a transicao entre sistemas fracamente
e fortemente interagentes.

Descrever sistemas fortemente interagentes é atualmente um dos grandes desafios mo-
dernos da DFT. Especificamente, o presente trabalho visou dar uma contribuicao para
esse desafio, utilizando-se de uma alternativa que mantivesse livre a escolha dos parame-
tros de interagao. Especificamente, utilizamos a ideia da corre¢ao separacao carga-spin
(SCSC) para construir potenciais XC “generalizados”.

Nesse sentido, especificamente, apresentamos um estudo sistemético comparativo dos
potenciais de interacao do tipo soft-Coulomb e exponencial, para a aproximagao da den-
sidade local do termo de troca (xLDA) e SCSC. Como sistemas modelos, consideramos
elétrons armadilhados em potenciais externos harmonicos, verificando, em um primeiro
momento, as curvas para as oscilagdes de densidade. Em um segundo momento, verificou-
se a constancia do mais alto ocupado autovalor Kohn-Sham (epo) em fun¢do de um nimero
de elétrons fracionarios.

Para as oscilagoes de densidade, observamos que a xLDA nao é capaz de reprodu-
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zir satisfatoriamente a transicao de sistemas fracamente para fortemente interagentes,
nao descrevendo a transicao de frequéncias de 2kr — 4kr. Em contrapartida, a SCSC
foi capaz de reproduzir com relativa precisao ambas as situacgoes. O estudo de sistemas
com cargas fracionarias, por sua vez, possibilitou observamos uma significativa constancia
proporcionada pela SCSC, deixando evidente que independente do potencial de interacao
adotado, seja ele o soft-Coulomb ou exponencial, percebemos que os vinculos exatos dos
funcionais XC tendem a ser mais bem descritos através da utilizagao da aproximagao
SCSC. Como perspectiva de trabalhos futuros, podemos pensar na aplicacao da SCSC a
outros tipos de potencias de interagao e em sistemas mais complexos (como, por exemplo,
em modelos de atomos e moléculas 1D). Também, podemos considerar a aplicagdo da
aproximacao SCSC a funcionais LDA que incorporem explicitamente a correlacao eletro-
nica (além, portanto, da xLDA), ja generalizados como func¢ao dos parametros a, A e

K.



A7

REFERENCIAS

HOHENBERG, P; KOHN, W. Inhomogeneous Electron Gas. Physical Review,
v. 136, p. 864-871, 1964.

KOHN, W.; SHAM, L. Self-consistent equations including exchange and cor-
relation effects. Physical Review, v. 140, p. A1133-A1138, 1965.

KOHN, W. Nobel lecture: electronic structure of matter-wave functions and
density functionals. Reviews of Modern Physics, v. 71, n. 5, p. 1253-1266, 1999.

MATTSSON, A. In pursuit of the “divine” functional. Science, v. 298, n. 5594,
p. 759, 2002.

PERDEW, J.; RUZSINSZKY, A.; TAO, J.; STAROVEROV, V.; SCUSERIA, G.;
CSONKA, G. Prescription for the design and selection of density functional
approximations: more constraint satisfaction with fewer fits. The Journal of
Chemical Physics. v. 123, p. 062201, 2005.

CAPELLE, K. A bird’s-eye view of density-functional theory. Brazilian Journal
of Physics, v. 36, n. 4A, p. 1318-1343, 2006.

KIM, B. J.; KOH, H.; ROTENBERG, E.; OH, S. -J.; EISAKI, H.; MOTOYAMA,
N.; UCHIDA, S.; TOHYAMA, T.; MAEKAWA S.; SHEN, Z. -X.; KIM, C. Distinct
spinon and holon dispersions in photoemission spectral functions from one-
dimensional SrCuQ,. Nature Physics, v. 2, p. 397-401, 2006.

SCHLAPPA, J.; WOHLFELD, K.; ZHOU, K. J.; MOURIGAL, M.; HAVERKORT,
M. W.; STROCOV, V. N.; HOZOI, L.; MONNEY, C.; NISHIMOTO, S.; SINGH,
S.; REVCOLEVSCHI, A.; CAUX, J. -S.; PATTHEY, L.; RO.NNOW, H. M.; VAN
DEN BRINK, J.; SCHIMITT, T. Spin-orbital separation in the quasi-one-
dimensional Mott insulator SroCuO3. Nature, v. 485, p. 82-85, 2012.



48

10

11

12

13

14

15

16

17

18

REFERENCIAS

HELBIG, N. ; FUKS, J. I.; CASULA, M.; VERSTRAETE, M. J.; MARQUES, M. A.
L.; TOKATLY, I. V.; RUBIO, A. Density functional theory beyond the linear
regime: Validating an adiabatic local density approximation. Physical Review
A, v. 83, p. 032503, 2011.

COHEN, A. J.: MORI-SANCHEZ, P; YANG, W. Challenges For Density Func-
tional Theory. Chemical Reviews, v. 112, p. 289-320, 2012.

TOMONAGA, S. Remarks on Bloch’s Method of Sound Waves applied to
Many-Fermion Problems. Progress of Theoretical Physics, v.5, p. 544-569, 1950.

LUTTINGER, J. M. An Exactly Soluble Model of a Many-Fermion System.
Journal of Mathematical Physics, v. 4, n. 9, p. 1154-1162, 1963.

JOMPOL, Y.; FORD, C. J. B.; GRIFFITHS, J. P.; FARRER, I.; JONES, G. A.
C.; ANDERSON, D.; RITCHIE, D. A.; SILK, T.W.; SCHOFIELD, A. J. Probing
Spin-Charge Separation in a Tomonaga-Luttinger Liquid. Science, v. 325, p.
597-601, 2009.

VIEIRA, D. Spin-independent V-representability of Wigner crystal oscillati-
ons in one-dimensional Hubbard chains: The role of spin-charge separation.
Physical Review B, v. 86, p. 075132, 2012.

MIGUEL, A. M. O Que é e para que serve a Teoria dos Funcionais da
Densidade?. Gazeta de Fisica, v.29, n. 4, p. 10-15, 2006.

PARR, R.; YANG, W. Density-functional theory of atoms and molecules.
New York: Oxford University Press, ISBN 0-19-504279-4, p. 352, 1989.

BENTO, M. E. Funcionais Orbitais: Investigacao de Estratégias de Imple-
mentagao no Contexto da Formulacao Kohn-Sham da Teoria do Funcional
da Densidade. Dissertagao (Mestrado em Fisica) - Universidade do Estado de Santa
Catarina, Joinville, 2015.

VIEIRA, D. Estudo das Oscilagoes de Friedel em Modelos de Metais Uni-
dimensionais. Dissertacao (Mestrado em Fisica) - Universidade Estadual de Sao
Paulo, Sao Carlos, 2006.



19

20

21

22

23

24

25

26

27

REFERENCIAS 49

BORN, M; OPPENHEIMER, R. Zur quantentheorie der molekeln. Annals of
Physics, v. 84, n. 4, p. 457-484, 1927.

CLAVERIE, P.; DINER, S. The concept of molecular structure in quantum
theory: Interpretation problems. Israel Journal of Chemistry, v. 19, p. 54, 1980.

DUARTE, H. A. Indices de reatividade quimica a partir da teoria do fun-
cional de densidade: formalismo e perspectivas. Quimica Nova, Sao Paulo , v.
24, n. 4, p. 501-508, 2001.

VIEIRA, D. Correcoes de auto-interacao na teoria do funcional da densi-
dade: investigacao em modelos de sistemas de muitos corpos. Tese (Douto-
rado em Fisica Basica) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos, 2010.

HALDANE, F. D. M. ‘Luttinger liquid theory’ of one-dimensional quantum
fluids. I. Properties of the Luttinger model and their extension to the gene-
ral 1D interacting spinless Fermi gas. Journal of Physics C: Solid State Physics,
v. 14, n. 19, p. 2585-2609, 1981.

LIMA, N.; SILVA, M.; OLIVEIRA, L.; CAPELLE, K. Density-functionals not
based on the electron gas: Local-density approximation for a Luttinger
liquid. Physical Review Letters, v. 90, p. 146402, 2003.

VIEIRA, D. Strong Correlations in Density-Functional Theory: A Model
of Spin-Charge and Spin-Orbital Separations. Journal of Chemical Theory and
Computation, v. 10, p. 3641-3646, 2014.

JOMPOL, Y.; FORD, C. J. B.; GRIFFITHS, J. P.; FARRER, I.; JONES, G. A.
C.; ANDERSON, D.; RITCHIE, D. A.; SILK, T. W.; SCHOFIELD, A. J. Probing
Spin-Charge Separation in a Tomonaga-Luttinger Liquid. Science, v. 325, p.
597-601, 2009.

BAKER, T. E.; STOUDENMIRE, E. M.; WAGNER, L. O.; BURKE, K.; WHITE,
S. R. One Dimensional Mimicking of Electronic Structure: The Case for
Exponentials. Physical Review B, v. 91, p. 235141, 2015.



50

28

29

30

31

32

33

34

35

36

REFERENCIAS

EBERLY, J. H.; SU, Q.; JAVANAINEM, J. High-order harmonic production
in multiphoton ionization. Journal of the Optical Society of America B, v. 6, p.
1289-1298, 1989.

WAGNER, L. O.; STOUDENMIRE, E. M.; BURKEAB, K.; WHITE, Steven R. Re-
ference electronic structure calculations in one dimension. Physical Chemistry
Chemical Physics, v. 14, p. 8581-8590, 2012.

ELLIOTT, P.; CANGI, A.; PITTALI, S.; GROSS, E. K. U.; BURKE, K. Almost
exact exchange at almost no computational cost in electronic structure.
Physical Review A, v. 92, p. 022513, 2015.

KAROLEWSKI, A.; ARMIENTO, R.; KUMMEL, S. Polarizabilities of Polya-
cetylene from a Field-Counteracting Semilocal Functional. Journal of Chemi-
cal Theory and Computation, v. 5, n. 4, p. 712-718, 2009.

OLIVEIRA, M. J. T.; RASANEM, E.; PITTALIS, S.; MARQUES, M. A. L. Toward
an All-Around Semilocal Potential for Electronic Exchange. Journal of Che-
mical Theory and Computation, v. 6, n. 12, p. 3664-3670, 2010.

BOGUSLAWSKI, K.; JACOB, C. R.; REIHER, M. Optimized unrestricted
Kohn-Sham potentials from ab initio spin densities. The Journal of Chemical
Physics, v. 138, p. 044111, 2013.

GAIDUK, A. P.; STAROVEROV, V. N. A generalized gradient approxima-
tion for exchange derived from the model potential of van Leeuwen and
Baerends. The Journal of Chemical Physics, v. 136, p. 064116, 2012.

ELKIND, P. D.; STAROVEROV, V. N. Energy expressions for Kohn-Sham
potentials and their relation to the Slater-Janak theorem. The Journal of
Chemical Physics, v. 136, p. 124115, 2012.

PERDEW, J. P.; ZUNGER, A. Self-interaction correction to density-
functional approximations for many-electron systems. Physical Review B,
v. 23, p. 5048, 1981.



37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

REFERENCIAS 51

LUNDIN, U.; ERIKSSON, O. Novel method of self-interaction corrections in
density functional calculations. International Journal of Quantum Chemistry, v.
81, p. 247, 2001.

VIEIRA, D.; CAPELLE, K. Investigation of Self-Interaction Corrections for
an Exactly Solvable Model System: Orbital Dependence and Electron Lo-
calization. Journal of Chemical Theory and Computation. v. 6, p. 3319-3329, 2010.

PERDEW, J. P.; RUZSINSZY, A.; SUN, J.; PEDERSON, M. R. Chapter One —
Paradox of Self-Interaction Correction: How Can Anything So Right Be
So Wrong? Advances In Atomic, Molecular, and Optical Physics v. 64, p. 1, 2015.

BENTO, M. E.; VIEIRA, D. Implementation Strategies for Orbital-dependent
Density Functionals. Brazilian Journal of Physics, v. 46, p. 636-642, 2016.

FRIEDEL, J. XIV. The distribution of electrons round impurities in mono-
valent metals. Philosophical Magazine, v. 43, p. 153-189, 1952.

BEDURFTIG, G.; BRENDEL, B.; FRAHM, H.; NOACK R. M. Friedel oscillations
in the open Hubbard chain. Physical Review B, v. 58, p. 10225, 1998.

WHITE,S. R.; AFFLECK, I.; SCALAPINO, D. J. Friedel oscillations and charge
density waves in chains and ladders. Physical Review B, v. 65, p. 165122, 2002.

SOFFING, S. A.; BORTZ, M.; SCHNEIDER, I.; STRUCK, A.; FLEISCHHAUER,
M.; EGGERT, S. Wigner crystal versus Friedel oscillations in the one-
dimensional Hubbard model. Physical Review B, v. 79, p. 195114, 2009.

ZHANG, R. F.; ARGON, A. S.; VEPREK, S. Friedel Oscillations are Limiting
the Strength of Superhard Nanocomposites and Heterostructures. Physical
Review Letters, v. 102, p. 015503, 2009.

JIA, Y.: WU, B.; LI, C.; EINSTEIN, T. L.. WEITERING, H. H.. ZHANG, Z. Strong
Quantum Size Effects in Pb(111) Thin Films Mediated by Anomalous Fri-
edel Oscillations. Physical Review Letters, v. 105, p. 066101, 2010.



52

47

48

49

50

51

52

23

54

%)

26

REFERENCIAS

MALET, F.; GORI-GIORGI, P. Strong Correlation in Kohn-Sham Density
Functional Theory. Physical Review Letters, v. 109, p. 246402, 2012.

MALET, F.; MIRTSCHINK, A.; CREMON, J. C.; REIMANN, S. M.; GORI-
GIORGI, P. Kohn-Sham density functional theory for quantum wires in
arbitrary correlation regimes. Physical Review B, v. 87, p. 115146, 2013.

YUKALOV, V. I, GIRARDEAU, M. D. Fermi-Bose mapping for one-
dimensional Bose gases. Physical Review Letters, v. 2, p. 375, 2005.

BENITEZ, A.; PROETTO, C. R. Kohn-Sham potential for a strongly cor-
related finite system with fractional occupancy. Physical Review A, v.94, p.
052506, 2016.

GRIFFITHS, J. D. Mecanica Quantica. David J. Griffiths; traducao Lara Freitas;
revisao técnica Marcelo Mulato. Pearson Prentice Hall, Sao Paulo, ISBN 978-85-7605-
927-1, 2 ed., p. 468, 2011.

JANAK, J. Proof that 0F/0n; = ¢ in density-functional theory. Physical
Review B, v. 18, p. 7165-7168, 1978.

PERDEW, J.; PARR, R.; LEVY, M.; BALDUZ JR, J. Density-functional the-
ory for fractional particle number: derivative discontinuities of the energy.
Physical Review Latters, New York, v. 49, p. 1691-1694, 1982.

MERMIN, N. D. Thermal Properties of the Inhomogeneous Electron Gas.
Physical Review Letters, v. 137, p. 1441, 1965.

RUSSIER, V. Extensions of the density-functional theory (DFT) to systems
with a fractional number of electrons: Consequences for the meaning of
the DFT energy levels. Physical Review B, v. 45, p. 8894, 1992.

CAPELLE.K.; VIGNALE, G.; ULLRICH, C. A. Spin gaps and spin-flip energies
in density-functional theory Physical Review B, v. 81, p. 125114, 2010.



23

Apéndice A Potencial de troca

soft-Coulomb

Demonstraremos aqui a obtencao do potencial de troca unidimensional para a intera-
¢ao do tipo soft-Coulomb, obtido a partir da equacao da energia de troca Ex, expressa

da seguinte maneira:

:"ZZ//% ) Vio () Vol — ') W, (2') Vo () da da. (A.1)

o i,j=1
O objetivo deste apéndice consiste construir uma aproximagao da densidade local

(LDA). Para tanto, inicialmente precisamos resolver o caso homogéneo. Assim, comega-

mos escrevendo os orbitais KS no formato de exponenciais complexas:

- eikx
kaom(l‘) \/za (A?)
de maneira que L é o tamanho do sistema. Definindo,
HOIIl Z wk’a wka ) (A3)
teremos:
,YHom 7, x / Lzelkz z') (A4)

Consideraremos um caso nao polarizado com Ny = N;. Com um sistema de dimensoes
muito “grandes” e, portanto, com niveis de energia muito préximos um do outro, podemos
reescrever o somatorio na forma de uma integral, incluindo a densidade de estados g(k).

Com isso,
1

kr
AHom (g a') = Z/ g(k) e*@=2) qf, (A.5)
0

em que kp representa o orbital mais alto ocupado, ou nivel de Fermi.
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Considerando um sistema unidimensional, a densidade de estados pode ser expressa

da seguinte maneira:

2
L= om A= L0123 .. (A.6)
2 k
Assim,
Lk
v=—. (A7)
T

O numero de estados é dado por:

v
N =—. A.
. (A8
Logo,
N = 2 an (A.9)
2 '
com,
L
k)= —. Al
k) = = (A10)
Ou seja,
i ke[, L
N=2 =2 — dk = —k A1l
> | 5 k=, (A11)

com o fator 2 indicando a dupla ocupacao de spin. Portanto, a densidade média n,

uniforme do sistema homogéneo, pode ser escrita como

=n=—. (A.12)

. 1 [k
’}/Hom(f,ﬂ?/) = %/0 €ka dk (A]_S)
Logo,
- 1 )
Homig o)y = — [1 — ei™*] . A14
V@) = g (L= ™) (A.14)

Substituindo Hom(z, 7 ) na equagao (A.1) e, considerando que

Vool — ) = ! - ! (A.15)

\/(x—x’)2+oz2 \/p2+042’

temos

Mgl

% 5 1 1 — TN 1 — —iTnp
E?m:—/ / L= e™ = ™) (A.16)

22
—L oL 4mp Vp?+a?
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Logo,
z7rnp 71l7rnp 2
plem = —_ 2/ / 2+ D o (A.17)
™ g g F+a
Entao:
—2 2
pllon = — 2/ / cos mp)j D o (A.18)
) P +a
Pela identidade trigonométrica 1 — cos(f) = 2sin*(%), temos:
sin? we
ERom = / / ) dr dx'. (A.19)
540 +a2

Agora, fazendo substitui¢ao de variaveis 2" = x — 2/, dz” = dx, teremos

7mp
Elom — / / sin” dp dz'. (A.20)
L p?\/p? + on

Assim:
L 2 (T
L [E ()
"= e (A:21)
—L PP+ a
Fazendo novamente a substituigao de varidveis y = 52, dy = ”de , segue que:
mnl
L [ in? 2
Eflem — — 2 :m ) . 2 dy. (A.22)
T (R () e T
Portanto:
2L 7T’r2LL )
plom — ' © sin’(9) dy. (A.23)

Portanto, a densidade de energia de troca do sistema homogéneo, por unidade de

comprimento, serd (tomando L — 00):

EHom 2
XL — E%om ] — _nZ/ SIH (A24)
Da definigao de LDA, via equagao (2.25), temos que:
ExPAn] = / x|, o) 4 (A.25)
Portanto:
EXPAn] = / sin dy dz. (A.26)
az
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O potencial de troca, por sua vez, serd obtido da seguinte maneira:

LDA[,
ioalele) = X, (A27)
Ou seja:
o sin?(y)
Eoaln](@) = — n(a) _dy
0 y2\/y2 i <7r n(;) a)
7T2a2 [o's] San( ) (A'28>
+ 3 n(:v)3/0 y dy,

com as integrais sendo resolvidas numericamente.



Apéndice B Potencial de troca

exponencial

o7

Do mesma forma que obtido para o caso soft-Coulomb, demonstrado no apéndice

anterior, explicitaremos aqui a obtencao do potencial de troca LDA para a interacao do

tipo exponencial. Neste caso, a energia de troca por unidade de comprimento €

um sistema homogéneo com densidade n é dada por (27,30):

A 2p2 2
o™ [n] = ar {ln (1 p T ) _ AT arctan (n—ﬂﬂ :

272 K2 K K

A expressdo da energia de troca EXP* ¢ entdo escrita como:

272 K K

oA, = AP / {ln (1 +Z—z n(x)2> _ 2™ (z) arctan (5 n(x))] dz.

O potencial de troca, portanto, sera dado pela seguinte expressao:

LDAT,
ihalele) = X
Ou seja,
J SEXPA[n] A mn(x)
Ui)ﬁ%A[nKI) = (SXTL—(;L‘) = —; arctan <T) .

[n] de

(B.1)

(B.4)

O potencial de interacao exponencial pode ser uma alternativa vidvel em comparacao

com o potencial soft-Coulomb expresso na equagao (A.28), devido, sobretudo, a facilidade

de implementacao computacional.



