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A menos que modifiquemos nossa maneira de pensar, nao seremos capazes de

resolver os problemas causados pela forma como nos acostumamos a ver o mundo.

Albert Einstein



Resumo

Neste trabalho, investigamos os modelos generalizados de Lorenz, que sao o modelo de
Lorenz 5D e o modelo de Lorenz 6D. Sao utilizados planos de parametros, diagramas de
bifurcagoes e atratores no espaco de fase, a fim de estudar as diferencas entre o modelo de
Lorenz 5D e o modelo de Lorenz 6D quando comparados com as solugoes para o modelo
classico de Lorenz. E mostrado nos planos de parametros que o inicio do comportamento
caotico nos modelos 5D e 6D necessita de um valor maior para o parametro r quando
fixamos os parametros o e b, em comparacao com o plano de parametros para o modelo
de Lorenz original. Além disso, é mostrado que a forma dos diagramas de bifurcacoes e
atratores no espago de fase (periodicos e caoticos) é preservada nos dois modelos de Lorenz
generalizados. Também, mostra-se que o comportamento hipercadtico é observado apenas

no modelo de Lorenz 6D, pelo menos nos intervalos de parametros aqui investigados.

Palavras chaves: Lorenz. Lorenz 5D. Lorenz 6D. Expoente de Lyapunov. Plano de

Parametros. Hipercaos.



Abstract

In this work we investigate generalized Lorenz models, wich are the five-dimensional Lo-
renz model and the six-dimensional Lorenz model. We use parameter planes, bifurcations
diagrams and attractors in the phase space in order to study the differences between the
Lorenz 5D model and the Lorenz 6D model when compared with the solutions for the
classil Lorenz model. It is shown in the parameter planes that the onset of the chaotic
behavior in the 5D and 6D models requires a larger value for the parameter r when we
kept fixed the parameters ¢ and b, compared with the parameter planes for the original
Lorenz model. In addition, it is shown that the shape of bifurcations diagrams and at-
tractors in the phase space (periodic and chaotic) is preserved in both generalized Lorenz
models. Also, it is shown that hyperchaotic behavior is observed only in the Lorenz 6D

model, at least in the parameter ranges here investigated.

Key words: Lorenz. Lorenz 5D. Lorenz 6D. Lyapunov Exponents. Parameter Planes.

Hyperchaos.



Figura 2.1

Figura 2.2

Figura 2.3

Figura 2.4

Figura 3.1

Figura 3.2

Figura 3.3

Figura 3.4

Lista de Figuras

Uma o6rbita em um espaco de fase tridimensional. Figura retirada

dareferéncia [5]. . . . . ...

Evolucao temporal de duas trajetorias de um sistema genérico a

partir de condic¢oes iniciais infinitesimalmente proximas. . . . . . .

Evolucao de um volume infinitesimal no espaco de fase. Uma pe-

quena esfera e sua imagem apoés n iteradas, para um mapa tridi-

mensional. Figura retirada da referéncia [6]. . . . . .. ... ...

Plano de parametros retirado da referéncia [22]. . . . . . . ... ..

Esboco dos rolos de conveccao, sem levar em conta efeitos de borda.

Figura baseada na referéncia [1]. . . . . ... ... ... ... ...

Planos de parametros para o sistema 3.1. (a) Plano de parametros

(r,o), para b = 8/3. (b) Plano de parametros (r,b) para ¢ = 10.

(c) Plano de parametros (o,b) para r =100. . . .. ... .. ...

Diagramas de bifurcagoes para o sistema 3.1. (a) foram considera-
dos os pontos ao longo de r = 250, com b = 8/3 na Figura 3.2(a).
(b) foram considerados os pontos ao longo de r = 250, com ¢ = 10

na Figura 3.2(b). (c) foram considerados os pontos ao longo de

0 =10, com r = 100 na Figura 3.2(c). . ... ... ... ... ...

Atratores do sistema 3.1. (a), (c¢) e (e) sao trajetorias periodi-
cas correspondentes a pontos nas estruturas periddicas das Figuras
3.2(a), 3.2(b) e 3.2(b). (b), (d) e (f) sao trajetorias cadticas cor-

respondentes a pontos na regiao entre as cores amarela e vermelha

das Figuras 3.2(a), 3.2(b) ¢ 3.2(b). . . . . ... ... ... ... ..

28



Figura 4.1 Planos de parametros para o sistema 3.2. (a) Plano de parametros

(r,o), para b = 8/3. (b) Plano de parametros (r,b) para o = 10.

(c) Plano de parametros (o,b) parar=100. . .. ... ... ... 38
Figura 4.2 Diagramas de bifurcac¢oes para o sistema 3.2. (a) foram considera-

dos os pontos ao longo de r = 250, com b = 8/3 na Figura 4.1(a).

(b) foram considerados os pontos ao longo de r = 250, com ¢ = 10

na Figura 4.1(b). (c) foram considerados os pontos ao longo de

o0 =10, com r = 100 na Figura 4.1(c). . . ... .. ... ... ... 40
Figura 4.3 Atratores do sistema 3.2. (a), (c¢) e (e) sdo trajetorias periodi-

cas correspondentes a pontos nas estruturas peridédicas das Figuras

4.1(a), 4.1(b) e 4.1(b). (b), (d) e (f) sao trajetorias caoticas cor-

respondentes a pontos na regiao entre as cores amarela e vermelha

das Figuras 4.1(a), 4.1(b) e 4.1(b). . . . . . . . ... ... .. 41
Figura 4.4 Planos de parametros para o sistema 3.3. (a) Plano de parametros

(r,o), para b = 8/3. (b) Plano de parametros (r,b) para ¢ = 10.

(c) Plano de parametros (o,b) parar=100. . .. ... ... ... 43
Figura 4.5 Diagramas de bifurcag¢oes para o sistema 3.3. (a) foram considera-

dos os pontos ao longo de r = 250, com b = 8/3 na Figura 4.4(a).

(b) foram considerados os pontos ao longo de r = 250, com ¢ = 10

na Figura 4.4(b). (c) foram considerados os pontos ao longo de

o0 =10, com r = 100 na Figura 4.4(c). . . ... ... ... .. ... 44
Figura 4.6 Atratores do sistema 3.3. (a), (c) e (e) s@o trajetorias periddicas.

(b), (d) e (f) sao trajetorias cadticas. . . . . . . ... .. ... ... 46
Figura 4.7 Regides com comportamentos dindmicos diferentes. (a), (c), (e) O

segundo maior expoente de Lyapunov para o modelo 5D. (b), (d),

(f) O terceiro maior expoente de Lyapunov para o modelo 5D. . . 48
Figura 4.8 Regioes com comportamentos dinamicos diferentes. (a), (b), (¢) O

segundo maior expoente de Lyapunov para o modelo 6D. . . . . . . 49



Figura 4.9 Regides com comportamentos dindmicos diferentes. (a), (c), (e) O
terceiro maior expoente de Lyapunov para o modelo 6D. (b), (d),

(f) O quarto maior expoente de Lyapunov para o modelo 6D. . . . 50



Sumario

1 INTRODUCAO

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Sistemas Dindmicos . . . . . . . . ..
2.2 Espacode Fase . . . . . . . ..
2.3 Atrator . . . . oL
2.4 Expoente de Lyapunov . . . . . . . . . ... L
2.5 Bifurcacao . . . . . . ..
2.6 Plano de Parametros . . . . . . . . ... oo

3 MODELOS DE LORENZ

3.1 Lorenz . . . . . . . e
3.2 Lorenz 5D . . . . . . oL
3.3 Lorenz 6D . . . . . . . . e
4 RESULTADOS

4.1 Lorenz 5D . . . . . . .
4.2 Lorenz 6D . . . . . . . .
4.3 Hipercaos . . . . . . . . . o

5 CONCLUSAO

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

17

20
20
21
22
24
27
27

29
29
35
36

37
37
42
46

51

53



Capitulo 1

INTRODUCAO

Previsao cientifica do tempo é assunto de interesse, destarte modelos matematicos
para previsao do tempo foram desenvolvidos e modificados ao longo dos anos. Nascido
em 1917, Edward Norton Lorenz se tornou professor de ciéncias atmosféricas em 1962
e sendo ele meteorologista, perguntava-se por que nao se conseguia prever o tempo que
fard nos proximos dias, com um grau de confiabilidade razoavel, apesar de se conhecer
as equagoes da circulagao atmosférica e as condigoes climaticas em qualquer instante [1].
Naquele tempo, o modelo utilizado para previsao se baseava em dados experimentais,
onde a temperatura do dia seguinte era prevista como uma combinacao linear dos da-
dos obtidos. Movido por tal questionamento e pela falta de confiabilidade dos modelos
existentes Lorenz realizou estudos sobre circulacao atmosférica. Um sistema com sete
equacgoes para o qual existia uma solucao que parecia estar, eternamente em regime tran-
siente foi estudado por Barry Saltzman. Em 1961, Lorenz notou que os valores de quatro,
das sete varidveis deste sistema, tornavam-se muitas pequenas rapidamente. Assim, ele
investigou o sistema formado pelas trés outras equacoes pesquisadas por Saltzman a fim
de saber se tal sistema exibiria comportamento aperiédico. Os resultados desta pesquisa
foram publicados no seu artigo Deterministic Nonperiodic Flow [2] em 1963.

O sistema apresentado por Lorenz em seu artigo compunha trés equagoes diferenciais
ordinarias auténomas de primeira ordem, as quais continham trés variaveis, z(t),y(t) e
z(t), e trés parametros: o,r e b. Este modelo foi amplamente estudado e vérios resultados

foram publicados sobre o mesmo. Em 2013, Bo-Wen Shen publicou o artigo Nonlinear
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Feedback in a Five-Dimensional Lorenz Model [3| onde apresentou um modelo generali-
zado do modelo proposto por Lorenz. Neste artigo Shen escreveu sobre um sistema de
cinco equagoes diferenciais ordinarias auténomas de primeira ordem com cinco variéveis,
x(t),y(t), 2(t),y1(t) e z(t), e quatro pardmetros, o,7m,b e dy (porém podemos escrever
dyp = 2b+ 1). Anos mais tarde, Shen publicou Nonlinear feedback in a siz-dimensional
Lorenz model: impact of an additional heating term [4] no qual discorreu sobre um ou-
tro modelo estendido do modelo proposto por Lorenz, este agora ¢ um modelo com seis
equacgoes diferenciais ordinarias autéonomas de primeira ordem, com os mesmos quatro
parametros utilizados no modelo 5D e a adigao da variavel x;(¢).

Por meio do expoente de Lyapunov, somos capazes de construir planos de parame-
tros que possibilitam-nos investigar o comportamento de um sistema, por exemplo, somos
capazes de observar para quais valores de parametros do sistema temos o inicio do com-
portamento cadtico. Ainda, podemos estudar as regioes periddicas do sistema, as quais
determinamos os periodos através dos diagramas de bifurcacoes. Estes diagramas sao
uteis para verificarmos as mudancas qualitativas no comportamento dos sistemas, bem
como identificar o valor do periodo de estruturas periddicas presentes no plano de para-
metros. Também utilizamos para descrever um sistema os atratores no espago de fase.
Podemos caracterizar um sistema mediante estes diagramas. Desta maneira fizemos para
os modelos estudados neste trabalho.

Construimos para o cléssico modelo de Lorenz, ou modelo de Lorenz 3D, trés planos de
parametros, onde variamos dois parametros e fixamos um. Também obtivemos diagramas
de bifurcagoes e atratores. Utilizamos para os parametros os intervalos: 0 < o < 50,
20 <r <300 el <b<b. Estes resultados ja sao conhecidos de outras literaturas, mas
como nosso objetivo é comparar os dois modelos propostos por Shen com o modelo de
Lorenz 3D, estes se encontram no capitulo 3. Igualmente, produzimos tais diagramas para
os modelos 5D e 6D, com as mesmas variacoes para os parametros. Com os resultados
obtidos comparamos os dois modelos generalizados com o classico modelo de Lorenz a fim
de analisar se existem diferencas entre eles.

Este trabalho compreende cinco capitulos. No capitulo 2, nomeado Fundamentac¢ao

Teorica apresentamos de forma sucinta aspectos teéricos da area de sistemas dindmicos
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os quais utilizamos para construcao e compreensao dos resultados obtidos. O capitulo
Modelos de Lorenz esta dedicado a apresentacao dos modelos estudados, bem como a
retomada de resultados para o modelo classico de Lorenz. Os planos de parametros,
diagramas de bifurcagoes e atratores para os modelos 5D e 6D, os quais sao os resultados
deste trabalho, encontram-se no capitulo 4. Por fim, apresentamos as conclusoes e as

referéncias bibliograficas utilizadas nesta dissertacao.



Capitulo 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

Para compreensao deste trabalho, faz-se necessaria a apresentacao de conceitos utiliza-
dos no estudo e analise dos resultados obtidos. Estes conceitos sao vastamente discutidos
e demonstrados nas bibliografias existentes [1,5,6]. Nas se¢oes seguintes abordamos bre-

vemente aspectos que caracterizam a dinamica de um sistema.

2.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema é definido como um conjunto de elementos que se encontram interligados
por alguma interagao, de modo que existam relagoes de causa e efeito nos fendémenos que
ocorrem com os objetos desse conjunto [1]. Para que este sistema seja dindmico, algumas
grandezas que caracterizam seus objetos constituintes devem variar no tempo. Encontra-
mos interesse no estudo de sistemas dindmicos em diversas areas. Alguns exemplos sao os
sistemas que caracterizam circuitos elétricos |7,8], modelos de neurénios 9] e osciladores
forgados [10].

Podemos classificar um sistema quanto a variacao temporal que este assume. Dividi-
mos em duas categorias: tempo discreto e tempo continuo. Se a variagao temporal do
sistema assumir valores inteiros para o tempo t, ou seja t = 0,1,2,3,..., este € um sistema

dindmico discreto. Estes sistemas sao representados vetorialmente por mapas do tipo:

- =

X1 = M(X), (2.1)
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onde t = 0,1,2,3,... é o tempo discreto, Xt ¢é o vetor de estado no tempo t, Xtﬂ é o vetor
de estado no tempo t + 1 e Méo mapa. Uma fungao f(z) é dita um mapa quando seus
conjuntos dominio e imagem sao os mesmos. Usa-se um modelo de tempo discreto quando
é necessario esperar um tempo finito para que o valor de X possa variar [1].

Se o tempo t tem variacoes continuas, ou seja assume valores reais, este é classificado
como um sistema a tempo continuo ou fluxo, como é comumente chamado. A evolugao
desse sistema é governada por uma ou mais equacoes diferenciais. Uma maneira de

representar é usando um conjunto de equacoes diferenciais de primeira ordem, do seguinte

tipo:
d
% = fl<l‘1,l’2,...,xnat)a
d
% = f2<331;$27-"7xnat)7 (22)
dx,
% - fn(xlax%“"x”’t)’

Ou na forma vetorial, representamos genericamente um sistema a tempo continuo por:

Pt

d

= F[X(t)], (2.3)

Sy

t

onde X é um vetor n-dimensional e F é uma funcdo vetorial desta varidvel [5]. Usa-se um
modelo de tempo continuo quando X pode variar num intervalo de tempo tao pequeno
quanto se queira, ou seja, infinitesimal [1]. Neste trabalho investigamos a dinamica de

dois sistemas a tempo continuo.

2.2 Espaco de Fase

Os modelos de Lorenz estudados sao sistemas dissipativos. Para compreendermos
a diferenca entre um sistema dissipativo de um conservativo, precisamos definir o que

é um espacgo de fase, ou também chamado espaco de estados ou espaco das variaveis.



22

O espago de fase é um espago n-dimensional, cujos os eixos coordenados sao as varia-
veis dinamicas do sistema. Um estado é representado como um ponto com coordenadas
x1(t), xa(t), ..., v, (t) nesse espago e este ponto se moverda com o passar do tempo [1]. A
Figura 2.1 mostra o caminho seguido pelo estado do sistema a medida que ele evolui com
o tempo em um caso onde n = 3 para o sistema de equagoes 2.2. O espago na figura é
referido como espaco de fase, e o caminho no espaco de fase seguido pelo sistema a medida

que evolui com o tempo é chamado de drbita ou trajetoria [5].

@

/

x(0)
x(1) 0

X(s’

Figura 2.1 — Uma o6rbita em um espago de fase tridimensional. Figura retirada da referéncia [5].

Um sistema sera dissipativo se, tomando um volume* de condi¢oes iniciais no espago
de fase, este volume se contrai com o passar do tempo. Quando ha preservacao do volume
no espaco de fases, o sistema serd conservativo. Aqui estamos estudando trés sistemas

dissipativos.

2.3 Atrator

E um conceito importante em dinamica que os sistemas dissipativos sao tipicamente
caracterizados pela presenga de conjuntos atrativos ou atratores no espago de fase [5].
Monteiro [1] diz que um conjunto fechado de pontos A, no espago de fases de um sistema

dindmico é definido como atrator, se:

e A & um conjunto invariante: ou seja, qualquer trajetoria Z(t) que comega em A,

permanece em A por todo o tempo;

*no caso de um sistema unidimensional, teriamos um comprimento; no caso bidimensional, uma &area;
no caso tridimensional, um volume e no caso de um sistema com mais de trés dimensoes, um hipervolume
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e A atrai um conjunto aberto de condigoes iniciais: isto é, ha um hipervolume B, que
contém A, tal que para qualquer condigao inicial Z(0) pertencente a B, a distancia
entre a trajetoria Z(t) correspondente e A tende a zero, quanto t — oco. O maior
conjunto de condigoes iniciais que satisfaz essa propriedade é chamado de bacia de

atracao de A,

e A é minimo: ou seja, nao ha subconjunto de A que satisfaga as duas condic¢oes

anteriores.

Para um sistema tridimensional de tempo continuo e auténomo (ndo dependentes

explicitamente do tempo) a figura atratora pode ser do tipo:

e ponto de equilibrio: é uma solucao do sistema cujo comportamento dindmico inde-
pende do tempo, ou seja, é um ponto no espaco de fase para o qual a trajetoria do

sistema convergira.

e ciclo-limite ou atrator periodico: descreve um comportamento peridédico no tempo,
onde a amplitude e o periodo sao determinados pelos valores dos parametros e pela

forma das equacoes;

e superficie toroidal ou atrator quase-periddico: representa um regime periddico ou
quase-periodico, com duas frequéncias fundamentais independentes. Para o compor-

tamento quase-periddico temos que as trajetorias nunca se fecham sobre si mesmas;

e atrator cadtico: apresenta dependéncia sensivel nas condicoes iniciais. Neste caso
se tomarmos duas trajetorias vizinhas no espago de fases e evoluirmos o sistema no

tempo, a distancia entre elas divergira exponencialmente.

Podemos ainda diferenciar os tipos de atratores segundo o expoente de Lyapunov, o

qual serd abordado na secao seguinte.
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2.4 Expoente de Lyapunov

Um sistema pode apresentar diferentes comportamentos. Para que um sistema di-
namico apresente comportamento cadtico deve haver dependéncia sensivel nas condi¢oes
iniciais, ele deve apresentar transitividade topolédgica e suas 6rbitas devem ser densas em
seu dominio [11]. Imaginemos um sistema onde duas trajetorias, 21 (t) e ©3(ty) sdo ini-

ciadas infinitesimalmente proximas, conforme esté representado na Figura 2.2. Conforme

X, (t)
X5 (to) A
At
A0

Figura 2.2 — Evolugao temporal de duas trajetorias de um sistema genérico a partir de condi¢des
iniciais infinitesimalmente préximas.

o sistema evolui, as trajetorias se afastam. O expoente de Lyapunov quantifica a taxa de
divergéncia entre trajetérias de um mesmo sistema, obtidas a partir de condigoes iniciais
ligeiramente diferentes [12].

Seja um sistema de n equagoes ordinérias. Seja uma hiperesfera de condigoes inicias no
ponto Z(ty). Conforme o tempo evolui, o volume da hiperesfera se deforma. Considerando
que ao longo de cada n dimensao, o raio inicial d;() varie exponencialmente no tempo,

tal que a relacao entre d;(t) e o valor correspondente em ¢, dado por d;(t), seja:
d;(t) = d;(to)eN 1), (2.4)

com j=1,2,....n. Teremos entao:

o Anfd(t)/d; ()]
)\j o tllglo (t — to) (25>
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Sendo os A; os expoentes de Lyapunov. Nota-se que o nimero de expoentes de Lyapunov
estd associado a dimensao n do sistema, ou seja, para um sistema tridimensional teremos
trés expoentes de Lyapunov. Considerando que o volume da hiperesfera no tempo ¢ é

V(t), podemos escrever:
V() o [T dyto), (2.6
j=1
Ou, utilizando 2.4, temos:
V(t) oc V(tg)et 1) 251 (2.7)

A Figura 2.3 esquematiza a contragao de um volume no espago de fase.

Figura 2.3 — Evolugdo de um volume infinitesimal no espaco de fase. Uma pequena esfera e
sua imagem apés n iteradas, para um mapa tridimensional. Figura retirada da
referéncia [6].

Podemos diferenciar um sistema conservativo de um sistema dissipativo por meio da

equacao 2.11. Se um sistema é conservativo, entao:

Portanto,

> N =0, (2.9)
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E, se um sistema é dissipativo teremos:
V(t) < V(t), (2.10)

Assim:
> <o (2.11)
j=1

Isto verifica-se pelo teorema de Liouville [13,14].

No caso de solugoes periodicas, a distancia entre duas condigoes iniciais vizinhas se
mantém constante na média, tal que o expoente de Lyapunov associado a esta diregao é
nulo. Nas dire¢oes perpendiculares ao atrator periddico ha contragao do volume no espago
de fase. Ja para o comportamento cadtico, sendo este caracterizado pela divergéncia
exponencial de trajetérias vizinhas, ha pelo menos um expoente de Lyapunov positivo.
Isso implica na sensibilidade nas condic¢oes iniciais.

Podemos classificar os tipos de atratores, em sistemas dissipativos, de acordo com
os sinais dos expoentes de Lyapunov. Para um sistema com trés equacoes diferenciais,

teremos:

e ponto de equilibrio: Ay < 0,Xy < 0,A3 < 0, o que faz sentido, uma vez que a

trajetoria convergira para um ponto no espaco de fase;

e ciclo-limite ou atrator periodico: Ay = 0, s < 0,A3 < 0, com o expoente nulo

correspondendo a direcao ao longo da trajetoria fechada;

e superficie toroidal ou atrator quase-periodico: Ay = 0,Ay = 0, 3 < 0, onde as

trajetorias atratoras se encontram sobre uma superficie;

e atrator cadtico: \y > 0, Ay = 0, A\3 < 0, onde o expoente positivo esta associado a
direcao na qual a trajetoria diverge no espaco de fase. A soma dos trés expoentes
deve ser negativa, assim a magnitude do expoente negativo deve ser maior que a do

positivo, uma vez que o sistema é dissipativo e caracterizado pela equagao 2.11.
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2.5 Bifurcacao

Um grafico de varidvel X pardmetro é chamado de diagrama de bifurcagoes. Este
tipo de diagrama mostra como a dindmica do sistema evolui conforme um parametro
de controle é variado, além disso, permite-nos diferenciar regices periddicas e regioes
nao-periddicas. Nas regioes periddicas conseguimos contabilizar o periodo das mesmas,
tomando um reta vertical para um valor de parametro, podemos contar o periodo olhando
para os pontos do diagrama que se encontram sob esta reta. Assim, um diagrama de bifur-
cagoes classifica de forma muito condensada todos os modos possiveis de comportamento
do sistema e as transi¢oes (bifurcagoes) entre eles sob variagoes de parametros [15].

Uma bifurcacao ¢ uma mudanga do tipo topolégica do sistema & medida que seus
parametros passam por um valor critico [15] e a codimensdo de uma bifurcagao é o nimero
de pardmetros cujos valores sao variados a fim de se produzir a bifurcacao em estudo.
Podemos dividir em duas categorias: as bifurcagoes locais e as bifurcagoes globais. As
bifurcagoes locais sao aquelas que podem ser previstas estudando o campo vetorial na
vizinhang¢a de um ponto de equilibrio ou de uma trajetéria fechada. Alguns exemplos sao
as bifurcacoes sela-né, de forquilha e Hopf. As bifurcagoes globais sao aquelas que nao
podem ser deduzidas a partir de uma analise local, como as bifurcagoes homoclinica e

heteroclinica [1].

2.6 Plano de Parametros

Além dos diagramas de bifurcagoes, utilizamos de planos de pardmetros para estudar-
mos os modelos. Os planos de parametros de diferentes sistemas continuos nao-lineares
tém sido objeto de varias publicagoes recentes. Alguns exemplos consideram o circuitos
eletronicos [16,17], laser semicondutor [18-20] e um modelo de crescimento tumoral [21].
Um plano de parametros pode ser interpretado como uma secao transversal de um espaco
de parametros n-dimensional de um sistema com mais de dois parametros de controle.

Assim, um plano de parametros para o modelo de Lorenz 3D, é uma segao transversal
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de seu espago de parametros tridimensional (b,r,0), por exemplo, (b,r) para ¢ = 10.
Este é um gréafico de pardmetro x pardametro com uma escala de cor, conforme o exemplo
da Figura 2.4 e mostra regioes de diferentes comportamentos dindmicos, como ponto de

equilibrio, caos e regularidade, dependendo dos parametros.

3.0

Figura 2.4 — Plano de parametros retirado da referéncia [22].

Na figura acima, temos a variacao de dois parametros, b e . Ainda, ha um gradiente
de cor que indica o valor do maior expoente de Lyapunov, sendo o maior 2 e o menor
—4. Para expoentes de Lyapunov negativos, onde as cores variam do branco ao preto,
temos regides de equilibrio (onde encontramos atratores do tipo ponto de equilibrio).
Comportamento cadtico é representado por expoentes positivos, onde o gradiente de cor
varia entre amarelo e vermelho. Para a cor preta, onde o maior expoente de Lyapunov
é zero, temos regioes periddicas (ou quase-periodicas, se o segundo maior expoente de
Lyapunov também for nulo). Na figura 2.4 os nimero em verde indicados sao os periodos
das estruturas periédicas em preto.

Construindo um plano de parametros considerando o maior expoente de Lyapunov
somente, nao nos permite diferenciar comportamento cadtico de hipercadtico. Para que
as regioes hipercatticas sejam evidenciadas devemos construir planos de parametros con-
siderando, pelo menos, o segundo maior expoente de Lyapunov. Assim, caso existam
segundos maiores expoentes de Lyapunov positivos, teremos uma regiao de hipercaos.
Investigamos para os modelos estudados a existéncia de comportamento hipercadtico com

dois, trés e até quatro (modelo 6D) expoentes de Lyapunov positivos.



Capitulo 3

MODELOS DE LORENZ

Comparamos neste trabalho dois modelos com o classico sistema de Lorenz [2,23]. O
primeiro ¢ o modelo de Lorenz 5D [3] e o segundo, o modelo de Lorenz 6D [4]. Na segao
seguinte apresentamos resultados ja conhecidos para o Lorenz 3D, a fim de comparé-los
posteriormente com os resultados obtidos para os demais modelos. Nas secoes 3.2 e 3.3

sao apresentados o modelo de Lorenz 5D e o modelo de Lorenz 6D, respectivamente.

3.1 Lorenz

O sistema proposto por Lorenz em 1963, obtido do modelo apresentado por Saltzman

em 1962, dado por

T =0y — oz,
y=rr—y—xz, (3.1)

z=uxy — bz,

¢ um sistema auténomo de primeira ordem com trés equagoes diferenciais ordinérias. Este
¢ um modelo matemético para a convec¢ao de Rayleigh-Bénard em um fluido [24, 25|,
representado na Figura 3.1, o qual esta contido entre duas placas paralelas colocadas na
diregao perpendicular & forca gravitacional da Terra. As placas sao aquecidas por baixo

e refrigeradas por cima.
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Y

Figura 3.1 — Esboco dos rolos de convecgao, sem levar em conta efeitos de borda. Figura baseada
na referéncia [1].

O modelo (3.1) tem trés parametros de controle. O pardmetro r é a diferenca de
temperatura normalizada entre a placa inferior mais quente e a placa superior mais fria,
ousejar = AT/AT. = R,/ R4.. AT, é a diferenca de temperatura no inicio da convecgao.
R, = gap,h® AT /vk ¢ a diferenca de temperatura adimensional, sendo esta chamada de
nimero de Rayleigh. g é a aceleracao da gravidade, a,, ¢ coeficiente de dilatacao térmica
do fluido e h é a distancia entre as placas na diregao ascendente. v é a viscosidade e k é
a condutividade térmica. O pardmetro ¢ é o nimero de Prandtl dado por ¢ = v/k. E o
terceiro parametro b ¢ a forga de acoplamento [26].

Sao trés variaveis que compoe este modelo. A variavel z(t) é proporcional & intensidade
da convecgao, ou seja, para x = 0 nao ha movimento convectivo, assim o calor é trans-
portado apenas por condug@o. A variavel y(t) é proporcional & diferenga de temperatura
entre as correntes ascendentes e descendentes do fluido. E a variavel z(t) é proporcional a
distor¢ao do perfil vertical de temperatura em relacao ao perfil linear, por exemplo: para
z =0 a temperatura decresce linearmente, conforme se sobe pelo eixo z [1].

A Figura 3.2 mostra planos de parametros para o sistema (3.1). Em (a) temos o plano
de parametros (r,0), para b = 8/3, em (b) temos o plano de parametros (r, b) para o = 10
e, em (c), o plano de parametros (o,b) para r = 100. Para a construc¢do destas figuras
foi considerado o valor do maior expoente de Lyapunov em cada ponto de uma grade de
103 x 10% pontos igualmente espacados. O sistema foi integrado numericamente usando

um algoritmo com o método de Runge-Kutta de quarta ordem, antes do calculo de cada
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0 50
6]

Figura 3.2 — Planos de parametros para o sistema 3.1. (a) Plano de parametros (r, o), para
b= 8/3. (b) Plano de parametros (r,b) para o = 10. (c) Plano de parametros (o, b)
para r = 100.
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valor do maior expoente de Lyapunov. Utilizamos um passo fixo igual a 10~ e descarta-
mos os primeiros 1 x 10% passos de integracao pois consideramos como transiente. Usamos
(0, Yo, 20) = (0,1;0,2;0,3) como condigao inicial para a integracdo do sistema (3.1).

A cor nos planos de parametros da Figura 3.2 esté relacionada & magnitude do maior
expoente de Lyapunov. Indicamos um valor positivo para o maior expoente de Lyapu-
nov por uma mudancga continua entre as cores amarela e vermelha, um valor negativo é
indicado por um mudanca continua entre as cores branca e preta e, a cor preta indica
que o maior valor para o expoente de Lyapunov é zero. Esta escala é apresentada ao
lado direito de cada plano de parametros. Assim, podemos identificar em qualquer um
dos planos de parametros da Figura 3.2 uma grande regiao cadtica, regiao de pontos de
equilibrio e regides periddicas. Em meio as regioes cadticas, existem faixas periddicas em
preto, para aquelas mais visiveis, identificamos seu periodo por um nimero.

Os periodos identificados na Figura 3.2 foram obtidos através de diagramas de bi-
furcagoes. A Figura 3.3 apresenta os diagramas de bifurcagdes para o sistema (3.1). O
diagrama da Figura 3.3(a) foi construido variando o ao longo da linha tracejada rosa
r = 250 na Figura 3.2(a). Na Figura 3.3(b) variamos b ao longo da linha tracejada rosa
r = 250 na Figura 3.2(b) e na Figura 3.3(c) consideramos a variacao de b ao longo da linha
tracejada rosa o = 45 na Figura 3.2(c). Podemos ver que para cada janela numerada com
um periodo no diagrama de bifurcacoes, ha uma estrutura periédica associada no plano
de parametros da Figura 3.2, por exemplo, se olharmos para a Figura 3.2(c) ao longo de
o = 45 veremos estruturas peridédicas de periodos 2, 5, 7, 3 e 6 e estas estruturas estao
associadas as janelas 2, 5, 7, 3 e 6 no diagrama de bifurcagoes da Figura 3.3(c).

Os diagramas apresentados consideraram 10° valores para cada respectivo parametro
no eixo horizontal e sao plotados os maximos locais da variavel x, representados por x,,,
para uma trajetoria completa do atrator no espago de fase, em funcao do respectivo
parametro. O método Runge-Kutta de quarta ordem, com um passo de 10~* foi utilizado

para a integracao numeérica envolvida.
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Figura 3.3 — Diagramas de bifurcagoes para o sistema 3.1. (a) foram considerados os pontos ao
longo de r = 250, com b = 8/3 na Figura 3.2(a). (b) foram considerados os pontos
ao longo de r = 250, com o = 10 na Figura 3.2(b). (c) foram considerados os pontos
ao longo de o = 10, com r = 100 na Figura 3.2(c).
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A Figura 3.4 mostra os atratores periddicos e cadticos do sistema de Lorenz (3.1).
Para a construcao de cada trajetéria periodica foram considerados 20 x 10 passos de
integracao, apés um transiente adequado, e para a construcao de trajetérias caodticas

foram considerados 10 x 10* passos de integracao.

320
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Figura 3.4 — Atratores do sistema 3.1. (a), (c) e (e) s@o trajetorias periodicas correspondentes a
pontos nas estruturas periddicas das Figuras 3.2(a), 3.2(b) e 3.2(b). (b), (d) e (f)
sao trajetorias cadticas correspondentes a pontos na regiao entre as cores amarela
e vermelha das Figuras 3.2(a), 3.2(b) e 3.2(b).

Os atratores periddicos estao nas Figuras 3.4(a), 3.4(c) e 3.4(e), para os quais foram
utilizados os parametros (b,r,0) = (8/3;250;44), (b,r,0) = (1,4;250;10) e (b,r,0) =
(3,3;100;45), respectivamente. Cada conjunto de pardmetros desses atratores periodicos
localiza um ponto em uma estrutura peridédica da Figura 3.2, assim os conjuntos de
parametros para os atratores das Figuras 3.4(a), 3.4(c) e 3.4(e) localizam um ponto P na

cor verde nas Figuras 3.2(a), 3.2(b) e 3.2(c), respectivamente. Os atratores caoticos estao
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nas Figuras 3.4(b), 3.4(d) e 3.4(f), para os quais foram utilizados os parametros (b,r, o) =
(8/3;250;20), (b,r,0) = (1,9;250;10) e (b,r,0) = (4,4;100;45), respectivamente. Cada
conjunto de parametros desses atratores caodticos localiza um ponto na regiao entre as
cores amarela e vermelha (maior expoente de Lyapunov positivo) da Figura 3.2, assim os
conjuntos de parametros para os atratores das Figuras 3.4(b), 3.4(d) e 3.4(f) localizam
um ponto C na cor azul nas Figuras 3.2(a), 3.2(b) e 3.2(c), respectivamente.

Nesta segao dedicamo-nos a apresentar brevemente o sistema de Lorenz [2]|, uma vez
que este modelo é um dos sistemas mais estudados na area de dindmica nao-linear. Nosso
objetivo é comparar os planos de parametros dos modelos de Lorenz 5D e 6D, com aqueles
do modelo de Lorenz original (3.1). Por este motivo, as Figuras 3.2, 3.3 e 3.4 foram
construidas e apresentadas. Para um estudo aprofundado sobre o sistema (3.1) temos o

livro de Sparrow [27], e mais resumidamente encontramos em Dullin [26].

3.2 Lorenz 5D

O sistema proposto por Shen [3] em 2013, dado por

& =oly—x),

Y=rr—y—2xz,

Z=uxzy — bz — v, (3.2)
U =xz — 2zu— (14 2b)v,

1w = 2xv — 4bu,

¢ um sistema autoénomo com cinco equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.
Em comparagdo com o sistema (3.1) vemos duas novas variaveis, v e u. Conforme men-
cionamos no capitulo anterior, a origem do caos estd nas nao-linearidades presentes nos
sistemas e, notando que ha duas nao-linearidades a mais, zv nas equagoes para z e 1
e, Tu na equagao para v, podemos sugerir que as solugoes para este sistema serao mais

cadticas do que aquelas encontradas para o sistema (3.1). O sistema de Lorenz original é
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facilmente recuperado se fizermos v = u = 0.
Para este sistema foram obtidos planos de parametros com os mesmos intervalos e valo-
res de parametros fixos que aqueles construidos para o sistema (3.1). Também obtivemos

diagramas de bifurcagoes e atratores. Estes sao apresentados no capitulo seguinte.

3.3 Lorenz 6D

O sistema proposto por Shen [4] em 2015 ¢ um sistema auténomo com seis equagoes

diferenciais ordinarias de primeira ordem. Este sistema é dado por

t=o(y —x),
Y=rr—y—xz+ 20— 200,
2 =uxy — bz — xu — Yo, (3.3)

0 =—(1+2b)ov+ u,

o
(1+20b)
U =xz—2zw~+rv— (14 2b)u,

w = 2xu + 2yv — 4bw.

Olhando para o sistema (3.3) notamos a presenca de uma nova variavel, w em compa-
ragao ao sistema (3.2). Também encontramos duas novas nao-linearidades neste modelo:
Yyv nas equagoes para Z e w e; rw na equagao para u. Novamente podemos retornar
ao sistema original de Lorenz fazendo, agora, v = u = w = 0, porém nao conseguimos
retornar ao sistema (3.2) fazendo w = 0. Construimos planos de parametros para este
sistema com os mesmos intervalos e valores de parametros fixos que aqueles construidos
para o sistema (3.1). Também obtivemos diagramas de bifurcagoes e atratores. Estes sdo
apresentados no capitulo seguinte.

Nosso estudo nao tem foco na forma como foram obtidos os modelos de Lorenz 5D e
Lorenz 6D, para discussoes sobre isto recomendamos a leitura dos artigos de Shen [3,4] e

para outros modelos generalizados do Lorenz, sugerimos Roy [28,29].



Capitulo 4

RESULTADOS

Neste capitulo expomos os resultados obtidos para os sistemas (3.2) e (3.3). Para o pro-
cesso de integracao, utilizamos nos programas o método de Runge-Kutta de quarta ordem
[30], com passo fixo igual a 10~* . Para as condigoes iniciais, utilizamos (o, yo, 20, Vo, Uo) =
(0,1;0,2;0,3;0,4;0,5) para o Lorenz 5D e (g, Yo, 20, Vo, uo, wo) = (0,1;0,2;0,3;0,4;0,5; 0,6)
para o Lorenz 6D. A fim de comparar os modelos de diferentes dimensoes construimos
planos de parametros, diagramas de bifurcagoes e atratores, sendo estes apresentados a

seguir.

4.1 Lorenz 5D

Os planos de parametros obtidos para o modelo de Lorenz 5D sao apresentados na
Figura 4.1, estes foram obtidos da mesma maneira que os planos de parametros da Figura
3.2. Na Figura 4.1(a) temos o plano de parametros (r,0) para b = 8/3, em (b) o plano de
parametros (r,b) para o = 10 e em (c) o plano de parametros (o, b) para r = 100. Assim
como nos planos de parametros para o sistema (3.1), as cores estao relacionadas com a
magnitude do maior expoente de Lyapunov.

As Figuras 3.2 e 4.1 tem aparéncia similar. Porém, a area coberta pelo caos é maior
para o sistema (3.2) do que para o Lorenz 3D. Também notamos que algumas faixas pretas,

onde temos o comportamento periédico, presentes no sistema 3D, nao se encontram nos
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Figura 4.1 — Planos de parametros para o sistema 3.2. (a) Plano de parametros (r,0), para
b=28/3. (b) Plano de parametros (r,b) para o = 10. (c) Plano de parametros (o, b)
para r = 100.
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planos de parametros para o sistema 5D, como é o caso das faixas de periodo 6 e 3 que
aparecem nitidamente na Figura 3.2(c) e ndo na Figura 4.1(c). Ainda, notamos que a faixa
de periodo 3 mais acima na Figura 3.2(a), tem periodo 5 na Figura 4.1(a). O intervalo de
valores para o maior expoente de Lyapunov é aumentado para o sistema (3.2), assim como
o valor do limite superior do intervalo, exceto para o caso envolvendo os parametros (r, b),
por exemplo, para a Figura 3.2(a) o valor mais alto para o maior expoente de Lyapunov
¢ 8, ja para a Figura 4.1 o valor ¢é 10.

O inicio do comportamento cadtico nas Figuras 4.1(a) e 4.1(b) necessita de um valor
maior para o parametro r em comparagao ao modelo 3D. Na Figura 3.2(a) temos inicio do
caos para o = 50, b = 8/3 e r = 46,08, ja para a Figura 4.1(a) temos que o caos inicia em
o =150,b=28/3 er =49,18. Isto também ocorre nas Figuras 3.2(b), onde encontramos
comportamento periddico em 0 = 10, b = 5 e r = 39,29 e para a Figura 4.1(b), tal
comportamento inicia em r = 197,52. Para os planos de parametros em (c) nas Figuras
3.2 e 4.1 observamos que para o inicio do comportamento cadtico, é necessario um valor
maior para o parametro ¢ no sistema 5D em comparagao ao sistema 3D. Desta forma,
vemos que na Figura 3.2(c) o caos tem inicio em b =5, r = 100 e o = 5,88 enquanto que
na Figura 4.1 este comportamento comeca em b = 5, r = 100 e 0 = 12,96.

Na Figura 4.2 sao apresentados os diagramas de bifurcagoes para o sistema (3.2). O
diagrama da Figura 4.2(a) foi obtido variando o ao longo da linha tracejada rosa r = 250
na Figura 4.1(a). Na Figura 4.2(b) variamos b ao longo da linha tracejada rosa r = 250 na
Figura 4.1(b) e na Figura 4.2(c) consideramos a variagao de b ao longo da linha tracejada
rosa 0 = 45 na Figura 4.1(c). Os periodos indicados nas Figuras 4.1(a), 4.1(b) e 4.1(c)
sao corroborados pelos diagramas da Figura 4.2.

Notamos que os diagramas associados ao modelo de Lorenz 5D sao deslocados para
a direita em comparagao aos diagramas para o modelo de Lorenz 3D, contudo eles sao
similares. Também, observamos que, independente do qual seja o parametro considerado
na Figura 4.2, o inicio do comportamento cadtico é atrasado para o modelo de Lorenz 5D
em comparagao ao modelo 3D.

Os atratores para o sistema (3.2) estdo na Figura 4.3. Para obtermos cada trajetoria

periddica foram considerados 20 x 103 passos de integracao, apos um transiente adequado
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Figura 4.2 — Diagramas de bifurcagoes para o sistema 3.2. (a) foram considerados os pontos ao
longo de r = 250, com b = 8/3 na Figura 4.1(a). (b) foram considerados os pontos
ao longo de r = 250, com o = 10 na Figura 4.1(b). (c) foram considerados os pontos
ao longo de o = 10, com r = 100 na Figura 4.1(c).
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e para as trajetorias cadticas foram considerados 10 x 10* passos de integracao.
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Figura 4.3 — Atratores do sistema 3.2. (a), (c) e (e) s@o trajetorias periodicas correspondentes a
pontos nas estruturas periddicas das Figuras 4.1(a), 4.1(b) e 4.1(b). (b), (d) e (f)
sao trajetorias caodticas correspondentes a pontos na regiao entre as cores amarela
e vermelha das Figuras 4.1(a), 4.1(b) e 4.1(b).

Os atratores periodicos estao nas Figuras 4.3(a), 4.3(c) e 4.3(e), para os quais foram
utilizados os parametros (b,r,0) = (8/3;250;47,5), (b,r,0) = (1,15;250;10) e (b,r,0) =
(3,4;100;45), respectivamente. Cada conjunto de parametros desses atratores periodi-
cos localiza um ponto em uma das faixas pretas da Figura 4.1, assim os conjuntos de
parametros para os atratores das Figuras 4.3(a), 4.3(c) e 4.3(e) localizam um ponto P
na cor verde nas Figuras 4.1(a), 4.1(b) e 4.1(c), respectivamente. Os atratores cadticos
estao nas Figuras 4.3(b), 4.3(d) e 4.3(f), para os quais foram utilizados os parametros
(b,r,0) = (8/3;250;30), (b,r,0) = (1,6;250;10) e (b,r,0) = (4,4;100;45), respectiva-

mente. Cada conjunto de parametros desses atratores caoticos localiza um ponto na
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regido amarela a vermelha (maior expoente de Lyapunov positivo) da Figura 4.1, assim
os conjuntos de parametros para os atratores das Figuras 4.3(b), 4.3(d) e 4.3(f) localizam
um ponto P na cor verde nas Figuras 4.1(a), 4.1(b) e 4.1(c), respectivamente.. Percebe-
mos que a forma dos atratores é preservada ao compararmos os atratores obtidos para o

sistema 5D, na Figura 4.3 com aqueles obtidos para o sistema 3D, na Figura 3.4.

4.2 Lorenz 6D

Na Figura 4.4 sao apresentados os planos de parametros para o sistema (3.3). Estas
figuras foram obtidas pelo mesmo procedimento adotado para os outros modelos, porém
com uma condigao inicial a mais, para a variavel w. A Figura 4.4(a) mostra o plano de
parametros (r, o) para b = 8/3, em (b) o plano de parametros (r,b) para o = 10 e em (c)
o plano de parametros (o, b) para r = 100. As cores estao relacionadas com a magnitude
do maior expoente de Lyapunov, tal qual foi indicado para os modelos 3D e 5D.

Assim como verificou-se para o caso 5D, a drea coberta pelo caos é maior nos planos de
parametros da Figura 4.4 em comparagao aos planos de parametros das Figuras 4.1 e 3.2.
Novamente, temos o intervalo de valores para o maior expoente de Lyapunov aumentado,
assim como o valor do limite superior, exceto o caso envolvendo os pardmetros (r,o).
Nota-se que o aumento é mais expressivo neste sistema do que o aumento para o sistema
(3.2), por exemplo, nos planos de parametros em (b), nas Figuras 4.1 e 4.4, vemos que o
limite superior passou de 5 (modelo 5D) para 20 (modelo 6D). Igualmente ocorre para os
planos de parametros em (c) nas Figuras 4.1 e 4.4, onde o limite superior para o valor do
maior expoente de Lyapunov muda de 6 para 14.

Para o inicio do comportamento caotico na Figura 4.4(a) é necessario um valor maior
para o pardmetro r em comparacao aos modelos 3D e 5D. Na Figura 3.2(a) temos inicio
do caos para ¢ = 50, b = 8/3 e r = 46,08, e na Figura 4.1(a) temos 0 = 50, b = 8/3 e
r = 49,18, ja para a Figura 4.4(a) temos que o caos inicia em 0 = 50, b = 8/3 e r = 52,51.

Para a Figura 4.4(b) observamos que também ¢é preciso um valor maior para o parametro
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Figura 4.4 — Planos de parametros para o sistema 3.3. (a) Plano de parametros (r,o), para
b =8/3. (b) Plano de parametros (r,b) para 0 = 10. (c) Plano de parametros (o, b)
para r = 100.
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Figura 4.5 — Diagramas de bifurcagoes para o sistema 3.3. (a) foram considerados os pontos ao
longo de r = 250, com b = 8/3 na Figura 4.4(a). (b) foram considerados os pontos
ao longo de r = 250, com ¢ = 10 na Figura 4.4(b). (c¢) foram considerados os pontos
ao longo de o0 = 10, com r = 100 na Figura 4.4(c).
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r, porém somente em comparacao ao modelo 3D, pois para o modelo 6D temos que o caos
inicia em 0 = 10, b = 5 e r = 188,17, enquanto que para o 5D, temos r = 197,52 e para
o modelo 3D, r = 39,29. Isto também ocorre para o caso em (c). Se compararmos, o
comportamento caotico é estabelecido em b = 5, r = 100 e 0 = 12,81 na Figura 4.4(c),
enquanto que para a Figura 4.1(c) tal comportamento comeca em o = 12,96 e para a
Figura 3.2(c), em o = 5,88.

Apresentamos na Figura 4.5 os diagramas de bifurcagdes para o sistema (3.3). Para
obtermos a Figura 4.5(a) variamos o ao longo da linha tracejada rosa r = 250, na Figura
4.4(a). Em (b) variamos b ao longo da linha tracejada rosa r = 250 na Figura 4.4(b) e
na Figura 4.5(c) consideramos a variacao de b ao longo da linha tracejada rosa o = 45
na Figura 4.4(c). Podemos observar que os periodos indicados nos planos de parametros
para o sistema (3.3) s@o confirmados nos diagramas de bifurcagoes apresentados.

Podemos observar que existem semelhancas entre os diagramas da Figura 4.5 e 4.2,
porém para as regioes com altos valores do maior expoente de Lyapunov, nas Figuras
4.5(b) e 4.5(c), podemos observar que os diagramas para o modelo 6D e 5D se diferen-
ciam. A regido que possui periodo 3 na Figura 4.2(b) e a regiao de periodo 1 na Figura
4.2(c) aparecem como regioes de comportamento cadtico nas Figuras 4.5(b) e 4.5(c), res-
pectivamente.

Apresentamos na Figura 4.6 os atratores para o modelo de Lorenz 6D. Novamente,
vemos que a forma dos atratores nao muda, independentemente dele ser periédico ou
caotico. Os atratores periddicos estao nas Figuras 4.6(a), 4.6(c) e 4.6(e), para os quais fo-
ram utilizados os parametros (b, r,0) = (8/3;250;8), (b,r,0) = (2,5;250;10) e (b,r,0) =
(3,2;100;45), respectivamente. Cada conjunto de pardmetros desses atratores periodi-
cos localiza um ponto em uma das faixas pretas da Figura 4.4, assim os conjuntos de
parametros para os atratores das Figuras 4.6(a), 4.6(c) e 4.6(e) localizam um ponto P
na cor verde nas Figuras 4.4(a), 4.4(b) e 4.4(c), respectivamente. Os atratores cadticos
estao nas Figuras 4.6(b), 4.6(d) e 4.6(f), para os quais foram utilizados os parametros
(b,r,o) = (8/3;250;30), (b,r,0) = (4,8;250;10) e (b,r,0) = (4,4;100;45), respectiva-
mente. Cada conjunto de parametros desses atratores caodticos localiza um ponto na

regido amarela a vermelha (maior expoente de Lyapunov positivo) da Figura 4.4, assim
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os conjuntos de parametros para os atratores das Figuras 4.6(b), 4.6(d) e 4.6(f) localizam

um ponto P na cor verde nas Figuras 4.4(a), 4.4(b) e 4.4(c), respectivamente. Da mesma

maneira que fizemos para os atratores dos sistemas (3.1) e (3.2), na construgao de cada

trajetoria periddica foram considerados 20 x 10 passos de integracao, apés um transiente

adequado e para as trajetorias cadticas foram considerados 10 x 10* passos de integracao.
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Figura 4.6 — Atratores do sistema 3.3. (a), (c) e (e) s@o trajetorias periodicas. (b), (d) e (f) sao

4.3 Hipercaos

trajetorias cabdticas.

Uma vez que os sistemas estudados neste trabalho sao de cinco e seis dimensoes e

com a compreensao de um sistema hipercaético como um sistema cadtico com pelo menos
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dois expoentes de Lyapunov positivos, investigamos nesta secao a existéncia de regioes
hipercadticas nos modelos de Lorenz 5D e 6D.

Para estes modelos, quando o maior expoente de Lyapunov é maior que zero, ainda
existe a possibilidade de termos mais dois expoentes de Lyapunov positivos para o caso
5D e mais trés expoente de Lyapunov positivos para o caso 6D. Assim, verificamos a
possibilidade de um sistema hipercadtico com até trés expoentes positivos para o sistema
(3.2) e com até quatro expoentes positivos para o sistema (3.3). Para isso, utilizamos
o método [31,32| que considera formas alternativas para caracterizar numericamente re-
gides com comportamento hipercadtico, em planos de parametros de sistemas dinamicos
modelados por um conjunto de pelo menos quatro equacgoes diferenciais ordinarias nao
lineares autonomas de primeira ordem.

Para os planos de parametros para o Lorenz 5D, levamos em consideracao os trés
maiores expoentes de Lyapunov, para construir trés conjuntos de planos de parametros,
um para cada um dos trés expoentes de Lyapunov. Para o caso 6D, tomamos os quatro
maiores expoentes de Lyapunov para a construcao de quatro conjuntos de plano de pa-
rametros, novamente, um para cada expoente. Estes conjuntos de planos de parametros
nada mais sdo que os planos de parametros para (o,r), (b,r) e (b,o) considerando cada
um dos trés (quatro) maiores expoentes de Lyapunov para o modelo 5D (6D).

A Figura 4.7 apresenta os planos de parametros para o modelo 5D, onde em (a),
(c) e (e) utilizamos os segundos maiores expoentes de Lyapunov e em (b), (d) e (f) os
terceiros. Uma regiao hipercadtica com dois expoentes de Lyapunov positivos estaria
associada a uma regido em comum as Figuras 4.1(a) e 4.7(a) ou 4.1(b) e 4.7(c) ou 4.1(c)
e 4.7(e), sendo estas regides coloridas de amarelo a vermelho, enquanto que uma regiao
hipercadtica com trés expoentes de Lyapunov positivos estaria associada a uma regiao
em comum as Figuras 4.1(a) e 4.7(b) ou 4.1(b) e 4.7(d) ou 4.1(c) e 4.7(f), sendo estas
regioes coloridas de amarelo a vermelho. Vemos que nao ha regides coloridas comuns as
figuras citadas acima e nao existem regices pintadas de amarelo a vermelho na Figura 4.7,
logo nao ha comportamento hipercadtico para o modelo 5D com estas variacoes para os

parametros.
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Figura 4.7 — Regides com comportamentos dindmicos diferentes. (a), (c), (e) O segundo maior
expoente de Lyapunov para o modelo 5D. (b), (d), (f) O terceiro maior expoente
de Lyapunov para o modelo 5D.

Ja a Figura 4.8 mostra os planos de parametros para o modelo 6D onde consideramos
o segundo maior expoente de Lyapunov. Analisando as Figura 4.4 e Figura 4.8 podemos
ver que ha regioes comuns coloridas de amarelo a vermelho nos planos de parametros
para (b,r) e (b,0), desta maneira concluimos que para os parametros associados a regiao
colorida de amarelo a vermelho nas Figuras 4.8(b) e 4.8(c) o comportamento dinaAmico do
sistema ¢é dito hipercaédtico com dois expoentes de Lyapunov positivos.

Verificamos ainda se ha comportamento hipercadtico com trés e quatro expoentes de

Lyapunov positivos para o modelo 6D. Apresentamos na Figura 4.9 os planos de parame-
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Figura 4.8 — Regioes com comportamentos dinamicos diferentes. (a), (b), (¢) O segundo maior
expoente de Lyapunov para o modelo 6D.
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tros para o modelo 6D, onde em (a), (c) e (e) utilizamos os terceiros maiores expoentes de
Lyapunov e em (b), (d) e (f) os quartos maiores. Conforme observamos a Figura 4.9 vemos
que nao existem regioes com expoentes de Lyapunov positivos, as quais seriam coloridas
de amarelo a vermelho nos planos de parametros. Assim nao encontramos comportamento
hipercadtico com trés ou quatro expoentes de Lyapunov positivos para o modelo 6D com

estas variacoes de parametros.
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Figura 4.9 — Regides com comportamentos dindmicos diferentes. (a), (c¢), (¢) O terceiro maior
expoente de Lyapunov para o modelo 6D. (b), (d), (f) O quarto maior expoente de
Lyapunov para o modelo 6D.



Capitulo 5

CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho concentrou-se na investigacao de diferencas entre modelos
generalizados de Lorenz. O modelo de Lorenz 5D é um conjunto de cinco equacgoes di-
ferencias ordinarias nao-lineares autonomas e de primeira ordem e o modelo de Lorenz
6D possui seis equagoes diferencias ordinarias nao-lineares auténomas e de primeira or-
dem, ambos com trés parametros de controle. Para estudarmos este modelos utilizamos
simulagoes numéricas para obtermos planos de parametros, diagramas de bifurcacgoes e
atratores. Os resultados para os modelos de Lorenz 5D e 6D foram comparados com os
planos de parametros, diagramas de bifurcacoes e atratores do modelo de Lorenz cléssico,
resultados estes ja conhecidos nas literaturas existentes.

Com relacao aos planos de parametros, a area caracterizada pelo comportamento
cadtico aumenta quando consideramos ambos os modelos Lorenz generalizados. Ainda,
o intervalo dos valores dos maiores expoentes de Lyapunov ¢ aumentado, bem como seu
limite superior, exceto no caso envolvendo os parametros (r,b) para o modelo de Lorenz
5D e os parametros (r,0) para o modelo de Lorenz 6D. Para o inicio do comportamento
caotico nas Figuras 4.1(a), 4.1(b), 4.4(a) e 4.4(b) é necessario um valor maior para o
parametro r em comparagao ao valor deste mesmo parametro no caso 3D. Em (c) nas
Figuras 4.1 e 4.4 observamos que o comportamento cadtico inicia para um maior valor para
o parametro ¢ em comparagao ao valor deste mesmo parametro no caso para o Lorenz
classico. Se a comparacao for feita entre os dois modelos investigados neste trabalho,

caso bD e caso 6D, vemos que o comportamento cadtico inicia com um valor de r maior
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quando fixados b e o para o caso 6D. Porém, quando fixamos r e b, vemos que o inicio do
caos requer um maior valor para o parametro o para o caso 5D. Os atratores cadticos e
periddicos tém suas formas geométricas preservadas, assim como a forma dos diagramas
de bifurcacgoes.

Estudamos também a possibilidade de regioes hipercadticas para os modelos 5D e 6D.
Para os modelos estudados, quando o maior expoente de Lyapunov é maior que zero,
ainda existe a possibilidade de termos mais dois expoentes de Lyapunov positivos para
o caso 5D e mais trés expoente de Lyapunov positivos para o caso 6D. Para estudar
a presenca de comportamento hipercaético, utilizamos planos de parametros, nos quais
construimos considerando os segundos e terceiros maiores expoentes de Lyapunov no caso
5D e considerando os segundos, terceiros e quartos maiores expoentes de Lyapunov para
o caso 6D. A existéncia de uma regiao hipercadtica com dois expoentes de Lyapunov po-
sitivos nesses modelos é caracterizada pela presenga de uma regiao comum aos planos de
parametros para o maior expoente e para o segundo maior expoente de Lyapunov, sendo
esta colorida de amarelo a vermelho. Uma regiao de comportamento hipercaético com
trés expoentes de Lyapunov é caracterizada por uma regiao comum aos planos de para-
metros para o maior expoente, para o segundo maior e para o terceiro maior expoente de
Lyapunov, sendo esta colorida de amarelo a vermelho nestes planos de parametros. Para
hipercaos com quatro expoentes de Lyapunov, deverfamos encontrar no plano de parame-
tros construido considerando o quarto maior expoente de Lyapunov, uma regiao colorida
de amarelo a vermelho. Verificamos que para o modelo 5D nao hé hipercaos, pelo menos
para os intervalos de parametros aqui estudados. Ja nos planos de parametros (r,b) e
(o,b) construidos para o segundo maior expoente de Lyapunov para o caso 6D encontra-
mos regioes coloridas de amarelo a vermelho, caracterizando regidoes de comportamento
hipercaotico. Para os planos de parametros construidos considerando o terceiro e o quarto
maior expoente de Lyapunov nao observamos regioes hipercaoticas.

O estudo destes modelos generalizados do Lorenz e a comparagao feita dos resultados
obtidos com aqueles ja conhecidos para o modelo classico de Lorenz proporcionou-nos
a elaboracao e publicacao de um artigo intitulado On the dynamics of five- and six-

dimensional Lorenz models [33].
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