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RESUMO

Mathias, Amanda Carolina Mudancas na Dinimica de Sistemas a Tempo Continuo sob
Forcamento Externo. 2013. 59f. Dissertacio (Mestrado em Fisica - Area: Dindmica Nio
Linear) - Universidade do Estado de Santa Catarina, Programa de Pds-Graduacdo em Fisica,
Joinville, 2013.

Janelas de periodicidade sdo comuns em regides cadticas de sistemas dinamicos ndo lineares a
tempo continuo e discreto. Por exemplo, elas aparecem como regides periddicas separadas e
imersas em uma grande regido cadtica nos planos de pardmetros. Neste trabalho examinamos
a mudanca na dindmica de alguns sistemas conhecidos (Lorenz, Rossler e Chua) através da
adi¢do de um forcamento senoidal externo, onde cada sistema € composto por um conjunto
de trés equacOes diferenciais autdbnomas nao lineares de primeira ordem. Num primeiro mo-
mento, pela variacdo da amplitude d e mantendo fixo a frequéncia angular w do forcamento,
nés mostramos através de simulagdes numéricas, incluindo planos de parametros, trajetorias
do espaco de fase e o maior expoente de Lyapunov, que o forcamento senoidal pode produzir
transicdes de ordem-caos. Num segundo momento, com a variagao dos dois parametros de con-
trole do forcamento (d, w), utilizamos a constru¢dao de planos de parametros para mostrar que
o forcamento pode produzir transi¢des de ordem-caos e também transi¢des de caos-ordem. Fi-
nalmente pressupomos que, para um sistema composto de trés equagdes diferenciais autbnomas
ndo lineares de primeira ordem € possivel manipular a dindmica do sistema, com a adi¢do do

forcamento senoidal externo em uma das equacdes do sistema.

Palavras-chave: Dinamica Nao Linear. Caos. Sistemas Dinamicos. Planos de Parametro.

Espacos de Fase.



ABSTRACT

Mathias, Amanda Carolina Changes in the Dynamics of continuous-time Systems on Exter-
nal Forcing. 2013. 59f. Dissertation (Mestrado em Fisica - Area: Dindmica Ndo Linear) -
Universidade do Estado de Santa Catarina, Programa de Pds-Graduacdo em Fisica, Joinville,
2013.

Windows of periodicity are common in chaotic regions of discrete- and continuous-time nonlin-
ear dynamical systems. For example, they appear as disconnected periodic regions embedded in
a large chaotic region, in parameter planes. In this work we examined the changes in the dynam-
ics in some known systems (Lorenz, Rossler and Chua) by the addition of an external sinusoidal
forcing, where each system comprises a set of three first-order nonlinear autonomous differen-
tial equations. Initially, by variation of the amplitude d and keeping fixed the angular frequency
w of forcing, we show through numerical simulations, including parameter planes, phase-space
trajectories and the largest Lyapunov exponent, that the sinusoidal forcing can produce order-
chaos transitions. And a second time, with the variation in the two control parameters of the
forcing (d, w), we construct parameter planes to show that the forcing can produce order-chaos
transitions and also of chaos-order transitions. Finally, assuming that for a system modeled by
a set of three first order nonlinear autonomous differential equations it is possible to manipulate
the dynamics of the system, with the addition of external sinusoidal forcing in one of equations

in the system.

Key words: Nonlinear Dynamics. Chaos. Dynamical Systems. Parameter-planes. Phase-

spaces.
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Capitulo 1

Introducao

Um sistema tridimensional ndo linear autdbnomo a tempo continuo pode ser expresso da

seguinte forma

t = f(z,y,2,0D),
v =g(z,y,2 D),
z2=h(z,y,2,p),

sendo f, g, h as fungdes reais, com pelo menos uma nio linear, x, y, z as varidveis dindmicas e

p representa o conjunto de parametros de controle.

O estudo realizado neste trabalho consiste em utilizar sistemas dindmicos tridimen-
sionais ndo autdnomos a tempo continuo, obtidos através da adicdo do termo de for¢amento
F(t) = dsin(wt), do lado direito do sinal de igualdade em qualquer uma das equagdes acima.
O sistema dinamico tridimensional ndo autonomo adquirido pela adi¢do do termo senoidal, por

exemplo, na primeira equacdo acima, é equivalente ao sistema dindmico quadridimensional
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autdbnomo dado por

&= f(z,y,2p) + dsin (v),

v =g(z,y,2D),
2 =h(z,y,2,p),
V= w,

onde v = wt € a quarta varidvel dindmica, com d e w, sendo a amplitude e a frequéncia angular

da func¢ado forcamento senoidal externa, respectivamente.

O uso de forgas senoidais externas tem sido relatado em varios trabalhos [2-7,10, 11,
15,17-20,24,25,27,28]. Em um sistema eletroquimico sob a influéncia do for¢amento externo
observou-se que, através da variacao da frequéncia e amplitude do for¢amento externo, ou seja,
a variagcdo dos parametros de controle, ocorreu uma alteracdo na dinamica oscilatéria do sis-
tema. Para valores apropriados dos parametros de controle pode-se alterar o comportamento
caético para estados de periodo 1, e estados de periodo 1 foram transformados em estados de
maior periodicidade, por exemplo de periodo 2 [18, 19]. Em uma rede neural analégica as-
simétrica com atraso de tempo, o controle de caos se deu por meio do forcamento senoidal
externo. Nesse trabalho, foram investigados as caracteristicas quantitativas das saidas da rede
neural, tais como, o espectro, a dimensdo de correlacdo e o maior expoente de Lyapunov, em
dependéncia da frequéncia e amplitude da forca externa. E por fim, foi salientado que a forca
senoidal externa permite controlar o grau de caos e a producao de transicdes entre caos-ordem,
ordem-caos, e caos-caos [6]. A sincronizacdo de fase cadtica, foi investigada em um modelo
neuronal exibindo um comportamento cadtico em resposta a uma forga fraca periddica, com
baixa amplitude e elevada frequéncia [2]. A dindmica da jun¢do de Josephson desviada (RCL)
sob a influéncia de forcas externas foi estudada para controlar o caos e sincronizar duas jungdes
idénticas acopladas. A frequéncia do sinal periddico externo foi utilizada como o parametro
de controle para destruir caos em uma juncao [11]. O modelo de Kuramoto periodicamente
forcado consiste de uma populagdo infinita de osciladores de fase com frequéncias intrinsecas

aleatdrias, acoplamento global senoidal e forcamento senoidal externo. Esse modelo representa
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uma idealizacdo de muitos fendmenos da fisica, quimica e biologia em que a sincronizagdo
mutua compete com a sincroniza¢io forcada. Em outras palavras, a populacdo de osciladores
tenta sincronizar com outro oscilador ao mesmo tempo que este tenta bloquear uma unidade
externa. Para este trabalho apresentou-se uma andlise completa de bifurcacdo para um caso es-
pecial em que a dindmica de dimensao infinita colapsa para um sistema bidimensional [7]. Para
um acoplamento de osciladores sujeitos a uma forca senoidal externa, os estados estaciondrios e
sua estabilidade foram determinadas. Esse sistema de osciladores foi levado para uma unidade
de frequéncia e produziu ritmos regulares. Se a unidade fosse muito fraca, ou se a frequén-
cia fosse muito diferente da frequéncia média dos osciladores, o forcamento externo poderia
deixar de levar o sistema e conduzir a ritmos irregulares [3]. Um sistema de osciladores de
fase com acoplamento global repulsivo e forcamento periddico externo passando por uma ro-
tacdo assincrona foi considerado. A taxa de sincronizagdo do sistema apresentou flutuacdes
persistentes que depende dos parametros e distribui¢des de fase inicial [5]. Ondas em espiral
submetidas a uma forg¢a periddica externa exibem uma dindmica espaco-temporal muito rica,
incluindo atratores de ressonincia. A modulacdo periddica da excitabilidade foi diretamente
descrita pela dependéncia temporal dos parametros. Além disso, quando se for¢ou a espiral
com uma frequéncia maior do que a sua frequéncia intrinseca, outro ramo da espiral sinuoso

com propriedades diferentes foi observado qualitativamente [27].

Efeitos de excitagao periddica também foram relatados em alguns modelos conhecidos,
sendo eles, sistemas de Lorenz, Rossler e Chua. No sistema de Lorenz sob a influéncia do forca-
mento senoidal, expoentes de Lyapunov, diagramas de bifurcacdo e secdes de Poincaré foram
utilizados para analisar hipercaos e controle de hipercaos. Através das simulacdes numéri-
cas, verificou-se que o forcamento senoidal ndo s6 suprime o comportamento original cadtico
para uma Orbita periddica, mas também gera hipercaos em alguns intervalos de pardmetros
[25]. Para representar o sistema de Lorenz, um circuito andlogo ao sistema foi elaborado para
demonstrar experimentalmente que sincronizacdo de fase cadtica ndo pode ser alcangada ao
adicionar a funcdo de forcamento senoidal na equag@o z do sistema [20]. Para o sistema de
Rossler, verificou-se que uma 6rbita periddica iria conduzir para pulsos periddicos fracos com

uma frequéncia perto da frequéncia natural de oscila¢do, ao adicionar uma for¢a agindo sobre a
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equacgdo y do sistema. O atrator estranho também foi levado, em média, para pequenos pulsos
perto do pico de frequéncia na banda larga do espectro de poténcia do atrator [24]. Para o
mesmo sistema, o de Rossler, mas agora o termo de forcamento adicionado na equagdo x do
sistema, pode-se observar novas estruturas de bifurcagdo. Foi apresentado um estudo especifi-
cado dos fendmenos de bifurcacdo que podem surgir em um sistema multi-dimensional através
da interacdo de um processo de duplicacdo de periodo com 0s mecanismos de sincronizagao
[15,28]. Para um sistema de Rossler modificado e perante uma forca senoidal externa agindo
sobre a equacgdo y do sistema, demontrou-se numericamente o comportamento de ressonancia
estocéstica semelhante ao de um sistema oscilatorio cadtico deterministico. Esse comporta-
mento de ressondncia estocdstica € explicado por uma crise de fronteira que depende de dois
parametros de bifurcagdo [4]. Para o sistema de Chua com a implementa¢do de um forcamento
externo, verificou-se uma grande mudanca do comportamento dindmico que nao sdo observa-
dos no circuito de Chua padrao [10]. Em outro trabalho, sob a acdo do forcamento no sistema
de Chua, este circuito apresenta uma grande variedade de sequéncias de bifurcacdo, incluindo
duplicagdo de periodo, adi¢do de periodo e janelas em regime cadtico. Além disso, uma clas-
sificacdo de atratores presentes em um dos planos de pardmetro que considera a frequéncia e a

amplitude do forcamento, foram relatados na Ref. [17].

O intuito deste trabalho € averiguar transi¢cdes de ordem-caos e caos-ordem nos modelos
de Lorenz, Rossler e Chua, ao adicionarmos o termo de forcamento senoidal externo em qual-
quer uma das equacdes diferenciais desses sistemas. Para analisarmos a mudanca na dindmica
dos sistemas foram construidos planos de parametros, diagramas de fases e espacos de fase.
As simulacdes numéricas foram computadas com linguagem de programacdo FORTRAN, e o
integrador dotado para apurar tais sistemas foi o Runge-Kutta de quarta ordem, com passo fixo.

As figuras plotadas foram executadas com o auxilio dos programas Gnuplot e Xmgrace.

Esta dissertacao estd organizada em quatro capitulos. No Capitulo 1 temos a introducao
deste trabalho, na qual apresentamos alguns artigos em que foram empregados um termo de
forcamento externo em determinados sistemas. No Capitulo 2 um estudo detalhado dos sis-

temas Lorenz, Rossler e Chua sob a influéncia do forcamento senoidal externo € exposto. Os
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resultados adquiridos exibem a destrui¢ao de periodicidade em regides consideradas dos planos
de parametros ao variarmos a amplitude do forcamento senoidal com frequéncia fixa. Para
verificarmos a destruicdo das janelas periodicas foram escolhidos pontos periodicos de cada
sistema nao forcado e observamos que conforme variamos a amplitude do forcamento o atra-
tor periddico torna-se cadtico. No Capitulo 3 mostramos a mudanga na dindmica dos sistemas
ao variarmos os parametros de controle w e d, a frequéncia e a amplitude do for¢amento, res-
pectivamente. Basicamente escolhemos dois pontos, um periddico e outro caédtico, do plano
de pardmetro dos sistemas nao forcados e plotamos os planos de pardmetros (w, d) para verifi-
carmos as transi¢des de caos-ordem e ordem-caos. Apresentamos também, que o for¢amento
senoidal pode gerar hipercaos nos sistemas. No Capitulo 4 expomos as discusdes dos resultados

e as consideracgdes finais da pesquisa.



Capitulo 2

Destruicao da Periodicidade em Sistemas
Dinamicos a Tempo Continuo sob

Forcamento Externo

Neste capitulo sdo apresentados os estudos da dindmica dos sistemas de Lorenz, Rossler
e Chua, com a adicdo do termo de forcamento senoidal em uma das equagdes diferenciais
dos sistemas. Para cada sistema foram escolhidos dois parametros de bifurcagdo, e que foram
adotados para construir os planos de parametro para os valores da amplitude do forgamento
aumentando a partir do zero. Adicionalmente usamos espacgos de fase para a caracteriza¢ao dos

estados destes sistemas.
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2.1 Sistema tipo Lorenz forcado senoidalmente

O sistema de Lorenz [16], consiste num modelo simplificado do comportamento da

atmosfera. Seu sistema de equacdes € definido por

X =—0X +0Y,
Y =—XZ+rX —ay, 2.1

7 =XY +-bZ,

onde as varidveis X, Y e Z sdo proporcionais a intensidade do fluxo de conveccao, a diferenca
de temperatura entre as correntes ascendentes e descendentes, e a distribuicdo de temperatura
vertical, respectivamente. Os parametros o e r referem-se aos nimeros de Prandtl e de Rayleigh.

E a e b s@o constantes maiores que zero.

Nesta pesquisa trabalhamos com o sistema tipo Lorenz [26], com ¢ = 0 em (2.1) e

descrito pelo conjunto de equacdes diferenciais dado por

=0y —x),
Yy =rz —xz+ dsin (wt), 2.2)
z=—bz+ xy,

sendo z, y, z as variaveis dindmicas e d sin(wt) o forcamento externo aplicado.

O parametro b e a frequéncia angular w do forcamento senoidal sdo mantidos fixos em
b=1,0ew = 0,5, enquanto os parametros o e r so utilizados como parametros de bifurcacao.
Isto significa que o e r sdo os parametros que variam simultaneamente com d aumentando a par-

tir do zero.

Para analisarmos o comportamento dindmico de cada ponto no sistema, construimos
planos de parametros para o expoente de Lyapunov. O plano de parametro é uma se¢dao do

espaco de parametros tridimensional, em que duas dimensdes sdo caracterizadas pela variagao
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de dois parametros, e a terceira dimensdo, no nosso caso, ¢ a magnitude do expoente de Lya-
punov, representado por um gradiente de cores. A variacdo de cores permite verificarmos onde

o sistema apresenta regides de pontos fixos, regides periddicas e regides cadticas.

Os planos de parametros expostos neste trabalho, foram obtidos por meio do cdlculo do
maior expoente de Lyapunov, em uma malha de 500 x 500 pontos equidistantes para cada par
de parametros. O integrador empregado foi o Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo de
integracdo igual a 1073, e foram considerados 5 x 10° passos para computar o maior expoente
de Lyapunov. As condigdes iniciais para (xo, 3o, 20, Vo) foram estabelecidas para cada sistema,
e para cada incremento do valor dos parimetros usamos o dltimo valor de (z,y, z,v) como
novas condicdes iniciais para determinar o préximo expoente. Para a construcdo dos planos de

parametros foi utilizado o Gnuplot.

O expoente de Lyapunov trata-se de uma grandeza pela qual podemos quantificar a
existéncia de uma taxa de divergéncia entre trajetérias que sofreram dependéncia de forma
sensivel nas condi¢des iniciais aplicadas [12]. Desta forma, considerando um sistema n di-
mensional, em que existe uma hiperesfera de condi¢des iniciais centrada num ponto Z(¢).
Conforme a evolugdo do tempo, o volume de condi¢des iniciais se altera. Assumindo que, ao
longo da j—ésima dimensdo (j = 1, ...,n), o raio inicial d;(t,) tem variado exponencialmente
com o tempo, de maneira que a relagio entre d;(t) e o valor correspondente no instante ¢, dado

por d;(t), temos que

dj(t) = dj(to)ekj(t_to), ] = ]_, 27 .1 t 2 t()

assim podemos escrever que

A — nld;(8)/d; ()]
t—to
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onde os \; s3o chamados de expoentes de Lyapunov.

Para um instante ¢ > ¢y, o volume V'(¢) da hiperesfera deve ser proporcional ao produto

das distancias d;(t), ou seja:

V(e) o [T do(0) = Vto)er oS5

j=1

sendo V' (to) o volume inicial em t.

Para uma 6rbita periddica, a distincia entre duas condi¢des iniciais vizinhas se mantém
em média invaridvel, dessa maneira o expoente de Lyapunov agregado a esta direcdo € nulo. Ja
nas direcdes perpendiculares ao atrator periddico, hd contragdo de volume no espaco de fase,

assim os expoentes de Lyapunov correspondentes a essas direcdes sao negativos.

O comportamento cadtico é caracterizado pelo afastamento exponencial das trajetdrias
vizinhas. Neste caso, hd ao menos um expoente de Lyapunov maior que zero, o que implica
dependéncia sensivel nas condi¢des iniciais € a existéncia de um atrator cadtico, no espago de

fase [1].

Para um sistema de /N dimensoes existem N expoentes de Lyapunov (Aj, Ao, ..., Ayn),

aos quais podemos associar os seguintes tipos de atratores:

- ponto de equilibrio: tem-se Aj, Ao, ..., Ay < 0, jd que o volume de condi¢des iniciais
deve se contrair ao longo das N direcdes do espaco de fases, a fim de que a trajetéria

convirja para o ponto;

- ponto periddico ou ciclo-limite: tem-se necessariamente um expoente nulo € os outros

negativos, ou seja, Ay = 0, o, ..., Ay < 0 sendo que o expoente nulo corresponde a
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direcdo ao longo da orbita fechada;

- torus: tem-se pelo menos dois expoentes nulos e os outros negativos, ou seja, Ay, Ao = 0,
A3, ..., Any < 0 de modo que a trajetdria atratora situa-se sobre uma superficie, no qual

podemos encontrar um comportamento quase periddico;

- atrator cadtico ou estranho: tem-se \; > 0, Ao = 0, A3, ..., Ay < 0. Um expoente deve
ser positivo para que exista dependéncia sensivel nas condi¢des iniciais, o outro deve ser
nulo, e o restante deve ser negativo. Nos casos onde temos pelo menos dois expoentes

positivos, existe a ocorréncia de regides hipercadticas.

Os planos de pardmetros (o, r) do sistema (2.2) sdo mostrados na Fig. 2.1. Para cada
uma das possiveis combinagdes de o e r, consideramos a condi¢do inicial (xg, Yo, 20, Vo) =
(0,0,0,1,0,3,0,4). As cores nos painéis da Fig. 2.1 estdo associadas & magnitude do maior
expoente de Lyapunov: branco para expoentes negativos, preto para os expoentes nulos, e ver-

melho para expoentes mais positivos.

Como mostrado na Fig. 2.1, o plano de parametros do sistema tipo Lorenz nao for¢ado
(d = 0), contém vdrias janelas periddicas em preto, imersas na regido cadtica amarelo-vermelho.
Essas janelas s@o usualmente exibidas em um diagrama de bifurca¢do como mostrado na Fig. 2.2,
que considera o maximo local da variavel x, representada por z,,, em funcao do parametro o. A
Fig. 2.2 apresenta as janelas periddicas com dois diferentes periodos, onde duas dessas janelas
tem comportamento de periodo 2, e enquanto uma janela tem comportamento de periodo 3.
Em todas as janelas periddicas a rota para o caos € via bifurca¢des de duplicagcdo de periodo,
ambos para o lado direito e para o lado esquerdo. O diagrama de bifurcac¢des foi construido
considerando pontos ao longo da diagonal secundéria r = —28, 60 + 1836, 8 do painel d = 0
relacionado com o sistema tipo Lorenz nado forcado da Fig. 2.1. Para a constru¢io do diagrama
utilizamos como condi¢do inicial (xg, Yo, 20, v0) = (0,0,0,1,0,3,0,4), e dividimos o eixo do
pardmetro o em 10 intervalos iguais. Para esse diagrama de bifurcagio foram plotados 50 pon-

tos para cada valor do parametro o.

O diagrama de bifurcacdo € um técnica para estudar que modificacdo pode ocasionar
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no sistema, a variagdo de um parametro de controle por uma de suas varidveis. Representa de
forma grafica, o comportamento qualitativo das drbitas, onde s@o plotados os pontos de maximo
para os quais o sistema converge apds determinado tempo com a variacdo do parimetro. Estes
pontos podem ser pontos fixos, drbitas periddicas ou Orbitas cadticas para o qual o sistema é

atraido [13].

750

550

Figura 2.1: Planos de pardmetro (o, r) do sistema (2.2), para b = 1,0, w = 0,5, e cinco valores da
amplitude d, escritos em cada painel. As cores nos painéis estio associadas com a magnitude do maior
expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

Os painéis da Fig. 2.1 fornecem uma visdo geral da dinamica do sistema (2.2) no plano
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de pardmetros (o, ), como uma fun¢do da amplitude do forcamento d, para d = 0, 1,2, 3, 4.
Desta forma, pode ser visto o efeito do forcamento periddico externo sobre o sistema tipo
Lorenz, se olharmos ao todo o conjunto de painéis. Para d = 0, o caso ndo forcado, vdrias
janelas de periodicidade estdo presentes na regido cadtica, sendo as mais notdveis numeradas.
Conforme d € aumentado a partir de zero, as figuras comecam a mudar com a a¢ao da pertubagdo
senoidal, que atua como um agente capaz de fazer acontecer uma transi¢ao de ordem-caos no
sistema. Isto pode ser visto quando d = 1 a forma de arco de periodo 2 em preto do painel
d = 0 foi totalmente removido, sendo substituida por uma regido cadtica em vermelho. Para
d = 2, observa-se o total desaparecimento de algumas listras pretas periddicas, e também, o
estreitamento da faixa preta no canto esquerdo superior apresentados no painel d = 0. E com o
aumento da amplitude d, a listra diminui mais ainda (d = 3), até o total desaparecimento para

d=4.

_100. I l'l. |--|'.-| |..| L ! | |
38 40 42 44

Figura 2.2: Diagrama de bifurcacdo para pontos ao longo da diagonal secundédria r = —28, 60 + 1836, 8
do painel d = 0 da Fig. 2.1.
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Para verificarmos o efeito do forcamento peridédico externo sobre um atrator periddico do
sistema tipo Lorenz ndo forcado, consideramos o ponto P apresentado nos planos de parametro
da Fig. 2.1, cujas coordenadas sdo 0 = 39 e r = 743. As trajetdrias do espago de fase, ou seja
os atratores, mostram a evolu¢do do atrator periddico do sistema (2.2) quando a amplitude do

forcamento externo aumenta a partir do zero, na Fig. 2.3.

840
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Figura 2.3: Atratores gerados pelo sistema (2.2) com (o,r) = (39,743), parab = 1,0 e w = 0, 5.
(a) Sistema periddico ndo forgado para d = 0. (b) Sistema periédico forcado para d = 1. (c) Sistema
periddico forgado para d = 2. (d) Sistema periddico for¢ado para d = 3. (e) Sistema cadtico for¢cado

parad = 4.
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Para a constru¢do dos atratores, o sistema (2.2) foi integrado utilizando o algoritmo
Runge-Kutta de quarta ordem com passo igual a 1073, considerando 5 x 10° passos, dos quais

foram plotados os dltimos 65000 pontos, e a condi¢do inicial foi (0, 0,0, 1,0,3,0,4).

Um atrator é um conjunto invariante no espago de fase, para o qual 6rbitas préoximas
convergem depois de um tempo suficientemente longo. O conjunto completo de condi¢des ini-

ciais que convergem para um dado atrator € sua bacia de atracao [13].

Os painéis (b) a (d) da Fig. 2.3, equivalem ao ponto P do sistema tipo Lorenz periédico
forcado para d = 1, 2,3 da Fig. 2.1, e o painel (e) corresponde ao sistema tipo Lorenz forgado
cadtico para d = 4. Com a aplica¢do do for¢amento eliminamos o atrator periédico, cujo maior
expoente de Lyapunov era nulo, nos painéis (a) a (d), sendo substituido agora por um atrator

cadtico, de expoente de Lyapunov igual a 2, 60, no painel (e).

Portanto, pela variacdo da amplitude do for¢amento senoidal externo com frequéncia
angular constante, vimos que € possivel destruir janelas periddicas embutidas em uma regiao
cadtica do plano de pardmetro (o, r) do sistema tipo Lorenz. Este processo pode ser visto como
uma técnica para eliminar janelas periddicas de regides cadticas em planos de pardmetro (o, 7)

do sistema tipo Lorenz, obtido fazendo d = 0 no sistema (2.2).

2.2 Sistema de Rossler forcado senoidalmente

O sistema de Rossler [22], € uma simplificacdo do sistema de Lorenz. Esse modelo, em
primeiro momento, foi apresentado com parametros fixos, sendo a,b = 0,2 e ¢ = 5,7, e dado

pelo conjunto de equagdes diferenciais representado abaixo

y=x+0,2y,

=024 z2(z —5,7),
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Neste trabalho consideramos o sistema de Rossler periodicamente forcado dado por

& =—(y+ z) + dsin (wt),
y=z+ay, (2.3)

Z=b+z(x —¢),

sendo z, y, z as varidveis dindmicas do modelo de Réssler e dsin(wt) é o forcamento externo

aplicado.

O parametro b e a frequéncia angular w do for¢camento senoidal sdo mantidos fixos em
b=0,4ew = 0,5, enquanto os pardmetros a € c¢ sao utilizados como parametros de bifur-
cacdo. Isto significa que a e c s3o os parametros que variam simultaneamente, e sdo utilizados

para construir os planos de parametro para os valores de d aumentando a partir do zero.

Novamente o comportamento da dinamica de cada ponto dos planos parametros € de-
terminado através de estimativas numéricas do maior expoente de Lyapunov. Os planos de
pardmetros (a,c¢) do sistema (2.3) sdo mostrados na Fig. 2.4. Para cada uma das possiveis
combinagdes de a e ¢, consideramos a condigdo inicial (g, Yo, 20, v0) = (2,0,3,1,4,3,4,4) e

utilizamos procedimentos similares aos usados para gerar os planos de parametros da Fig. 2.1.

Na Fig. 2.4, o plano de pardmetros do sistema de Rossler ndo for¢ado (d = 0), contém
vdrias janelas periddicas em preto, imersas na regido cadtica amarelo-vermelho. Essas janelas
sao frequentemente exibidas em um diagrama de bifurcacdo como mostrado na Fig. 2.5, que
considera o maximo local da varidvel z, representada por z,,, em funcdo do parametro a. A
Fig. 2.5 apresenta as janelas periddicas com dois diferentes periodos, onde uma dessas janelas
tem comportamento de periodo 2, e enquanto a outra janela tem comportamento de periodo 3.
Nas janelas periddicas a rota para o caos € via bifurcacdes tangente e de duplicacdo de periodo.
O diagrama de bifurcagdo foi construido considerando pontos ao longo da linha horizontal

¢ = 29 do painel d = 0 relacionado com o sistema Rdossler nao for¢ado da Fig. 2.4. Para a con-
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Figura 2.4: Planos de parimetro (a,c) do sistema (2.3), para b = 0,4, w = 0,5, e seis valores da
amplitude d, escritos em cada painel. As cores nos painéis estio associadas com a magnitude do maior
expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

strugdo deste diagrama utilizamos como condi¢do inicial (zg, yo, 20, v0) = (2,0,3,1,4,3,4,4),
e dividimos o eixo do parAmetro @ em 10? intervalos iguais. Para esse diagrama de bifurcagdo

foi plotado 50 pontos para cada valor do parametro a.

Os painéis da Fig. 2.4 fornecem uma visdo geral da dindmica do sistema (2.3) no plano
de pardmetro (a, ¢), como uma fun¢do da amplitude do forcamento d, para d = 0,1,2,3,4,5.

Desta forma, pode ser visto o efeito do forcamento periddico externo sobre o sistema de Rossler,
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20 I

Figura 2.5: Diagrama de bifurcag@o para pontos ao longo da linha horizontal ¢ = 29 do painel d = 0 da
Fig. 2.4.

se olharmos ao todo o conjunto de painéis. Para d = 0, o caso ndo for¢ado, vdrias janelas de
periodicidade estdo presentes na regido cadtica, sendo as mais proeminentes numeradas. Como
d € aumentado a partir de zero, as figuras comecam a mudar com a acdo da pertubacao senoidal,
que atua como um agente capaz de fazer acontecer uma transi¢cdo de ordem-caos no sistema.
Isto pode ser visto que quando d = 2 a estrutura de periodo 3 em preto do painel d = 0 foi
totalmente removida, sendo substituida por uma regido cadtica em vermelho. Como a ampli-
tude d € aumentada mais ainda, outras estruturas do painel d = 0 vao desaparecendo, até que

completamente todas somem (d = 5).

Da mesma maneira que na se¢ao anterior, averiguamos o efeito do forcamento periddico
externo sobre um atrator periddico do sistema de Rossler nao for¢ado, agora nds consideramos
o ponto R apresentado nos planos de pardmetro da Fig. 2.4, cujas coordenadas sdo a = 0,25

e c = 29. As trajetérias do espago de fase, ou seja os atratores, mostram a evolugdo do atrator
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periddico do sistema (2.3) quando a amplitude do forcamento externo aumenta a partir do zero,

na Fig. 2.6.

Figura 2.6: Atratores gerados pelo sistema (2.3) com (a,c) = (0,25,29), parab = 0,4e w = 0, 5. (a)
Sistema periddico ndo for¢ado para d = 0. (b) Sistema cadtico for¢ado para d = 1. (c) Sistema cadtico
forcado para d = 2. (d) Sistema caético for¢ado para d = 3. (e) Sistema cadtico for¢ado para d = 4. (f)
Sistema cadtico forgado para d = 5.

Para a construcdo dos atratores do sistema (2.3), utilizamos procedimentos similares
aos usados para gerar os atratores do sistema tipo Lorenz, da Fig. 2.3, dos quais foram plotados

os dltimos 65000 pontos, e a inicializa¢do de (¢, Yo, 20, vo) foi (2,0,3,1,4,3,4,4).
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O painel (a) da Fig. 2.6, corresponde ao ponto R do sistema de Rdssler periddico ndo
forcado para d = 0 da Fig. 2.4, e os painéis de (b) a (f) correspondem ao sistema de Rossler
cadtico forcado para d = 1,2,3,4 e 5. Com a aplicagdo do forcamento eliminamos o atra-
tor periddico, cujo expoente de Lyapunov era nulo, no painel (a), sendo substituido agora por
um atrator cadtico, de expoente de Lyapunov igual a 0, 14;0, 18;0, 14; 0, 16 e 0, 16, respectiva-
mente, para d = 1,2,3,4 e 5. No entanto, pode-se observar que desta vez o forcamento nao

produziu uma mudanga na aparéncia geral do atrator caédtico do sistema de Rossler ndo forcado.

Assim, como mostrado na Seg. 2.1 para o sistema tipo Lorenz, nesta se¢do nds mostramos
que janelas periddicas imersas na regido céotica do plano de pardmetro (a,c) do sistema de
Rossler podem ser destruidas usando uma excitacdo periddica externa. E como consequéncia,
uma regido continua de caos emerge no plano de parametro (a, ¢) do sistema (2.3) sem auséncia

de janelas periddicas.

2.3 Sistema de Chua forcado senoidalmente

O sistema de Chua € muito conhecido, principalmente por se tratar do primeiro sistema
dinamico real, um circuito elétrico, capaz de produzir fendmenos cadticos em laboratério. Este
circuito € composto por 4 componentes lineares, sendo 2 capacitores, 1 indutor, 1 resistor e 1
componente ndo-linear chamado de diodo de Chua, sendo este responsdvel pela ndo linearidade.

As equacdes que conduzem o sistema sdo

&= a(y — g(x)),
y:x—y—i—z,

2= —fy — vz + dsin (wt),

sendo as varidveis z e y as tensdes dos capacitores, a varidvel z a corrente através do indutor, e
a, 3 e 7y os pardmetros deste sistema. A ndo linearidade do diodo de Chua € representada pelo

polindmio cubico g(z) = az® + (1 4 ¢)z, onde a e ¢ sdo constantes [14].
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Neste trabalho utilizamos o sistema de Chua periodicamente for¢cado [8] representado

pelas seguintes equagdes diferenciais

i =aly —az® — (14 c)z),
=1 —y+z, 2.4)

Z=—py— vz + dsin (wt),

onde z, y, z sdo as varidveis dindmicas do modelo de Chua e d sin(wt) é o forgamento externo

aplicado.

O parametro vy e a frequéncia angular w do forcamento senoidal sdo mantidos fixos em
v = 0,4ew = 0,5, e as constantes sdo fixadas em a = 0,03 e ¢ = —1,2, enquanto os
parametros « e 3 s@o utilizados como parametros de bifurcagdo. Isto significa que o e 5 sdo
0s parametros que variam simultaneamente, e sdo usados para construir os planos de parametro

para os valores de d aumentando a partir do zero.

O comportamento da dindmica de cada ponto dos planos de parametros € determinado
novamente através de estimativas numéricas do maior expoente de Lyapunov. Os planos de
parAmetros (o, 3) do sistema (2.4) sdo mostrados na Fig. 2.7. Para cada uma das possiveis
combinagdes de « e (3, consideramos a condig¢do inicial (g, yo, 20, v0) = (0,0,0,1,0,3,0,4) e
utilizamos procedimentos similares aos usados para gerar os planos de parametros das Figs. 2.1

e 2.4.

Na Fig. 2.7, o plano de parimetro do sistema de Chua ndo for¢ado (d = 0), contém
vdrias janelas periddicas em preto, imersas na regido cadtica amarelo-vermelho. Desta vez,
diferentemente dos sistemas das Sec. 2.1 e 2.2, as estruturas periddicas estdo alinhadas ao
longo da linha vermelha 8 = 2, 7a — 26, 5 sobre o painel d = 0 da Fig. 2.7. Estas estruturas
se organizam em cascata de bifurcacdo por adi¢do de periodo 2, sendo --- — 13 — 15 —

17 — 19 — ... [23]. Este comportamento pode ser confirmado pelo diagrama de bifurcacdo
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Figura 2.7: Planos de pardmetro (v, 3) do sistema (2.4), paraa = 0,4, w =0,5,a =0,03ec = —1,2
e seis valores da amplitude d, escritos em cada painel. As cores nos painéis estdo associadas com a
magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

da Fig. 2.8, que considera pontos ao longo da linha 8 = 2, 7 — 26, 5 sobre o painel d = 0 da
Fig. 2.7, e como pode ser visto as janelas periddicas correspondem a formacao do tipo adi¢cdo de
periodo. E desta vez foi preferivel construir o diagrama de bifurcacdo considerando o nimero
do maximo local da varidvel y, representada por y,,, em fun¢do do pardmetro o, em vez do
maximo local da varidvel z. Para a construcdo deste diagrama utilizamos como condi¢do inicial
(70, Yo, 20,v0) = (0,0,0,1,0,3,0,4), e dividimos o eixo do pardmetro o em 10 intervalos

iguais. Para esse diagrama de bifurcacio foram plotado 50 pontos para cada valor do parametro
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Figura 2.8: Diagrama de bifurcagdo para pontos ao longo da linha vermelha 5 = 2, 7a. — 26, 5 do painel
d = 0 daFig. 2.7.

Os painéis da Fig. 2.7 fornecem uma visdo geral da dindmica do sistema (2.4) no plano
de pardmetro («, /3), como uma fungéo da amplitude do forcamento d, parad = 0;0, 2; 0, 6; 1, 0;
1,2e1,6. Desta forma, pode ser visto o efeito do forcamento periddico externo sobre o sistema
de Chua. Para d = 0, que corresponde ao caso ndo for¢cado, nés podemos observar varias lis-
tras periddicas em preto embutidas na mesma regido cadtica que as estruturas auto-organizadas.
Como d € aumentado a partir do zero, uma transicao de ordem-caos ocorre no sistema de Chua
forcado. Quando d = 0, 2 as listras periddicas do painel d = 0 foram totalmente removidas,
mas ainda restam vestigios das estruturas periddicas auto-organizadas. Como a amplitude d é
aumentada mais ainda, esses vestigios sdo cada vez menos notdveis, como pode ser visto nos
painéis d = 0,6;1,0 e 1,2 na Fig. 2.7. Finalmente, quando d = 1,6 as estruturas periddicas
auto-organizadas desapareceram quase interiramente. De fato, continua a aparecer uma estru-

tura periddica na parte central do painel d = 1, 6 da Fig. 2.7.

Finalmente, seguindo as Secs. 2.1 e 2.2, respectivamente, para os sistemas tipo Lorenz e
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o sistema de Rossler, também neste caso nds investigamos a influéncia do forcamento periédico
externo sobre um atrator periddico do sistema de Chua nao forcado. Com este propdsito, nos
consideramos o ponto () apresentado nos planos de pardmetro da Fig. 2.7, cujas coordenadas
sdo o = 40,3034 e B = 84, 1534. As trajetdrias do espago de fase, ou seja os atratores, mostram
a evolucdo do atrator periddico do sistema (2.4) quando a amplitude do forcamento externo au-

menta a partir do zero, na Fig. 2.9.
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Figura 2.9: Atratores gerados pelo sistema (2.4) com (« = 40,3034, 5 = 84,1534), para v = 0,4,
w=20,5,a=0,03ec= —1,2. (a) Sistema peridédico ndo for¢ado para d = 0. (b) Sistema peridédico
forcado para d = 0,2. (c) Sistema cadtico forcado para d = 0,6. (d) Sistema cadtico forcado para
d =1, 0. (e) Sistema cadtico forcado para d = 1, 2. (f) Sistema cadtico for¢ado parad = 1, 6.
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Para a construcdo dos atratores do sistema (2.4), utilizamos procedimentos similares
aos usados para gerar os atratores dos sistemas tipo Lorenz e Rossler, 2.3 e 2.6 respectiva-
mente, dos quais foram plotados os tltimos 65000 pontos, e a inicializagdo de (x, Yo, 20, Vo)

foi (0,0,0,1,0,3,0,4).

O painel (b) da Fig. 2.9, corresponde ao ponto () do sistema de Chua periddico for¢ado
para d = 0,2 da Fig. 2.7, e os painéis de (c) a (f) correspondem ao sistema de Chua cadtico
forcado para d = 0,6;1,0;1,2 e 1,6. Com a aplicagdo do forcamento eliminamos o atrator
periddico, cujo expoente de Lyapunov era nulo, nos painéis (a) e (b), sendo substituido agora
por um atrator cadtico, de expoente de Lyapunov igual a 0, 76; 0, 65; 0,50 e 0, 73, respectiva-
mente, parad = 0,6;1,0;1,2 e 1,6. Desta vez, pode ser visto que o forcamento ndo produziu
uma mudanga na aparéncia geral do atrator cadtico do sistema de Chua nao forcado, uma vez
que todos os atratores cadticos do sistema de Chua for¢ados nos painéis (c) a (f) da Fig. 2.9

lembram o atrator cadtico de dupla volta do sistema de Chua.

Este € um terceiro exemplo de sistema, em que as estruturas periédicas imersas em
uma regido cadtica do plano de parametro, sdo substituidas por estruturas cadticas, quando a
amplitude de um forcamento senoidal com frequéncia angular fixa € variada. Portanto, como
mostrado nas Se¢ 2.1 para um sistema tipo Lorenz, e na Se¢. 2.2 para o Sistema de Rossler,
na secdo presente mostrou-se que as janelas periddicas imersas numa regido cadtica do plano
de parametro do sistema de Chua podem ser destruidas utilizando uma forga externa periddica,

resultando assim, uma regido continua de caos.



Capitulo 3

Mudancas na Dinamica dos Sistemas de
Lorenz, Rossler e Chua sob um

Forcamento Externo

Neste capitulo serdo mostrados os resultados obtidos através de métodos computacionais
para os sistemas de Lorenz, Rossler e Chua sob acdo do forcamento senoidal externo nos sis-
temas originalmente periddicos e cadticos, com a variacdo da amplitude e da frequéncia angular.
O comportamento dindmico dos sistemas sdo estudados com o uso das ferramentas de planos

de parametro, diagrama de bifurcacgao e transformadas de Fourier.

A construgdo das figuras dos planos de pardmetros foi obtida pela combinagdo das vari-
acoes dos pardmetros de controle w e d e a representacdo grafica do maior expoente de Lya-
punov. Para cada plano de parametro os expoentes de Lyapunov foram obtidos considerando a
discretizagao destes em uma malha de 500 x 500 pontos equidistantes. O integrador numérico
utilizado foi o Runge-Kutta de quarta ordem, com passo fixo igual a 10~2 e um tempo de inte-
gracdo de 5 x 10° iteragdes para o célculo dos expoentes de Lyapunov. As condic¢des iniciais
de (o, Yo, 20, vo) foram estabelecidas para cada sistema, e para cada incremento do valor dos
pardmetros usamos o Gltimo valor de (z, y, z, v) como novas condi¢des iniciais para determinar

o préximo expoente, isso significa que seguimos o atrator.
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O gradiente de cores usado em cada figura estd associado a magnitude do maior ex-
poente de Lyapunov. Para os planos de parametro do maior expoente de Lyapunov a cor branco
estd associado a expoentes negativos (regides de ponto fixo), preto aos expoentes nulos (regides
periddicas), e o vermelho aos expoentes mais positivos (regides cadticas). Nos sistemas em
que encontramos regides de hipercaos, e construimos planos de parametros do segundo maior
expoente de Lyapunov, o gradiente de cores utilizados serd branco para expoentes negativos,

preto para expoentes nulos e a variagdo de vermelho para expoentes positivos.

Os diagramas de bifurcagdo foram plotados da observagao do valor maximo de algumas
varidveis em funcdo de seus parametros. O integrador numérico também foi o Runge-Kutta de
quarta ordem com passo fixo de 1073 e sobre as mesmas condi¢des iniciais de cada sistema,

utilizadas nos planos de parametros.

3.1 Sistema de Lorenz forcado senoidalmente

Para andlise do comportamento dindmico do sistema de Lorenz para os parametros w X d,
utilizamos o mesmo conjunto de equacdes do sistema (2.2) do Cap. 2. Desta vez estivemos
interessados em investigar a dindmica do modelo com w e d como pardmetros de bifurcacao.
Desta forma, construimos os planos de parametros, diagramas de bifurcacio e a transformada

de Fourier, utilizando como condig¢des iniciais (zo, o, 20, v0) = (0,0,0,1,0,3,0,4).

O plano de parametro da Fig. 3.1 mostra uma visdo geral do comportamento dindmico
do sistema em funcdo do pardmetro r pelo pardmetro o, com b = 1,0, w = 0,5 e d = 0. Pode-
mos observar nesse plano de pardmetro vérias regides de periodicidade (em preto), imersas em

uma regido cadtica (em amarelo-vermelho).

Para verificarmos o efeito do forcamento senoidal externo sobre o sistema de Lorenz
caodtico, nds consideramos agora o ponto 7" da Fig. 3.1, para o0 = 39,0 e r = 700, 0. A Fig. 3.2
mostra um plano de pardmetro (w, d) desse sistema. Como pode ser visto claramente no painel,

ao variarmos simultaneamente a frequéncia angular e a amplitude do forcamento, estados caoti-
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Figura 3.1: Regides e cores do plano de pardmetro (o, r) do sistema (2.2), parab = 1,0, w = 0,5 ¢
d = 0, correspondem ao sistema de Lorenz ndo forcado. As cores nos painéis estdo associadas com a
magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

cos foram convertidos em estados periddicos. Assim, um forcamento periddico externo com
parametros de controle w e d adequados permitiu-nos alcangar destrui¢do de caos em um sis-

tema de Lorenz cadtico, produzindo vérias transi¢des de caos-ordem no plano de parametro

(w,d).

A Fig. 3.2 tem uma linha reta em vermelho sobre a qual construimos um diagrama de
bifurcacdo, apresentado na Fig. 3.3, para a varidvel = entre os valores de 0 < w < 40. Esse
diagrama de bifurcacao foi construido considerando pontos ao longo da linha d = 20, que leva
em conta o maximo local da varidvel x, representada por x,,, em funcdo do parametro w. A fim
de determinarmos o menor periodo em cada uma das janelas de periodicidade que aparecem
nas Figs. 3.2 e 3.3, nés produzimos um ntimero maior de ampliagdes em determinadas regioes,
que incluem as janelas de periodicidade da Fig. 3.3. Através dessas ampliacdes pudemos citar
o nimero do menor periodo detectado nas janelas de periodicidade. E entdo podemos obser-

var que no sistema de Lorenz cadtico forcado, existem trés estruturas com comportamento de
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Figura 3.2: Regides e cores do plano de parimetro (w,d) do sistema (2.2), para c = 39,0 e r =
700, 0, correspondem ao sistema de Lorenz cadtico forgado. As cores nos painéis estdo associadas com
a magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

periodo 3, sendo que cada estrutura periddica estd separada da outra pela regido cadtica.

Em seguida, nés investigamos o efeito do forcamento senoidal externo sobre um sistema
de Lorenz periddico, cujas coordenadas sdao o = 39,0 e r = 743, 0, que correspondem ao ponto
P, no plano de pardmetro da Fig. 3.1. A Fig. 3.4 mostra o plano de parimetro (w, d) desse
sistema, indicando que sob a influéncia do forcamento senoidal externo, mudancas do estado
periddico para o estado cadético podem ser alcangadas. Como a amplitude d é aumentada a partir
do zero, independentemente do valor da frequéncia angular w, o efeito do forcamento senoidal
externo comega a ser notado, persistindo até em w ~ 96. Existe uma frequéncia angular em
torno de w =~ 96, a partir do qual o efeito da acdo do for¢amento ndo € mais sentido, e o sistema

forcado permanece no seu estado original, ou seja, de periodo 3.

Analisamos também a evolucao temporal da varidvel y e a distribuicdo da frequéncia

para o sistema de Lorenz, caracterizado pelos parametros o = 39,0 e r = 743, 0, correspon-
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcagdo para pontos ao longo da linha reta em vermelho (d = 20) no painel
da Fig. 3.2. Os nimeros referem-se ao menor periodo de cada janela de periodicidade.

dendo ao ponto P da Fig. 3.1. Na Fig. 3.5(a) podemos observar que os maximos da varidvel
y se repetem no intervalo de tempo 7' ~ 0, 85, onde 7" entende-se como sendo o tempo para
uma 6rbita completa sobre o atrator. Ja na Fig. 3.5(b) podemos ver a frequéncia fundamental f;
desse sistema e seus harmonicos. Notemos a concordancia nos resultados ou seja, 7" ~ 0, 85, e

0=1/T=1/0,85~1,18.

As Figs. 3.4 e 3.5, quando consideradas juntas, permitem-nos conluir que as frequén-
cias do forcamento f (w = 27 f) perto da frequéncia fundamental, o efeito do forcamento
(transi¢do de ordem-caos) é mais marcante para valores de amplitude perto de zero. A medida
em que a frequéncia do forcamento aumenta, afastando-se da frequéncia fundamental, o efeito
do forcamento torna-se menos perceptivel no sistema. No entanto, para valores da frequéncia

do forcamento muito maiores que 15,3 (96/27), o efeito do forcamento € nulo.
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Figura 3.4: Regides e cores do plano de pardmetro (w, d) do sistema (2.2), para o = 39,0 e r = 743,0,
correspondem ao sistema de Lorenz periédico forcado. As cores nos painéis estdo associadas com a
magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

No presente estudo, nés lidamos com um sistema autondmo quadridimensional, e esta-
mos interessados em descobrir se ha regides hipercadticas nesse sistema. Como € conhecido,
a unica possibilidade de se obter hipercaos é com dois expoentes de Lyapunov positivo. Na
Fig. 3.6 mostramos o plano de parAmetro (w,d) do sistema de Lorenz cadtico for¢cado para

= 40,0 e r = 650,0. As Figs. 3.6(a) e 3.6(b) levam em conta o maior expoente de Lya-
punov e o segundo maior expoente, respectivamente. Uma vez que um atrator cadtico tem
um maior expoente de Lyapunov positivo, existem apenas duas possibilidades para o segundo
maior expoente de Lyapunov (para um sistema autobnomo quadridimensional o terceiro maior
expoente de Lyapunov € nulo, e o menor expoente de Lyapunov € negativo): um valor positivo
indicando movimento hipercadtico, € um valor zero que indica movimento caético. Portanto, as
regides pintadas em amarelo na Fig. 3.6(b) estdo relacionadas aos estados hipercadticos, uma
vez que estas regides sdo subconjuntos da regido pintada em amarelo-vermelho em Fig. 3.6(a)

[9,21,23].
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Figura 3.5: (a) A evolucdo temporal da varidvel y do sistema de Lorenz ndo for¢ado para ¢ = 39,0
e r = 743,0, ou seja, o ponto P da estrutura de periodo 3 da Fig. 3.1. (b) A distribui¢do de poténcia
espectral correspondente (spd).

Em sintese, n6s investigamos o efeito do forcamento senoidal externo sobre a dinamica
do sistema de Lorenz trabalhando em ambos os regimes, periddico e cadtico. Os planos de
parametro considerando os parametros de forcamento externo (amplitude e frequéncia) sdo ado-
tados para mostrar que ndo apenas estados periddicos do sistema de Lorenz sdo convertidos em
estados cadticos, mas também estados cadticos podem ser convertidos em estados periddicos.
Por fim, para valores adequados dos parametros de controle do forcamento externo, e depen-
dendo da natureza do estado (periddico ou cadtico) de um sistema de Lorenz, um estado final

periddico ou cadtico pode ser alcancado para o sistema for¢ado.
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Figura 3.6: Plano de parametro do sistema (2.2), para o0 = 40,0 e r = 650, 0, correspondem ao sistema
de Lorenz cadtico forcado. As cores nos painéis estdo associadas com a magnitude do maior expoente
de Lyapunov em (a), e para o segundo maior expoente de Lyapunov em (b).

3.2 Sistema de Rossler forcado senoidalmente

Em um segundo momento foi estudado o comportamento dindmico do sistema de Rossler
para os parimetros w X d, usando o mesmo conjunto de equagdes do sistema (2.3) do Cap. 2.
Mas, agora investigando a dindmica do modelo com w e d como pardmetros de controle. Para

gerar os planos de parametros, diagramas de bifurcacao e a transformada de Fourier, utilizamos
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como condigdes iniciais (zg, Yo, 20, Vo) = (2,0,3,1,4,3,4,4).
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Figura 3.7: Regides e cores do plano de pardmetro (a,c) do sistema (2.3), parab = 0,4, w = 0,5 ¢
d = 0, correspondem ao oscilador de Rossler ndo for¢ado. As cores nos painéis estéo associadas com a
magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

O comportamento dindmico € apresentado na Fig. 3.7, resultado da combinacdo do
parametro c pelo pardmetro a, com b = 0,4, w = 0,5 e d = 0. Assim observamos no plano
de parametro vdrias regides de periodicidade (em preto), embutidas em uma regido cadtica (em

amarelo-vermelho).

Para a verificacdo do efeito do forcamento senoidal externo sobre o oscilador de Rossler
cadtico, nos consideramos agora o ponto P da Fig. 3.7, paraa = 0,295 e ¢ = 31,5. A Fig. 3.8
mostra o plano de pardmetro (w, d) desse sistema. Comparando a Fig. 3.2 com a Fig. 3.8, ob-
servamos também que ao variarmos simultaneamente a frequéncia angular e a amplitude do
forcamento, estados cadticos foram convertidos em estados periédicos. Logo, um for¢amento
periddico externo com parametros de controle w e d adequados nos permitiu alcangar destrui¢ao

de caos em um sistema de Rossler cadtico, produzindo entdo vérias transicdes de caos-ordem
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no plano de pardmetro (w, d).
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Figura 3.8: Regides e cores do plano de pardmetro (w, d) do sistema (2.3), paraa = 0,295,b = 0,4 e
c = 31,5, correspondem ao oscilador de Rossler caédtico forcado. As cores nos painéis estdo associadas
com a magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

Para termos uma ideia da organizacao dos periodos das estruturas presentes no plano de
parametro da Fig. 3.8, construimos um diagrama de bifurcacio sobre a linha reta em vermelho,
mostrado na Fig. 3.9, para a varidvel y entre os valores de 0 < w < 10. Esse diagrama de bifur-
cacao foi construido considerando pontos ao longo da linha d = w, que leva em conta 0 maximo
local da varidvel y, representada por ¥,,,, em func¢do do parametro w. A fim de determinarmos o
menor periodo em cada uma das janelas de periodicidade que aparecem nas Figs. 3.8 ¢ 3.9, n6s
produzimos um ndmero maior de ampliacdes em determinadas regides, que incluem as janelas
de periodicidade da Fig. 3.9. Através dessas ampliagdes pudemos escrever o nimero do menor
periodo detectado nas janelas de periodicidade. E assim podemos observar que no oscilador de
Rossler cadtico for¢ado, existem dois diferentes periodos menores, em trés deles tendo compor-
tamento de periodo 2, e sete que apresentam comportamento de periodo 1. Em todas as janelas

de periodicidade a rota para o caos € via bifurcacdes de duplicagdo de periodo, ambos para o
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lado direito (para w e d aumentando) e para o lado esquerdo (para w e d diminuindo).
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Figura 3.9: Diagrama de bifurcacio para pontos ao longo da diagonal principal d = w no painel da
Fig. 3.8. Os nimeros referem-se ao menor periodo de cada janela de periodicidade.

Posteriormente, nds investigamos o efeito do forcamento senoidal externo sobre um os-
cilador de Rossler periddico, cujas coordenadas sdo a = 0,255 e ¢ = 31,0, que corresponde
ao ponto (), pertencente a estrutura em forma de camario de periodo 3 no plano de pardmetro
da Fig. 3.7. A Fig. 3.10 mostra o plano de pardmetro (w, d) do oscilador de Rossler periddico
for¢cado, indicando que sob a influéncia do forcamento senoidal externo, mudangas do estado
periddico para o estado cadtico podem ser alcancadas. No fundo do painel, onde a amplitude
d do for¢camento € desprezivel e a frequéncia angular assume qualquer valor maior que zero,
o efeito do forcamento ndo é notado, correspondendo aos valores de pardmetro (w, d) para os
quais o sistema € periddico, sendo predominante, portanto, a cor preta. Conforme a amplitude
d € aumentada a partir do zero, independentemente do valor da frequéncia angular w, o efeito

do forcamento senoidal externo comeca a ser notado, persistindo até em w ~ 17. Existe uma
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frequéncia angular em torno de w ~ 17, a partir do qual o efeito da acdo do forcamento ndo é

mais sentido, e o sistema for¢ado permanece no seu estado original, ou seja, de periodo 3.
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Figura 3.10: Regides e cores do plano de pardmetro (w, d) do sistema (2.3), paraa = 0,255, b = 0,4 ¢
¢ = 31, 0, correspondem ao oscilador de Rossler periddico forgado. As cores nos painéis estao associadas
com a magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

Investigamos também a evolugdo temporal da varidvel x e a distribuicdo da frequéncia
para o oscilador de Rossler, caracterizado pelos parametros a = 0,255 e ¢ = 31, 0, correspon-
dendo ao ponto () da Fig. 3.7. Os trés maximos locais da varidvel = sdo claramente visiveis no
intervalo de tempo 7" ~ 14, na Fig. 3.11(a), onde T entende-se como sendo o tempo para uma
6rbita completa sobre o atrator. E na Fig. 3.11(b) podemos ver a frequéncia fundamental f
desse sistema e seus harmonicos. Constatamos também a concordancia nos resultados ou seja,

T~14,e fo=1/T=1/14 = 0,07.

As Figs. 3.10 e 3.11, quando consideradas juntas, nos possibilitam conluir que as fre-
quéncias do forcamento f (w = 27 f) perto da frequéncia fundamental, o efeito do forgamento

(transi¢do de ordem-caos) é mais marcante para valores de amplitude perto de zero. A medida
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Figura 3.11: (a) A evolugdo temporal da varidvel x do oscilador de Réssler nao forcado para a = 0, 255
e ¢ = 31,0, ou seja, do ponto () da estrutura de periodo 3 da Fig. 3.7. (b) A distribui¢do de poténcia
espectral correspondente (spd).

em que a frequéncia do forcamento aumenta, afastando-se da frequéncia fundamental, o efeito
do forcamento torna-se menos perceptivel para o oscilador. Para valores da frequéncia do forca-

mento muito maiores que 2,7 (17/27), o efeito do forcamento é nulo.

Novamente estamos interessados em descobrir se hd regides hipercadticas para esse sis-
tema. Como citado anteriormente, a Unica possibilidade de haver hipercaos ¢ com dois ex-
poentes de Lyapunov positivo. Na Fig. 3.12 mostramos o plano de pardmetro (w, d) do oscilador
de Rossler cadtico forcado para a = 0,25 e ¢ = 25,0. As Figs. 3.12(a) e 3.12(b) consideram
o maior expoente de Lyapunov e o segundo maior expoente de Lyapunov, respectivamente.
Assim, as regides pintadas em amarelo na Fig. 3.12(b) estdo relacionadas aos estados hiper-

cadticos, uma vez que estas regides sao subconjuntos da regido pintada em amarelo-vermelho

em Fig. 3.12(a).

Resumidamente, nds investigamos o efeito do forcamento senoidal externo sobre a

dindmica do sistema de Rossler trabalhando em ambos os regimes, periddico e cadtico. Expo-
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Figura 3.12: Plano de parametro do sistema (2.3), paraa = 0,25 e ¢ = 25, 0, correspondem ao oscilador
de Rossler cadtico forcado. As cores nos painéis estdo associadas com a magnitude do maior expoente
de Lyapunov em (a), e para o segundo maior expoente de Lyapunov.

mos através dos planos de parametro que ndo apenas estados periddicos do sistema de Rossler
sdo convertidos em estados cadticos, mas também estados cadticos podem ser convertidos em
estados periddicos. Contudo, para valores adequados dos parametros de controle do forcamento
externo, e dependendo da natureza do estado (periddico ou cadtico) de um oscilador de Rossler,

um estado final periédico ou cadtico pode ser alcangado para o sistema forcado.
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3.3 Sistema de Chua for¢cado senoidalmente

Para nosso terceiro caso estudado, nds analisamos o comportamento dinamico do sis-
tema de Chua forcado periodicamente com parametros de controle w e d, cujo conjunto de
equagoes diferenciais sdo dadas pelo sistema (2.4) do Cap. 2. Para analisar a dindmica desse
sistema nos geramos planos de parametro, diagramas de bifurcacdo e a transformada de Fourier,

utilizando como condi¢des iniciais (g, Yo, 20, v0) = (0,0,0,1,0,3,0,4).

Figura 3.13: Regides e cores do plano de pardmetro («, ) do sistema (2.4), paraa = 0,03, ¢ = —1,2,
v=0,4,w =0,5ed = 0, correspondem ao sistema de Chua nio for¢ado. As cores nos painéis estdo
associadas com a magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais
positivo.

Iniciando a andlise pelos resultados da combinacgdo o x (3, o plano de pardmetro mostrado
na Fig. 3.13 € visdo geral do comportamento dindmico do sistema de Chua, do qual o resultado
¢ combinacdo do parametro (3 pelo pardmetro o, coma = 0,03, c = —1,2,7v = 0,4, w = 0,5
e d = 0. Este plano de parametro, como podemos ver, possui vérias estruturas de periodicidade

(em preto), dentro de uma regido cadtica (em amarelo-vermelho).
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Para averiguar o efeito do forcamento senoidal externo sobre o sistema de Chua cadtico,
foi considerado o ponto S da Fig. 3.13, para o = 47,526 ¢ § = 75,963. A Fig. 3.14 mostra o
plano de pardmetro w x d desse sistema. Num primeiro olhar a esta figura ndo identificamos es-
truturas periddicas, mas na drea mais preta, existem faixas cadticas e entre essas faixas existem
pequenas estruturas periddicas que sdo muito dificieis de se notar. De acordo com os resultados
anteriores para o sistema de Lorenz e de Rossler, o mesmo efeito ocorreu neste caso, mesmo
ndo sendo tdo perceptivel. Ou seja, o forcamento periddico externo com determinados valores
dos pardmetros de controle w e d permitiu-nos alcangar destruicdo de caos em determinadas

regides de um sistema de Chua cadtico.

Figura 3.14: Regides e cores do plano de pardmetro (w, d) do sistema (2.4), para o = 47,526 ¢ § =
75,963, correspondem ao sistema de Chua caético forcado. As cores nos painéis estdo associadas com a
magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

Para constatarmos o efeito do forcamento senoidal externo, construimos um diagrama
de bifurcagdo sobre a linha reta em vermelho, mostrado na Fig. 3.15, para a varidvel y entre os
valores de 8,0 < w < 8,5. Este diagrama de bifurcagdo foi construido considerando pontos

ao longo da linha d = 5, que leva em conta o maximo local da varidvel y, representada por y,,,
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em funcdo do parametro w. De acordo com o diagrama, a estrutura mais visivel para a faixa de

valores j4 citados possui periodo 1.

Figura 3.15: Diagrama de bifurcag@o para pontos ao longo da linha em vermelho d = 5 no painel da
Fig. 3.14.

N6s também investigamos o efeito do forcamento senoidal externo sobre um sistema de
Chua periédico, cujas coordenadas sdo o = 40, 303 e § = 84, 153, que corresponde ao ponto R,
pertencente a estrutura de periodo 13 no plano de parametro da Fig. 3.13. A Fig. 3.16 mostra o
plano de parametro w x d do sistema de Chua periddico for¢ado, indicando que sob a influéncia
do forcamento senoidal externo, mudancas do estado periddico para o estado cadtico podem ser
alcancadas. Como podemos reparar no painel, a medida que a amplitude d é aumentada a partir
do zero, independentemente do valor da frequéncia angular w, o efeito do forcamento senoidal
externo comega a ser notado, persistindo até em w ~ 25. Ou seja, existe uma frequéncia angular
em torno de w ~ 25, a partir do qual o efeito da acdo do forcamento ndao é mais sentido, e o

sistema for¢cado permanece no seu estado original, ou seja, de periodo 13.
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Figura 3.16: Regides e cores do plano de pardmetro (w, d) do sistema (2.4), para o = 40,303 ¢ § =
84,153, correspondem ao sistema de Chua periddico for¢cado. As cores nos painéis estdo associadas com
a magnitude do maior expoente de Lyapunov, preto para zero e vermelho para o mais positivo.

Considerando a evolugdo temporal da varidvel = e a distribui¢do da frequéncia para o
sistema de Chua, caracterizado pelos parametros o = 40,303 e 8 = 84, 153, correspondendo
ao ponto R da Fig. 3.13. Os médximos locais da varidvel x sdo claramente visiveis no intervalo
de tempo 17" ~ 9,7, na Fig. 3.17(a), onde T entende-se como sendo o tempo para uma Orbita
completa sobre o atrator. E na Fig. 3.17(b) podemos ver a frequéncia fundamental f, desse sis-
tema e seus harmonicos. Constatamos também a concordéncia nos resultados ou seja, 7' ~ 9, 7,

e fo=1/T =1/9,7~0,10.

De acordo com as Figs. 3.16 e 3.17, concluimos que as frequéncias do forcamento f
(w = 27 f) perto da frequéncia fundamental, o efeito do forcamento (transi¢cdo de ordem-caos)
€ mais marcante para valores de amplitude perto de zero. A medida em que a frequéncia do
forcamento aumenta, afastando-se da frequéncia fundamental, o efeito do forcamento torna-se

menos perceptivel para o sistema. Para valores da frequéncia do forcamento muito maiores que
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Figura 3.17: (a) A evolugdo temporal da varidvel = do sistema de Chua ndo forgado para oo = 40,303 e
B = 84,153, ou seja, do ponto R da estrutura de periodo 13 da Fig. 3.13. (b) A distribuicio de poténcia
espectral correspondente (spd).

4,0 (25/27), o efeito do forcamento € nulo.

Para o sistema de Chua verificamos também a existéncia de regides hipercadticas. Na
Fig. 3.18 mostramos o plano de parimetro (w,d) do sistema de Chua cadtico forcado para
a=37,5e 8 =50,0. As Figs. 3.18(a) e 3.18(b) consideram o maior expoente de Lyapunov
e o segundo maior expoente de Lyapunov, respectivamente. Assim, as regides pintadas em
amarelo na Fig. 3.18(b) estdo relacionadas aos estados hipercadticos, uma vez que estas regides

sdo subconjuntos da regido pintada em amarelo-vermelho em Fig. 3.18(a).

Por fim, o estudo da dinamica do sistema de Chua foi o ultimo caso em que estudamos
o efeito do forcamento senoidal externo nos regimes periddico e cadtico. Através de planos
de parametro podemos observar que nao apenas estados peridédicos do sistema de Chua foram

transformados em estados cadticos, mas também estados cadticos foram transformados em es-
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Figura 3.18: Plano de parametro do sistema (2.4), para « = 37,5 e 5 = 50, 0, correspondem ao sistema
de Chua cadtico forcado. As cores nos painéis estdo associadas com a magnitude do maior expoente de
Lyapunov em (a), e para o segundo maior expoente de Lyapunov.

tados periddicos. Assim, para valores adequados dos parametros de controle do forcamento
externo, e dependendo da natureza do estado (periddico ou caético) do sistema de Chua, um

estado final periédico ou caético pode ser alcancado para o sistema forgado.



Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho investigamos o efeito do forcamento senoidal externo, sobre a dinamica
de alguns fluxos, sendo eles, um sistema tipo Lorenz, um sistema de Rossler e um sistema de
Chua. Os sistemas utilizados sdo modelados por um conjunto de trés equacdes diferenciais
autdbnomas, de primeira ordem e ndo lineares. Um dos objetivos desse trabalho consiste em in-
vestigar as transi¢oes de ordem-caos nesses modelos, manifestados pela destruicao de janelas de
periodicidade imersas em regides cadticas, quando a amplitudade d do forcamento varia. Para
a andlise da dindmica dos sistemas, geramos planos de parametros variando sempre a ampli-
tude e mantendo fixa a frequéncia angular do forcamento. Dessa forma, construimos diagramas
de bifurcacio para distinguir o periodo das estruturas periddicas dos planos de pardmetros nos
sistemas nao for¢ados. Para verificarmos a influéncia do forcamento externo, construimos algu-
mas trajetdrias do espago de fase para cada sistema, mostrando assim a evoluc@o de um atrator
periddico do sistema nao forcado quando a amplitude d aumenta a partir do zero. Um outro
objetivo dessa pesquisa baseia-se em analisar as transi¢des de ordem-caos e caos-ordem nos
modelos mencionados, ou seja, sobre a influéncia do forcamento externo caos ou periodicidade
nos sistemas nao for¢cados podem ser destruidos quando a amplitude d e a frequéncia angular w
variar simultaneamente. Assim, geramos planos de paridmetros variando ambos os parametros
de controle do forcamento (d e w). E analisamos a evolucao temporal de algumas varidveis e a
distribui¢do de frequéncia dos sistemas nao for¢cados. Além disso, com a adicao do forcamento

senoidal vimos que podem aparecer regides hipercadticas nos sistemas estudados.
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Os resultados numéricos foram alcancados, essencialmente, por meio de planos de
parametros, diagramas de bifurcacdo e atratores. Os planos de pardmetros foram obtidos por
meio do cdlculo do maior expoente de Lyapunov, em uma malha de 500 x 500 pontos equidis-
tantes para cada par de parametros. O integrador empregado foi o Runge-Kutta de quarta ordem
com passo fixo de integracdo igual a 1073, e foram considerados 5 x 10° passos para computar
o maior expoente de Lyapunov. As condi¢des iniciais para (g, yo, 20, vo) foram estabelecidas
para cada sistema, e para cada incremento do valor dos pardmetros usamos o ultimo valor de
(x,y, z,v) como novas condi¢des iniciais para determinar o préximo expoente de Lyapunov.
Para a constru¢ao dos diagramas de bifurcacao dividimos o eixo do parametro de interesse em
103 intervalos iguais e plotamos 50 pontos para cada valor desse pardmetro. As trajetérias do
espaco de fase foram construidas utilizando o algoritmo Runge-Kutta de quarta ordem com
passo igual a 1073, considerando 5 x 10° passos, dos quais foram plotados os tltimos 65000

pontos.

Os planos de parametros apresentados no Cap. 2, mostram a existéncia de regides cadti-
cas e também de estruturas periédicas quando o valor da amplitude d € igual a zero. Quando d
€ aumentado, as figuras dos planos de pardmetro come¢am a mudar com a acao da pertubagdo
senoidal, que atua como um agente capaz de fazer acontecer uma transicdo de ordem-caos nos
sistemas. E para verificarmos a influéncia do forcamento senoidal sobre um atrator periddico
de cada sistema foram construidos trajetdrias do espaco de fase. De acordo com os resultados

obtidos o forcamento eliminou o atrator periddico, sendo este substituido por um atrator cadtico.

No Cap. 3, os planos de parametros confirmam mais uma vez que o forcamento senoidal
externo pode produzir transi¢des de caos-ordem ou ordem-caos, ou seja, sobre a influéncia do
forcamento externo caos ou periodicidade em sistemas originais podem ser destruidos. Quando
a amplitude d é aumentada a partir do zero, independente de qualquer valor da frequéncia an-
gular w, o efeito do forcamento (mudangas do estado periddico para o estado cadtico ou vice-
versa) comega a ser notado persistindo até um determinado valor para w. A partir desse valor w
o efeito do forcamento ndo € mais notado, e o sistema retorna ao estado original. Outro fato ob-

servado € o aparecimento de regides hipercadticas nos sistemas estudados. Como € conhecido,
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um sistema hipercadtico € caracterizado como um sistema caético com mais de um expoente de

Lyapunov positivo.

Como conclusao da aplicacdo de um forcamento senoidal externo para sistemas dinami-
cos ndo lineares de alguns modelos obtivemos um sucesso nos resultados numéricos. Os re-
sultados indicam que sobre a influéncia do forcamento externo, destrui¢ao de periodicidade e
caos em determinadas regides dos planos de parametros podem ser alcangadas. De fato, o forca-
mento externo ¢ um método vidvel para manipular sistemas dindmicos nao lineares, conduzindo
a destruicdo de periodicidade ou caos, assim, aumentando ou diminuindo a complexidade do
sistema nao forcado. Neste trabalho foram estudados trés sistemas, o sistema tipo Lorenz, o
Rossler e o Chua, mas presumimos que o comportamento observado nos sistemas forcados
pode ser comum a todos os outros sistemas modelados por um conjunto de trés equagdes difer-
enciais ordindrias autobnomas nao lineares de primeira ordem. Como possiveis propostas de
trabalhos futuros, pode-se investigar a dinamica desses mesmos sistemas considerando agora o
atraso no tempo, que € assiduamente constatado em vérios sistemas praticos, como na biologia,

em processos quimicos, e na engenharia.

Os resultados numéricos apresentados no Cap. 2 foram publicados em Chaos: An
Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, v. 22, p. 043147, 2012. "Periodicity sup-
pression in continuous-time dynamical systems by external forcing". E parte dos resultados
mostrados no Cap. 3 estdo disponiveis no periédico Chinese Physics Letters, v. 30, n. 3, p.

030502, 2013. "Changes in the Dynamics of a Rossler Oscillator by an External Forcing".
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