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RESUMO

HOFF, Anderson. Estruturas de bifurcacdo em sistemas
dindmicos quadridimensionais. 2014. 64 f. Dissertacdo (Mestrado
em Fisica - Area: Dindmica N&o Linear) - Universidade do Estado de
Santa Catarina, Programa de Po6s-Graduagdo em Fisica, Joinville,
2014.

Estruturas de bifurcacdo delimitam regides periddicas imersas em
areas de caos em planos de pardmetros de sistemas dindmicos. Neste
trabalho sdo estudadas as estruturas de bifurcacdo de sistemas
dindmicos continuos quadridimensionais, um circuito de Chua e um
acoplamento de dois osciladores de FitzHugh-Nagumo. Os
resultados numéricos foram obtidos através do calculo dos expoentes
de Lyapunov, através de integracdo numérica dos sistemas, e das
curvas de bifurcacéo, por continua¢do numérica atraves do MatCont.
Investigou-se as bifurcacbes que formam o endoesqueleto de
camardes em planos de parametros no circuito de Chua, além de
estruturas espirais, caos transiente e bacias de atracdo cadticas e
periédicas. Andlise semelhante foi realizada no acoplamento de dois
osciladores de FitzHugh-Nagumo, identificando estruturas periddicas
imersas em regiBes caoticas, estruturas de linguas de Arnold imersas
em regibes de comportamento quase-periddico, com periodos
organizados e conectadas com regides periddicas, e a sensibilidade
do sistema as condicdes iniciais.

Palavras-chave: Estruturas de bifurcacdo. Sistemas
quadridimensionais. Expoente de Lyapunov. Chua. FitzHugh-
Nagumo.






ABSTRACT

HOFF, Anderson. Bifurcation structures in four-dimensional
dynamical systems. 2014. 64 f. Dissertation (Mestrado em Fisica -
Area: Dinamica N&o Linear) - Universidade do Estado de Santa
Catarina, Programa de P6s-Graduagdo em Fisica, Joinville, 2014.

Bifurcation structures form periodic regions immersed in areas of
chaos in parameter planes of dynamical systems. In this work we
studied the bifurcation structures of four-dimensional continuous-
time dynamical systems, a Chua's circuit and a coupling of two
FitzHugh-Nagumo oscillators. Numerical results were obtained by
calculating the Lyapunov exponents obtained by numerical
integration, and bifurcation curves by numerical continuation
through MatCont. They were investigated the bifurcations that form
the endoskeleton of shrimps in parameter planes in the Chua circuit,
also spiral structures, transient chaos and chaotic and periodic basins
of attraction. A similar analysis was performed on the coupling of
two FitzHugh -Nagumo oscillators, identifying periodic structures
immersed in chaotic regions, Arnold tongues structures immersed in
regions of quasi-periodic behavior with periods organized and
connected with periodic regions, and the sensitivity of the system in
the initial conditions.

Key words: Bifurcation structures. Four-dimensional systems.
Lyapunov exponent. Chua. FitzHugh-Nagumo.
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1 INTRODUCAO

O procedimento de modelar sistemas utilizando um conjueto d
equacoes diferenciais tem aplicagdes nos mais variadgssaoomo Fisica,
Quimica, Biologia, Economia, e nas Engenharias de um mox. g& fato
de que simples equacgdes podem ter solugBes de grande caagkexon-
tinua a espantar cientistas e aumenta a esperanca de quefeogaparente-
mente complicados de serem compreendidos possam setaeadequada-
mente por modelos simples. Muitos de tais modelos foramngekados e
estudados em detalhes, mas eles continuam a apresentasasre levantar
questdes.

Nas ultimas décadas, um numero consideravel de trabalhas fo
desenvolvidos em sistemas nao lineares analisando bifigs@&m planos de
parametros [1, 3, 2]. Como resultado, a existéncia de &rbétgulares pode
ser visualizada em areas de periodicidade imersas em sedé@&eompor-
tamento cadtico ou quase-periddico. As bifurcagbes s&inienos utiliza-
dos como indicadores de mudancas drasticas em comporsrginémi-
cos e extensivos esforcos tem sido feitos para descreves biorcacdes
entre oscilacdes periddicas e cadticas se manifestam eys txdtipos de
sistemas, identificando padrdes que unam diversos sistefoalineares em
uma mesma classe.

Os parametros de sistemas dinamicos deterministicos gesem
nham uma importante func¢é@o especificando as transicdes emtnporta-
mento cadtico e periddico. Esta influéncia dos pardmetrasangicdo do
atrator pode ser representada em planos de parametrosdEatificar os
padrfes de estruturas de bifurcacéo, diversos sistemasidenanalisados
utilizando os expoentes de Lyapunov e curvas de bifurcagifi@postas em
planos de parametros [5, 4, 6, 7]. O expoente de Lyapunovtesiza 0s
diferentes comportamentos que o sistema pode apreseqtalit{go, ciclo
limite, caos), e 0 segundo mostra como ocorrem as mudangasaasndife-
rentes regifes. A combinacao de diferentes técnicas dadeiseda evolucéo
do sistema em termos dos parametros e das diferentes rogas Q@os.

O objetivo principal desta dissertacdo € apresentar odtades
numéricos da analise de dois sistemas dindmicos quadridior&is: o
primeiro uma variacdo do sistema de Chua obtido atravésigacade uma
variavel de controle no circuito original, e o segundo sigteconsiste num
acoplamento de osciladores de FitzHugh-Nagumo que simalaompor-
tamento de neurdnios. Através dos métodos computacioeaigehracéo e
continuacdo numérica, sera mostrado que estes sistemeseaiam estru-
turas de bifurcacdo que organizam os diferentes compontasiaos planos
de pardmetros, semelhantes aos diversos sistemas cargidisaretos repor-
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tados na literatura. O estudo também revela a sensibilidestes sistemas as
condicdes iniciais impostas, ca-racteristica de sisteaascos.

Esta dissertagdo esta organizada da seguinte maneirapitalG2
€ feita uma breve reviséo tedrica sobre sistemas dindAmmaseiras de clas-
sificar os diversos comportamentos que estes podem amese@apitulo 3
€ dedicado a introducao de bifurcagfes e ao método de cagéininumeérica
utilizado na obtenc¢do dos resultados. No Capitulo 4 sadsaptados sepa-
radamente os resultados numéricos com algumas discusféesntes aos
dois sistemas quadridimensionais estudados: o sistemaute €o acopla-
mento de osciladores de FitzHugh-Nagumo. As conclusdes findrabalho
estdo relacionadas no Capitulo 5, onde séo resumidos a@spaiimaspectos
resultantes da dissertacdo, além de recomendac¢fes efasgeata futuros
trabalhos.
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2 SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema dindmico consiste na formulagcdo matematica de co
ceito cientifico geral de um processo deterministico. Galestfuturo e pas-
sado de muitos sistemas fisicos, quimicos, biolégicospgmms, econdmi-
Cos e sociais podem ser previstos para uma certa extensecenlo seu
estado presente e as leis governando sua evolugdo. Cordpivaestas leis
ndao mudam no tempo, o comportamento de tal sistema podersgdemdo
como completamente definido pelo seu estado inicial. Assidefinicdo de
um sistema dinamico inclui um conjunto de seus estadosv@isgespaco
de estados) e uma lei de evolugéo do estado no tempo [8]. dtempum
sistema dindmico pode ter uma variagcdo continua ou assomarge valores
discretos inteiros. Sistemas do primeiro tipo séo classifis como a tempo
continuo (ou fluxo) e do segundo a tempo discreto (ou mapa).

A maneira mais comum de definir um sistema dindmico continuo é
através de equacdes diferenciais. Um sistema quadridiomahado-linear a
tempo continuo pode ser expresso da seguinte forma

f(l.?yﬂzﬂw’a Y

)
9(z,y, 2, w, a),
)
)

2.1)

h(x7 y) Z) w) «

)

T
Y
z
i = i

j x7yﬂzﬂw’a *

No sistema de equagdes (2.1)g, h e j representam funcgdes reais,
com ao menos uma nao-linearidadgy, » e w sdo as variaveis dindmicase
representa o conjunto de parametros de controle do sisiesta dissertacao
séo estudados dois sistemas dinamicos quadridimensionaiderivado do
circuito tridimensional de Chua e o outro um acoplamentoaieasciladores
de FitzHugh-Nagumao.

Um dos principais objetivos ao estudar sistemas dinamicetes-
minar o comportamento das solu¢fes para os modelos matematopos-
tos, tendo eles interpretagdes fisicas ou ndo. Basicamexigiem trés técni-
cas para se investigar o comportamento de um sistema dioamic

e Técnica analitica: integram-se analiticamente as eqsagfermi-
nando as solu¢des em termos de férmulas gerais. Desse niédo-sé
solucdes validas para quaisquer condi¢des iniciais e geafpnjunto
de pardmetros de controle. No entanto, somente para algiesas
de equacdes a solugdo analitica é possivel de se obter;
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e Técnica numérica: integram-se numericamente as equacakesi-
lando valores para as varidveigt), para determinados valores da
variavel independente Usando este método, todo o trabalho de in-
tegracdo € realizado pelo computador, o conjunto de sistedea
equacodes solucionaveis € infinitamente maior que o da géanalitica,
porém as solu¢des sdo especificas para um conjunto de parsi@et
condicdes iniciais, sendo impossivel generalizar taiscéas;

e Técnica qualitativa: através de calculos analiticos ikgatente sim-
ples, temos pistas de como o sistema evolui. Basicamermgaaatm-
se as solugdes assintéticas, 0s possiveis comportamengistema
guandot — oo, e a estabilidade dessas solugbes, sem solucionar di-
retamente um sistema de equagdes diferenciais. Quandgesiza €
aplicada, perde-se parte da informacéo, relativa ao caarpento do
sistema antes de atingir o regime permanente [9].

Sistemas dindmicos multidimensionais revelam uma graifidele
dade para a obtenc¢éo de resultados analiticos que possdifigdepossiveis
comportamentos e a evolugao de tal sistema no tempo. Assilimam-se
métodos numéricos e ferramentas computacionais para iseadabtes sis-
temas. Entre os sistemas analisados incluem-se sisteésosaos quais
apresentam grande sensibilidade as condic¢des iniciast®disso pode-se
guestionar a fidelidade dos resultados numéricos, pois @dédiscretizacéo
do tempo fazem-se arredondamentos em todas as etapas do.cfiesar
disso, os resultados numéricos podem ser consideradoswsnmboa repre-
sentacdo da realidade do fenémeno fisico. O que da supoaegbaonfia-
bilidade é o Teorema do Sombreamento [10], o qual garantencgtemati-
camente, mesmo que a trajetodria calculada numericameiitia dixponen-
cialmente da trajetéria verdadeira com as mesmas condig@ess, existe
uma trajetoria verdadeira com condi¢des iniciais ligegata diferentes que
se aproxima da trajet6ria numérica. Em outras palavradugd&mnumérica
encontrada para a condi¢do inicigl corresponde na realidade ao compor-
tamento do sistema com condic¢&o inicigl+ ¢, e isso valida os resultados
obtidos numericamente.

Trés métodos basicos sao utilizados para estudar numentam
modelos de sistemas dindmicos [11]:

e integragdo numérica ou simulagdes, incluindo computagio ex-
poentes de Lyapunov e caracteristicas dimensionais etempgec

¢ andlise na forma normal, computando coeficientes de egsiagdéni-
cas reduzidas (forma normal) préximos de valores critieopatame-
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tros para predizer quais solucdes e bifurcacdes estdonpesdecal-
mente;

e continuacdo de solugcbes especiais e suas fronteiras dalidatie,
computando familias de equilibrio, érbitas periédicagectando e
continuando valores de par&metros criticos (bifurcac@esjual a
dindmica do sistema muda qualitativamente.

Os sistemas dinamicos podem ser classificados como cotigasva
ou dissipativos. Analisando um fluxo no espaco de fases pel@ma de
Liouville, pode-se verificar se o sistema é conservativap@u, observando
a evolucéo temporal de um hiper-volumealimensional, definido pelo con-
junto de condi¢Bes iniciais, sendoa dimensdo do espaco de fases. Se o
fluxo preservar o volume no espaco de fases, o sistema é ditera@tivo.
Se o volume no espaco de fases diminui com o tempo, o sisterisaipead
tivo. As trajetorias dos sistemas dissipativos, quandstesia ndo diverge,
convergem para uma regido limitada do espaco de fases,toratpae € um
conjunto de pontos invariante no tempo. Em sistemas autés@ontinuos
com quatro dimensdes, podem-se ter 0s seguintes tiposaderasr [9]:

e Ponto de equilibrio estavel: € um ponto no espaco de fasesonj-
portamento do sistema converge e independe do tempo;

e Atrator periddico ou ciclo limite: é um conjunto de valoresgo qual
0 comportamento do sistema converge, exibindo um compertaom
periédico (movimento regular);

e Atrator quase-periddico (torus): exibe um comportamentasg-
periédico com duas frequéncias fundamentais indepensigdteom-
portamento quase-peridédico sugere uma situacdo dinaraiqaal 6r-
bitas nunca se fecham sobre si mesmas, entretanto, serergprete-
pendéncia sensivel as condi¢bes iniciais;

e Atrator cadtico: é um atrator que apresenta um comportaoregre-
riédico, e dependéncia sensivel as condicdes iniciaisgjay & distan-
cia entre duas trajetorias cresce exponencialmente, ntestoracupa
um volume finito no espaco de fases.

Sistemas dinamicos caéticos apresentam a caracterigtiqrog
suir divergéncia exponencial de trajetérias proximas, ensibilidade nas
condig¢Bes iniciais. Para medir esta taxa de afastamente eajetorias séo
utilizados os expoentes de Lyapunov [9]. O expoente de Lyayppossui essa
denominagdo em homenagem ao matematico russo Aleksaruliiga um
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dos primeiros a explorar a estabilidade dindmica ha maiedeanos atras
[12].

Dessa forma, seja um sistemardequacgdes diferenciais ordinérias,
como o sistema (2.1), na qual existe uma hiperesfera de giegliniciais
centrada num ponto(ty,). Conforme o tempo transcorre, o volume se de-
forma. Considerando que ao longo fi&sima dimensaoj(= 1,...,n), 0
raio inicial d;(to) tenha variado exponencialmente no tempo, de forma que
seu valor correspondadg(t) no instante, teremos

d;(t) = d;(to)er (=10, (2.2)

gue pode ser reescrita como

t—o0 t—to ’

onde os\; sdo chamados de expoentes de Lyapunov. Para sistemas-dissip
tivos, o somatério dos expoentes de Lyapunov deve ser megé@ticalculo
dos expoentes é rea-lizado numericamente, exceto quarativadh de cada
equacéo do sistema é constante e o expoente pode ser oggbaemente.

Sobre uma solucéo periédica, a distancia entre dois poatoms-
tém constante, em média, com o passar do tempo, de modo qy®entx
de Lyapunov associado a essa dire¢do € nulo. Nas dire¢Geenp@ulares
ao atrator periddico, ha contracéo do volume no espaco ds, fago, os ex-
poentes correspondentes a essas dire¢fes sdo negativamnidortamento
cadtico, ha pelo menos um expoente de Lyapunov positivs,fgodivergén-
cia de trajetdrias vizinhas, que implica na dependéncisigelnas condicbes
iniciais.

Em sistemadV-dimensionais existenV expoentes de Lyapunov,
gue quando colocados em ordem crescelieXs, ..., Ay), podem ser as-
sociados aos seguintes tipos de atratores:

1. ponto de equilibrio estavel: tem-3¢, Xz, ..., Ay < 0, j& que o vo-
lume de condig¢8es iniciais deve se contrair ao longa\daérecdes do
espaco de fases, a fim de que a trajetoria convirja para o;ponto

2. atrator periodico ou ciclo-limite: tem-sg = 0, X2,..., Ay < 0,
sendo que o expoente nulo corresponde a direcdo ao longajetatia
fechada;

3. torusd-dimensional: tem-se pelo menos doig &xpoentes de Lya-
punov iguais a zero, ou seja;, A2, ..., Aq = 0, obtendo um atrator



19

torusd-dimensional, e 0s outros expoentes sendo negativos (nmmin
um, pois o sistema é dissipativo);

4. atrator cadtico: tem-se a0 menos um expoente positivo-(0, asso-
ciado a dependéncia sensivel nas condigdes iniciais; anpodxnulo,
ao longo da trajetdria, e o restante deve ser negativo, eost& imaior,
em moédulo, que a soma dos expoentes positiyog, Ay < 0), para
o sistema dissipativo. Nos casos onde temos mais de um drpaen
Lyapunov positivo, existe a ocorréncia de regifes de hiuec

Os planos de parametros podem ser utilizados para analisan-o
portamento de um sistema observando a variagdo da magdieudea dada
quantidade, com as varia¢gBes de dois parametros do siséssim, 0 plano
de parametros é um grafico tridimensional, que represedtmémsional-
mente a variagao de quaisquer dois parametros que compdieteras as-
sociados a um terceiro valor de interesse, por exemplo, aitndg do maior
expoente de Lyapunov, utilizado nesta disserta¢do. Gradiote, é utilizado
um gradiente de cores para representar o valor do expoehyapenov com
relagédo ao par de parametros escolhidos. Esta variacdorele associadas
ao maior expoente de Lyapunov permite verificar onde o sestepnesenta
regides de equilibrio, regides periddicas e regibes catic

O estudo do comportamento dos sistemas, assim como a perio-
dicidade das estruturas e as rotas para o caos, também linadeacom
outra ferramenta de visualizac¢éo definida na literaturaccdiagrama isope-
riodico [13, 14]. O diagrama isoperiédico € obtido atravésariacao de dois
parametros do sistema, plotando o nimero de maximos ou wehavais de
uma variavel, obtendo assim os periodos das estruturaslmes presentes
no intervalo dos paradmetros escolhido, atribuindo uma cada valor de
periodo. Esta escala de cores é disposta no topo da figuicariad o valor
do periodo correspondente.
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3 ESTRUTURAS DE BIFURCAGCAO

A teoria de bifurcacdo estuda e classifica fen6menos cazzades
por mudancas repentinas no comportamento decorrenteqderses vari-
acOes nas condi¢Bes impostas, analisando como a naturalfatiya das
solugbes das equacgdes depende dos parame-tros do sistema.

3.1 BIFURCACOES

Em um sistema de equagfes dependente de parametros, arastrut
qualitativa do fluxo pode mudar ao variar seus parametrospéiiicular,
pontos de equilibrio podem ser criados ou destruidos, evaalsua esta-
bilidade. Estas mudancgas qualitativas na dindmica sdoathestbifurcacbes
e os valores dos parametros no qual elas ocorrem séo chapmatos de bi-
furcagdes. Em outras palavras, bifurcagdo € uma mudangacdmpoldgico
do sistema quando seus parametros passam por um valoo ¢8itidifur-
cacdes sdo importantes cientificamente, pois fornecemlosde transi¢cdes
e instabilidades quando alguns parametros sado variados.

Podemos classificar as bifurca¢des quanto a possibilidadeio, de
prevé-las estudando os autovalores da matriz Jacobianatdma. Quando
h& essa possibilidade trata-se de bifurcacdes ditas Jomaiso sela-no e
Hopf, que podem ser definidas e estudadas analisando peqertarbacbes
nas solucdes periddicas. Quando ndo hé, as bifurcacdestad@ibbais,
como as bifurca¢des homoclinicas e heteroclinicas [15jyas ndo podem
ser detectadas analisando a vizinhanga de pontos de eiguilib

Bifurcacdes de equilibrio

Em sistemas dindmicos continuos, existem duas bifurcaggoes-
pais pela qual um equilibrio tem sua estabilidade alteradeagar um ou
mais parametros: a bifurcacao sela-n6 e a bifurcacao de Hopsao identi-
ficadas a partir da analise dos autovalores da matriz Ja@obt@sistema no
ponto de equilibrio.

Bifurcacdo sela-né: esta associada ao aparecimento detavaku
A = 0. A Fig. 1 mostra a principal caracteristica dessa singidale, a mu-
danca de estabilidade, porque o ponto critico do par@mettd representa
o fim de um ramo estavel e revela a inexisténcia de solu¢besigoificado
fisico para valores de: maiores que zero, ja que o equilibrio torna-se um
numero complexo, do resultado da fungée= —x2, retirada da Ref. [8]. A
bifurcacdo sela-n6 é o mecanismo bésico de criagédo e dggirde pontos
de equilibrio, e também é chamada de bifurcacdo de dobgeriga ponto
limite ou ponto de retorno.
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\ il

a=-x2

Figura 1 — Bifurcacgao sela-no6 no plano de fase e do parankégura retirada
da Ref. [8].

Bifurcag&o de Hopf: E caracterizada pela existéncia de urdepau-
tovalores da matriz Jacobiana puramente imaginarios (Exmponjugados)
no ponto de bifurcagéo. O diagrama de bifurcacéo é mostradign 2, em
termos das variaveis, ez, e do parametra.. Quando o parameti® = ay,
o ponto de equilibrio perde a estabilidade e surge um cititdiparax > 0.
A bifurcacé@o de Hopf pode se apresentar na forma subcriticapercritica.
E um tipo de bifurcacéo que liga equilibrio a movimento paigé [15].

(a) (b)

AN )
¥/

Figura 2 — Bifurcacao de Hopf (a) subcritica e (b) superaitio espaco de
fases e do par&metro. Figuras retiradas de [8].

A bifurcacdo de Hopf de um sistema implica no surgimento de um
ciclo limite. A estabilidade deste ciclo depende do sinapdmeiro coefi-
ciente de Lyapunou{). O ciclo limite é instavel quandl é maior que zero,
neste caso a bifurcacdo de Hopf é subcritica, e, quanéonenor que zero,
tem-se a bifurcacé@o de Hopf supercritica, com ciclo limstgeel [8].
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Bifurcac¢des de ciclos

Além do equilibrio, a forma mais comum de comportamento € um
ciclo limite. Um ciclo limite é uma trajetéria fechada isdég onde isolada no
sentido que trajetérias vizinhas ndo sdo fechadas: elaslasp em direcdo
ou afastando do ciclo limite. Se todas as trajetdrias aprani-se do ciclo
limite, este é estavel ou atrativo; caso contrario ele éiumrst Ciclos limite
estaveis sdo muito importantes cientificamente, pois etetetam sistemas
gue exibem oscila¢des auto-sustentaveis. Em outras palastes sistemas
oscilam mesmo sem um forgamento periédico externo.

Analisando a estabilidade do ciclo pode-se prever os tigobid
furcacdes existentes. O melhor método de examinar as raanagr qual
uma Orbita periddica pode perder sua estabilidade € usamdosacéo de
Poincaré, e estudando o sistema dinamico discreto resu[tB]. Para um
ciclo pe-riddicoL,, 0 pontoz, torna-se um ponto fixo da superfice,
como mostrado na Fig. 3, extraida da referéncia [8]. Em terdmomapa
de Poincaré, a estabilidade de um ciclo periddico é redezaddlise da esta-
bilidade do ponto fixo do mapa, que é simplesmente caraatirizm termos
dos autovalores da Jacobiana do mapa sobre o ponto fixo [17].

Nl
|

\
K\/
Figura 3 — Secao de Poincaré associado ao gigld-igura retirada de [8].

Um ciclo limite gerado por uma bifurcacéo de Hopf crescearato-
se adequadamente os pardmetros do sistema. Ele pode perdstabilidade
quando seus autova-lores caracteristicos (multipliesjaruzam o circulo
unitario. As possiveis bifurca¢des de codimenséo 1 sdogasnses (codi-
mensédo é o nimero de condigdes que devem ser satisfeitasapacterizar
0 ponto de bifurcacéo):

e Bifurcacao sela-n6: um multiplicador caracteristico oeaka o circulo
unitario em +1. Implica que dois ciclos limites com estalsities com-
plementares coincidem e entéo desaparecem. E o proceatiodcd
caso para o ponto de equilibrio.
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e Bifurcacdo de dobramento de periodo: um multiplicadorataréstico
real cruza o circulo unitario em -1. Neste caso, o ciclo Bnoitiginal
torna-se instavel enquanto uma familia de solugBes dedmediopli-
cado emerge. Em geral pode surgir uma série deplicacdes depois
das quais um ciclo limite de perio@3T é obtido. Diversos sistemas
apresentam uma série infinita de bifurcagdes com um pontoutea
lacéo finito; 0 movimento associado além desse ponto é cadtcac-
terizando uma rota para o caos via duplicacdo de periodo@uioale
Feigenbaum [15].

e Bifurcacdo de Neimark-Sacker ou bifurcagao secundariaapé:tdois
multiplicadores complexo conjugados cruzam o circuloariatem

et com modulo igual a 1. Define no espago de estados o apare-

cimento de um torus e uma solucdo quase-periédica assobladse
caso 0 ciclo limite desestabiliza-se e surge um movimentseu
periédico.

Os planos de parametros contendo as curvas de bifurcacdo sao

chamados de diagramas de estabilidade, pois mostram osndée tipos de
comportamento que ocorrem quando se move sobre este plaacéeetros.
As curvas de diversos tipos de bifurcagdes, nos diagramestalailidade, for-
mam estruturas de bifurcacao semelhantes para diversesasdinamicos
diferentes. O conhecimento tedrico das estruturas dechifdio associadas
com as bifurcacdes de maior codimensédo guiam a analise imaneéajudam
a entender o comportamento do modelo.

3.2 CONTINUACAO NUMERICA

A integracdo numérica de um sistema dindmico fornece muita i
formacao sobre o comportamento das solu¢des, mas é apboéwente em
sistemas de baixa ordem. Para sistemas maiores 0 tempo temiopal para
se obter as solu¢des aumenta muito, tornando o processeldigpendioso.
Um método alternativo, conhecido como continuagéo numgéaima téc-
nica para computar consecutivas sequéncias de pontos qpecsgmam de
um ramo desejado. O processo é feito através de uma apr@onpasso a
passo, iniciando com a continua¢do de uma singularidadaide brdem e
adicionando um parametro ao modelo para encontrar as padxoiucoes.

A solucdo numérica utilizando o método de continuacdo é-cons
truida através de algoritmos de predi¢do e correcdo. O gassiitor da
uma primeira estimativa do proximo ponto na curva de solsigiguanto
gue o passo corretor encontra a solugéo partindo do resul@gredicao.
O controle do tamanho do passo é feito através do controlendepte da
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convergéncia, ou seja, o tamanho do passo é diminuido secoé@ @ con-
vergéncia apds um nimero prévio de iteragdes e aumentadoBesagéncia
requer apenas poucos passos [8]. E fundamental para esesgombter um
bom ponto inicial para a geragéo do diagrama de estabilidade

Para obter as bifurca¢6es nos sistemas estudados, uskzosoft-
ware MatCont [11, 18], o qual € uma cole¢éo de algoritmos migoeimple-
mentados como um conjunto de ferramentas para o Matlab pieteecao,
continuacao e identifica¢&o de ciclos limite e varios tippbifurcacdes [19].
O objetivo do MatCont é fornecer um ambiente interativo gago para
andlise de continuacéo e forma normal de sistemas dinaniistzsanalise é
complementar & simulagéo dos sistemas e permite uma idagéb e maior
compreensao do comportamento presente nos sistemas cirsai tempo
de simulagdo ndo é tdo importante; em um ambiente de copéioyele pode
ser usado para computar pontos de equilibrio ou ciclosdipstaveis, a par-
tir dos quais a continuagéo pode iniciar para detectar e atanfendmenos
mais complexos (bifurcacdes).

As principais bifurca¢gfes que podem ser detectadas atiavéist-
Cont séo apresentadas na Fig. 4, dispostas de cima paranaadtdem em
que sdo encontradas, em termos da codimensédo. A codimeasfoadbi-
furcacdo é o nimero minimo de parametros que devem ser oarEta
identifica-la [8], ou seja, para uma bifurcagdo de Hopf, peeneplo, é
necessario variar um parametro do sistema. Ao variar dog&@nperos ini-
ciando nesta bifurcagdo, percorre-se a curva de bifuraestopf no plano
de parametros, e condicdes especiais desta bifurcacaonpsdgir, como
por exemplo uma bifurcagdo HH (Hopf duplo), onde tem-se daigs de
autovalores da matriz Jacobiana complexo-conjugados eota feal nula,
caracterizando uma bifurcagdo de codimensao 2. A tabekntifida as abre-
viagbes de codimensédo 1 e algumas de codimenséo 2. A listaletanpode
ser encontrada na Ref. [18], e as condi¢bes necessariasguadifurcacao
séo descritas em [8].

Pode-se dividir as bifurcagdes identificadas no MatCont duar-b
cag0Oes de equilibrio e bifurcacdes de ciclo. As bifurcag@esquilibrio sdo
obtidas a partir de um ponto de equilibrio do sistema, ernquesbifurcacdes
de ciclo, ou ciclo limite, sdo obtidas a partir da continwagé um ciclo pe-
ribdico do sistema analisado.
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Figura 4 — Principais bifurcacdes identificadas pelo pnograMatCont.
Figura retirada de [18].

A Fig. 5 mostra o procedimento para obtenc¢éo das bifurcagdas
respectivas curvas de bifurcagéo para um plano de par&hetialo sistema
de Chua (que seré& descrito posteriormente), partindo deomto jinicial de
equilibrio. Neste caso, da condicéo inidial y, z, w) = (0,1;0,1;0,1;0,0),

e com parametro&, b, ¢, d) = (8,0;0,2;8,5;4,0), 0 sistema é integrado e
atinge o equilibrio (Fig. 5(a)). O ultimo ponto da integragitomado en-
tdo como ponto inicial, e passa-se a variar um parametrée(nasa), para
observar como o equilibrio perde estabilidade (nesta etdaptegracdo do
sistema ndo é mais necessaria). Ao aumentar o parabnetemtifica-se uma
bifurcagdo de Hopf (Fig. 5(b)), ou seja, o sistema perde dibgo através
de uma bifurcacao de Hopf, surgindo um ciclo limite de pesibdEscolhe-
se esta bifurcagdo como ponto inicial e, a partir de tal, gedealcular as
bifurcac6es de ciclo limite (como o ciclo perde estabilielad variar um
paradmetro), ou a curva de bifurcacdo de Hopf ao longo dag&uide dois
parametros (este passo é suprimido aqui e as curvas obstias ra Fig.
5(f)). Ana-lisando a estabilidade do ciclo, Fig. 5(c), atvaese que o ciclo
sofre uma bifurcacéo de dobramento de periodo (PD), seguaitédo ponto
de ciclo limite (LPC), considerado este o limite do ciclo guegiu da bifur-
cacdo de Hopf. O processo € repetido para as bifurca¢cGestesntas (Fig.
5(d),(e)), obtendo resultados semelhantes. Finalmehtg, &(f) apresenta as
curvas de bifurcacéo obtidas a partir das bifurcactes @ekes no processo.
A combinacao de curvas de bifurcagéo obtidas formam esazitle bifur-
cacdo em planos de parametros com caracteristicas semeslitesn varios
sistemas dinamicos diferentes.

Analisando os resultados obtidos, pode-se inferir o cotapnto
do sistema para a regido do plano de parametros analisagla5(F). Na
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Tipo de objeto Letra
Ponto inicial (Point) P
Orbita (Orbit) 0
Equilibrio (Equilibrium) EP
Ciclo Limite (Limit cycle) LC
Bifurcacdo de Ponto Limite (Limit point) LP
Bifurcacdo de Hopf H
Bifurcag&o de Ponto Limite do Ciclo LPC
Neimark-Sacker (torus) NS
Dobramento de periodo (Period Doubling or flip)) PD
Hopf Duplo (Double Hopf) HH
Bifurcacdo de Hopf Generalizada (Generalized HgpfisH
Bifurcacdo de ponta de ciclos ou cuspidal CPC
Ressonéancia 1:1 R1
Ressonancia 1:2 R2
Ressonancia 1:3 R3
Ressonancia 1:4 R4
Dobramento de periodo generalizado GPD

Tabela 1 — Lista de abreviacdes e significado das bifurcagiresentadas na
figura 4.

regido em verde, 0 comportamento assintético do sistende temequilibrio.
Ao variar os parametros,ou d, este equilibrio perde estabilidade através de
uma bifurcacdo de Hopf (curva azul), e surge, na regido denegenta, um
ciclo periddico de periodo 1. Este ciclo, por sua vez, safne bifurcagéo de
dobramento de periodo (curva verde), e naregido de cor agtboa passa a
oscilar com periodo 2. O sistema sofre mais uma bifurcacdobleamento de
periodo (curva magenta), passando a oscilar com periodgii¢ramarela).
Ap0Gs mais uma bifurcacéo identificada (curva ciano), obdémeriodo 8 para
o sistema. A sequéncia de bifurca¢cBes continua, caraateliza rota para o
caos por dobramento de periodo. Apés um ponto de acumulagibifdir-
cacdes de dobramento de periodo, o sistema passa a tec@ssitzdbticas
(regido em vermelho), identificado por outros métodos, diewo fato do
método de continuacdo numeérica ndo identificar a regiagceadbmente as
bifurcacfes presentes.
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Figura5—(a) Integragcdo do sistema (4.1), atingindo um @atg equi-
librio. (b)-(e) Obtengéo das bifurcacdes pelo método dedirmon
acao numeérica, a partir do equilibrio em (a). (f) Diagramasta-
bilidade caracterizado pelas curvas obtidas a partir daschicGes
encontradas.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados humeébitdss
através dos métodos computacionais descritos anterieeraplicados a dois
sistemas quadridimensionais: um sistema de Chua modifieadm sis-
tema obtido do acoplamento entre dois osciladores desqg® modelo
de FitzHugh-Nagumo. Os resultados sdo apresentadossatitagéplanos de
parametros utilizando os valores de expoentes de Lyapuaaoxgs de bifur-
cacOes e diagramas isoperiddicos.

4.1 SISTEMA DE CHUA

Historicamente, um dos sistemas dinamicos mais estudaolog-€
cuito de Chua [20], que consiste em um indufgrum resistor linearr,
dois capacitores linear€s; e Cs, e um resistor ndo-linear chamado diodo
de Chua. O circuito de Chua foi projetado por Leon Chua e ooidlst origi-
nalmente para ilustrar que o caos modelado pelas equacfesate € real-
mente um fendmeno fisico e ndo um resultado numérico [12].

O sistema de Chua estudado

Nas ultimas décadas uma grande quantidade de artigos gqadnic
reportam a rica dindmica que o circuito de Chua apreserdhuimalo vari-
acOes do modelo e arranjos experimentais [22, 21, 23]. Basea modelo
tridimensional, vers6es com dimensfes maiores podem sstru@os intro-
duzindo outras variaveis ao sistema, apresentando din&miais complexas,
como hipercaos [24].

Neste trabalho foi realizado um estudo numeérico em um s&tiEn
Chua modificado, composto por quatro variaveis e quatronpetras, com
uma nado-linearidade cubica, resultando em um sistema 4b,gcupo de
equacoes diferenciais ordinarias é dado pelo conjunto azgéegs (4.1).

dx
P=— = 2z —2®
&= a(y + 0.2(x — z7)),
y:%:bx—y—f—z—i—w,

t (4.1)

. 74 +

f=—=—cy+tw
dt y )
dw
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Este sistema autbnomo (ndo depende explicitamente do }doipo
obtido adicionando um controlader no sistema tridimensional original. O
parametral controla a dimensao do sistema, pois ao fazet 0, a Ultima
equacéao diferencial se anula (iniciando o ssitema eom 0. As equacdes
(4.1) representam a adimensionalizagdo do esquema eléd#iEig. 6, refe-
rente ao circuito eletrdnico apresentado na Ref. [25]. @zuldis coloridos
identificam os pontos de medi¢édo de tenséo do circuito, quesentam as
variaveis do sistema numeérico.
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Figura 6 — Esquema do circuito eletrénico apresentado ngZ#f Os circu-
los coloridos revelam os pontos de medicéo de tensdo datoircu

No sistema (4.1)r, y, z € w SA0 variaveis, que representam as vol-
tagens no circuito real,® b, c e d SA0 0s parametros, que representam com-
binacfes de resistores e capacitores no circuito reallP2li obter o sistema
(4.1), é preciso aplicar as leis de Kirchoff das tensdes eta o#lha do es-
guema eletrénico, resultando no sistema de equag¢fes Gb2)parando as
equacles (4.1) e (4.2), é possivel identificar o conjunt@sdistores e capa-
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citores associados a cada parametro.

dve, _ 2, —i—i(iv B v?’)
dt R3R,;Cy Ca R3Cy \ Rg G 100R1 R4 S
dve, _ Ry e — RoRio Vo, + Ry Vo + Ry ve
dt RsR19C2 " RigR11R13C2 7 RioRiuCe °  RigRisCy %
dvc, _ Ria Ry e, + Ry ve
dt Ri1Ri5R17C3 % Ri7R2Cs
dvg, _ Ri2 Ry e
dt Ri11R19R1Cy %
(4.2)

O sistema (4.1) possui trés pontos de equilibiib;0; —b;0),
(—1;0;b;0), além do ponto trivia(0; 0; 0; 0), calculados e analisados quanto
a estabilidade para um ponto particular no espaco de padsweh [25].

Resultados

Nesta subsecdo serdo apresentados os resultados ohtiaés dbs
métodos computacionais de integracao e continuacéo neareglicados ao
sistema (4.1). Para obter os planos do maior expoente deuhgapestes
foram discretizados em uma malha quadrada deSB00 pontos igualmente
espagados, integrando numericamente o sistema (4.1¢stdavmétodo de
Runge-Kutta de quarta ordem, com passo fixo igual 22¥um tempo de
integracdo de 5 10°, utilizando o algoritmo proposto em [26] para calcu-
lar cada um dos 2,% 10° expoentes de Lyapunov no plano de parametros.
Os diagramas isoperiodicos foram obtidos também utilizamdnétodo de
Runge-Kutta, neste caso com passo variavel, removendoamsiénte de 5
x 10° e utilizando 1x 10° integrag@es para encontrar o periodo com uma pre-
cisdo de 1x 102, em uma malha discretizada de 1200200 pontos. Os
dados para a construcéo destes diagramas isoperiodiems @ditidos pelo
Professor César Manchein. As curvas de bifurcacdo foraidasbatravés
do software MatCont, verséo 5,0. As figuras foram constauidiéizando o
programa Gnuplot verséo 4.2.

Na Ref. [27], foi realizado um estudo numérico utilizandoeas
poentes de Lyapunov e diagramas de bifurcagéo, onde fonaseaapiados os
resultados do maior expoente de Lyapunov para todas as cagiias e di-
versos valores dos parametrg$, c e d. Neste trabalho o diagrama quadridi-
mensionak x b x ¢ x d é dividido nas seguintes combina¢des de parametros:
b x a comc ed fixos,c x a comb e d fixos,c x b coma ed fixos,d x a com
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b ecfixos,d x b coma ec fixos, ed x c coma eb fixos. As combinac¢des dos
valores dos parametros fixados para a variacao dos outmpaldimetros do
sistema estéo descritos na tabela 2.

Plano de Parametros
bxa c=12,5| d=5,0
cxa b=0,55 | d=10,0
cxb a=70 | d=1,0
dxa b=0,88 | ¢=38,5
dxb a=28,0 c=28,5
dXxc a=38,0 | b=0,88

Tabela 2 — Valores dos parametros fixados para a variagdotdw par de
paréametros do sistema (4.1).

Para valores negativos dos parametrds c e d, o sistema diverge,
ao menos para as condi¢des iniciais utilizadas.

A Fig. 7(a), obtida através do MatCont para o par de parametro
d x ¢, mostra as curvas de bifurcacdo de Hopf (azul) e de dobranakent
periodo (magenta, verde e ciano), obtidas a partir da aga¢éo de um ponto
inicial de equilibrio. Conhecendo as caracteristicas dfaschc¢des, pode-se
inferir o comportamento do sistema para esta faixa dos prés) na qual
h& uma regido de equilibrio que sofre uma bifurcacdo de Haahdo ciclos
periédicos para a regido acima da curva de Hopf. Este ciciogieo sofre
bifurcagBes de dobramento de periodo para uma regido deRa@svisu-
alizar as regifes caobticas, utiliza-se o calculo dos expsate Lyapunov,
plotando o maior expoente de Lyapunov codificado por comde ona Fig.
7(b), ciano identifica regibes de equilibrio, preto regigesddicas, amarelo
e vermelho caos, e branco divergéncia do sistema. Como sevpods cur-
vas de bifurcagéo séo identificadas mesmo na regidaicam, onde ocorre
divergéncia, e ha uma boa concordancia entre os métodogicométiliza-
dos. Outra caracteristica encontrada para este par de gtap&ré o fato de
gue as bifurcacdes de dobramento de periodo formam estsuteichadas
neste plano de parametros.

Na Fig. 8 sdo apresentados os planos de parametros de todas as
combinacdes entre parametros do sistema (4.1), utilizardaior expoente
de Lyapunov codificado por cores, e as curvas de bifurcachiegostas
no mesmo plano de parametros. Para os planos de parameteapaknte
de Lyapunov, a cor branca mostra 0s expoentes negativaddreg equi-
librio), a cor preta os expoentes nulos (regides peridlieasariacbes de
amarelo e vermelho caracterizam os expoentes positivg@é® cadticas).
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Figura 7 — Planos de parametibsc coma eb fixos, com (a) curvas de bifur-
cacdao e (b) maior expoente de Lyapunov com curvas de biféiocac
sobrepostas.

Para a integracdo numérica do sistema (4.1), foi utilizadanaicdo inicial
(z,y,z,w) = (0,1;0,1;0,1;0,0), a mesma utilizada em [27]. As curvas de
bifurcacéo foram sobrepostas ao expoente de Lyapunazaniilo a seguinte
relacdo de cores: azul corresponde a bifurcacdo de Hoplie @edobramento
de periodo, e ciano para sela-né. Linhas continuas comdspoas bifur-
cacdes supercriticas e pontilhadas a bifurcacfes sulstittara as Figs. (b)
e (e), um estudo mais detalhado das estruturas de bifuréaicéealizado,
através da obtencao das bifurcagdes a partir de ciclosdiergem estru-
turas periddicas imersas na regido caotica, e da idenfificde bifurcactes
de codimenséo 2 sobre as curvas, através do MatCont, dissiates discu-
tidos com mais detalhes nas péginas seguintes.

Nos resultados apresentados na Fig. 8, pode-se visuadizarac-
teristicas da dinamica do sistema para as diferentes cagii®s de parame-
tros. O sistema apresenta regides de equilibrio, peridiceadticas. Em
todas as combina¢Bes analisadas, verificou-se que a mudareguilibrio
para ciclo limite ocorre através de uma bifurcacéo de Hap&eja, o equi-
librio perde estabilidade e surge um ciclo limite de perimaho A bifurcagéo
de Hopf pode ser subcritica ou supercritica, e sua mudanaeaéterizada
pela bifurcagédo de codimenséo dois Hopf-Generalizada (@bi)to onde o
primeiro coe-ficiente de Lyapunov troca de sinal. O cicloitthque nasce
através da bifurcagéo de Hopf sofre varios dobramentosritedoeaté atingir
a regido caotica, caracterizando a conhecida rota parasgoadobramento
de periodo (cenario de Feigenbaum).

Um comportamento interessante das estruturas periodizser-o
vadas no pland x a esta relacionado com o paramettaesponsavel pelo
acoplamento do modelo tridimensional de Chua com a dimend#a. Para
discutir a influéncia deste parametro no comportamentdomado sistema,
foi construida a Fig. 9, variando o parameiroonforme mostrado no canto
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Figura 8 — Planos de pardmetros para o maior expoente de hyapas
curvas de bifurcagdo sobrepostas para os pares de parénfajro
b x a comc ed fixos; (b)c x a comb ed fixos; ()¢ x b coma
e d fixos; (d)d x a comb e ¢ fixos; (e)d x b coma e ¢ fixos; (f)
d x ccoma eb fixos.

superior direito de cada subfigura. Os nimeros em ciandfigent o periodo
das estruturas periédicas na regido indicada. Para0, ndo ha estruturas
pe-riddicas imersas no dominio cadtico, apenas listramgreomo a que
esta indicada de periodo No entanto, ao aumentar o valor dieestruturas
periddicas surgem, aumentam seu dominio e apresentam uimerdg na
regido caotica.

Parad = 1, surgem estruturas de periode 9. Emd = 2, as
estrutura$ e 7 caminharam para a direita do dominio cadtico, e a estr@tura
saiu da regido. Erd = 3, “descem” novas estruturas periddicas, de periodos
3,4 e 5, que continuam o movimento padia= 4 e d = 5, onde surge uma
estrutura de period® que engloba quase toda a regido cadtica superior. Por
outro lado, a borda entre a regido de equilibrio (branca)egido periédica
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55

15 a 75 1,5 a 75 15 a 7.5

Figura 9 — Planos de parametros para o maior expoente de hgapara o
parb x a come fixo, e os valores dé mostrados em cada plano.
Os numeros em ciano identificam o pe-riodo de cada estrutmra p
iddica.

quase néo é alterada nestas variacdes do parai&ste comportamento de
movimento das estruturas periédicas ja foi observado maltna [27], mas
para outra faixa dos paramets b.

A Fig. 10 é um zoom da Fig. 8(b), na qual é possivel identifisar a
curvas de bifurcacdo que delimitam a regido cadtica e atesrperiddica
interna. Os pontos R2, GPD e Cusp correspondem as bifursagdeodi-
mensao dois, e podem estar relacionadas a mudancas néidedahias bi-
furcacdes. Uma caracteristica interessante € a estridriéalza interna, que
possui uma forma conhecida na literatura como camaraar(gtaim inglés).
Esta estrutura é recorrente em planos de parametros daasstinamicos
continuos e discretos [2, 3, 29, 22, 28, 30]. Ainda, além doacédo imerso
na regido cadtica, as curvas de dobramento de periodo Jvexdegido pe-
riodica formam uma estrutura com o mesmo formato de camAtéavés do
diagrama isoperioédico obtido na mesma regido, pode-séfidanesta estru-
tura caracterizada pela cor amarela (periodo 2), anexaegi&orperiddica
(azul). Uma anélise da sequéncia de camardes na Fig. 8(lt)omapie as
estruturas periodicas do tipo camardo aparecem com adg@eribdo ao
aumentarmos os valores dos parametros.

O diagrama isoperiédico presente na Fig. 10(b), corrobaesol-
tado apresentado em (a), no qual estdo codificados por cqyegaro de
cada estrutura (neste caso o0 numero de méaximos da varjamebdstrando os
dobramentos de periodo, além da regido periddica maisebsta\vcamarao
central, em concordancia com as curvas obtidas para asdifigs. Uma vez
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a 12

Figura 10 — (a) Planos de parametros para o maior expoentgaeihov
e as curvas de bifurcacdo para o par de parametsos com
b e d fixos. (b) Diagrama isoperiédico para 0 mesmo intervalo,
mostrando as estruturas periodicas.

gue sistemas dinamicos nao-lineares podem exibir mufos tle comporta-
mentos, conhecendo as regras de adi¢do de periodo dos g¢apaaimetros,
€ possivel prever estados periddicos para diferentesrtosjde parametros
em aplicag0es fisicas reais [3].

[N - <06 71800 1ofkNi2TF] WSii6 17 18 8PN
|

0 = .
0,65 b 115

Figura 11 — (a) Plano de parametros para o maior expoenteagrihpv e as
curvas de bifurcacdo para o par de pardmetr$ coma = 8.0
e c = 8.5.(b) Diagrama isoperiddico para a mesma extenséo de
(a). Os pontos B - - - ,B4 em (a) serdo discutidos adiante.

A mesma andlise foi realizada na Fig. 11(a), a qual € uma ampli
acao da Fig. 8(e), e foi construida plotando o maior expodateyapunov
para o par de parametrdsx b, mostrando as regides periodicas e cadticas,
e superpondo as curvas de bifurcacdo de dobramento de pdviedie) e
sela-n6 (ciano). Pode-se ver a rota para o caos por dobramereriodo
(Feigenbaum), e a sequéncia de estruturas periddicas em fite camaréo
organizadas no plano de parametros. Os pon{os.B,B, estao relacionados
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a andlise de bacias de atracéo, e serdo identificados postenite.

As curvas de bifurcac@o definem ainda a estrutura internaaeo ¢
mardo no plano de pardmetros, composto por duas curvas utedgbes
sela-nd e duas de dobramento de periodo. O diagrama isdigerda mesma
regido, Fig 11(b), evidencia os resultados discutidosramteente. As es-
truturas de bifurcacé@o delimitam regides de mesmo perméqossivel vi-
sualizar a sequéncia de adicdo de peridde 4 — 5..., formado pelos
camardes.

A Fig. 12 foi construida com as curvas de bifurcacédo que define
a regido periodica central do camaréo, ou endoesqueletoaéto por duas
curvas sela-né com uma bifurcacéo de dobra e duas curvabdenaento de
periodo que se cruzam. Em [28], é dada uma definicdo pararatiess tipo
camardo: “Camardes sao formados por um conjunto regulamgdsjs adja-
centes centradas ao redor do par principal de arcos parabéliperestaveis
que interseccionam-se. Um camardo € um mosaico infinitoménilas de es-
tabilidade duplamente composto por um dominio mais intprimzipal mais
todos os dominios de estabilidade adjacentes que surgemadecdscatas
de dobramento de periodo juntamente com seus correspesdimhinios
cadticos.” Os autores salientam que os camardes nao podeonsendidos
com seu dominio mais interno de periodicidade.

10,

3,

08 b 11

Figura 12 — Curvas de bifurcacdo que formam a estrutura dempemiodo
do camardo no plano de parametiios b.

Para analisar de uma maneira diferente a estrutura do naai@réo
presente na Fig. 11, foi construida a Fig. 13(a), na qualpéstado o maior
expoente de Lyapunov na regido cadtica, e na regido peaiddiam plota-
dos os valores do segundo maior expoente de Lyapunov.

Através da Fig. 13, podemos analisar a janela principal doocdo
camardo, o endoesqueleto [2]. Este endoesqueleto pos&niar periodo da
estrutura e é delimitado por curvas de bifurcacédo de dobrende periodo e
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08

| 2
08 b 1,1

Figura 13 — (a) Expoente de Lyapunov no plano de paramétrésna regiao
do maior camaréo da Fig. 11. Nas regifes periddicas foiqhbata
segundo maior expoente de Lyapunov. (b) Diagrama isogeddd
na mesma estrutura periddica do camarao.

sela-né com uma bifurcacéo de codimenséo dois cusp (délmdp, a regido
com o valor mais negativo do segundo expoente (regido byarmastitui a
estrutura superestavel do camaréo. As linhas superestireéspondem aos
pontos na janela periédica onde os atratores possuem ommalemegativo
do maior expoente diferente de zero [31], e sustentam a@strdo camarao.

Outra estrutura interessante encontrada por ambos os osétod
numéricos no plano de parametros, foi a presenca de esfsutgpirais ao
redor de um ponto focal, ou seja, estruturas periédicakadias, organizadas
por adi¢do de periodo e conectadas entre si em torno do eik@kéNa Fig.
14, sdo mostradas somente as curvas de bifurcacéo selaideisaiumerica-
mente através do MatCont, a partir de uma das regifes peag)djue cons-
tituem uma Unica estrutura. Nao foi possivel seguir até agfocal devido
a falta de precisdo numérica do MatCont. Pode-se obsereaa @strutura
segue mesmo na regido de divergéncia, no duab.

A Fig. 15(a) mostra as curvas de bifurcacao de sela-né e de-dob
mento de periodo obtidas na regido em espiral, sobrepastaaiar expoente
de Lyapunov, onde é possivel identificar as regifes peadditganizadas em
forma de espiral. Por outro lado, na Fig. 15(b), obteve-sertndo das estru-
turas periddicas codificados por cores, onde a cor pretatesizza a regido
de periodo maior que 20, neste caso considerado caos. Cademjéiicado
em [27], o sistema apresenta valores de periodos impar@agastruturas
periédicas, aumentando o valor das regides periddicas alengde ocorre a
aproximacéo do centro da espiral.

Estruturas espirais foram estudadas em diversos sisténéansidos
[1, 6,32, 28, 21, 33]. A curva da Fig. 14 mostra que existe uom&xao entre
as diferentes regides periddicas que compdem a espirabj@uasestrutura
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']0. 75 b 0.9

Figura 14 — Curva de bifurcagéo sela-n6 em forma de espiral @gplano
d X b.

[NE1 > Y <6 70819 1okFIi2kE] [Bli6 1718 HEEN

2,9 e

005 00+ : - 4
0,72 b 0,84 072 b 0,84

Figura 15 — (a) Diagrama de Lyapunov com curvas de bifurcacd dia-
grama isoperiédico para o plano de parametrosd, na regido
gue apresenta a estrutura perioddica espiral.

do dominio periédico é governada pela geometria espirainfyscom dois
paradmetros de controle, o sistema pode ser percorridonc@miente de um
ramo da espiral para outro, logo, uma 6rbita de periogode ser alterada
para outra 6rbita periédica seguindo a estrutura espeal,reuinca cruzar ou
tocar a fase cadtica [32]. A estrutura em forma de dobra Jcesfstente na
estrutura, é tipica de sistemas que exibem multiestabldigéafen6menos de
histerese [1].

A existéncia de diversas curvas de bifurcacdo cruzanda-sdra-
vessando a regido cadtica € mais um indicativo da existéeamultiestabi-
lidade no sistema dinamico [7]. Multiestabilidade é o noradalpara a co-
existéncia de vérios estados de equilibrio dinAmico parenesmo conjunto
de par&dmetros. Mesmo mantendo os parametros fixos, mudgunaaativas
na dindmica do sistema podem resultar de mudancas nas @esdinjciais
como consequéncia da multiestabilidade [34].
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A andlise da multiestabilidade existente no sistema (dilddsen-
volvida através da evolucdo temporal do sistema para umndietdo valor
dos pardmetros, variando duas condi¢@es iniciais e mamgndutras duas
fixas, caracterizando o regime assintético resultante.j&@ieb foi identificar
0s possiveis comportamentos do sistema para dife-rentelscées iniciais.
Assim, foram analisados os pontos, B> e B; da Fig. 11(a), situados na
regido cadtica, lembrando que os expoentes de Lyapunaw folstidos para
a condig&o inicial particula(r, y, z,w) = (0,1;0,1;0,1;0,0). Deste modo,
obteve-se os resultados representados pela Fig. 16, ardey pariacdo de
ey,z=0,1ew =0,0, e, variando-seew, z = 0,1 ey = 0, 1. A cor preta
caracteriza pontos que evoluem para um regime periédicomelleo para
um comportamento caético. Como as condic¢des iniciais séim proximas,
identifica-se a caracteristica principal de sistemas @agitia alta sensibili-
dade as condic¢es iniciais.

B, B, B;

- -2 -2
-2 z 2 2 z 2 2 z 2

Figura 16 — Secdes transversais de bacias de atracdo pavatos B, B,
e B; da Fig. 11(a). Cada coluna mostra os planos bidimensionais
obtidos da variacdo de duas variaveis, mantendo as outaas du
fixas para a condicao inicial do sistema. A cor preta caraeter
condigdes iniciais para solucdes periddicas e vermelhiicesd

Pode-se ver que para uma regido pequena de condi¢fessicieiai
trada préxima da origem o sistema evolui para um comportenaotico.
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Observando as localizagdes dos pontesH, e B; na Fig. 11, pode-se ver
que o ponto B esta mais préximo da fronteira cadtica a direita e é o ponto
que apresenta uma maior mistura entre condi¢@es cadti@agdipas, visto
na Fig. 16. Segundo [35], as bacias de atra¢cdo sdo separadasrieiras
e é comum para sistemas nao-lineares, fronteiras de baa@ai$, as quais
muitas vezes sao provenientes de caos transiente nadrasnte

Em sistemas dissipativos, caos transiente aparece na €w@rnan-
sientes cadticos. E preciso deixar claro que caos traesatiferente de tran-
siente para o caos, visto que o primeiro, mas ndo o ultimoyiéae uma
ligagdo com o conjunto cadtico ndo-atrativo. Em [36], estéfneno € obser-
vado em um oscilador obtido a partir do sistema de Chua. Naocegm este
fendmeno, o comportamento inicial do sistema é virtualemamdistinguivel
do cadtico, mas entdo o sistema passa rapidamente parasiado estavel
(atrator), que pode ser estacionério, peridédico ou caético

Para estudar o caos transiente no sistema (4.1), foranretust os
planos de Lyapunov para os parametdos b, Fig. 17, enfatizando a borda
direita da Fig. 11, utilizando dois tempos de integracderdiites: em (a),
um tempo de5, 0 x 10%, e em (b) um tempo d&, 0 x 10°, para um mesmo
passo de integracido dé—2. Deste modo, é possivel identificar pontos que
possuem transiente, os quais evoluem para um regime pErigddés um in-
tervalo de tempo maior, caracterizados pela cor preta naafiginda, na Fig.
17(a), identifica-se uma regiao granulada maior a medida quezametral
aumenta, ou seja, ha uma influéncia direta deste pardmefemémeno de
transiente cadtico, como mostrado na Fig. 18, onde (a),())s8o referentes
ao ponto P e (d), (e) e (f), sdo referentes ao ponto €a Fig. 17.

0,88 b 1,10 0,88 b 1,10

Figura 17 — Amplificacdo da Fig. 11 mostrando a fronteiraeematrregido
cadtica e periddica (em preto), onde o caos transiente éeljisi
devido aos tempos de integracao diferentes. Em (a) o tempo do
transiente é d&,0 x 10°, e em (b) é d&, 0 x 10°.
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Em (a) e (b), tem-se as séries temporais para ambos os poasos,
quais é possivel identificar que o transiente cadtico é nmétimr no ponto
P,, visto que néo foi identificado um transiente cadtico long@gpontos pro-
ximos ad = 0. Nas figuras (c) e (d) tem-se um zoom das respectivas séries
temporais (a) e (b), mostrando como as séries temporaisrmuglzentina-
mente para o regime periédico; e em (e) e (f), foram consirxd atratores
nos respectivos pontos, onde os quadros na lateral inferfatizam o regime
cadtico, enquanto os atratores tornam-se periédicos aprémsiente, apre-
sentando o mesmo formato e de peridd@om a diferenca que a medida
gued aumenta, o tamanho do atrator também aumenta. De acordotijpm o
do atrator assintotico do sistema, pode-se distinguir tifés principais de
caos transiente. O primeiro tipo € para 0 caso no qual o agamcoexiste
€ relativamente simples, por exemplo, um atrator periédinquanto o com-
portamento assintético do sistema é simples, o transiecdétéco. E o caso
observado na Fig. 18. O segundo tipo ocorre quando um cangaitico ndo
atrativo coexiste com um atrator cadtico. Neste caso hafduass distintas
de comportamento caotico [35].
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Figura 18 — Séries temporais para os pontpg P, na regido do transiente
cadtico na Fig. 17(a). Em (a), (b), (c) e (d), as respectigass
temporais, e em (e) e (f) os atratores cadticos e periédarnsoc
transiente entre eles. As inser¢fes mostram em mais detathe
atratores caéticos.
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A Fig. 19 foi construida com o objetivo de mostrar a mudanc¢a na
bacia de atracao do pontq Bevido ao fenémeno do transiente cadtico. Lo-
calizado na regido de transiente caético, no alto da Figcujis parametros
sdo(b,d) = (1,15;9,57), este ponto possui um valor maior do pardmetro
d, 0 qual aumenta o tempo em que o sistema permanece no ttansien
caotico. As regibes em preto caracterizam condi¢des igigiae evoluem
para um atrator periddico, enquanto a cor vermelha caizateondi¢cdes
iniciais que possuem um atrator cadtico para os respedimnpos de in-
tegracdo. Na coluna da esquerda, variou-se as condic@ésisniex e v,
com(z,w) = (0,1;0,0), ez ew, com(x,y) = (0,1;0,1), para um tempo
de integracdo dé, 0 x 10%, com um transiente d& 0 x 10°, enquanto na
coluna da direita 0 mesmo procedimento foi realizado parempo de in-
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2 2
y- }-

2 -2
2 X 2 2 X 2

2 2
W- W-
-2 -2
-2 z 2

-2 K4 2

Figura 19 — Secéo da bacia de atracéo para o poj@aBig. 11(a), na regido
do transiente cadtico. A coluna da esquerda é para um tra@sie
deb,0x10%, e a coluna da direita para um transiente de< 106.
Para as baciagx z, (z,w) = (0,1;0,0), e para as baciasx z ,
(z,y) = (0,1;0,1). A cor preta refere-se a solugdes periodicas e
em vermelho para condi¢6es iniciais que evoluem para urtoatra
caotico.

tegracdo dé, 0 x 10%, com um transiente d& 5 x 10%, com 0 mesmo passo
de102.

A mudanca entre as duas colunas, ou seja, 0 aparecimentoisle ma
regibes em preto, caracteriza a existéncia de condi¢@@aigigque possuem
um transiente cadtico. Quanto maior for a evolu¢éo temporaior serd o
incremento de pontos periddicos, dominando a bacia daatabtico. Para
pontos na regido caodtica afastados da borda de transicatiraasiente/pe-
riédico, observou-se através da andlise de atratores gagema permanece
cadtico mesmo para tempos de integracé@o grandes, compiogaa o fend-
meno do transiente cadtico ocorre somente na borda grandiellig. 11.
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Em suma, a dindmica de um sistema de Chua quadridimensional,
sistema (4.1), foi estudada aplicando os métodos de imi@gra continu-
acdo numeérica, utilizando os expoentes de Lyapunov, dizgasoperiodi-
cos e curvas de bifurcac@o, mostrando a rica dindmica qusten®s apre-
senta ao variar seus parametros de controle, resultadssagsesentados em
planos de parametros. Através do maior expoente de Lyapobservou-
se estruturas periédicas imersas em regifes cadticasae gaErametral,
que controla a dimenséo do sistema, observou-se a presseetgturas pe-
riodicas conectadas entre si e organizadas em forma delespirtorno de
um ponto focal, e a presenca de caos transiente dependenttodaleste
parametro. A variacédo das bacias de atracéo periddicagieasamostrou a
dependéncia destas em termos dos parametros e a sendéiidasistema
as condic¢Bes iniciais. Ainda, utilizando o método de carag@io numérica,
curvas de bifurcacao foram obtidas mostrando as estruderaifurcacdo nos
planos de parametros. Estas curvas revelaram como ocogédrarsicoes
entre diferentes comportamentos do sistema, a conexadrdéues espiral,
e 0 endoesqueleto de camardes, formados por duas curvassasan uma
bifurcacdo de dobra, e duas curvas de dobramento de petiedegruzam.
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4.2 SISTEMA DE FITZHUGH-NAGUMO

As equacgdes de FitzHugh-Nagumo sdo um conjunto de equacdes
simples que exibem o comportamento qualitativo observadoeurénios:
equilibrio, excitabilidade e comportamento peridédicd[2& equacdes dife-
renciais ndo-lineares que descrevem o modelo de FitzHughsNo [38] s&o:

d 1
=y +a— 2t + 1),

t (4.3)
&y ——l(x—a—f—b )

dt ¢ Y-

Apesar das variaveis ndo possuirem uma interpretacadjfigial
exata, a variavet corresponde a voltagem através da membrana celular do
neurdnio, representando a excitabilidade do sistema;iavedy; a recupe-
racdo do estado de repouso da membrasié prepresenta um estimulo ex-
terno, o qual, para as analises realizadas, foi consideféido= 0, ou seja,
ndo hd um forcamento externo. Os parameirdse ¢ foram introduzidos no
sistema (4.3) para ajustar o resultado das equag¢fes ao tampato obser-
vado fisiologicamente.

Acoplamento de osciladores de FitzHugh-Nagumo

A observagéo de modelos dindmicos de uma rede de neurdéies id
ticos pode ser realizada através do acoplamento entre @adasi descritas
pela equagdo (4.3). A ligagéo entre os neurdnios corregpanaon acopla-
mento elétrico, onde é inserido um novo parametro no sistEreguacdes
(4.3), que relaciona as variaveigt), as quais correspondem a voltagem
através da membrana. Assim, este acoplamento funcionawas@aonexao
entre dois ou mais osciladores (neurdnios).

Foram realizados dois acoplamentos diferentes entre d®is o
ciladores, um primeiro chamado acoplamento unidireciemedegundo bidi-
recional. O acoplamento é realizado inserindo uma corestaeste casg,
multiplicado pela diferenca nas voltager($). O caso unidirecional é obtido
inserindo o acoplamento somente em um oscilador, o quakatra o outro,
conforme descrito pelo sistema de equagbes (4.4), ondg; ) representam
o primeiro oscilador, no qual inseriu-se o termo de acoptame(zs, y2) 0
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oscilador acoplado.

dz 1
d—tl = oy + 21— 327) +y(w1 — 22),
d 1
T VY
¢ (4.9
@_C( T+ _lx?»)
a Y2 27 372)
dyg 1
22— (2 —a+byp).
it =gl

No acoplamento bidirecional, os dois osciladores estdeatados
entre si, com 0 mesmo parametro de acoplamento adicionadordros. O
conjunto de equacg®es é dado pelo sistema (4.5).

dz 1
d—tl =clyr +a1 - gﬂﬁ) + (21 — 22),
d 1
% =——(z1 —a+by),
¢ (4.5)
d.]?g 1 3
- = c(y2 + 2 — 5372) +7(z2 — 1),
d 1
% = —z(ﬂcg —a+ bys).

O trabalho desenvolvido em [39] apresenta resultados ricosér
para acoplamentos uni e bidirecionais, com o acoplamerdoidetrés e qua-
tro osciladores. O estudo foi baseado na analise de expodateyapunov,
planos isoperiddicos e diagramas de bifurcacédo. Nesterthig§o, pretende-
se estender os resultados obtidos analisando as bifuscde@suilibrio e as
estruturas de bifurcacéo que ocorrem nas proximidadesedaes caoticas
analisadas em [39], para ambos os sistemas unidirecioridiredional. O
objetivo é estudar o sistema do ponto de vista da dinAmicdim&ar e néo
do ponto de vista fisiolégico, ou seja, 0s resultados ndo @diextualizados
com o comportamento observado nos préprios neurdnios. &lssas foram
realizadas em termos do parédmetro de acoplamerssociado a um dos
paradmetros do sistema. Nestas andlises, os parametroganddog foram
fixados nos valores apresentados na tabela 3.
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Plano de Parametros
a Xy b=0,4 | c=2,0
bx~y a=0,7|c¢c=2,0
c Xy a=0,7|0=0,4

Tabela 3 — Valores dos parametros fixados para os planos @meos dos
sistemas acoplados.

Resultados

Nesta sec¢do serdo apresentados os resultados obtidossadias
métodos computacionais de integracdo e continuacdo ntarapiicados aos
sistemas (4.4) e (4.5). Para obter os planos de expoenteagieihgv, estes
foram discretizados em uma malha quadrada de 600 pontos igual-
mente espacados, integrando numericamente o0s sisteraassatio método
de Runge-Kutta de quarta ordem, com passo fixo igual@ £0um tempo
de integracédo de & 10°, utilizando o algoritmo proposto em [26] para cal-
cular cada um dos 2,5 10° expoentes de Lyapunov para cada plano de
parametros. Os diagramas isoperiodicos foram obtidoséamiiilizando o
método de Runge-Kutta, neste caso com passo variavel, esrowim tran-
siente de 5< 10° e utilizando 1x 10° integracGes para encontrar o periodo
com uma precisdo dexd 10~2, em uma malha discretizada de 1200.200.
Os dados para a construcdo destes diagramas isoperiodiens bbtidos
pelo Professor César Manchein. As curvas de bifurcacamfolatidas pelo
software MatCont, versao 5.2. As figuras foram construitibsando o pro-
grama Gnuplot versao 4.2.

Os sistemas (4.4) e (4.5) possuem varios pontos de equititie-
rentes, dependentes dos valores dos pardametros assu@mdserme os
paradmetros variam, um ou mais equilibrios podem ter sudbibdtale al-
terada, e bifurcacdes ocorrerdo. Assim, € interessanidagsas curvas de
bifurcagdo de equilibrio do sistema, as quais mostram coequiibrio é al-
terado ao variar os parametros. A Fig. 20 apresenta as alev@furcacéo de
equilibrio em termos dos parametgd, ¢, e do parametro de acoplamento
~, para os acoplamentos unidirecional e bidirecional. Enp, 87 realizado
um estudo analitico e numérico do sistema (4.5), no qualekse as bifur-
cacgdes do par de parametrox a, resultado semelhante ao apresentado na
Fig. 20(d).

As Figs. 20(a), (b), e (c), correspondem ao acoplamentairenid
cional, e as Figs. 20(d), (e), e (f), ao acoplamento bidieadi. As curvas em
ciano, magenta e vermelho correspondem a diferentes cdevhsurcacdo
de Hopf, relacionadas a diferentes pontos de equilibris,aievas em verde
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Figura 20 — Planos de parametros com o maior expoente de hgapias
curvas de bifurcacao de equilibrio para: (a)-(c) sistemdinm
cional (4.4); (d)-(f) sistema bidirecional (4.5).

sela-n6 ou ponto limite do equilibrio, que representamgmahde a solugcdo
deixa de existir. Ainda, utilizando os expoentes de Lyapuoaracterizou-se
as regibes em termos do comportamento do sistema para a&onudlicial
particular(z1,y1,z2,y2) = (—0,1;0,1;0,5; -0, 3), onde a cor branca esta
relacionada a pontos de equilibrio, preto a regides peddde em amarelo
a regides cadticas, para os diferentes planos de paramagreetas azuis
presentes nas Figs. 20(a)-(f), sinalizam as respectigidagcadticas nestes
planos. Pode-se observar que apesar de possuir uma grgradeperiddica,
as areas de caos concentram-se em uma pequena faixa de tpasaouee
serdo mostradas em detalhes nas proximas péaginas.

Os resultados mostram a semelhanca entre os dois sistentas em
mos das curvas de bifurcacéo e das regides com diferentgsociamen-
tos que ambos apresentam. Pode-se observar que para urda faiaa de
paréametros, ambos os sistemas evoluem para o equilibdmerge parauma
faixa de valores os sistemas possuem oscila¢gBes periéDieaso destas es-
trutura periédicas, foram identificados pontos com congmento cadtico.
Para valores negativos dos parametres, o sistema diverge, motivo pelo
gual ndo foram plotadas estas regides nas Figs. 20(bJ)(e)D.

Sistema unidirecional

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos dze atedi
regides cadticas do sistema (4.4), indicados nas Figs)-gf)(pelas setas
azuis.
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As Figs. 21(a)-(c) mostram o valor do maior expoente de Lyapu
caracterizando as regides cadticas e periddicas para s @mose, b, e c,
em termos do pardmetro de acoplamentdara caracterizar 0s expoentes
foi utilizada a seguinte escala de cores: branco para brjailipreto para
comportamento periédico, e marrom, passando pelo amaesimelho, até
0 azul, para o comportamento caético. Esta escala de conaiftada para
manter a mesma paleta de cores adotada em [39].
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Figura 21 — Regifes cadticas e estruturas periddicas doeplde para-
metros: (a)a x ~; (b) ¢ x v; (€) ¢ x ~, indicadas pelas setas
azuis nas Figs. 20(a)-(c), respectivamente.

Observa-se regides peridédicas imersas nas regifes adtasa
planos de parédmetros das Figs. 21. Diversas andlises nglstess de
parametros foram realizadas em [39], mostrando estrupadddicas e re-
gras de adi¢do de periodo para estas formacoes, atravéardes gle ex-
poentes de Lyapunov e diagramas isoperiédicos.

Pelo fato da regido cadtica estar concentrada em uma pefgiresa
de pardmetros, encontrou-se dificuldade em obter as cusvdEBidcacdo para
os planos: x v e b x v, devido a falta de precisdo numérica do MatCont.
Assim, o estudo das estruturas de bifurcacdo estdo coadestno plano
de parametros x v, mas acredita-se que os resultados sejam semelhantes
para os outros parametros, devido as semelhancas en@s@sresultados
apresentados em [39] para os diferentes parametros.

As Figs. 22(a)-(b), obtidas através do zoom indicado peigaca
branca na Fig. 21(c), mostram a riqueza da dinamica que enmsapre-
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senta no plano de pardmetrosx ~. Na primeira figura, foram plotados o
maior expoente de Lyapunov codificado por cores, utilizandeesma paleta
de cores das Figs. 21, com as curvas de bifurcacdo de cidospsistas.
Na Fig. 22(b), € mostrado o diagrama isoperiédico na mesgiaagscom os
valores dos periodos identificados no quadro superior, coegido cadtica
e periodos maiores que 20 em preto. As bifurca¢fes sdofidadss pelas
seguintes cores: verde correspondem a bifurcacdes de NeBaaker, ciano
e azul bifurcag¢des sela-n6. H& duas curvas de Neimark-6ddkeentes,
uma horizontal e outra cruzando o plano, e duas curvas da&alen ciano,
as quais possuem a mesma forma: cruzam a regido caoticagelditeito,
delineando a fronteira inferior das estruturas periodieaem duas dobras e
terminam ao tocar a curva de Neimark-Sacker horizontal.

C 1 Fll 3NS5 A IEND 1 1 [E 13 20
2,65 2,65 - -

2'45),()() Y 007 2'450,00 T Y ’ l 0,07

Figura 22 — (a) Expoente de Lyapunov na regido delimitadaqaéka branca
na figura 21(c), com as curvas de bifurcacao sobrepostai-(b)
agrama isoperiodico na mesma regido de analise.

A Fig. 22(a) mostra a concordancia entre os resultadosaxbpdr
dois métodos numéricos diferentes: de integracdo e cag@munumérica.
Pode-se observar que as curvas de sela-né delimitam a Infedar das es-
truturas periodicas imersas na regido caotica, indicandacptrator caotico
sofre uma crise repentina, passando a ter um comportameritaico ao
variar os parametros adequadamente.

A identificagdo de curvas de bifurcagdo de Neimark-Sacker éw
dicativo da exis-téncia de regides de comportamento cpesédico (torus)
no plano de paradmetros [8], que ndo sao identificadas pelseadé maior
expoente de Lyapunov, visto que o torus possui dois expgeerteyapunov
nulos.

O comportamento quase-periddico é caracterizado pelo adh@am
nuamero de rotacdp = p/q, ondeq é o periodo da 6rbita g 0 nimero
de revolugbes ao longo do meri-diano [17, 8]. Para uma opgt#&dica,p
é racional (pode ser obtido da divisdo de dois inteiros),ra pen compor-
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tamento quase-periddicp,¢ irracional. Este comportamento pode ser visu-
alizado no diagrama isoperiédico da Fig. 22(b), onde, ngiées inferiores
existem &reas em preto que caracterizam quase-periadigidaste caso com
estruturas periédicas internas bem definidas, difereatesgido central, por
exemplo, onde o comportamento caético é observado pelaetar, ppmbém,
mas cravejado de pontos periédicos. As configuracdes pesgdxistentes
na regido de torus possuem caracteristicas de estrutumasadas como lin-
guas de Arnold, as quais possuem nos planos de parametrosaade trian-
gulos distorcidos [40, 41]. A bifurcagéo de oscilagdes qyzeviddicas para
periddicas é chamada de sincronizagao (phase lockinggjauas dois os-
ciladores sincronizam nestas regides periddicas.

A Fig. 23, obtida em [8] da andlise de um mapa bidimensional,
mostra o padréo das bifurcacdes que delimitam a formaci&a tips linguas
de Arnold. Na figurat representam curvas de sela-hd\eimark-Sacker ¢
dobramento de periodo, limitando a estrutura interna deger7.

0.06

€ 0.00

=-0.05

-0.10

2.0

Figura 23 — Estrutura das bifurca¢cdes em uma regido comdinde Arnold.
Figura retirada de [8].

Segundo [16], cada regido de movimento periédico deliroifaar
dois arcos de bifurcagcédo sela-n6, em regides de quasedjpintede séo
chamadas linguas de Arnold. Pode-se ver na Fig. 22, e tambémam
mostrado nas Fig. 24(a),(c), que a curva de bifurcac@orsekdelimita a
borda direita da lingua de periodo 3, e a mesma possui umrdehta de
periodo, passando para 6 e identificado pela cor verde. el que exista
uma estrutura de periodo 2 encoberta pela &rea azul, comsasamearac-
teristicas.
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Segundo a andlise feita em [39], as estruturas peridditas es
ganizadas similarmente a ramos da arvore de Stern-Bro8htAksim, a
estrutura priméaria segue uma organizac¢ao por adicdo dedpedi — 4 —

5 — 6 — 7. A soma dos periodos de duas estruturas primdrias conseuti
é igual ao periodo das estruturas secundarias que estaéalent estruturas
primarias, obtendo, por exempdo+ 4 — 7,4+ 5 — 9.... Visualmente
ainda observa-se estruturas terciarias entre as secasd@guindo a mesma
organizagao.

Através das curvas de bifurcacéo de sela-n6 (cor cianona ¥a),
identifica-se uma conexao entre as estruturas periddieasmes na regido
central e as presentes na regido de torus. Na Fig. 22(b)vebse que am-
bas as formacdes delimitadas pela mesma curva possuem @rmesiodo.
Ainda, a regido inferior em azul, de periodo 1 observado gaZZ(b), € de-
vido & multiestabilidade do sistema, e apresenta-se conesingura isolada,
possuindo uma curva de bifurcacdo fechada, representidepea de sela-
no azul em 22(a). Na Fig. 24(d), observa-se a mesma sequinaidicao de
periodo observada nas linguas de Arnold em (c), o que refddgia de que
as estruturas periddicas esto interligadas.

0010 Y 0025 0,02 Y 0.04

[OBE1 21 <156 70819 10fkIi2E] W8l 16 17 18H8Pn
2

0,010 Y 0,025 0,02 Y 0,04

Figura 24 — Zooms das Figs. 22, mostrando as estruturasdperso nas
regides interligadas pelas curvas de bifurcacdo selatrayés
de: (a) e (b) expoentes de Lyapunov; (c) e (d) diagramas-isope
riédicos.
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As Figs. 25(a) e (b) mostram os expoentes de Lyapunov
obtidos utilizando duas condi¢des iniciais diferentés;,yi,z2,y2) =
(-0,1;0,1;0,5; -0, 3) para (a) &€z1, y1, x2,y2) = (-0, 1;0,5;0,1; -0, 3)
para (b). O resultado corrobora a existéncia da multidstade do sistema
(4.4), visto que uma regido cadtica em (a), adquire um cotapanto pe-
riédico em (b) devido a alteracao da condic&o inicial deesnst, que resul-
tou na mudanca do valor do expoente de Lyapunov. Por outoy &cur-
vas de bifurcacdo ndo sdo alteradas por pequenas mudascesnuicdes
iniciais, 0 que torna este método de continuagdo numeérida geal na
analise de sistemas dinamicos. A curva de Neimark-Sackedd€y que corta
a regido cadtica em (a), passa a delimitar a fronteira canegicidade. Foi
identificado um comportamento de quase-periodicidade gidaeem (b),
préximo a curva de Neimark-Sacker, ou seja, 0 sistema passardpor-
tamento perioédico para quase-periddico até a curva, pa®tap um com-
portamento cadtico. Este resultado pode ser visualizaéfagna5(c), na qual
foi plotado o segundo maior expoente de Lyapunov para a ¢caadnicial
de (b), mostrando uma faixa preta sobre a curva de Neimarkegande o
expoente € zero. Visto que a existéncia de dois expoentegageihov nulos
caracteriza um comportamento quase-periodico, nestea@asova cruzando
a regido cadtica caracteriza uma regido de torus que so tfichda pela
integracdo numérica para outras condicdes iniciais, o gpkcea o fato da
curva de Neimark-Sacker cruzar a regido cadtica na Fig)22(a
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Figura 25 — Expoentes de Lyapunov para duas condi¢besimdifarentes.
Em (a), (x1,y1,22,y2) = (-0,1;0,1;0,5; -0, 3), e para (b)
(z1,y1,22,y2) = (—0,1;0,5;0,1; —0,3). Em (c) foi plotado o
segundo maior expoente para (b), mostrando a regido dertarus
borda da curva de Neimark-Sacker .

A Fig. 26 foi construida para comprovar como 0 comportameato
sistema é afetado pela condigé&o inicial imposta, varisselas Cls no ponto
P da Fig. 25, ondéy, ¢) = (0,035;2,615). Para isso variou-se os valores de
x1 ey; na Fig. 26(a), ou seja, o oscilador com o termo de acoplameratio-
tendo a mesma condicéo @&, y2) = (0, 5; —0, 3). O comportamento assin-
tético do sistema depende neste caso da condicao inicial dg; no plano
de (z1,11), onde a cor vermelha caracteriza pontos que evoluem para um
comportamento cadtico e a cor preta pontos que evoluem pa@mpor-
tamento periédico. O mesmo raciocinio foi empregado em)26{bs neste
caso variou-se a condic¢do inicial do segundo osciladortendo a condigdo
inicial do primeiro emz1,y1) = (0, 1; 0, 1). Como as condigdes iniciais ndo
sdo idénticas e o termo de acoplamento esta presente.em ), as bacias
de atracdo ndo sdo idénticas, apesar de apresentareradesigémelhantes,
com grandes regides cadticas e periddicas.

Ao realizar este estudo verificou-se ainda que, para umadgran
regido de condig¢®es iniciais fora do intervalo apresentadestema diverge.
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4
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Figura 26 — Bacias de atracdo referentes ao ponto P da Figa@ando-se
(z1,91) em (@) &(z2,y2) em (b).

Das Figs. 25 e 26, conclui-se existir uma grande sensidi#ides condi¢des
iniciais, fenbmeno este caracteristico de sistemas cebtic
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Sistema bidirecional

A andlise das curvas de bifurcagdo para o sistema (4.5) nawono
resultados além das bifurcacdes de equilibrio apresentaaldrig. 20. As
Figs. 27(a)-(c), mostram os planos de parametiros ¢, variados com o
parametro de acoplamemnpnas regides indicadas pelas setas azuis nas Figs.
20(d)-(f), expondo o maior expoente de Lyapunov para indicaompor-
tamento do sistema em relacdo aos parametros. A analisefutealgbes
de ciclo limite ndo trouxe resultados satisfatérios patasesegides, que
concentram-se em uma faixa muito pequena de valores dos@@os, na
qual o MatCont ndo teve precisdo numérica suficiente. Caanplar estes
resultados com o acoplamento unidirecional, conclui-geaacoplamento
unidirecional resulta numa maior riqueza no comportameatsistema, fato
este caracterizado pela assimetria das equac6es parasasditadores pre-
sente no sistema (4.4).
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Figura 27 — Expoentes de Lyapunov para o sistema bidirelgjpara os pares
de parametros: (a)x, (b)bx~ e (c)cx~, nas regides indicadas
por setas azuis na Fig. 20.

Em resumo, a dindmica dos sistemas (4.4) e (4.5) foi analisad
através dos métodos computacionais de integracdo e cagiiounnumeérica,
revelando os diferentes comportamentos existentes ntesmnsis e a de-
pendéncia destes em relagdo aos pardmetros e as condici@@s impostas.
Através dos resultados apresentados, verificou-se a mcistéle regides
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de equilibrio que, através de bifurcacées de Hopf, tornarpesiddicas.
Observou-se a formacado de estruturas periddicas imersagid® cadtica,
organizadas por adicdo de periodo, e estruturas de linguasrobld em

regibes de comportamento quase-periédico, com periodmiaados de
acordo com ramos da arvore de Stern-Brocot. As curvas dechiéo de
sela-né identificaram a conexao entre diferentes regiGasdieas do mesmo
plano de pardmetros, que apresentam o mesmo periodo, ureesgma
regido caodtica e outras na regido de quase-periodicidarleyas de bifur-
cacdo de Neimark-Sacker mostraram a existéncia de compenta quase-
peridédico em determinadas regifes do plano de parametasirddi-se ainda
como a condic¢éo inicial imposta altera o comportamentostersia entre os
comportamentos caodtico, quase-periédico e periddico.
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5 CONCLUSOES

Nesta dissertacdo propbs-se a investigacao das estrdtutzfur-
cacgdo nos planos de parametros de sistemas dindmicosumntipadridi-
mensionais. Para isto foram estudados separadamente ddislas um
sistema de Chua quadridimensional e um acoplamento deadsis de
FitzHugh-Nagumo.

Através das curvas de bifurcagdo mostrou-se como 0s sisiensa
suem seus comportamentos divididos nos planos de parénstevés de
bifurcacbes. Esse método se mostrou eficiente na definicdaldees de
paréametros de interesse, sem necessidade de integraemaigara varios
parametros diferentes, por ser mais rapido e de facil imgh¢ag&o. Por outro
lado, 0 método néo identifica regibes que possuem compantarnadtico.
Assim, combinando com o método de andlise dos expoentesagrihgv e
dos diagramas isoperiédicos, foi possivel identificar gies de caos dos
sistemas, as rotas para o caos, e como sao formadas as Ejidescas i-
mersas em regides cadticas, principalmente a formacadrdéueas espirais,
camardes e linguas de Arnold em regiGes de quase-periadeid

Os resultados apresentados na se¢do 4.1 revelaram a ritpueza-
portamento do sistema de Chua quadridimensional estudap@| apresen-
tou varios fendmenos caracteristicos de sistemas cadAsosurvas de bi-
furcacdo mostraram como o comportamento do sistema € namtbfisob
variacdo dos parametros de controle. Uma das caractasigtitcontradas
foi a mudanga do equilibrio para um ciclo periodico atravésitha bifur-
cacgdo de Hopf, seguido pela classica rota para o caos poardehto de
periodo para todas as combinagfes de parametros. Estrdeit@furcacéo
seme-lhantes a diversos sistemas continuos e discretws @drservados nos
planos de pardmetros, como camardes e espirais imersagiéesreadticas
e organizadas por adi¢do de periodo. As curvas de bifurchlaearam o
endoesqueleto dos camardfes e indicaram a existéncia destalitlidade no
sistema, comprovada pela analise das bacias de atracamagi&aram as
condig¢@es iniciais que evoluem para o comportamento @aétigeriddico.
Ainda, foi comprovado a existéncia de caos transiente rens&se como
este é influenciado pelo parametioesponsavel pela dimensao adicional do
circuito.

Para o acoplamento de osciladores de FitzHugh-Naguma 4e2a
os resultados obtidos mostraram os diferentes comportamenistentes
para as combinagfes dos parametros dos sistemas acopladodidire-
cional com o parametrg, responsavel pelo acoplamento entre os osciladores.
Observou-se a semelhancga entre as regides de equilibrichdipas de am-
bos os acoplamentos, e como estas sao definidas pelas carvdsrdacéo
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de Hopf. Estruturas periédicas com mesmo periodo e sequéecadico,
a principio sem ligag&o nos planos de parametros, foranctaotes através
das curvas de bifurcacdo, mostrando a complexidade donsis#&pesar de
ndo serem obtidas todas as curvas de bifurcacéo que formingaas de
Arnold, estas puderam ser caracterizadas nos planos daqtana utilizando
os diagramas isoperiédicos. O comportamento quase-pariéal identifi-
cado pelos dois métodos numéricos utilizados, e a andlisadas de atracdo
ajudaram a explicar os resultados obtidos, demonstranda aomo o com-
portamento € alterado por mudancas nas condic¢des inipasando de um
comportamento cadtico para periddico ou quase-periodico.

A combinacao dos dois métodos numeéricos mostrou-se efamnt
caracterizagdo dos possiveis comportamentos que 0s assi@mesentam,
sendo possivel a utilizagdo destes na analise de outremsistdindmicos
continuos, como proposta para trabalhos futuros. Umasarddis bifurcacdes
globais pode ser realizada nos sistemas, visto que a estadpiral apresenta
caracteristicas que indicam a possibilidade de existé&teciam ponto hete-
roclinico no centro da estrutura espiral. Ainda, pode-gestigar como sédo
alteradas as estruturas de bifurcacdo em sistemas hifieosados quais as
estruturas periddicas desaparecem ou sao deformadasanos pe parame-
tros.

Os resultados numéricos apresentados na secao 4.1 foréicapgob
no artigo “Bifurcation structures and transient chaos irarfdimensional
Chua model”, em Physics Letters A, v. 378, p. 171, 2014.
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