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RESUMO 

 

 

 

Este trabalho tem como foco principal estudar, por métodos numéricos, um cir-

cuito eletrônico de Chua composto de quatro equações diferenciais através de dia-

gramas de bifurcação e espaços de parâmetros. Nossa proposta aqui é ampliar os es-

tudos numéricos já realizados neste sistema, revelando uma gama maior do seu com-

portamento. Para isso, realizamos construções dos espaços de parâmetros nos quais 

apresentam os valores dos expoentes de Lyapunov através de escalas coloridas, medi-

ante a variação de dois parâmetros que compõem o circuito eletrônico. Com este pro-

cedimento é possível descobrir onde existem regiões caóticas, periódicas e pontos 

fixos para o conjunto de parâmetros do sistema. 

 

 

Palavras-chave: Caos. Espaço de parâmetros. Expoente de Lyapunov. 
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ABSTRACT 

 

 

 

 In this work, we numerically studied a four-dimensional Chua circuit model 

through bifurcation diagrams and parameter spaces. Our main objective here is to ex-

tend the studies already realized in this system, showing a wider range of its behavior. 

For this purpose, we constructed the parameter spaces using the Lyapunov exponents’ 

spectrum through color scales, varying simultaneously two parameters of the system. 

With this procedure it was possible to discover where are the chaotic regions, the pe-

riodic ones and the fixed points for the set of parameters. 

 

 

Key words: Chaos. Parameter Space. Lyapunov Exponents. 
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Capítulo 1                                                     

Introdução 
 

A utilização de computadores pela área de dinâmica não-linear é algo imprescindível. 

Edward Lorenz, além de ser um dos grandes influentes nessa área de estudo, apoiou-se em 

tal tecnologia para a realização do início das pesquisas relacionadas às previsões meteoroló-

gicas. Pesquisas estas que tiveram início quando o matemático Lorenz serviu na Segunda 

Guerra Mundial, é lá se dedicou a previsão de fenômenos meteorológicos. Seu interesse por 

esta área de estudo estendeu-se por diversos anos ao torna-se professor de ciências atmos-

féricas do MIT [1,2]. 

Em 1956, resolvendo colocar a prova o método utilizado para previsão do tempo no 

qual apoiava seus resultados na solução de um sistema linear de equações, decidiu testar 

um novo modelo pelo qual resolveria numericamente equações diferenciais não-lineares. O 

computador utilizado na época possuía uma capacidade muito baixa de processamento 

quando comparado com alguns modelos dos dias atuais: 400 adições e 60 multiplicações por 

segundo. Tivera muitos problemas até encontrar alguns resultados coerentes. Sua impresso-

ra registrava no papel apenas três casas após a vírgula em seus resultados, ao contrário do 

computador que trabalhava com seis. Nascia aí o termo, hoje muito utilizado nessa área es-

pecífica, conhecido como “dependência sensível nas condições iniciais” no qual influenciari-

am significativamente na solução do sistema [1]. 

Com um sistema de equações diferencias não-lineares de terceira ordem, Lorenz ob-

teve resultados aperiódicos. Com tais resultados, o mesmo publicou o artigo sobre “Fluxo 

Determinístico Aperiódico” publicação esta que consta uma das mais conhecidas imagens de 

atratores caóticos (ver figura 1) e uma das frases mais conhecidas remetentes a teoria do 

Caos: “pequenas perturbações causadas pelo bater das asas de uma borboleta no Brasil pode 

provocar o surgimento de um tornado no Texas” [2]. Efeito borboleta, assim como é conhe-

cido, remete claramente a diferentes resultados obtidos devido ao efeito da mudança, por 

mais que pequena, nas condições iniciais. 
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Figura 1. O atrator do sistema de Lorenz. Está é a figura 1.3 retirada da ref. [1]. 

 

Do final do século passado até os dias de atuais, os computadores cada vez tornam-

se mais avançados. Utilizando tal advento para resolver equações diferenciais de forma nu-

mérica, assim como nosso antecessor Lorenz, esta dissertação de mestrado terá seu apoio. 

Outro antecessor do qual não deve ser esquecido é Lyapunov, figura importante em nossa 

área com relação à caracterização da dinâmica caótica, criou um método matemático pelo 

qual permite calcularmos o comportamento de duas orbitas nas quais partiram de condições 

iniciais muito próximas e nas quais foram evoluídas no tempo (no próximo capítulo explica-

remos com maiores detalhes). Tal modelagem matemática pode ser estudada mais a fundo 

em diferentes referências [1,2]. 

A intenção deste trabalho é apresentar um estudo sobre um circuito eletrônico de 

Chua composto de quatro equações diferenciais, através de diagramas de bifurcação e espa-

ços de parâmetros. Observamos que para este sistema já possui uma referência relatando a 

sua dinâmica, bem como a sua implementação experimental [9]. 

Na presente pesquisa, procuramos revelar uma gama maior do seu comportamento 

dinâmico, assim como apresentar uma visão mais geral do sistema em questão. Nesta tarefa, 

foram usadas diversas horas de simulações numérico-computacionais em linguagem de pro-

gramação FORTRAN e C, na qual é possível resolver numericamente as quatro equações di-

ferenciais de forma evolutiva no tempo.  
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A princípio, a visão do comportamento geral do sistema só se tornará possível após a 

construção dos espaços de parâmetros, pois, será por meio dessas figuras que a dinâmica do 

sistema será entendida através do valor do expoente de Lyapunov. Isto é, utilizando-se de 

escalas coloridas, mediante a variação de dois parâmetros que compõem o circuito eletrôni-

co apresentados nos eixos da figura, atribuímos aos valores do expoente de Lyapunov estas 

cores.  

Os espaços de parâmetros dos expoentes de Lyapunov possibilitaram a realização 

dos estudos de forma mais detalhada, e ainda, a clareza e riqueza de detalhes dos mesmos 

possibilitaram a descoberta de regiões onde existem caos, periodicidade e pontos fixos. Por 

exemplo, utilizando-se da localização das estruturas periódicas presentes nestes diagramas, 

podemos determinar o período de cada uma dessas estruturas através da construção de 

diagramas de bifurcação. Estes diagramas de bifurcação, por se tratarem apenas do confron-

to de uma das variáveis do sistema em função de um de seus parâmetros, possibilitaram 

determinar com facilidade e precisão o período de cada uma das estruturas periódicas. 

Esta dissertação é constituída de cinco capítulos. No capítulo 1 temos a introdução 

dessa pesquisa. No capítulo 2, abordamos, de forma sucinta, a metodologia utilizada em 

nossos cálculos numéricos. Ainda neste mesmo capítulo, realizamos uma revisão bibliográfi-

ca sobre a metodologia de investigação aqui feita, sobre o tratamento de dados e resultados 

de diferentes sistemas dinâmicos. No capítulo 3, apresentamos o sistema dinâmico que será 

o foco dos nossos estudos numéricos. Apresentamos também os resultados numéricos e 

experimentais já reportados do circuito eletrônico. No capítulo 4 apresentamos e discutimos 

os nossos resultados, nos quais revelam a rica dinâmica do sistema estudado. Por fim, no 

capítulo 5, apresentamos uma conclusão sobre todos os resultados obtidos nesta pesquisa. 
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Capítulo 2                                                   

Método Numérico Utilizado 
 

Neste capítulo, descrevemos o método numérico utilizado em todos os resultados 

apresentados nesta dissertação. A metodologia aqui utilizada está embasada no calculo do 

expoente de Lyapunov, no qual abordamos na seção    . Nesse capítulo também descreve-

mos o processo utilizado para obtenção dos espaços de parâmetros utilizando o espectro 

dos expoentes de Lyapunov, o integrador utilizado, como são apresentados os resultados e a 

forma pela qual podemos interpretá-los. Na seção    , realizamos uma revisão bibliográfica 

dos trabalhos que utilizaram tal metodologia de análise. 

 

2.1 Expoente de Lyapunov. 

 

O expoente de Lyapunov trata-se de uma medida pela qual podemos quantificar a e-

xistência de uma taxa de divergência entre trajetórias que sofreram dependência de forma 

sensível nas condições iniciais aplicadas. Esta medida, quando aplicada na evolução em tem-

po contínuo de duas órbitas nas quais tiveram inicializações muito próximas, pode ser ilus-

trada conforme a figura 2. 

 

 

Figura 2. Ilustração do comportamento de duas órbitas no espaço de fase devido a sua de-

pendência nas condições iniciais. Ilustração criada a partir da figura 16 presente na referên-

cia [3]. 
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Observa-se nesta ilustração que o sistema possui duas condições iniciais muito pró-

ximas e definidas por          e                       e realizando uma evolução tempo-

ral (de forma ilustrativa) de forma continua até atingir os pontos        e       . Quando atin-

gido o tempo  , existe uma diferença entre o valor da posição dos pontos, esta diferença é 

calculada através da expressão                      . Portanto, se existir uma diferença en-

tre as órbitas,          , crescendo de forma exponencial no tempo com a configuração 

         =            , fica evidente que   estará representando o expoente de Lyapunov. Obser-

va-se que o exemplo ilustrado teve um valor positivo, isto é,    . 

Mais adiante cada caso será ilustrado e relatado quanto ao comportamento que o 

sistema pode assumir. Para melhor compreensão, tais casos serão abordados somente após 

a explanação de como são construídos os espaços de parâmetros contendo o expoente de 

Lyapunov. 

Para a construção de um espaço de parâmetros contendo diversos pontos onde foi 

calculado o expoente de Lyapunov, devemos realizar a mudança de uma gama grande de 

valores dos parâmetros de sistema. Para isso, utiliza-se como critério para cada espaço que 

cada eixo seja formado por um parâmetro na qual estamos variando de forma discretizada. 

Logo, o espaço de parâmetros possui uma resolução dependendo do valor adotado para a 

discretização. Para uma imagem no qual é descrita como          , pode-se dizer que foi 

utilizado a discretização de     pontos em cada eixo. Ao multiplicar     por    , tem-se o 

valor de        . Tal valor revela a resolução do espaço de parâmetros que possui     mil 

pontos. Logo, quanto maior a quantidade de pontos, melhor será a qualidade da imagem. 

Possibilitando com isto uma melhor visualização, sobretudo dos detalhes. 

Com a utilização do método de Runge-Kutta de quarta ordem, cada ponto do espaço 

de parâmetros é obtido com a evolução no tempo do conjunto de equações diferenciais. 

Para a integração das equações do sistema utilizam-se as condições iniciais, o passo de inte-

gração e o número de interações para calcular o valor do expoente de Lyapunov.  Fazendo 

um comparativo entre os valores obtidos para cada expoente de Lyapunov, os mesmos são 

postos em ordem decrescente de valor (junto com os valores dos parâmetros). Todos estes 

dados são salvos em um arquivo. O programa que possibilitou a construção dos espaços de 

parâmetros a partir dos arquivos foi o Gnuplot. Na construção dos espaços de parâmetros a 

imagem gerada é plotada em duas dimensões, sendo que a terceira dimensão é visualizada 
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por meio de uma escala de cores. As duas dimensões correspondem aos parâmetros que 

controlam o sistema. A terceira dimensão indica os valores obtidos para o expoente de Lya-

punov. Estes são vistos através de variações em uma escala de cores que variam do verme-

lho, passando pelo amarelo, preto e branco. Por exemplo, a figura 3 apresenta uma escala 

de cores correspondendo ao valor assumido pelo expoente de Lyapunov após uma evolução 

temporal. 

 

Figura 3. Comparação da escala de cores, com o valor numérico assumido e ainda com o 

comportamento da órbita devido à integração do sistema no tempo. 

 

Adotou-se como padrão para construção dos espaços que: regiões com cores verme-

lhas sempre representam o maior valor positivo do expoente de Lyapunov. A saber, este 

valor foram os pontos onde ocorreu maior distanciamento entre as orbitas após a evolução 

temporal das condições iniciais. A tabela 1 relaciona os expoentes de Lyapunov com o com-

portamento dinâmico do sistema, onde           e    representam o primeiro maior, se-

gundo maior, e assim sucessivamente, expoente de Lyapunov. Ao observar um espaço de 
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parâmetros que contém apenas o primeiro maior expoente (  ), através da escala das cores 

e da tabela, pode-se restringir a possibilidade dos demais comportamentos dinâmico do sis-

tema. 

 

Tabela 1. Tabela que relaciona os expoentes de Lyapunov com o comportamento dinâmico 

do sistema. Através da comparação de cada coluna da tabela (onde consta a ordem do valor 

de expoente de Lyapunov) restringe a possibilidade de comportamento. 

 

Desta forma comparamos as cores do espaço de parâmetros com os maiores expoen-

tes de Lyapunov da tabela para assim então, definir a dinâmica do sistema. Esta escala re-

presenta valores positivos (logo, regiões caóticas), nos quais vão decrescendo até atingir o 

valor zero representado pela cor preta. Quando atingido o zero, tem-se a região conhecida 

como periódica para o sistema. Esta região indica que não houve afastamento das órbitas 

com a evolução do tempo quando adotado duas condições iniciais muito próximas.  

As regiões em branco nos espaços de parâmetros representam trajetórias em que 

ocorreu aproximação após uma evolução temporal de dois pontos iniciais próximos. Portan-

to, seu valor será negativo, revelando com isto que o sistema está convergindo para um pon-

to fixo. Nota-se que para esta região não é adotada uma escala em degradê, isto devido à 

natureza do sistema, pois, a transição de onde ocorrem pontos fixos para as outras regiões 

(caóticas e periódicas), acontece de forma abrupta.  
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2.2 Referências de Estudos Utilizando Espectro do Expoente 

de Lyapunov 

 

As imagens formadas do confronto de dois parâmetros revelam o comportamento do 

sistema expressando o valor estimado do expoente de Lyapunov (apresentado no capítulo 

anterior). A determinação do comportamento caótico ou periódico em diferentes regiões 

destas imagens é o foco deste estudo sobre caos determinístico. 

Da bibliografia consultada, grande parte reportam diversos estudos relacionados 

também aos espaços de parâmetros do expoente de Lyapunov, no qual representam o sis-

tema de equações implementado e sua comparação com diagramas de bifurcação em uma 

dimensão e/ou atratores. Existem também trabalhos que relatam de diferentes formas, as 

estruturas periódicas imersas em regiões de caos, existindo uma em particular que pela sua 

forma foi batizada de “camarão” [4].  

Outro comportamento muito relatado é quanto à formação de espirais de um con-

junto de estruturas periódicas, como consta as referências [5-7], apresentadas nas figuras 4, 

5 e 6, respectivamente. Um dos primeiros estudos relacionados à formação de estruturas 

periódicas em formação de espiral, figura 4, foi o realizado por Gaspard et. al. [5]. O trabalho 

relaciona órbitas homoclínicas com os autovalores associados de um sistema quadrático 

além da apresentação do período associado a cada estrutura. 

 

 

Figura 4. Espaço de parâmetros de um sistema quadrático relatado na referência [5]. Em 

ambas as imagens demonstram a formação de espiral de “camarões”. Na imagem da direita, 

podemos ver a representação do período assumido por cada estrutura. 
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Bonatto e Gallas [6] encontraram a formação de espirais em um circuito eletrônico 

muito simples, figura 5(a), no qual descreve seu comportamento através de um conjunto de 

três equações diferenciais. Neste mesmo estudo, os autores realizaram um diagrama de bi-

furcação através de uma equação de segundo grau, linha tracejada da figura 5(b), no qual 

corta todas as estruturas que compõe a espiral e passa pelo ponto focal. Tal diagrama é a-

presentado na figura 5(c) onde mostra claramente as regiões periódicas cortadas pela linha, 

possibilitando com isto à contagem do período das estruturas, assim como a construção de 

atratores, figura 5(d), correspondendo aos pontos destacados no diagrama de bifurcação. 

 

 

Figura 5. Bonatto e Gallas [6] construíram em (a) o espaço de parâmetros que representa o 

expoente de Lyapunov para os parâmetros    , no qual apresenta claramente a formação 

de espirais de estruturas periódicas. Em (b) é demonstrada através de cores o valor do perí-

odo de cada estrutura. Em (c) temos o diagrama de bifurcação para a equação de 2° grau 

representada pela linha tracejada em (b). Finalmente em (d) temos os atratores referentes 

aos pontos destacados no diagrama de bifurcação. 

 

Albuquerque, Rubinger e Rech [7] além de terem encontrado a formação de espirais 

de estruturas periódicas em um circuito de Chua (ver figura 6), relatam a formação de auto-
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similaridade das estruturas periódicas e a formação de cascatas de bifurcação. O circuito é 

modelado através de um sistema de três dimensões no qual em uma delas possui um diodo 

linear por partes. Além disso, os autores demonstraram que o período que as estruturas na 

forma de espirais assumem, apresentam valores alternados e de forma relativa à posição do 

centro focal, quando comparados sobre uma linha reta. Esta reta passa pelo foco da forma-

ção e pelo centro das estruturas periódicas. Valores alternados devido à diminuição do perí-

odo seguem a lei     devido a um lado apresentar somente números impares e, no outro, 

pares. A figura 6 mostra claramente tais afirmações. Os parâmetros utilizados para a cons-

trução do espaço de parâmetros são componentes reais do circuito eletrônico e são repre-

sentados nos eixos da figura. 

 

 

Figura 6. Visão global do espaço de parâmetro do maior expoente de Lyapunov. F representa 

o foco de formação da espiral e os números os valores do período de cada estrutura periódi-

ca por onde a reta passa. Os valores de   e    estão em unidades de resistência, no caso Ω. 

Esta é a figura 1 presente na ref. [7]. 

 

No trabalho da ref. [8], os autores apresentam e discutem o comportamento de um 

diagrama de bifurcação no interior de uma estrutura periódica, ressaltando o fato do surgi-

mento das janelas, ou bolhas, no diagrama de bifurcação. Tal comportamento é apresentado 

na figura 7, onde observamos em (c) o aparecimento de bolhas de bifurcação dentro da es-

trutura periódica. Isso mostra que bolhas de bifurcação podem surgir em certas direções no 

espaço de parâmetros. 
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Figura 7. Em (a) temos o espaço de parâmetros do expoente de Lyapunov. (b) Espaço de 

parâmetros do período. (c) Diagrama de bifurcação da linha azul presente em (b). Esta é a 

figura 3, da ref. [8].  
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Capítulo 3                                                       

O Sistema Estudado 

 

O foco de estudo desta dissertação está baseado em um sistema de Chua modificado, 

composto por quatro equações diferenciais resultando em um sistema 4D. O mesmo pode 

ser reduzido a três dimensões (três equações diferenciais) caso a ultima equação diferencial 

seja anulada devido à atribuição do valor zero ao parâmetro  . Sua não linearidade é devida 

ao termo de ordem cúbica presente na primeira equação diferencial. Abaixo mostramos o 

conjunto de equações. 

 

 
 
 

 
      

  

  
                       

     
  

  
            

     
   

  
        

     
  

  
       

                                                (1) 

 

As equações (1) representam a adimensionalização do circuito eletrônico apresenta-

do na ref. [9]. O esquema do circuito é mostrado na figura 8. Nesta figura pode-se notar, em 

determinadas regiões do esquema elétrico, a presença de círculos coloridos que facilitam a 

localização e a identificação dos pontos de medição de tensão do circuito eletrônico. Tais 

pontos de medição possibilitam o monitoramento do comportamento da série temporal que 

o circuito apresenta cujo mesmo é simulado por cada equação diferencial. 

Cada resistor e capacitor apresentado no circuito eletrônico da figura 8 possui uma 

numeração que representa o valor adotado na implementação experimental na ref. [9]. Os 

valores utilizados em cada componente são apresentados na tabela 2. Para escrever corre-

tamente as equações diferenciais, basta antes, aplicar as leis de Kirchhoff das tensões 

[10,11] em cada malha do esquema eletrônico. Desta forma, obtêm-se as equações (2). As 

eqs. (1) nada mais são do que a adimensionalização do sistema, ou seja, ficamos com o sis-

tema de equações diferenciais independentes dos valores de tensão. 
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Figura 8. Ilustração do circuito eletrônico apresentado na ref. [9]. Destaque para os círculos 

coloridos nos quais revelam os pontos de medição de tensão do circuito eletrônico. 

 

Resistores Valor 

        

               

                              

         

                          

         

              

          

    Variável (resultados experimentais) 
      (calculo número) 

Capacitores Valor 

                 
 

Tabela 2. Valores dos resistores e capacitores listados no circuito da figura 8. Atenção para o 

valor da resistência     no qual pode assumir valor variável para testes experimentais e va-

lor fixo nas abordagens numéricas. 
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Comparando as eqs. (1) e (2), podemos ver o conjunto de resistores e capacitores as-

sociados a cada parâmetro. Logo se conclui algo importante em nossos estudos: os parâme-

tros       e   não poderão apresentar valores negativos, pois não teriam sentido físico. Tal 

fato irá refletir nas construções dos espaços de parâmetros do espectro dos expoentes de 

Lyapunov, nas quais apresentarão somente valores positivos em cada eixo onde ocorre a 

variação dos parâmetros. 

Os autores da ref. [9] realizaram uma investigação do sistema (1) através de mapas 

de Poincaré, espaços de fase, pontos de equilíbrio, bifurcações e expoentes de Lyapunov. 

Realizaram ainda a implementação experimental do sistema (1), por multiplicadores analó-

gicos, comparando os resultados experimentais com os resultados teóricos. 

A seguir, apresentamos projeções tridimensionais de alguns atratores caóticos do sis-

tema de equações (1), para os valores de parâmetros                   e    . Os 

cálculos foram realizados utilizando um integrador Runge-Kutta de quarta ordem para as 

condições iniciais                           iguais a              , gerando os atratores 

(a), (b), (c) e (d) da figura  9, retiradas da artigo da ref. [9]. 

A forma de onda da variável   no domínio do tempo também foi estudada, como é 

mostrado na figura 10(a). A partir dela, podemos notar que a forma de onda de      é ape-

riódica. Numa tentativa de corroborar a aperiodicidade, os autores apresentam o espectro 

de freqüências para a variável     , observando que é contínuo como mostrado na figura 

10(b). 

Na figura 11, os autores realizaram seções de Poincaré de algumas das projeções já 

realizadas. O ultimo resultado numérico apresentado pelos autores da ref. [9] foi um dia-

grama de bifurcação da variável   em função do parâmetro  , com os demais parâmetros 

fixos nos valores da figura 9, no qual é mostrado na figura 12. 
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Figura 9. Visão tridimensional dos atratores do sistema (1) construídos utilizando      

                 como valores dos parâmetros. 

 

 

Figura 10. Em (a) temos o gráfico da variável   em função do tempo. Em (b) temos espectro 

das frequências da variável   em (a). 

 

Fazendo uso das mesmas condições iniciais utilizadas para gerar os atratores da figu-

ra 9, imagens feitas a partir da implementação experimental do circuito com medições de 

tensão nos pontos indicados (círculos coloridos) na figura 8 são mostrados na figura 13. Con-

forme os pontos de medição são escolhidos, temos um gráfico gerado pelo osciloscópio no 

qual representa as projeções nos planos. Os autores da ref. [9] compararam as imagens da 

figura 13 com os resultados teóricos obtidos na figura 9 e encontram grande similaridade.  
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Figura 11. Mapa de Poincaré para o sistema (1). 

 

 

Figura 12. Diagrama de bifurcação para a variável   em relação ao parâmetro  . 
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Figura 13. Observação experimental de atratores caóticos do sistema (1). Ambas obverva-

ções são fotos da tela do osciloscópio. As divisões representadas na tela por varias linhas 

horizontais e verticais são uma referência, que junto com a escala ajustado para cada eixo, 

possibilita a leitura variação do sinal de tensão. Em (a) temos a projeção no plano    , com 

              e              . Em (b) temos a projeção no plano    , com 

                e              . Em (c) temos a projeção no plano    , com 

              e                . Em (d) temos a projeção no plano    , com 

              e              . E finalmente em (e) temos a projeção no plano 

   , com                 e                .  
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Capítulo 4                                                   

Resultados 
 

Neste capítulo, mostramos e discutimos os nossos resultados utilizando os métodos 

numéricos cuja metodologia está descrita na seção 2.1. Para isso, investigamos o comporta-

mento do sistema perante a variação de dois parâmetros. Primeiramente explicamos quais 

os parâmetros do sistema que foram abordados, e posteriormente, passamos para a exposi-

ção e discussão de cada resultado de forma individual. Em diversos momentos, realizamos 

investigações do comportamento do sistema através de diagramas de bifurcação. 

 

4.1 Resultados Obtidos a Partir de Nossos Estudos 

 

Como tratamos de um sistema de quatro equações diferenciais composto por quatro 

parâmetros            , fez-se necessário realizar a construção dos espaços de parâmetros 

contendo o espectro do expoente de Lyapunov com todas as combinações dos parâmetros, 

sempre de dois em dois. Ao final tivemos um total de seis combinações descritas da seguinte 

forma:                         e     . Em todos os espaços de parâmetros aqui 

construídos, sempre foram utilizados as condições iniciais                           iguais 

a                     . A escolha destes valores para as condições inicias do sistema, teve 

como objetivo anular a dimensão do sistema representada por   para o parâmetro    . 

O passo de integração utilizado no método de Runge-Kutta de quarta ordem foi de 

    , para um número total de       interações. Os expoentes de Lyapunov são calcula-

dos pelo método de Wolf [12]. Os espaços de parâmetros foram construídos contendo cada 

um dos expoentes de Lyapunov representados pela escala de cores conforme explicado na 

seção 2.1. O sistema estudado apresentou 4 expoentes, dos quais o programa calcula e or-

dena de forma decrescente de valor. O comportamento do sistema é identificado após uma 

comparação do valor de cada expoente conforme a tabela 1, da seção 2.1. Para os diagramas 

de bifurcação obtidos nesta dissertação, usamos os máximos das séries temporais da variá-

vel  , ao longo de curvas coloridas construídas sobre os espaços de parâmetros.   
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4.2 Resultados de     

 

Os primeiros espaços de parâmetros construídos utilizaram como parâmetros as va-

riáveis      . Manteve-se o parâmetro   fixo em      (igual ao utilizado pela referência 

[9]). O parâmetro   assumiu vários valores         e    para cada espaço. Com esta variação 

nos valores assumidos por este parâmetro, será possível a visualização da influência deste 

parâmetro no comportamento do sistema. Com estes valores foi possível a construção de 

quatro espaços cujos resultados são apresentados na figura 14, cuja resolução é de 

       , ou seja, cada eixo foi discretizado em 500 valores.  

Em cada espaço presente na figura 14 observamos estruturas periódicas (também 

chamadas de camarões), envolvidas por regiões de caos, estruturas estas amplamente rela-

tadas em diversos outros trabalhos [4-7,13-17]. [7] [8] [12] [13] [14] [15] [16].     

É possível ver que a região de caos apresenta-se na figura em uma faixa estreita, de 

forma descendente do canto superior esquerdo para o canto inferior direito. As estruturas 

periódicas possuem formatos muito semelhantes. As dimensões desses “camarões” variam 

ao longo desta faixa de região caótica, diminuindo conforme cresce o parâmetro   na figura. 

Outro detalhe possível de ser observado é o crescimento e certa deformação das estruturas 

periódicas devido ao aumento do valor do parâmetro de  , parâmetro este que controla a 

dimensão do sistema (1). 

 

Figura 14. Espaços de parâmetros      , para o primeiro maior expoente de Lyapunov, pa-

ra        e (a)    , (b)    , (c)     e (d)     . 
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Realizando uma ampliação na região da         da figura 14(C), torna-se possível 

uma melhor análise do comportamento das estruturas periódicas. Para esta região, geramos 

um espaço de parâmetros mais detalhado devido à combinação de uma variação do parâ-

metro   assumindo os valores de           e   e quantidades de pontos mantidas sobre 

uma região menor (        pontos). A figura 15 mostra esta ampliação para o primeiro 

maior expoente de Lyapunov e a figura 16 para o segundo maior expoente para a mesma 

região da        . Observando a figura 15(a), para o parâmetro d igual a zero, podemos ve-

rificar a ausência de estruturas periódicas com a forma de camarões, somente linhas de 

comportamento periódico. Outro fato importante para a primeira figura em que temos d 

igual a zero, é que este valor para o parâmetro também implica na anulação da quarta equa-

ção diferencial       no sistema (1). Portanto, o sistema nesta condição torna-se um sis-

tema de três dimensões ao invés de quatro, como seria originalmente. 

 

Figura 15. Conjunto de espaços de parâmetros       da caixa da figura 14(a), onde temos o 

primeiro maior expoente de Lyapunov para        e assumindo para (a)    , (b)    , 

(c)    , (d)    , (e)     e (f)    . Os números representam o período de cada es-

trutura indicada pelas setas. 
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Para analisar se o sistema (1) apresenta hipercaos, que é caracterizado pela existên-

cia de dois ou mais expoentes de Lyapunov positivos, mostramos na figura 16 os espaços de 

parâmetros para o segundo maior expoente. Podemos inferir da análise dessas figuras que o 

sistema (1), apesar de ser 4D, não apresenta comportamento hipercaótico para a faixa de 

valores de parâmetros utilizada. Caso o sistema apresentasse hipercaos, deveriam aparecer 

regiões amareladas ou avermelhadas nos mesmo locais onde temos regiões caóticas no es-

paço de parâmetro da figura 15. 
 

 

Figura 16. Conjunto de espaços de parâmetros     da caixa da figura 14(c), onde temos o 

segundo maior expoente de Lyapunov para        e assumindo para (a)    , (b)    , 

(c)    , (d)    , (e)     e (f)    . A partir desses espaços, não há ocorrência de 

hipercaos para os parâmetros utilizados. 

 

Quando realizado uma análise sobre os valores do parâmetro   variando de   a   (fi-

gura 15), notamos o início do surgimento das estruturas periódicas semelhantes a camarões, 

conforme o aumento do parâmetro  . Outra observação sobre as estruturas, esta relaciona-
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da ao seu tamanho, estas estruturas crescem sobre a faixa de comportamento caótico. Exis-

te ainda uma movimentação dessas estruturas combinada com o aumento deste parâmetro. 

De maneira ilustrativa, é possível realizar a seguinte analogia a este conjunto de figuras: “os 

camarões estão nadando em um mar de caos conforme ocorre o aumento do parâmetro  ”. 

Além disso, observamos outra particularidade, cada estrutura periódica possui uma diferen-

ça de período    , onde   é o menor período da estrutura, na medida em que avança no 

sentido descendente da região de caos. Os diagramas de bifurcações realizados confirmam 

esta afirmação, e estão mostrados na figura 17(b) e (d), caracterizando uma cascata por adi-

ção de período. As equações das curvas presentes na figura 17(a) e (c) são respectivamente 

 

                           ,                                         (3) 

                                                                     (4) 

 

Figura 17. Em (a) temos a representação gráfica da curva utilizando a equação de número 

(3), no qual permite a realização do diagrama de bifurcação apresentado em (b). Em (c) te-

mos a representação gráfica da outra curva utilizando a equação de número (4), no qual 

permite a realização do outro diagrama de bifurcação apresentado em (d). As figuras 17 (a) e 

(c), são respectivamente, as figuras já apresentadas como figura 15(c) e (d). 

 

Dando continuidade ao estudo das ampliações da região limitada pela         da fi-

gura 14(c), foi realizado um novo conjunto de imagens apresentado na figura 18, seguindo a 
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mesma seqüência de valores do parâmetro d. Os mesmos comentários relacionados à figura 

15 serão válidos para a figura 18. Visando observar o surgimento das estruturas periódicas, 

realizamos novamente uma ampliação a fim de visualizar o pequeno “camarão” (ou estrutu-

ra periódica) dentro da         da figura 18(b). Para um refinamento no valor do parâmetro 

d com os valores                                ;               e 1,0, produzimos um conjun-

to de 11 espaços de parâmetros apresentados na figura 19 (cada uma delas com resolução 

de        ). Deste modo, inferimos que uma estrutura periódica começa a ser formada a 

partir dos semicírculos presentes em d igual a zero, figura 19(a). Estes semicírculos parecem 

ser destruídos (como se fossem fragmentados) e somente quando o parâmetro   assume 

valor    , figura 19(f), surge uma estrutura periódica de forma clara. O surgimento do “ca-

marão” mostra-se como uma forma de aglutinação (atração) dos fragmentos dos semicírcu-

los destruídos. 

 

Figura 18. Conjunto de espaços de parâmetros     para o primeiro maior expoente de 

Lyapunov para        e assumindo (a)    , (b)    , (c)    , (d)    , (e)     e 

(f)    . Este conjunto fica exatamente ao lado do conjunto apresentado na figura 15. 
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Figura 19. Conjunto de espaços de parâmetros       da região limitada pela caixa azul da 

figura 18(b), onde temos o primeiro maior expoente de Lyapunov para        e assumin-

do para (a)      , (b)      , (c)      , (d)      , (e)      , (f)      , (g) 

     , (h)      , (i)      , (j)       e (l)    .  
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4.3 Resultados de     

 

Quando realizamos a combinação dos parâmetros       com o valor de   fixo em 

     e o valor de d assumindo os valores         e    obtemos os espaços de parâmetros 

para o maior expoente conforme mostrado na figura 20. Mudando o limite da variação dos 

parâmetros presentes nos eixos de cada imagem de    para    , de forma a proporcionar 

uma visão mais global, observamos uma deformação das estruturas periódicas com o au-

mento do valor do parâmetro d. Estes resultados são apresentados na figura 21. Para ambas 

as figuras citadas neste parágrafo, quando o valor do parâmetro   assume o valor de   e  , 

formam espaços muito parecidos com os encontrados nas referências [16-18]. [17] [16] [15] 

Construindo um diagrama de bifurcação conforme a curva em azul da figura 22, onde 

adotamos        e     para os parâmetros fixos, observamos a presença de uma casca-

ta de bifurcação para os valores dos períodos de cada estrutura periódica. A equação da cur-

va azul é 

 

                           .                                        (5) 

 

Segundo o diagrama de bifurcação da figura 23, podemos constatar que o período de 

cada estrutura decresce conforme o aumento da estrutura ou o seu afastamento da origem 

do sistema de eixos. A regra que rege o decrescimento do valor do período é     para o 

período de uma nova estrutura.  

Resultados semelhantes com relação à cascata de bifurcação encontrada aqui para os 

valores dos períodos das estruturas também foi encontrado na ref. [17], no qual os autores 

relatam resultados para um oscilador de Chua com três dimensões, apresentando um circui-

to elétrico bastante simples, quando comparado com o estudo aqui reportado. 

Os valores encontrados para o período de cada estrutura do nosso sistema asseme-

lham aos valores encontrados pela ref. [18] no qual trabalha com um sistema de três dimen-

sões para um circuito de Chua. 
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Figura 20. Espaços de parâmetros       do primeiro maior expoente de Lyapunov com va-

lor de        e (a)    , (b)    , (c)     e (d)     . Valor máximo assumido pelos 

parâmetros   e   é   . 

 

 

Figura 21. Espaços de parâmetros       do primeiro maior expoente de Lyapunov com va-

lor de        e (a)    , (b)    , (c)     e (d)     . Valor máximo assumido pelos 

parâmetros   e   é    . 
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Figura 22. Espaço de parâmetros     para o primeiro maior expoente de Lyapunov para 

       e    . Sobre a curva em azul construímos o diagrama de bifurcação da figura 23, 

e é dada pela equação (5). 

 

 

Figura 23. Diagrama de bifurcação sobre a curva em azul da figura 22, no qual utiliza a equa-

ção de 2° grau representado pela equação (5). O parâmetro variado é  , variando de    a 

  . A variável analisada é  .  
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4.4 Resultados de     

 

Na figura 24 mostramos os espaços de parâmetros    , com o parâmetro   fixo em 

 , e novamente o valor de   assumindo       e   . Para este conjunto de parâmetros, ob-

servamos algumas estruturas periódicas (regiões em preto) imersas na região caótica (região 

em amarelo e vermelho). Entretanto, para esta escolha de parâmetros fixos, os espaços de 

parâmetros não apresentaram estruturas periódicas bem claras. 

 

 

Figura 24. Espaço de parâmetros     para o primeiro maior expoente de Lyapunov, com 

    e (a)    ; (b)    ; (c)     e (d)     . 

 

Assim, utilizando o valor do parâmetro      e     e alterando a faixa de valores 

dos eixos de forma a construir outro espaço de parâmetros    , obtemos o espaço da figu-

ra 25. Nela vemos uma seqüência de “camarões” alinhados de forma crescente de tamanho, 

da esquerda para a direita. Os “camarões” aumentam em tamanho à medida que a faixa da 

região de caos também aumenta na largura. Pode-se ver ainda a presença de outras quatro 

estruturas periódicas menores exatamente ao lado das estruturas mencionadas anterior-

mente. Figura semelhante foi encontrada no já citado trabalho da ref. [16], em um estudo de 

outro sistema de Chua 4D. 
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Figura 25. Espaço de parâmetros     para o primeiro maior expoente de Lyapunov com 

     e    . Podemos ver claramente a formação de vários “camarões” de forma ali-

nhada. 

 

Construímos também para a figura 25, os diagramas de bifurcação, da seguinte for-

ma: primeiro em uma linha horizontal (linha azul na figura 26, onde mantemos constante o 

valor do parâmetro       e variamos o valor do parâmetro   de      a     ), no qual 

revela o período da maior estrutura periódica presente. Constatamos, através desta análise, 

que o menor período do maior “camarão” presente neste espaço é   (observe as setas a-

zuis). No mesmo diagrama de bifurcação ainda é possível ver o período de dois “camarões” 

através das suas “antenas”, nos quais ficam representados pelas setas vermelha e roxa, on-

de seus períodos são respectivamente   e  . Com esta análise preliminar pode-se observar 

que conforme o tamanho da estrutura cresce, ocorre um decréscimo no valor do período do 

mesmo. 

Porém, se construirmos um diagrama de bifurcação em uma reta inclinada de tal 

forma a passar por todas as estruturas periódicas (linha vermelha da figura 27), no qual é 

construída utilizando a equação 

 

               .                                                           (6) 
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Observamos que realmente temos uma diminuição do valor do período da estrutura con-

forme seu crescimento em tamanho e o aumento de ambos os parâmetros. A mudança no 

valor do período é do tipo    , onde n é o menor período de cada estrutura 

 

 

Figura 26. Em (a) observamos o espaço de parâmetros     com a presença de uma reta 

sobre a qual construímos um diagrama de bifurcação apresentado em (b). O diagrama é 

construído com quando variado o parâmetro   nos valores      a      e analisando a variá-

vel  . 



43 
 
 

 

Figura 27. Em (a) temos o mesmo espaço de parâmetros     já apresentado na figura 25, 

mas com a presença de uma reta inclinada dado pela equação (6), sobre a qual construímos 

o diagrama de bifurcação (b). O parâmetro   foi variado de      a     . Este último valor 

para   está um pouco acima da linha vermelha mostrada na figura 26, com o intuito de mos-

trar o valor do período do ultimo camarão. A linha azul representa o último valor de   na 

linha vermelha no espaço de parâmetros. Os números indicam o menor período de cada 

camarão. A variável analisada foi  .  
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4.5 Espaços de Parâmetros       

 

O interessante deste conjunto de espaços de parâmetros apresentados até agora 

                é que podemos, através de algumas modificações, comparar e unir os 

espaços de forma a se completarem. A primeira comparação pode ser feita entre os espaços 

         . A figura 28 apresenta esta análise. Note que em (a) e (b) foram feitas marca-

ções com uma linha verde. Tal linha representa a intersecção dos espaços de parâmetros. 

Primeiramente giramos a parte direita de (b) do espaço de parâmetros     no eixo verti-

cal, em um ângulo de     . Desta forma pudemos unir (a) com a parte direita de (b) do es-

paço de parâmetros    , criando o espaço de parâmetros       identificado por (c). 

 

 

Figura 28. Em (a) temos o espaço de parâmetros     e em (b) temos o espaço de parâme-

tros de    . Em ambos temos a presença de uma linha verde onde realizamos os devidos 

cortes de intersecção dos planos. Como forma final desta etapa, (c) é a construção do espaço 

de parâmetros      . 
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Na figura 29 (a) utilizamos o espaço de parâmetros     da figura 20(b). Nela reali-

zaremos modificações nas quais envolvem um corte nos valores de     e       , e ain-

da um giro no eixo vertical (linha roxa) em 180° de forma a obtermos o espaço de parâme-

tros (b) da figura 29.  

 

 

Figura 29. Em (a) utilizamos a figura 20(b), nela realizamos um corte em a = 7 e c = 12,5, a-

lém de rotacionarmos sobre a linha do eixo vertical em 180° (linha roxa). Através destas mo-

dificações, obtemos o espaço de parâmetros (b). 
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Agora, podemos encaixar com o espaço de parâmetros da figura 28(c) com a figura 

29(b), de modo que obtemos a figura 30. Imagens semelhantes da intersecção de vários es-

paços de parâmetros já foram relatadas na ref. [19]. 

 

 

Figura 30. Estado final dos cortes em todos os planos, onde podemos ver claramente o en-

caixe dos valores encontrados em cada plano, obtendo o espaço de parâmetros      .   
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4.6 Resultados de     

 

Partindo para os espaços de parâmetros    , com       e para   assumindo os 

valores       e  , temos a seqüência de espaços de parâmetros para o primeiro maior ex-

poente de Lyapunov mostrados nas figuras 31 a 34. Em todas as figuras é impossível não 

notar uma riqueza de estruturas periódicas existentes em diferentes posições do conjunto 

de parâmetros    . 

 

 

Figura 31. Espaço de parâmetros    , com     e      . 

 

 

Figura 32. Espaço de parâmetros    , com     e      . 
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Figura 33. Espaço de parâmetros     , com     e      . 

 

 

Figura 34. Espaço de parâmetros     , com     e      . 

 

Para realização de um estudo mais detalhado, escolhemos o espaço de parâmetros 

da figura 34, onde   assume valor  . Nela realizamos uma ampliação conforme mostrado na 

figura 35, mantendo a resolução de        , evidenciando a região de caos e suas estru-

turas periódicas. A figura 35 será objeto de vários estudos. O primeiro estudo é voltado so-

bre uma equação da reta (linha vermelha na figura 35) que passa pela maioria das estrutu-

ras. A figura 36 mostra o diagrama de bifurcação construído sobre a reta. A reta diagonal 

crescente possui a seguinte equação 

 

                .                                                       (7) 
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Nesta realizamos a variação do parâmetro   no intervalo de      a  . O diagrama de bifurca-

ção da figura 36 possui caixas coloridas que são delimitadas pelas setas coloridas presentes 

na figura 35. 

 

Figura 35. Ampliação do espaço de parâmetros da figura 34. 
 

 

Figura 36. Diagrama de bifurcação sobre a reta vermelha da figura 35, no qual utiliza a equa-

ção (7). O parâmetro variado é   e a variável analisada é  . 

 

Construímos diagramas de bifurcação relacionados às caixas coloridas presentes na 

figura 36. Para a região em azul temos a figura 37. Para a região em verde, a figura 38. Por 

último, temos a região na cor laranja, figura 39. 
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Figura 37. Ampliação da caixa azul presente no diagrama de bifurcação da figura 36. 

 

 

Figura 38. Ampliação da caixa verde presente no diagrama de bifurcação da figura 36. 

 

 

Figura 39. Ampliação da caixa laranja presente no diagrama de bifurcação da figura 36. 

 

Podemos estudar as rotas de bifurcação em várias direções na figura 35. Por exem-

plo, utilizando uma equação de    grau, mostrada graficamente na figura 40, cuja equação é 

dada por 

                          .                                        (8) 



51 
 
 

Utilizando a equação (8), construímos um diagrama de bifurcação cujo objetivo é cru-

zar o maior número de estruturas periódicas presentes no espaço de parâmetro, e princi-

palmente os pequenos camarões presentes na base da região caótica da figura 35. A locali-

zação do diagrama de bifurcação é mostrada na figura 41. Esta região da base será o foco de 

mais estudos ainda nesta dissertação, da qual utilizará esta mesma curva da equação (8).  

 

 

Figura 40. Espaço de parâmetros     para o primeiro maior expoente de Lyapunov com 

    e      , com a curva em azul dada pela equação (8) de 2° grau. 
 

 

Figura 41. Diagrama de bifurcação sobre a linha azul da figura 40, no qual utiliza a equação 

de 2° grau representado pela equação (8). O parâmetro variado é  , no intervalo de   a    . 

A variável analisada é  . 
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Ao aumentarmos o valor do parâmetro   no diagrama de bifurcação da figura 41, 

podemos ver que ao final do diagrama de bifurcação apresenta uma transição em seu com-

portamento, da forma caótica para periódica com período um (comportamento observado à 

direita na figura 42). No espaço de parâmetros da figura 40 é possível notar que a borda la-

teral direita, entre a região de caos e periódica, apresenta uma textura granular. Ali, pode-

mos ver que se encontram os valores maiores para o expoente de Lyapunov (pontos em 

vermelho na região caótica). Esta mudança brusca de um comportamento caótico para um 

periódico se dá através de uma “crise” [20]. 

 

 

Figura 42. Diagrama de bifurcação sobre a linha azul da figura 40, no qual utiliza a equação 

de 2° grau representado pela equação (8). O parâmetro variado é  , indo de   a  . Agora o 

valor máximo do parâmetro   tem o intuito de atingir a região periódica, pois através dele 

poderemos constatar a transição caótica para periódica, pelo fenômeno conhecido como 

bifurcação por crise [20]. 

 

Agora, utilizando-se de uma equação de    grau, curva em azul na figura 43, constru-

ímos um diagrama de bifurcação sobre esta curva. A equação é dada por 

 

                                                                (9) 

 

A figura 44 mostra o diagrama de bifurcação sobre a linha azul da figura 43. O resultado a-

presentado sobre esta curva serve como comparação com os resultados anteriores (encon-

trados pela equação de    grau e a reta inclinada), e possibilita a contagem do período de 
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cada “camarão” por onde ela cruza. A região de fronteira da região caótica com a periódica, 

pelo lado esquerdo, nos mostra a transição para o caos através do dobramento de período. 

Fato este contrário ao diagrama da figura 42, no qual discutimos a presença de “bifurcação 

por crise”. A textura da borda também é diferente, pois, apresenta-se de forma mais defini-

da e sem a presença de granulações. 

 

 

Figura 43. Espaço de parâmetros     para o maior expoente de Lyapunov com     e 

     , onde existe uma curva em azul dada pela equação (9) de 3° grau. 

 

Outro diagrama de bifurcação construído foi sobre uma linha na horizontal, que está 

representada pela linha bordô da figura 45. Este diagrama mostra os dois lados de transição 

para o caos: tanto do lado esquerdo como do lado direito das regiões periódicas. Nesta linha 

podemos ver claramente a transição por crise da região periódica para a região caótica pelo 

lado direito. Porém, realizando o caminho contrário, temos o fato já comentado, a transição 

periódica para caótica ocorre na forma de duplicação de período. Podemos observar 

também a formação de bolhas de bifurcação dentro da maior estrutura periódica do espaço 

de parâmetros. 
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Figura 44. Diagrama de bifurcação sobre a linha azul da figura 43, no qual utiliza a equação 

de 3° grau representado pela equação (9). A variável analisada é   e o parâmetro variado é   

entre os valores   a  , a fim de atingir a região periódica. 

 

 

Figura 45. Em (a) temos um espaço de parâmetros com a presença de uma linha bordô sobre 

o qual realizamos um diagrama de bifurcação. Ambos os diagramas são construídos para o 

valor do parâmetro    . O diagrama presente em (b) mostra o comportamento ao logo de 

toda a extensão da linha bordo (parâmetro   variando de       a      ). Em (c) temos uma 

redução nos valores do parâmetro  , entre      a 1,05. Podemos ver a presença de bolhas 

de bifurcação neste diagrama. A variável analisada é  . 
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Na figura 46 apresentamos a localizações de três diagramas de bifurcação no espaço 

de parâmetros através de três retas coloridas. Construímos a figura 47 de forma a reunimos 

os diagramas de bifurcação em uma imagem em 3D. O porquê da realização desta forma de 

ilustração, vem do objetivo de elucidar e explicar a bolha que se forma nos diagramas de 

bifurcação das linhas amarela e verde. Esta bolha é proviniente do fato das regiões de 

valores do parâmetro   próximos de      estarem em contato com uma bifurcação por 

dobramento de período, advinda da borda do “camarão” (diagrama multicolorido da figura 

47). Se observarmos a localização da linha amarela, quase que tangenciando a borda de uma 

região caótica, e a linha verde já tocando a região caótica, podemos observar a evolução do 

comportamento da bolha. Quanto mais proxima da borda caótica, a bolha torna-se em seu 

interior também caótica. Nesta borda temos a presença da transição da região interna do 

“camarão” para a região caótica por dobramento de período (ver diagrama multicolorido 

mostrando o dobramento de período, presente na figura 47).  

 

 

Figura 46. Espaço de parâmetros com as três representações de retas sobre as quais cons-

truímos diagramas de bifurcação que são apresentados na figura 47. A linha horizontal nas 

cores amarela e verde, assumem respectivamente os seguintes valores,      e      para o 

parâmetro  . Em ambas o parâmetro   varia entre os valores de     e    . Já a linha em 

vermelho, no qual se encontra na vertical, o parâmetro   assume valor fixo em       e vari-

ação de valores entre      e      para o parâmetro    
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Figura 47. Visualização 3D dos diagramas de bifurcação apresentados no especo de parâme-

tros da figura 46. Nesta representação podemos ver claramente o cruzamento dos diagra-

mas e a formação da bolha de bifurcação dentro da estrutura periódica. Podemos notar que 

quanto mais próxima da borda caótica, a bola aumenta de tamanho e assume uma formação 

caótica em seu interior. O diagrama multicolorido e a linha vermelha presente na figura 46, 

no qual ilustra o dobramento de período do interior da estrutura periódica (valores do pa-

râmetro   igual a     ) para quando se aproxima da região caótica (valores do parâmetro   

próximos a     ). A variável analisada foi  . 

 

A formação de bolhas de bifurcação dentro de estruturas periódicas já foi reportado 

na Ref. [7] e em diagramas de bifurcação de modelos de semicondutores [21]. Alguns 

resultados da Ref. [7] já foram apresentados nesta dissertação, por exemplo a figura 7 do 

capítulo de revisão de literatura. Outro estudo reportando a evolução de bolhas em  

diagramas de bifurcação é relatado por Ogorzalek [22]. Neste livro, o autor trabalha com 

análise de diversos circuitos eletrônicos apresentando comportamento caótico.  Justamente 

em um de seus modelos, podemos ver claramente como ocorre a evolução de uma bolha, 

através dos varios diagramas de bifurcação nos quais se encontram da pagina 124 a 127. Tal 

observação, reforça as argumentações realizadas sobre o fato de surgimento de uma bolha 

com o fato da ocorrência do dobramento de período do diagrama em uma direção 

perpendicular.  
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Figura 48. Em (a) temos o espaço de parâmetros com as várias representações de curvas e 

retas sobre as quais construímos diagramas de bifurcação, alguns diagramas já apresentados 

anteriormente na forma bidimensional. Em (b) temos a representação 3D dos diferentes 

diagramas de bifurcação sobre as retas e curvas evidenciadas (a). Em ambos os diagramas a 

variável analisada foi  .  
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Iremos agora estudar com um pouco mais de detalhes o comportamento dos perío-

dos de algumas estruturas periódicas no espaço de parâmetros da figura 35. Na figura 49 

mostramos uma ampliação da figura 35, no qual damos ênfase a duas estruturas, cujos perí-

odos são 5 e 7. Dando continuidade, ampliamos outra região da figura 35, mostrado na figu-

ra 50. Nesta figura observamos a formação de uma espiral composta por estruturas periódi-

cas conectadas, e o período dessas estruturas aumenta conforme seguimos a espiral. Os 

diagramas de bifurcação sobre a figura 50 mostram o comportamento dos períodos dessa 

espiral. As referências [6,7,13-15] relatam a presença de varias formas de espirais. Diferente 

da referencia [7] no qual apresenta valores de períodos para estruturas periódicas decaindo 

seu valor quando ocorre o afastamento a partir do centro da espiral, hora por valores pares 

em um sentido e hora por valores impares em outro sentido, nosso sistema apresenta 

valores impares para os dois lados do afastamento da espiral a partir do centro de sua 

formação. Podemos observar isso na figura 51 em ambos os lados do diagrama de 

bifurcação tendo como referência o ponto focal F. 

Vale resaltar o motivo da não apresentação de resultados para a região em que   

apresenta valor negativo. Tal fato se deve a dois fatores muito importantes. O primeiro é 

que o sistema não pode assumir valores negativos para os parâmetros, devido os mesmos 

representarem componentes eletrônicos reais presentes no circuito eletrônico e não 

apresentarem real sentido físico para valores negativos. O segundo fato, e mais crucial, é 

que realizando teste para realização da imagem com valor negativo, o sistema apresentou 

divergência. Por estes dois fatores, não conseguimos completar o espaço de parâmetros 

com o espiral dos camarões mesmo como carater ilustrativo. 
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Figura 49. (a) Ampliação do espaço de parâmetros da figura 35. (b) e (c) são diagramas de 

bifurcação mostrando o valor do menor período das duas estruturas periódicas presentes 

em (a). Os diagramas de bifurcação foram construídos sobre a localização da linha vermelha, 

a mesma apresentada na figura 35, utilizando a equação (7). A variável analisada foi   . 
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Figura 50. (a) Ampliação do espaço de parâmetros da figura 35 com diagramas de bifurcação 

mostrando os valores dos períodos das estruturas um pouco mais ao centro. Os diagramas 

de bifurcação (b) e (c) foram construídos sobre a linha vermelha da mesma figura 35 no qual 

utiliza a equação (7). A variável analisada foi  . 
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Figura 51. (a) temos ampliação do espaço de parâmetros da figura 35 com diagramas de bi-

furcação mostrando os valores dos maiores períodos das estruturas mais próximas ao centro 

focal F. O diagrama de bifurcação em (b) é construído sobre a curva da equação (8) repre-

sentada em azul em (a). A variável analisada é  .  
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4.7 Resultados de     

 

O espaço de parâmetros     é mostrado na figura 52. Observamos uma grande 

similaridade com o espaço de parâmetros da seção anterior,    ,  até mesmo na presença 

de espiral de camarões, na parte de inferior da figura 52. 

Realizando uma ampliação da estrutura em espiral da figura 52, mostramos na figura 

53 o conjunto de estruturas conectadas em espiral. A curva em azul nesta figura refere-se ao 

diagrama de bifurcação da figura 54 sobre a qual foi construído. A equação da curva é dada 

por 

                          .                                       (10) 

 

No diagrama de bifurcação podemos realizar a contagem dos períodos de cada estrutura 

periódica que compõe a espiral.  

 

 

Figura 52. Espaço de parâmetros     para o primeiro maior expoente de Lyapunov com 

       e      . 
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Figura 53. Ampliação da espiral da figura 52, com        e      . Em azul temos a curva 

dada pela equação (10), onde sobre ela construímos o diagrama de bifurcação apresentado 

na figura 54. O ponto F é o ponto focal estimado. 

 

 

Figura 54. Diagrama de bifurcação construído sobre a curva azul da figura 53, para o parâ-

metro   variando de   a    . A variável analisada foi  . Em F temos o ponto focal estimado 

para o diagrama de bifurcação. Os períodos assumidos por cada região periódica são identi-

ficados no diagrama.  
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4.8 Resultados de     

 

O espaço de parâmetros     é mostrado na figura 55. Se observarmos as estrutras 

periódicas presentes, estas possuem tal semelhança com o espaço de parâmetros da seção 

   ,     (observe a figura 35). Esta similaridade poderia ser comparada a de um 

espelhamento, se não fosse o fato de duas mudanças: primeiramente a de uma pequena 

mudança no valor limite do parâmetro  . A segunda, uma mudança no valor do parâmetro 

presente no eixo horizontal, para valores mais elevados de   quando comparados ao mesmo 

eixo que representa o parâmetro   na figura 35. 

 

 

Figura 55. Espaço de parâmetros     para o primeiro maior expoente de Lyapunov com 

    e       .  

 

Como se tratando do ultimo espaço de parâmetros que apresenta em um de seus 

eixos o parâmetro  , observemos que as espirais surgiram quando variamos este parâmetro. 

Na figura 56 temos a representação do segundo maior expoente de Lyapunov para o 

mesmo espaço de parâmetros    . Através desta figura, observamos que o sistema não 

apresenta hipercaos. 
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Figura 56. Espaço de parâmetros     para o segundo maior expoente de Lyapunov com 

    e       . 
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Capítulo 5                                                

Conclusões 
 

O trabalho aqui apresentado está relacionado com análises utilizando métodos 

numéricos reportados em diversos artigos científicos nos últimos sete anos. Através dessas 

análises, ampliamos de forma significativa os resultados já reportados em um sistema de 

Chua 4D. 

A gama de resultados gerados através dos espaços de parâmetros para os expoentes 

de Lyapunov e diagramas de bifurcação revelou que o sistema apresenta diferentes 

comportamentos, conforme a variação de seus parâmetros. Para alguns espaços de 

parâmetros, foi possível observar a presença de cadeias de “camarões” organizando-se 

hierarquicamente em termos dos períodos e dos tamanhos das estruturas periódicas.  

Observamos também a dinâmica das estruturas periódicas no espaço de parâmetros 

com relação ao parâmetro d, que controla a dimensão do sistema. Observamos que para d 

igual a zero, o sistema pode se comportar como o Chua 3D padrão. Além disso, também 

observamos o surgimento de uma estrutura periódica após a fragmentação de um semi-anel 

periódico no espaço de parâmetros com relação aos valores assumidos por d. 

Um fato relevante aqui observado foi a formação de estruturas em forma de espiral 

no espaço de parâmetros nos quais o parâmetro d também foi variado. Encontrar regiões 

que apresentam “camarões” dispostos em formação de espiral foi algo já relatado em outros 

trabalhos e artigos que estudaram circuitos de Chua. Porém, resultados com tais formações 

só apareceram em sistemas 3D, e aqui reportamos a existência de tais espirais em um Chua 

com quatro dimensões, sendo que o parâmetro relacionado com a transição da dimensão 

tem um papel central na existência dessas espirais. 

Outro ponto importante observado foi a existência de diferentes rotas de bifurcação 

para o caos nas fronteiras entre as regiões caóticas e periódicas, em um mesmo espaço de 

parâmetros. Observamos, através de diagramas de bifurcação, que a rota pode ocorrer na 

forma de dobramento de período, bem como por crise, onde a região de caos muda de 

forma brusca para uma região periódica. Para cada transição, respectivamente, a borda da 
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fronteira apresenta-se de forma bem definida e a outra com uma textura granular, muito 

pouco definida. 

No decorrer desta pesquisa algo ainda pouco explorado foi uma constante: o 

surgimento de bolhas de bifurcação dentro de estruturas periódicas, vistas através de 

diagramas de bifurcação. Com a construção destes diagramas em diferentes direções dentro 

das estruturas, foi possível visualizar, em uma montagem 3D, a origem dessas bolhas e a 

interseção delas com o dobramento de período em outras direções. Observamos que o 

surgimento das bolhas em regiões periódicas é a existência de uma região periódica na 

borda de uma estrutura e uma outra região periódica mais ao centro dessa estrutura. 

A utilizanção de técnicas conhecidas, acrescidas algumas vezes de novas abordagens, 

possibilitou o relato dos diversos resultados apresentados nesta pesquisa. Para uma 

perspectiva futura, estudaremos o comportamento de outros sistemas dinâmicos utilizando 

estas ferramentas de análise, que se mostraram bem ilustrativas. 
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