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RESUMO

STEGEMANN, Cristiane.Estudo da dinâmica em um modelo tridimensional de cresci-

mento de tumores.2012. 48f. Dissertação (Mestrado em Física - Área: DinâmicaNão Linear)

- Universidade do Estado de Santa Catarina, Programa de Pós-Graduação em Física, Joinville,

2012.

Um dos modelos de crescimento de tumores é formado por um sistema dinâmico tridimen-

sional a tempo contínuo, modelado por um conjunto de três equações diferenciais ordinárias de

primeira ordem autônomas. Modelos matemáticos para crescimento de tumores são utilizados

como mecanismos para entender melhor esta doença, encontrar padrões para sua identificação

através de simulações da distribuição espacial de tumores,ou mesmo análises de interações

de populações celulares com o intuito de predizer seu comportamento futuro. Neste trabalho,

serão apresentados alguns sistemas que modelam crescimento populacional, o que fundamen-

tará a escolha das equações de crescimento de tumores que, posteriormente, serão utilizadas

nas simulações computacionais. Do ponto de vista analítico, pode-se determinar todos os pon-

tos de equilíbrio do sistema e, para um deles, estudar sua estabilidade. Para esta última tarefa,

serão utilizados os autovalores da matriz Jacobiana. Os resultados numéricos foram obtidos via

estudo de espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação. Os espaços de parâmetros são con-

struídos a partir da variação de um par de parâmetros e do cálculo de uma terceira grandeza, que

neste trabalho, serão o período e o expoente de Lyapunov. Tais resultados indicam a existência

de regiões específicas no espaço de parâmetros em que a estruturas periódicas são arranjadas

em uma cascata de bifurcação por adição de período. Será mostrado que, na região mais interna

das estruturas periódicas, é possível visualizar a linha desuperestabilidade. Por fim, para de-

terminados valores dos parâmetros, as estruturas periódicas se apresentam dispostas em espiral,

embora nenhuma lei de formação tenha sido encontrada.

Palavras-chave: Modelo tridimensional de crescimento de câncer. Diagrama de bifurcação.

Espaço de Parâmetros.



ABSTRACT

STEGEMANN, Cristiane.Study of dynamics of an three-dimensional tumor growth.2012.

48f. Dissertation (Mestrado em Física - Área: Dinâmica Não Linear) - Universidade do Estado

de Santa Catarina, Programa de Pós-Graduação em Física, Joinville, 2012.

One of the tumor growth model is formed by a three-dimensional continuous-time dynami-

cal system, modeled by a set of three autonomous, first-orderordinary differential equations.

Mathematical models for tumor growth are used as mechanismsto better understand this dis-

ease, find patterns for identification through simulations of the spatial distribution of tumors, or

even analysis of interactions of cell populations in order to predict their future behavior. In this

work, we introduce some systems that model population growth, which substantiate the choice

of the equations of growth of tumors that will later be used incomputer simulations. From the

analytical point of view, one can determine all equilibriumpoints of the system and for one of

them to study its stability. For to the latter task, we will use the eigenvalues of the Jacobian

matrix. The numerical results were obtained by the study of parameter spaces and bifurcation

diagrams. The parameter spaces were constructed from the change in a couple of parameters

and by calculating a third magnitude, which in this work willbe the period and the Lyapunov

exponent. These results indicate the existence of specific regions in the parameter space where

periodic structures were arranged in a period-adding bifurcation cascade. It is shown that, in

the innermost region of the periodic structures, it is possible to visualize the superestable line.

Finally, for certain parameter values, the periodic structures are presented spirally arranged,

although no law of formation has been found.

Key words: Three-dimensional tumor growth model. Bifurcation diagram. Parameter-space.
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Capítulo 1

Introdução

Um sistema pode ser definido, de maneira geral, como um conjunto de objetos agru-

pados por uma interação ou interdependência, de modo que existam relações de causa e efeito

nos fenômenos que ocorrem com os elementos deste conjunto [1]. Um sistema dinâmico de-

terminístico, por sua vez, consiste em um conjunto de estados possíveis com uma regra que

determina o estado atual em termos dos estados passados [2].Desta forma, podemos dizer que

dinâmica não linear é o estudo de sistemas dinâmicos que são descritos por equações diferenci-

ais não lineares ou por equações de diferenças.

O tempo em um sistema dinâmico pode ter uma variação contínua, ou então assumir

somente valores discretos inteiros. Um exemplo de um sistema dinâmico em que o tempot é

uma variável contínua, também chamado de fluxo, é um sistemaN -dimensional dado por
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dx(1)

dt
= F1(x

(1), x(2), ..., x(N))

dx(2)

dt
= F2(x

(1), x(2), ..., x(N))

...

dx(N)

dt
= FN(x(1), x(2), ..., x(N))
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Um sistema discreto, conhecido também como mapa, pode ser escrito como
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(N)
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...

x
(N)
t+1 = MN(x

(1)
t , x

(2)
t , ..., x

(N)
t )

neste caso o tempo assume valores discreto (t = 0, 1, 2, . . . ). Dado um estado inicial

(x(1)
0 , x

(2)
0 , ..., x

(N)
0 ), obtemos o estado emt = 1 por fazer~x1 = ~M(~x0), agora escrito na forma

vetorial. Tendo determinado~x1 podemos determinar~x2 e assim sucessivamente.

O estudo de sistemas dinâmicos teve início no final do século XIX, quando o matemático

francês Henri Poincaré estudou o problema de três corpos sobinteração gravitacional mútua e

descobriu que os métodos utilizados para tratar o problema não forneciam soluções regulares e

periódicas, as quais se imaginavam existir. O que Poincaré descobriu foi que o comportamento

geral de um corpo sob a influência gravitacional de outros dois muito mais pesados, por exem-

plo um asteroide entre o campo gravitacional do Sol e de Júpiter, era irregular, e essencialmente

imprevisível, pois quaisquer duas órbitas com condições iniciais arbitrariamente próximas re-

sultavam, no futuro, em órbitas muito diferentes [3]. Este foi um dos primeiros trabalhos na

área de dinâmica não linear que conhecemos atualmente. Desde aquela época até os anos cin-

quenta não houveram estudos significativos em sistemas com equações diferenciais que não

possuíssem soluções analíticas, até porque as equações utilizadas para modelar alguns sistemas

em questão eram muito complexas e os recursos computacionais escassos.

Nos anos sessenta o matemático Edward Norton Lorenz tornou-se professor de ciên-

cias atmosféricas no Massachusetts Institute of Technology (MIT), e após trabalhar na Segunda

Guerra Mundial como meteorologista, resolveu continuar nesta área, estudando a previsão do

tempo. Utilizando um computador e um sistema de equações diferenciais que modelavam os

processos de circulação de ar na atmosfera, condução de calor e conservação de massa, ele con-

seguiu soluções aproximadas e percebeu o mesmo fenômeno de divergência de soluções quando

estas estavam inicialmente muito próximas [4], que Poincaré já havia descoberto. Este fenô-

meno é atualmente conhecido como "dependência sensível nas condições iniciais", condição
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necessária para apresentação de comportamento caótico.

O conhecimento acerca de sistemas dinâmicos torna-se bastante interessante por en-

volver o estudo da evolução temporal de grandezas das quais um sistema é composto. Também

se faz útil no desenvolvimento de sistemas que ainda estão emplanejamento de construção

com a finalidade de otimizar testes em protótipos, reduzindoassim tempo e custo destes, com

a utilização de simulações numéricas. Hoje em dia sabemos que o comportamento caótico é

observado nas mais variadas áreas como no sistema solar, em meteorologia, na evolução de

populações, no escoamento de fluidos, reações químicas e economia, só para citar algumas.

Neste trabalho, serão empregadas técnicas de construção deespaços de parâmetros para

o estudo de um conjunto de três equações diferenciais autônomas, não lineares e de primeira

ordem, que modelam a dinâmica de crescimento de tumores. No Capítulo 2 este modelo de

crescimento de tumores, será estudado com mais detalhes, assim como os trabalhos que funda-

mentam a escolha das equações, bem como seu processo de adimensionalização. No Capítulo

3 primeiramente será feito um estudo acerca dos pontos de equilíbrio e da estabilidade do sis-

tema, e posteriormente, serão apresentadas todas as ferramentas de análise dinâmica que pos-

teriormente serão empregadas na apresentação dos resultados numéricos obtidos. No Capítulo

4 serão apresentados os resultados numéricos obtidos, e porfim, no Capítulo 5 as conclusões

gerais do trabalho.



Capítulo 2

Modelos para crescimento de tumores

Neste capítulo será feita uma pequena abordagem sobre uma patologia conhecida como

câncer e o que está sendo feito em termos de modelagem matemática para estudo desta doença.

Posteriormente serão apresentados alguns modelos matemáticos de interação entre populações

que fundamentam o desenvolvimento do sistema do qual partiremos nosso estudo, sendo que es-

tas equações serão adimensionalizadas e posteriormente irão configurar o conjunto de equações

diferenciais autônomas e de primeira ordem a partir do qual serão feitos todos os estudos

dinâmicos deste trabalho.

2.1 Introdução

Modelos matemáticos para crescimento tumoral têm sido amplamente estudados com

o objetivo de entender melhor os mecanismos da doença e padrões para identificação [5, 6, 7,

8, 9, 10]. Segundo o Instituto Nacional de Câncer, o INCA [11], otermo câncer refere-se a

um conjunto de mais de cem doenças que tem uma caracterísica em comum, que é o fato de

suas células terem uma série de peculiaridades, sendo a principal delas, a multiplicação celular

descontrolada devido a uma alteração no material genético de células somáticas. As células

somáticas são todas as células que se reproduzem, ou seja, nocorpo humano, apenas os óvulos

e espermatozoides não fazem parte deste grupo.

Quando o sistema imunológico não consegue identificar ou eliminar esta anomalia,

formam-se os tumores, que podem ser benignos ou malignos. Ostumores benignos correspon-

dem a um conjunto de células cancerosas que pararam de multiplicar-se, ou multiplicam-se
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lentamente sem causar grandes problemas físicos depois de determinado período. Os tumores

malignos apresentam proliferação descontrolada, supressão de morte celular e, depois de passar

por uma fase de maturação, algumas células adquirem a capacidade de se desprender do tumor

e migrar para outros órgãos, principalmente através dos sistemas circulatório e linfático, o que

é clinicamente conhecido como metástase. O maior problema do câncer é que as células, que

são responsáveis por realizar determinadas funções, em virtude da alteração de seu material

genético, acabam ficando ineficientes, comprometendo, a princípio, a parte anatômica em que

encontram-se, o que indiretamente compromete o funcionamento de todo o organismo.

Vários aspectos do crescimento de tumores tem chamado a atenção dos cientistas, como

por exemplo, o estudo de crescimento de tumores esferoides [12] e também de padrões frac-

tais de determinados tumores bidimensionais, como por exemplo os tumores mostrados na

Fig. 2.1, retirada do artigo de Ferreira [13]. Além de estudar a morfologia de tumores, al-

guns pesquisadores propuseram sistemas de equações diferenciais que identificam interações

entre as células tumorais com outras células do corpo, como as células saudáveis e as células do

sistema imunológico, como por exemplo Kuznetsov [14], que propôs um modelo de equações

diferenciais de segunda ordem que leva em conta a iteração das células do sistema imune e das

células tumorais. Pillis e Radunskaya [15], incluíram nestemodelo o crescimento de células

saudáveis e utilizaram teorias de controle, simulando o efeito de quimioterapia.

O sistema de equações que será estudado neste trabalho foi baseado nos modelos pro-

posto pelos pesquisadores citados anteriormente [14, 15],e nosso objetivo é estudar o com-

portamento dinâmico do sistema mediante variação de seus parâmetros de controle que estão

inseridos no conjunto de equações que descrevem a interaçãoentre as taxas de crescimento

celular. Para um melhor entendimento dos termos do sistema de equações a ser estudado poste-

riormente, se faz importante uma breve revisão acerca de alguns sitemas de crescimento popula-

cional, pois basicamente, os modelos de crescimento de câncer incluem interação e competição

entre os grupos celulares envolvidos e são baseados nos modelos do tipo predador-presa, e

também, de crescimento logístico.
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Figura 2.1: Morfologias comuns observadas no crescimento de tumores emcães. Em (a) observamos
um tumor originado no epitélio de mucosas com formato papilar, (c) tumor do tecido epitelial com for-
mato sólido e compacto, (e) tumor encontrado em plasmócitos que possui um padrão de crescimento
desconexo e em (g) tumor epitelial relacionado com a sustentação de órgãos que apresenta uma orga-
nização de ninhos e cordas. (b), (d), (f) e (h) são figuras que simulam os padrões obtidos nos itens
anteriores. Figura extraída de [13].

2.2 Modelo tridimensional de crescimento de tumores

Em dinâmica não linear encontramos alguns tipo de sistemas que modelam crescimento

de população. Dois dos mais conhecidos modelos são o de Malthus [16] e o modelo de Lotka-

Volterra do tipo predador-presa [17, 18].

O modelo de Malthus pode ser representado pela equação

Nt+1 = aNt (2.1)

na quala é uma parâmetro positivo maior que1 eN é o número de indivíduos de determinada
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espécie. Este é um exemplo de modelo discreto, no qual o tempoassume valores discretos (t =

0, 1, 2, . . . ), e o estado atual do sistema é dado em termos de um estado anterior. Podemos

perceber que quando o tempo é muito grande o número de indivíduos tende a infinito.

Verhulst [19] estudou modelo de Malthus e em 1838 propôs a seguinte equação

dN

dt
= Ṅ = rN(1 −

N
k
). (2.2)

Esta equação logística, comr ek sendo constantes positivas, contempla um crescimento

de uma população que chega em um valor limite com o passar do tempo, sem interagir com

outra população. Este é um exemplo de sistema contínuo, no qual tempo varia continuamente e

o sistema é modulado por uma equação diferencial.

Lotka e Volterra propuseram, independentemente, o sistemaque hoje é conhecido como

predador-presa, que contempla a interação entre duas populações e é dado por

Ṅ = aN − bNP,

Ṗ = cNP − dP, (2.3)

ondea, b, c e d são constantes positivas,N o número de presas eP o número de predadores.

Podemos observar que na ausência de predadores o número de presas cresce exponencialmente,

e a longo prazo, haverá superpopulação de presas. O número depresas é também associado ao

número de predadores pelo segundo termo desta equação, na qual, o número de presas decresce

de acordo com o número de predadores. A segunda equação tratado crescimento da população

de predadores, que cresce com a oferta de presas e diminui exponencialmente na ausência de

presas.

Murray [20] estudou alguns sistemas que descrevem o crescimento populacional, e

propôs um tipo de modelo, que segundo seu ponto de vista, é mais realístico que os apresentados

anteriormente, dado por

Ṅ = rN(1 −
N
k
) − PNR(N),

Ṗ = sP (1 −
uP
N

). (2.4)

Nesta equaçãoN é o número de presas,P o número de predadores,r a taxa de cres-
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cimento da população de presas,k a constante de capacidade máxima de população quando o

número de predadores é nulo,s a taxa máxima de crescimento da população de predadores,u

constante positiva eR(N) o termo referente a predação. Este sistema de interação entre popu-

lações é considerado mais realístico por Murray, devido ao fato de não apresentar, por exemplo,

crescimento ilimitado de presas na ausência de predadores,pois este é descrito por uma equação

logística.

À luz destes modelos matemáticos vamos estudar a interação entre as populações celu-

lares, que é apresentado no artigo de Itik e Banks [21]. Neste artigo, os autores estudam a

estabilidade do sistema para um ponto do espaço de fases, comparâmetros fixos, além disto,

encontram o atrator caótico para este ponto e também calculam sua dimensão fractal. A primeira

equação do sistema (2.5),T (t), refere-se a taxa de variação da população de células tumorais

no tempot. A taxa de variação da população de células saudáveis é dada por H(t) e por fim,

E(t) é a taxa de variação da população de células efetoras do sistema imune, sendo que estas

tem a capacidade de ligar-se aos agentes estranhos ao organismo que estão relacionados com o

tumor, com objetivo de destruí-los.

Ṫ = r1T (1 −
T
k1

) − a12TH − a13TE

Ḣ = r2H(1 −
H
k2

) − a21TH

Ė =
r3TE

T + k3

− a31TE − d3E. (2.5)

O primeiro termo da primeira equação refere-se ao crescimento logístico das células

tumorais na ausência de qualquer efeito de outros grupos celulares, tal como o modelo de Ver-

hulst, no qualr1 é a taxa de crescimento das células tumorais ek1 a constante de máxima

capacidade de população, ou como é conhecida na literatura,máxima capacidade de transporte.

A competição entre células saudáveis e cancerígenas é representada pora12TH, o que resulta

na perda de células tumorais em detrimento da multiplicaçãode células sadias, e por fim,a13TE

é proveniente da quantidade de células tumorais eliminadaspelas células efetoras, tal como é

apresentado pelo modelo predador-presa.

Na segunda equação observamos que o primeiro termo também refere-se ao crescimento

logístico, neste caso, o de células saudáveis, no qualr2 é a taxa de crescimento das células

saudáveis ek2 a máxima capacidade de transporte. O termoa21TH representa a perda de
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células saudáveis devido a substituição destas por célulastumorais.

Na última equação temos que o primeiro termo refere-se à estimulação do sistema

imunológico pelas células tumorais devido a presença dos antígenos, sendo que a taxa de reco-

nhecimento das células tumorais pelo sistema imunológico depende de sua antigenicidade. Para

simplificar o sistema consideraremos que a estimulação do sistema imune depende diretamente

da quantidade de células tumorais. As células efetoras são inativadas pelas células tumorais na

taxa dea31TE, e o termod3E é a taxa natural de morte das células efetoras.

Essencialmente, este é o modelo que pretendemos estudar, noqual vale a pena ressaltar

que para haver relevância biológica, todos os parâmetros devem ser positivos, e também, pela

própria característica básica de reprodução celular descontrolada das células cancerígenas, o

parâmetror1 é maior do que o parâmetror2.

2.3 O modelo matemático adimensionalizado

A partir do modelo apresentado anteriormente faremos algumas manipulações algébri-

cas com o objetivo de adimensionalizar o sistema de equações, bem como diminuir o tempo de

cálculo computacional. Para isso faremos as seguintes substituições

x =
T

k1

, y =
H

k2

, z =
E

k3

, t = r1t.

Podemos também fazer uma readequação de outros parâmetros,escrevendo-os da seguinte

forma

a =
a12k2

r1

, b =
a13k3

r1

, c =
r2

r1

, d =
a21k1

r1

, e =
r3

r1

, g =
a31k1

r1

, f =
k3

k1

, h =
d3

r1

.

Por fim, teremos o conjunto de três equações diferenciais nãolineares, autônomas de primeira

ordem

ẋ = x(1 − x) − axy − bxz,

ẏ = cy(1 − y) − dxy,

ż =
exz

x + f
− gxz − hz, (2.6)
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cuja dinâmica é nosso objetivo de estudo.



Capítulo 3

Fundamentação Teórica

Neste capítulo faremos primeiramente os cálculos para pontos de equilíbrio e análise de

estabilidade do sistema de estudo. Posteriormente serão apresentados os métodos aplicados na

análise dinâmica do sistema de estudo proposto, o que consiste no estudo de algumas ferramen-

tas utilizadas em dinâmica não linear tais como atratores, dependência sensível às condições

iniciais e expoentes de Lyapunov, espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação.

3.1 Pontos de equilíbrio e estabilidade

Para analisarmos a estabilidade do sistema (2.6), devemos encontrar os pontos de equi-

líbrio, que são obtidos fazendȯx = 0, ẏ = 0, ż = 0, nas equações (2.6). Impondo estas

condições, obtemos três equações algébricas dadas por

x(1 − x) − axy − bxz = 0,

cy(1 − y) − dxy = 0,

exz

x + f
− gxz − hz = 0.

A partir de sua resolução, podemos encontrar três pontos de equilíbrio

P0 = (0, 0, 0),

P1 = (α, c−dα
c

, c(1−a)−α(c−ad)
bc

),

P2 = (β, c−dβ

c
, c(1−a)−β(c−ad)

bc
),
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tal queα eβ são

α =
e − h − fg +

√

(fg + h − e)2 − 4fg

2g
,

β =
e − h − fg −

√

(fg + h − e)2 − 4fg

2g
.

A partir do cálculo dos pontos de equilíbrio podemos encontrar a matriz jacobiana do

sistema (2.6), que é dada por

J =











1 − 2x − ay − bz −ax −bx

−dy c − 2y − dx 0

efz

(x+f)2
0 ex

(x+f)
− gx − h











.

A matriz jacobiana, calculada no pontoP0 é dada por

J0 =











1 0 0

0 c 0

0 0 −h











.

Conhecida a matriz jacobiana no pontoP0, podemos calcular os autovalores,λ1, λ2 e

λ3, da equaçãodet(J0 − λI) = 0 ondeI é a matriz identidade,

det(J0 − λI) = 0

(1 − λ)(c − λ)(−h − λ) = 0, (3.1)

na qual a equação (3.1) é conhecida como polinômio característico, e a partir de sua resolução

temos que os autovalores são

λ1 = 1

λ2 = c

λ3 = −h.

Podemos estabelecer a estabilidade de um ponto por meio da análise dos valores da parte

real dos autovalores. Sabemos que quando pelo menos um dos autovalores é positivo, o ponto

está em equilíbrio instável, e quando negativo, o ponto estáem equilíbrio estável. Todos os

parâmetros do sistema são positivos, então, temos queλ1 e λ2, por serem positivos, nos levam
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a encontrar equilíbrio instável, eλ3, por ser negativo, equilíbrio estável. Como para o mesmo

ponto temos dois autovalores positivos, podemos concluir que P0 é um ponto de equilíbrio

instável, o que possibilita a existência de órbitas periódicas e caóticas no sistema (2.6) [22].

Os autovalores da matriz jacobiana para os pontosP1 e P2, são demasiadamente com-

plicados, pois referem-se a polinômios grandes para os quais a análise de estabilidade ficaria

comprometida por se tratarem de várias relações entre parâmetros, e por este motivo, estes auto-

valores não foram calculados neste trabalho. Um método peloqual pode-se obter informações

acerca da estabilidade em situações onde os autovalores sãodescritos por equações grandes, é

o critério de Routh-Hurwitz [22]. Fazendo uso deste critériopodemos verificar a estabilidade

do sistema a partir da análise dos coeficientes do polinômio característico do sistema.

3.2 Atratores

O espaço formado pelas variáveis dinâmicas do sistema (x, y, z no sistema (2.6)) é

chamadoEspaço de Fase, e o caminho traçado pelo sistema neste espaço de fase, à medida

que ele evolui no tempo, é chamadoórbita ou trajetória.

Um sistema dinâmico pode ainda ser caracterizado como conservativo ou dissipativo.

Sistemas conservativos conservam o hipervolume do espaço de fase durante a evolução tempo-

ral enquanto sistemas dissipativos o contraem. Para um sistema tridimensional, tomamos um

volume de condições iniciais no espaço de fase e estudamos o que acontece com ele à medida

que o tempo passa. A condição necessária para a existência deatratores é que o sistema em

questão seja dissipativo.

Podemos determinar a região dissipativa do sistema (2.6) calculando o seu divergente,

como mostrado na seguinte expressão:

~∇ · ~F =
∂ẋ

∂x
+

∂ẏ

∂y
+

∂ż

∂z
.

Este cálculo nos dá como resultado

(1 + c − h) − (2 + d + g −
e

x+f
)x − (a + 2c)y − bz,

tal que para este sistema ser dissipativo, as variáveis e os parâmetros devem obedecer a seguinte
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condição

(1 + c − h) − (2 + d + g −
e

x+f
)x − (a + 2c)y − bz < 0.

Um aspecto importante no estudo de sistemas dinâmicos dissipativos é a existência de

atratores. Atratores são conjuntos invariantes de pontos que estão emum volume de condições

iniciais, para um sistema tridimensional, no qual órbitas próximas convergem depois de um

tempo suficientemente longo. O conjunto completo de condições iniciais que convergem para

um dado atrator é definido como sua bacia de atração.

Figura 3.1: Atratores do sitema (2.6). Para (a)(c, f) = (0, 51; 1, 79) no qual o comportamento é definido
como ponto de equilíbrio. Em (b)(c, f) = (0, 5032; 0, 8393) no qual observamos comportamento peri-
ódico. Para (c)(c, f) = (0, 4328; 0, 7405) o comportamento é caótico.

Para o sistema de estudo (2.6) foram encontrados vários tipos de atratores, tais como os

mostrados na Fig. 3.1. Para construção dos mesmos, o sistema(2.6) foi integrado utilizando

um algoritmo Runge-Kutta de quarta ordem com passo igual a10−1, considerando500000

passos, dos quais foram plotados os últimos10000 pontos, e as inicializações de(x, y, z) foram

(0, 1; 0, 1; 0, 1). Os valores dos parâmetros em comum, utilizados em todos os atratores da

Fig. 3.1, sãoa = 1, 0, b = 2, 5, d = 1, 5, e = 4, 5, g = 0, 2 e tambémh = 0, 5. Cada atrator

tem um par de valores para os parâmetrosc e f . Para a Fig. 3.1 (a)c = 0, 51 e f = 1, 79, para

(b) c = 0, 5032 ef = 0, 8393, para (c)c = 0, 4328 ef = 0, 7405.
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3.3 Dependência sensível às condições iniciais

Como se pode observar pela Fig. 3.1, existem vários tipos de atratores, ou seja, vários

tipos de comportamentos possíveis para sistemas dissipativos, para os quais o conjunto de

condições iniciais escolhidos pode levar o sistema depois de um tempo suficientemente longo.

Entre eles, podemos citar ponto de equilíbrio, ciclo limitetambém chamado de periódico,

regime quasiperiódico, ou também para um atrator caótico.

O ponto de equilíbrio, ou ponto fixo, é determinado valor no espaço de fases, para o

qual converge o sistema depois de um tempo suficientemente longo. O atrator periódico, ou

ciclo limite, é um conjunto de pontos para o qual o sistema converge, e o seu período pode ser

contado pelo número de máximos de alguma das variáveis, apóso sistema descreve uma órbita

completa. No caso da Fig. 3.1 (b) é mais fácil identificarmos onúmero de máximos da variável

x, que vai resultar na figura de um atrator periódico de período4.

Considerando um sistema den equações diferenciais ordinárias, no qual exista uma

hiperesfera de condições iniciais centradas no ponto~x(t0), tal que este sistema é descrito em

termo daj-ésimadimensão(j = 1, 2, ..., n), e conforme o tempo passa este volume sofre algum

tipo de deformação. Admitindo que o raio inicialdj(t0) tenha variado exponencialmente, depois

de determinado tempo, de maneira que o seu valor correspondaadj(t), temos que

dj(t) = dj(t0)e
λj(t−t0),

e a partir disto, podemos escrever que

λj =
ln[dj(t)/dj(t0)]

t − t0
,

onde os númerosλj são chamados de expoentes de Lyapunov. O expoente de Lyapunov geral-

mente é calculado numericamente, e são raras as situações emque este cálculo pode ser feito de

forma algébrica, o que acontece quando a derivada de cada equação compreendida pelo sistema,

é uma constante. Para sistema conservativos
n
∑

j=1

λj = 0, e para os dissipativos
n
∑

j=1

λj < 0 [1].

Sobre uma órbita periódica, a distância entre duas condições inicialmente vizinhas se

mantém, em média, de modo que o expoente de Lyapunov associado a essa direção é nulo.

Nas direções perpendiculares ao atrator periódico, há contração de volume no espaço de fase.
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Portanto, os expoentes de Lyapunov correspondentes a essasdireções são negativos.

Comportamento caótico é caracterizado pelo distanciamentoexponencial das trajetórias

vizinhas no espaço de fases. Nesse caso, há pelo menos um expoente de Lyapunov positivo,

o que implica dependência sensível nas condições iniciais ea existência de um atrator caótico,

também chamado de atrator estranho, no espaço de fase.

Num sistema tridimensional, como é caso do modelo de crescimento tumoral, existem

três expoentes de Lyapunov. Chamando-os deλ1, λ2, λ3, sendo que estes estão organizados

respectivamente do maior para o menor, podemos fazer uma análise de seus valores e encontrar

quatro tipo de atratores:

• para oponto de equilíbrio, tem-seλ1, λ2, λ3 < 0, já que o volume de condições iniciais

deve se contrair ao longo das três direções do espaço de fase,a fim de que a trajetória

converja para um ponto;

• para ociclo-limite, tem-seλ1 = 0 e λ2, λ3 < 0, sendo que o expoente nulo corresponde

à direção ao longo da órbita fechada, neste caso observamos um atrator periódico;

• para otoro bidimensional, tem-seλ1, λ2 = 0 e λ3 < 0, de modo que a trajetória atra-

tora situa-se sobre uma superfície, na qual podemos encontrar um comportamento quase

periódico. Entende-se por comportamento quase periódico uma situação dinâmica na

qual órbitas nunca se fecham sobre si mesmas, entretanto, sem apresentar dependência

sensível nas condições iniciais.

• para oatrator estranho, ou caótico tem-seλ1 > 0, λ2 = 0 e λ3 < 0. Um expoente deve

ser positivo para que exista dependência sensível com as condições iniciais, um deve ser

nulo, e outro deve ser negativo.

3.4 Espaços de parâmetros para o expoente de Lyapunov

Quando calculamos os valores dos expoentes de Lyapunov podemos gerar numerica-

mente um gráfico conhecido em dinâmica não linear como espaçode parâmetros. O espaço de

parâmetros é um diagrama tridimensional, no qual duas dimensões são dadas pela variação de

dois parâmetros, e a outra dimensão representa uma quantidade de interesse, neste caso, o ex-
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poente de Lyapunov para aquele intervalo de parâmetros, queé representado por um gradiente

de cores.

Os espaços de parâmetros para o cálculo do expoente de Lyapunov apresentados nesta

dissertação, foram obtidos mediante a resolução numérica de equações adimensionalizadas.

Para isso, foi utilizado o método Runge-Kutta de quarta ordemcom passo fixo de integração

igual a10−2 para cada par de parâmetros. Estes valores foram discretizados em uma malha de

600× 600 pontos com5000000 de passos de integração para cada ponto. As condições iniciais

para(x0, y0, z0) foram(0, 1; 0, 1; 0, 1), para cada incremento de valor dos parâmetros utilizamos

o último valor de(x, y, z) como novas condições iniciais para o cálculo do seguinte expoente,

método conhecido comoseguindo o atrator.

Para efeitos de análise do comportamento dinâmico do modelo, podemos plotar três

gráficos, um associado ao maior expoente, um ao segundo maiore um para o menor, que é o

terceiro expoente.

Para o espaço de parâmetros do primeiro maior expoente de Lyapunov variamos con-

tinuamente o espectro de cores, desde o branco (expoentes negativos), passando pelo preto

(expoente zero), até chegar ao amarelo e ao vermelho (expoentes positivos). Dessa forma,

conseguimos identificar o comportamento do sistema, respectivamente, como sendo região de

pontos fixos, periódica ou caótica, como é mostrado na Fig. 3.2 (a). O segundo maior expoente

é mostrado na Fig. 3.2 (b), na qual os expoentes negativos sãoplotados na cor branca e os iguais

a zero na cor preta.

É possível mesclar os dois gráficos, de primeiro e segundo maior expoente de Lyapunov,

que consiste em criar uma condição de plotagem do primeiro maior expoente: se ele for igual

ao intervalo de valores que definimos como sendo zero, plota-se o segundo maior, tal como rep-

resentado na Fig. 3.2 (c) [23, 24]. As linhas brancas nesta figura representam o que é chamado

na literatura, para sistemas a tempo discreto, de regiões superestáveis [23, 24, 25]. A partir

da visualização destas linhas é possível ter uma ideia da estabilidade da estrutura periódica,

observando por exemplo, onde existirão bifurcações.

Em todo o restante do trabalho foram feitos espaços de parâmetros tais como o mostrado

na Fig. 3.2 (c), nos quais a escala de cores dos expoentes foram renormalizadas para cada figura,

com o objetivo de melhorar a visualização das grandezas de estudo.

Estruturas periódicas imersas em regiões caóticas foram relatadas em trabalhos recentes [26,
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Figura 3.2: Espaços de parâmetros do sistema (2.6).

27, 23, 28], onde sistemas dinâmicos são modelados por um conjunto de equações diferenciais

de primeira ordem tal como acontece neste estudo.
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3.5 Espaços de parâmetros para períodos

Com a mesma variação de parâmetros utilizada na Fig. 3.2, podemos plotar uma figura

na qual ao invés de plotarmos o expoente de Lyapunov, plotamos o valor do período da estrutura,

com relação à variávelx, que está imersa em uma região caótica [29, 30], tal como é mostrado

na Fig. 3.3. Os períodos são representados pelas cores, tal que estruturas com período 3 são

Figura 3.3: Figura que mostra alguns períodos encontrados na Fig. 3.2.

plotadas marrom, período 6 em azul, período 12 em verde, e os demais períodos, inclusive caos,

em preto. Este gráfico foi elaborado com um passo fixo de integração de10−3. Estes valores

foram discretizados em uma malha de1000×1000 pontos equidistantes com5000000 de passos

de integração para cada ponto. As condições iniciais para(x0, y0, z0) foram mantidas fixas para

o cálculo do período de cada ponto do espaço de parâmetros, e seu valor foi(0, 1; 0, 1; 0, 1).

3.6 Diagrama de bifurcação

Outra forma de determinar o valor de períodos é através dos diagramas de bifurcação,

que são úteis para estudar a periodicidade e os tipos de rotaspara o caos em função dos parâ-

metros de um sistema. São construídos plotando uma variável, x por exemplo, em função de

um parâmetro,c por exemplo.
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O parâmetro escolhido para plotar o diagrama de bifurcação da Fig. 3.4 é oc, que varia

de entre0, 488 < c < 0, 498, tais valores estão sobre a reta branca da Fig. 3.3. Como era

previsto pelo gráfico de períodos, inicialmente temos uma estrutura de período3 que bifurca

por dobramento de período para uma estrutura de período6 e depois para12, e assim por

diante, até chegar em uma região caótica. Este diagrama foi feito com passo fixo de integração

igual a10−3.

0,488 0,496
c

0,2

0,4

0,6

x

Figura 3.4: Diagrama de bifurcação para os pontos sobre a reta brancamostrada na Fig. 3.3 para0, 488 <

c < 0, 498.



Capítulo 4

Resultados

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados obtidos neste trabalho, mediante a uti-

lização das ferramentas descritas no Capítulo 3. Vale a pena ressaltar que, quando os parâmetros

são fixos, seus valores sãoa = 1, 0, b = 2, 5, c = 0, 6, d = 1, 5, e = 4, 5, f = 1, 0, g = 0, 2 e

tambémh = 0, 5.

Para facilitar a leitura e o entendimento dos resultados, sefaz conveniente estabelecer as

escalas de cores utilizadas nos espaços de parâmetros. Parao diagrama que representa o maior

valor do exponente de Lyapunov do sistema, as regiões que apresentam comportamento caótico,

são indicadas pelo espectro de cores que vai do amarelo ao vermelho.

Para os espaços de parâmetros que representam valor de período, eventualmente a es-

cala de cores proposta pode ser alterada, quando isso acontecer, na legenda da figura haverá

informações sobre adequação feita. Em geral, utilizaremosa escala de cores conforme a tabela

abaixo.



4.1 Análise dinâmica para os parâmetrose × d 31

Cor Valor do período

preto 1

laranja 2

ciano 3

vermelho 4

amarelo 5

azul 6

verde 7

marrom 8

violeta 9

branco 10

cinza 11

preto igual ou maior que 12

4.1 Análise dinâmica para os parâmetrose × d

O parâmetrod está relacionado com a perda de células saudáveis em detrimento da subs-

tituição destas, por células tumorais. Este aumento da população de células tumorais aumenta

a taxa de crescimento de células efetoras, pois esta taxa está diretamente relacionada com a

quantidade de células tumorais presentes no organismo. Esta taxa de crescimento é represen-

tada pelo parâmetroe. A seguir, serão apresentados os resultados dinâmicos obtidos a partir da

variação destes dois parâmetros.

Na Fig. 4.1, podemos observar que (a) é o diagrama de expoentede Lyapunov para

0, 9 < d < 2, 6 e 3, 0 < e < 6, 0, (b) diagrama de período, para o mesmo intervalo de

parâmetros, e (c) é o diagrama de bifurcação para os pontos sobre a reta branca da Fig. 4.1 (b).

Podemos observar que existem estruturas periódicas imersas em regiões caóticas (a), tal que

seus respectivos períodos são mostrados na figura (b).

A partir na análise de cores do diagrama de períodos podemos observar que existe uma

região, abaixo da reta branca de (b), onde há variação do valor dos períodos, de maneira que

podemos quantificar este acréscimo de como sendo feito por adição, tal que observamos uma

região azul (período 6), posteriormente uma região verde (período 7), marrom (período 8),
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Figura 4.1: Espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação do sistema (2.6). Para (a) podemos ob-
servar o diagrama do expoente de Lyapunov para0, 9 < d < 2, 6 e 3, 0 < e < 6, 0. Em (b) temos o
diagrama que representa o valor dos períodos para o mesmo intervalo de valores dos parâmetros. Em (c)
temos o diagrama de bifurcação em relação à variávelx para0, 900 < d < 1, 326.
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violeta (período 9), branco (período 10) e por fim, cinza (período 11). Tais valores para os

períodos bem como a rota para o caos seguida pelo sistema, sãomostrados na Fig. 4.1 (c).

Na Fig. 4.2 observamos o que acontece na ampliação da caixa azul mostrada na Fig. 4.1

(a). Primeiramente podemos observar o espaço de parâmetrosdo valor do espectro de Lyapunov

para1, 8 < d < 2, 6 e4, 0 < e < 5, 8 (a), e posteriormente, o valor dos períodos para o mesmo

intervalo de parâmetros (b). Para esta figura não foi observado nenhum tipo de lei de formação

das estruturas periódicas.

Figura 4.2: Espaços de parâmetros do sistema (2.6), correspondentes àcaixa azul da Fig. 4.1 (a) . Para
(a) podemos observar o diagrama do expoente de Lyapunov para1, 8 < d < 2, 6 e 4, 0 < e < 5, 8.
Em (b) temos o diagrama que representa o valor dos períodos para o mesmo intervalo de valores dos
parâmetros.

Na Fig. 4.3 observamos uma ampliação da caixa violeta mostrada na Fig. 4.1 (a). Este

espaço de parâmetros (a) apresenta uma disposição de estruturas periódicas em forma de espiral,
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o que já é conhecido na literatura para outros sistemas [25, 31]. A partir disto foi investigado

valor do período destas estruturas, o que foi feito com diagrama de bifurcação (b) para1, 2 <

d < 1, 62, construído para os pontos sobre a reta azul da Fig. 4.3 (a). Podemos observar que a

estrutura de período4 liga-se ne estrutura de período5, e esta liga-se à de período5 novamente,

posteriormente à de período6, assim por diante, no sentido anti-horário.

Figura 4.3: (a) Espaços de parâmetros do sistema (2.6), correspondentes à caixa violeta da Fig. 4.1 (a), no
qual podemos observar o diagrama do expoente de Lyapunov para1, 2 < d < 1, 7 e3, 2 < e < 4, 0, onde
os números em azul representam os valores dos períodos naquelas estruturas periódicas. (b) Diagrama
de bifurcação para os pontos sobre a reta azul de (a), tal que1, 2 < d < 1, 62.
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4.2 Análise dinâmica para os parâmetrosg × d

O parâmetrog está relacionado com a quantidade de células efetoras inativadas pelas

células tumorais, o que acontece em virtude de sua associação com as células tumorais com a

finalidade de destruí-las. O parâmetrod trata da substituição de células saudáveis por células

tumorais. Este parâmetros se relacionam pelo fato de que o aumento da população de células

tumorais favorece o aumento da quantidade de células efetoras inativadas.

Figura 4.4: Espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação do sistema (2.6). Para (a) podemos ob-
servar o diagrama do expoente de Lyapunov para0, 7 < d < 2, 3 e 0, 0 < g < 1, 7. Em (b) temos o
diagrama que representa o valor dos períodos para o mesmo intervalo de valores dos parâmetros.

A partir da variação destes dois parâmetros no intervalo de valores0, 7 < d < 2, 3 e

0, 0 < g < 1, 7 obtemos a Fig. 4.4. Existem muitas estruturas periódicas envolvidas em regiões

caóticas (a), e em (b) podemos ver quais são os períodos das maiores estruturas periódicas

mostradas em (a).
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Figura 4.5: Espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação do sistema (2.6). Para (a) podemos ob-
servar o diagrama do expoente de Lyapunov para1, 2 < d < 2, 0 e 0, 2 < g < 1, 5. Em (b) temos o
diagrama que representa o valor dos períodos para o mesmo intervalo de valores dos parâmetros.

A Fig. 4.5 é uma ampliação da caixa azul da Fig. 4.4 para os parâmetros1, 2 < d < 2, 0

e0, 2 < g < 1, 5. Podemos observar que as estruturas periódicas também se dispõem em forma

espiral (a), e em (b) podemos vizualizar o valor dos períodosdestas estruturas. A relação de

períodos observada na Fig. 4.3 se repete na Fig. 4.5 (b), istoé, existe uma lei de formação por

acréscimo de período da forma3 → 3 → 4 → 4 → 5 → 5 → . . . , no sentido anti-horário.

A Fig. 4.6 é uma ampliação da caixa vermelha da Fig. 4.4 para o intervalo de parâmetros

de 1, 0 < d < 1, 1 e 1, 35 < g < 1, 65, na qual em (a) podemos ver que existe uma série

de estruturas periódicas dispostas em sequência. Em (b) foram calculados seus respectivos

períodos, para os quais foi feita uma adequação das cores queos representam, tal que seu

valor, para cada estrutura, está escrito na própria Fig. 4.6(b). Para confirmar os valores destes
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períodos, foi feito o diagrama de bifurcação para os pontos sobre a reta branca da figura (b), para

1, 0 < d < 1, 1, no qual o valor dos períodos está localizado em cada janela de periodicidade.

Figura 4.6: Espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação do sistema (2.6). Para (a) podemos obser-
var o diagrama do expoente de Lyapunov para1, 0 < d < 1, 1 e 1, 35 < g < 1, 65. Em (b) temos o
diagrama que representa o valor dos períodos para o mesmo intervalo de valores dos parâmetros. Em (c)
temos o diagrama de bifurcação em relação à variávelx para1, 0 < d < 1, 1.
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4.3 Análise dinâmica para os parâmetrosf × c

O parâmetroc refere-se a uma razão entre a taxa de crescimento de células saudáveis

pela taxa de crescimento de células tumorais, tal que, quando esta razão é menor que um temos

que a taxa de crescimento de células tumorais é maior que a de células saudáveis. A taxa de

crescimento de células efetoras depende diretamente da taxa de crescimento de células tumorais,

e o parâmetro que quantifica esta grandeza éf . Variando estes dois parâmetros, podemos

verificar qual é o comportamento dinâmico do sistema em termos das relações entre a taxa de

crescimento de células saudáveis, assim como a taxa de crescimento de células efetoras em

termos das tumorais.

Um espaço de parâmetros, referente ao espectro de valores doexpoente de Lyapunov

obtido para este sistema, com o valor dos parâmetros variando entre0, 4 < c < 0, 82 e 0, 65 <

f < 1, 8, é mostrado na Fig. 4.7. Podemos observar uma série de estruturas periódicas imersas

em regiões caóticas.

Figura 4.7: Diagrama do expoente de Lyapunov para0, 4 < c < 0, 82 e0, 65 < f < 1, 8.

A caixa violeta da Fig. 4.7 foi ampliada, conforme podemos observar na Fig. 4.8 (a), na

qual encontramos estruturas periódicas, tal que seus períodos são mostrados em (b) através de

cores, e pelo diagrama de bifurcação (c).
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A Fig. 4.9 é uma ampliação da caixa azul da Fig. 4.7, na qual também existem várias

estruturas periódicas. Um aspecto importante, observado nas figuras (a) e (b) da Fig. 4.9, é

a existência de estruturas periódicas por adição de período, que inicia com período 6 e vai

até período 17, o que também é observado no diagrama de bifurcação (c). Para uma melhor

visualização do valor dos períodos, na figura (b) houve variação das cores que os representam,

tal que podemos observar os seguinte períodos: 12 (laranja), 13 (ciano), 14 (vermelho), 15

(amarelo), 16 (azul), e por fim, 17 (verde).

4.4 Análise dinâmica para os parâmetrosg × c

Variar os parâmetrosc e g implica em observar o cenário dinâmico proveniente da taxa

de crescimento de células saudáveis em termos da taxa de crescimento de células tumorais,c, e

também pela quantidade de células efetoras inativadas pelas células tumorais, o que é represen-

tado pelo parâmetrog.

Para o intervalo de parâmetros de0, 5 < c < 1, 0 e −0, 5 < g < 1, 7 obtemos a

Fig. 4.10 (a) para o maior valor do expoente de Lyapunov e (b) para períodos. Nesta figura

também existe uma estrutura que lembra uma espiral, e para estudá-la melhor a caixa azul da

figura (a) foi ampliada, e sua ampliação é mostrada em (c), para expoente de Lyapunov, e (d)

para períodos, para os parâmetros0, 55 < c < 0.65 e 0, 4 < g < 1, 3. A relação de períodos

observada na Fig. 4.3 se repete na Fig. 4.10 (d), isto é, existe uma lei de formação por acréscimo

de período da forma4 → 4 → 5 → 5 → 6 → 6 → . . . , no sentido horário.

Outro espaço de parâmetros analisado foi o referentes à Fig.4.11, para0, 65 < c < 0, 8

e−0, 8 < g < 0, 25, no qual podemos observar uma série de estruturas periódicas (a), nas quais

os períodos variam de 5, 6, 7, 8, 9, 10 até 11, como podemos observar em (b), e também no

diagrama de bifurcação dos pontos sobre a reta laranja, onde0, 717 < c < 0, 733.
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Figura 4.8: Espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação do sistema (2.6). Para (a) podemos obser-
var o diagrama do expoente de Lyapunov para0, 65 < c < 0, 8 e 1, 3 < f < 1, 75. Em (b) temos o
diagrama que representa o valor dos períodos para o mesmo intervalo de valores dos parâmetros, em em
(c) o diagrama de bifurcação para os pontos sobre a linha branca de (b), no qual os valores assumidos
parac são0, 673 < c < 0, 797.
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Figura 4.9: Espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação do sistema (2.6). Para (a) podemos obser-
var o diagrama que representa o valor dos períodos para0, 4 < c < 0, 65 e 0, 65 < f < 1, 25, no qual
as cores identificam os períodos estipulados no início do capítulo. Em (b) apresentamos outro diagrama
de períodos para o mesmo intervalo da parâmetros, no qual as cores identificam, respectivamente, os
períodos 12 (laranja), 13 (ciano), 14 (vermelho), 15 (amarelo), 16 (azul), e por fim, 17 (verde). Para
(b) temos o diagrama do expoente de Lyapunov o para o mesmo intervalo de valores dos parâmetro, e
para (d) o diagrama de bifurcação para os pontos sobre a linha brancade (a) e (b), no qual os valores
assumidos parac são0, 587 < c < 0, 65.
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Figura 4.10: Espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação do sistema(2.6). Para (a) podemos
observar o diagrama do expoente de Lyapunov para0, 5 < c < 1, 0 e−0, 5 < g < 1, 7, e em (b) temos
o diagrama que representa o valor dos períodos para o mesmo intervalo de valores dos parâmetros. Na
figura (c) temos a ampliação da caixa azul de (a) para podemos observaro diagrama do expoente de
Lyapunov para0, 55 < c < 0.65 e 0, 4 < g < 1, 3, e em (d) temos o diagrama que representa o valor
dos períodos.
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Figura 4.11: Espaços de parâmetros e diagramas de bifurcação do sistema(2.6). Para (a) podemos
observar o diagrama do expoente de Lyapunov para0, 65 < c < 0, 8 e−0, 8 < g < 0, 25. Em (b) temos
o diagrama que representa o valor dos períodos para o mesmo intervalo de valores dos parâmetros, em
em (c) o diagrama de bifurcação para os pontos sobre a linha branca de(b), no qual os valores assumidos
parac são0, 717 < c < 0, 733.



Capítulo 5

Conclusões

O sistema dinâmico de crescimento de tumores que, em nosso trabalho, corresponde a

um conjunto de três equações autônomas, diferenciais, de primeira ordem e não lineares (2.6),

modela a interação entre populações de células tumorais, decélulas saudáveis e também de

células efetoras. Este conjunto de equações foi obtido por uma compilação de características de

outros sistemas de interação entre populações.

Analiticamente, foi possível encontrar três pontos de equilíbrio. Para um destes pontos

foi calculada a matriz Jacobiana, a partir da qual puderam ser encontrados os respectivos au-

tovalores. Assim, este ponto pode ser caracterizado como instável, o que indica que o sistema

pode apresentar caos e periodicidade.

Os resultados numéricos foram obtidos, basicamente, por meio de diagramas de bifur-

cação e espaços de parâmetros bidimensionais. Para o espaçode parâmetros, dois deles foram

variados e plotados num gráfico, cuja escala de cores utilizada para representar a terceira dimen-

são, corresponde a alguma grandeza de interesse. As grandezas de interesse para este trabalho

são o expoente de Lyapunov e o valor do período. Os períodos foram calculados por meio da

contagem dos máximos locais para a variávelx, e os expoentes de Lyapunov foram plotados

de maneira que podemos identificar as curvas superestáveis das estruturas, a aprtir das quais

podemos observar a variação de período dentro de uma estrutura periódica utilizando para isto,

o espaço de parâmetros no qual é plotado o valor do expoente deLyapunov.

O valor do passo de integração varia dependendo do método de análise dinâmica esco-

lhido, por exemplo, para os atratores temos que o passo utilizado é10−1, para os diagramas de

bifurcação é10−3, para os espaços de parâmetros no qual é plotado o expoente deLyapunov,
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seu valor é10−2, e para os espaços de parâmetros referentes aos períodos, o passo é10−3. Os

valores dos passos foram escolhidos mediante teste numéricos, nos quais observamos que algu-

mas ferramentas utilizadas necessitavam de uma precisão maior no passo de integração do que

outras.

Observa-se nos diagramas de espaços de parâmetros que, independentemente do par

escolhido, existem várias estruturas periódicas imersas em regiões caóticas, que aparecem or-

ganizadas de maneira diferente. No primeiro tipo de organização observamos um arranjo de

estruturas que espiralam em torno de um ponto focal, enquanto acontecem bifurcações por

adição de período do tipo4 → 4 → 5 → 5 → 6 → 6 → . . . . No segundo tipo de organização

as estruturas periódicas tornam-se menores e menores, enquanto o período é acrescido de uma

quantidade fixa, igual uma unidade.
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