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RESUMO

STEGEMANN, Cristiane.Estudo da dindmica em um modelo tridimensional de cresci-
mento de tumores.2012. 48f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica - Area: Dinam&aLinear)

- Universidade do Estado de Santa Catarina, Programa de iadsi#g&o em Fisica, Joinville,
2012.

Um dos modelos de crescimento de tumores é formado por uemsistlinamico tridimen-
sional a tempo continuo, modelado por um conjunto de tréagdes diferenciais ordinarias de
primeira ordem autbnomas. Modelos matematicos para orestd de tumores sdo utilizados
como mecanismos para entender melhor esta doenca, emquadrées para sua identificacéo
através de simulacgdes da distribuicdo espacial de tumouesjesmo analises de interacdes
de populacdes celulares com o intuito de predizer seu cdarpento futuro. Neste trabalho,
serao apresentados alguns sistemas que modelam crescpoentacional, o que fundamen-
tara a escolha das equacfes de crescimento de tumores gtezjgpmente, serdo utilizadas
nas simulacdes computacionais. Do ponto de vista analftaxte-se determinar todos os pon-
tos de equilibrio do sistema e, para um deles, estudar salailektde. Para esta Ultima tarefa,
serdo utilizados os autovalores da matriz Jacobiana. Oa@ss numéricos foram obtidos via
estudo de espacos de parametros e diagramas de bifurcaé@sp&os de parametros sao con-
struidos a partir da variagdo de um par de parametros e dda@dk uma terceira grandeza, que
neste trabalho, seréo o periodo e 0 expoente de Lyapuneweriltados indicam a existéncia
de regides especificas no espaco de parametros em que arastpgriodicas sdo arranjadas
em uma cascata de bifurcacdo por adicao de periodo. Send@adwgtie, na regido mais interna
das estruturas periédicas, é possivel visualizar a linfeugderestabilidade. Por fim, para de-
terminados valores dos parametros, as estruturas persshicapresentam dispostas em espiral,
embora nenhuma lei de formacéo tenha sido encontrada.

Palavras-chave: Modelo tridimensional de crescimento de céncer. Diagraenhifdircagéo.
Espaco de Parametros.



ABSTRACT

STEGEMANN, CristianeStudy of dynamics of an three-dimensional tumor growth.2012.
48f. Dissertation (Mestrado em Fisica - Area: Dinamica Namar) - Universidade do Estado
de Santa Catarina, Programa de Pds-Graduacao em Fisical)eld2®12.

One of the tumor growth model is formed by a three-dimengdicnatinuous-time dynami-
cal system, modeled by a set of three autonomous, first-ardiénary differential equations.
Mathematical models for tumor growth are used as mechartisrstter understand this dis-
ease, find patterns for identification through simulatioinse spatial distribution of tumors, or
even analysis of interactions of cell populations in ordepriedict their future behavior. In this
work, we introduce some systems that model population drowtich substantiate the choice
of the equations of growth of tumors that will later be usedomputer simulations. From the
analytical point of view, one can determine all equilibrigwints of the system and for one of
them to study its stability. For to the latter task, we wileuke eigenvalues of the Jacobian
matrix. The numerical results were obtained by the studyaodmeter spaces and bifurcation
diagrams. The parameter spaces were constructed from #mgehn a couple of parameters
and by calculating a third magnitude, which in this work viaé the period and the Lyapunov
exponent. These results indicate the existence of speegions in the parameter space where
periodic structures were arranged in a period-adding ¢éfiion cascade. It is shown that, in
the innermost region of the periodic structures, it is gassio visualize the superestable line.
Finally, for certain parameter values, the periodic stitees are presented spirally arranged,
although no law of formation has been found.

Key words: Three-dimensional tumor growth model. Bifurcation diagrédarameter-space.
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Capitulo 1

Introducao

Um sistema pode ser definido, de maneira geral, como um donglenobjetos agru-
pados por uma interacao ou interdependéncia, de modo cgtarexielacdes de causa e efeito
nos fendmenos que ocorrem com 0s elementos deste conjintdrfisistema dinamico de-
terministico, por sua vez, consiste em um conjunto de estpdssiveis com uma regra que
determina o estado atual em termos dos estados passadbDg$gd.forma, podemos dizer que
dindmica néo linear € o estudo de sistemas dinaAmicos quesséntds por equagdes diferenci-
ais nao lineares ou por equacdes de diferencas.

O tempo em um sistema dindmico pode ter uma variacdo contouentdo assumir
somente valores discretos inteiros. Um exemplo de um sistén@mico em que o tempace
uma variavel continua, também chamado de fluxo, é um sistémianensional dado por

(1D
ddtl = [ (2, 23 o)

2(2)
ddt2 = By (W, 23 o)

# = Fy(z®, 2@, .. 2)
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Um sistema discreto, conhecido também como mapa, podecséo €mo

(

2 N
xg_lgl = Ml(xil),xg ), ,xg ))
2 1) (2 N
x§+)1 = Mg(xg ),xg ), ,xg ))
e = My (2,22 2™

\

neste caso o tempo assume valores discteto(, 1,2, ... ). Dado um estado inicial
8,22, .. 2", obtemos o estado em= 1 por fazerz, = M (&,), agora escrito na forma
vetorial. Tendo determinadé podemos determinat, e assim sucessivamente.

O estudo de sistemas dinamicos teve inicio no final do sédXpg<iando o matematico
francés Henri Poincaré estudou o problema de trés corpositeshcao gravitacional matua e
descobriu que os métodos utilizados para tratar o problémdamneciam solucdes regulares e
periodicas, as quais se imaginavam existir. O que Poineseobriu foi que o comportamento
geral de um corpo sob a influéncia gravitacional de outrcs mhoiito mais pesados, por exem-
plo um asteroide entre o campo gravitacional do Sol e deelvupita irregular, e essencialmente
imprevisivel, pois quaisquer duas 6rbitas com condi¢Gegin arbitrariamente proximas re-
sultavam, no futuro, em orbitas muito diferentes [3]. Esieum dos primeiros trabalhos na
area de dinamica néao linear que conhecemos atualmentee Bgadla época até os anos cin-
guenta ndo houveram estudos significativos em sistemas goat&es diferenciais que néo
possuissem solu¢des analiticas, até porque as equadizeslasi para modelar alguns sistemas
em questdo eram muito complexas e 0S recursos CoOmputaECEsTaSSos.

Nos anos sessenta 0 matematico Edward Norton Lorenz temq@uefessor de cién-
cias atmosféricas no Massachusetts Institute of Techp@Miy), e apds trabalhar na Segunda
Guerra Mundial como meteorologista, resolveu continuatané@rea, estudando a previsao do
tempo. Utilizando um computador e um sistema de equacOeeddiais que modelavam os
processos de circulagdo de ar na atmosfera, conducao de caloservacdo de massa, ele con-
seguiu solucdes aproximadas e percebeu 0 mesmo fendmeived@dcia de solu¢cdes quando
estas estavam inicialmente muito proximas [4], que Poinahavia descoberto. Este fené-

meno é atualmente conhecido como "dependéncia sensivebndg@es iniciais”, condi¢éo
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necessaria para apresentacéo de comportamento caotico.

O conhecimento acerca de sistemas dinamicos torna-senteagiteressante por en-
volver o estudo da evolucdo temporal de grandezas das quastema é composto. Também
se faz util no desenvolvimento de sistemas que ainda estjaasrajamento de construcao
com a finalidade de otimizar testes em prototipos, reduzasgon tempo e custo destes, com
a utilizacdo de simulacdes numéricas. Hoje em dia sabenw® gomportamento cadtico é
observado nas mais variadas areas como no sistema solaretorotogia, na evolucéo de
populacdes, no escoamento de fluidos, reacdes quimicas@neie) s6 para citar algumas.

Neste trabalho, serdo empregadas técnicas de construgdpaims de parametros para
0 estudo de um conjunto de trés equacdes diferenciais ang®mao lineares e de primeira
ordem, que modelam a dindmica de crescimento de tumores. pitul©a2 este modelo de
crescimento de tumores, sera estudado com mais detalbigs,casno os trabalhos que funda-
mentam a escolha das equacdes, bem como seu processo desaatiglezacdo. No Capitulo
3 primeiramente sera feito um estudo acerca dos pontos déeqle da estabilidade do sis-
tema, e posteriormente, serdo apresentadas todas asdetasrde analise dinamica que pos-
teriormente serdo empregadas na apresentacdo dos resultadéricos obtidos. No Capitulo
4 serdo apresentados os resultados numéricos obtidos fiemmpao Capitulo 5 as conclusdes

gerais do trabalho.



Capitulo 2

Modelos para crescimento de tumores

Neste capitulo sera feita uma pequena abordagem sobre twhagmconhecida como
cancer e o que esta sendo feito em termos de modelagem matepaat estudo desta doenca.
Posteriormente serdo apresentados alguns modelos miatestd interacao entre populacdes
gue fundamentam o desenvolvimento do sistema do qualgrads nosso estudo, sendo que es-
tas equacdes serao adimensionalizadas e posteriorm@mtoifigurar o conjunto de equacdes
diferenciais autbnomas e de primeira ordem a partir do gerdosfeitos todos os estudos

dinAmicos deste trabalho.

2.1 Introducéo

Modelos matematicos para crescimento tumoral tém sidoanwgite estudados com
0 objetivo de entender melhor os mecanismos da doenca egsaaada identificacéo [5, 6, 7,
8, 9, 10]. Segundo o Instituto Nacional de Cancer, o INCA [1lferono cancer refere-se a
um conjunto de mais de cem doencas que tem uma caractenisicaneum, que é o fato de
suas células terem uma série de peculiaridades, sendacgptidelas, a multiplicagéo celular
descontrolada devido a uma alteracdo no material genétic®@ldlas somaticas. As células
somaticas sdo todas as células que se reproduzem, ou sefapodiumano, apenas os évulos
e espermatozoides néo fazem parte deste grupo.

Quando o sistema imunologico ndo consegue identificar oniredr esta anomalia,
formam-se os tumores, que podem ser benignos ou maligndsnm@ses benignos correspon-

dem a um conjunto de células cancerosas que pararam de lioatge, ou multiplicam-se



2.1 Introdugéo 14

lentamente sem causar grandes problemas fisicos depogtatenthado periodo. Os tumores

malignos apresentam proliferacdo descontrolada, sumelesmorte celular e, depois de passar
por uma fase de maturacéo, algumas células adquirem a dagaae se desprender do tumor
e migrar para outros 6rgaos, principalmente através desrgs circulatorio e linfatico, o que

é clinicamente conhecido como metastase. O maior problencdnter € que as células, que
sdo responsaveis por realizar determinadas fungfes, &ndevida alteracdo de seu material
genético, acabam ficando ineficientes, comprometendoneipid, a parte anatbmica em que

encontram-se, o que indiretamente compromete o funciomande todo o organismo.

Vérios aspectos do crescimento de tumores tem chamadog@ateos cientistas, como
por exemplo, o estudo de crescimento de tumores esferdi@¢s fambém de padrdes frac-
tais de determinados tumores bidimensionais, como por @reos tumores mostrados na
Fig. 2.1, retirada do artigo de Ferreira [13]. Além de estwanorfologia de tumores, al-
guns pesquisadores propuseram sistemas de equacOerai#isrgue identificam interacdes
entre as células tumorais com outras células do corpo, cemé@alas saudaveis e as células do
sistema imunoldgico, como por exemplo Kuznetsov [14], gap@s um modelo de equacdes
diferenciais de segunda ordem que leva em conta a iteragd®@lldas do sistema imune e das
células tumorais. Pillis e Radunskaya [15], incluiram nestelelo o crescimento de células
saudaveis e utilizaram teorias de controle, simulandoitoale quimioterapia.

O sistema de equacfes que sera estudado neste trabalhedadbanos modelos pro-
posto pelos pesquisadores citados anteriormente [14e1%)sso objetivo é estudar o com-
portamento dinamico do sistema mediante variacdo de seaseaos de controle que estéo
inseridos no conjunto de equacdes que descrevem a inteeat@&oas taxas de crescimento
celular. Para um melhor entendimento dos termos do sisteraguhcdes a ser estudado poste-
riormente, se faz importante uma breve revisao acerca dagfjtemas de crescimento popula-
cional, pois basicamente, os modelos de crescimento demi@stuem interagcdo e competicéo
entre os grupos celulares envolvidos e sdo baseados nodosaldetipo predador-presa, e

também, de crescimento logistico.
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- (b)

®

(h)

Figura 2.1: Morfologias comuns observadas no crescimento de tumoredesm Em (a) observamos
um tumor originado no epitélio de mucosas com formato papilar, (c) tumor dmtepitelial com for-
mato sélido e compacto, (€) tumor encontrado em plasmadcitos que possuiduio jpie crescimento
desconexo e em (g) tumor epitelial relacionado com a sustentagédo @s @ apresenta uma orga-
nizacdo de ninhos e cordas. (b), (d), (f) e (h) sdo figuras que simotapadrdes obtidos nos itens
anteriores. Figura extraida de [13].

2.2 Modelo tridimensional de crescimento de tumores

Em dinamica néo linear encontramos alguns tipo de sisteoesqdelam crescimento
de populacao. Dois dos mais conhecidos modelos sdo o deud#it6] e o modelo de Lotka-
\olterra do tipo predador-presa [17, 18].

O modelo de Malthus pode ser representado pela equacéo
Ny = alN (2.1)

na quale € uma parametro positivo maior que N € o numero de individuos de determinada



2.2 Modelo tridimensional de crescimento de tumores 16

espécie. Este € um exemplo de modelo discreto, no qual o taggpme valores discretas=£
0,1,2,...), e 0 estado atual do sistema é dado em termos de um estadorarB®demos
perceber que quando o tempo é muito grande o nimero de ind#&/tdnde a infinito.

Verhulst [19] estudou modelo de Malthus e em 1838 propds @irsegequacao
= N =7rN(1-%). (2.2)

Esta equacéo logistica, cone £ sendo constantes positivas, contempla um crescimento
de uma populacédo que chega em um valor limite com o0 passangmiesem interagir com
outra populacdo. Este € um exemplo de sistema continuo,atdegpipo varia continuamente e
o sistema € modulado por uma equacao diferencial.

Lotka e Volterra propuseram, independentemente, o sisgeaoje € conhecido como

predador-presa, que contempla a interacéo entre duasagdpsle é dado por

N = aN —bNP,

P = ¢NP—dP, (2.3)

ondea, b, ¢ e d sdo constantes positiva¥, o numero de presas/e o niumero de predadores.
Podemos observar que na auséncia de predadores o nUmeesae gesce exponencialmente,
e a longo prazo, havera superpopulacao de presas. O numgresas ¢ também associado ao
numero de predadores pelo segundo termo desta equacé@|pawiimero de presas decresce
de acordo com o numero de predadores. A segunda equacadat@escimento da populacao
de predadores, que cresce com a oferta de presas e dimirmnexgalmente na auséncia de
presas.
Murray [20] estudou alguns sistemas que descrevem o crestonpopulacional, e

propbs um tipo de modelo, que segundo seu ponto de vistasé@adistico que 0s apresentados

anteriormente, dado por

= rN(1—%)— PNR(N),
P = sP(1-4). (2.4)

Nesta equacad’ € o numero de presas, o nimero de predadoresa taxa de cres-
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cimento da populacéo de presasa constante de capacidade maxima de populacédo quando o
nuamero de predadores € nuloa taxa maxima de crescimento da populacédo de predadores,
constante positiva &(N') o termo referente a predacao. Este sistema de intera¢&opemmtn-
lagcbes é considerado mais realistico por Murray, devidatode ndo apresentar, por exemplo,
crescimento ilimitado de presas na auséncia de predagoisgste é descrito por uma equacéao
logistica.

A luz destes modelos matematicos vamos estudar a interag@oas populacdes celu-
lares, que é apresentado no artigo de Itik e Banks [21]. Nestpaos autores estudam a
estabilidade do sistema para um ponto do espaco de fasepar@metros fixos, além disto,
encontram o atrator caético para este ponto e também calsuiadimensao fractal. A primeira
equacao do sistema (2.5)(¢), refere-se a taxa de variagdo da populagdo de células tismora
no tempot. A taxa de variacdo da populagdo de células saudaveis é dad&f e por fim,
E(t) é a taxa de variagdo da populagéo de células efetoras dmaisteine, sendo que estas
tem a capacidade de ligar-se aos agentes estranhos acsorganie estao relacionados com o

tumor, com objetivo de destrui-los.

T = TlT(l — kzl) — CL12TH — CL13TE

= TQH(l - k;_li) - CZQlTH

TgTE
= —anTE — dsFE. 2.5
T+ ks 51 3 (2.5)

O primeiro termo da primeira equacao refere-se ao crestamegistico das células
tumorais na auséncia de qualquer efeito de outros grupokaeed, tal como o modelo de Ver-
hulst, no qual-; € a taxa de crescimento das células tumorais a constante de maxima
capacidade de populacédo, ou como € conhecida na literataxima capacidade de transporte.
A competicdo entre células saudaveis e cancerigenas &eafada pou ;T H, 0 que resulta
na perda de células tumorais em detrimento da multiplicde@elulas sadias, e por fimgT FE
€ proveniente da quantidade de células tumorais eliminaelas células efetoras, tal como é
apresentado pelo modelo predador-presa.

Na segunda equacéo observamos que o primeiro termo tamfe¥erse ao crescimento
logistico, neste caso, o de células saudaveis, noguala taxa de crescimento das células

saudaveis &, a maxima capacidade de transporte. O teand H representa a perda de
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células saudaveis devido a substituicdo destas por célutasais.

Na ultima equacdo temos que o primeiro termo refere-se m@sifdo do sistema
imunoldgico pelas células tumorais devido a presenca digesos, sendo que a taxa de reco-
nhecimento das células tumorais pelo sistema imunologipentle de sua antigenicidade. Para
simplificar o sistema consideraremos que a estimulacastins imune depende diretamente
da quantidade de células tumorais. As células efetorasafivadas pelas células tumorais na
taxa deus; TF, e o termad; F é a taxa natural de morte das células efetoras.

Essencialmente, este é o modelo que pretendemos estudaiain@le a pena ressaltar
gue para haver relevancia biolégica, todos os parametk@srdser positivos, e também, pela
propria caracteristica basica de reproducédo celular destada das células cancerigenas, o

parametro-; € maior do que o parametre.

2.3 O modelo matematico adimensionalizado

A partir do modelo apresentado anteriormente faremos agumanipulacdes algébri-
cas com o objetivo de adimensionalizar o sistema de equag@®scomo diminuir o tempo de

calculo computacional. Para isso faremos as seguintestaigizes

rT=—,Yy=-—, 2=—,t=r1t.
YTk s !

Podemos também fazer uma readequacao de outros paranesitosyendo-os da seguinte

forma

- aiaks b— aizks T2 d— as1ky T3 o azi ki . k3 h— d3
a = ) - , €= —, - , €= —, = 7f__7 - -
1 1 ™ r 1 1 ky r

Por fim, teremos o conjunto de trés equacdes diferenciaiimgares, autbnomas de primeira

ordem

t = z(l —x)—axy — bzz,

y = cy(l —y) —duy,
z = ;izf —gxz — hz, (2.6)
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cuja dindmica € nosso objetivo de estudo.



Capitulo 3

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo faremos primeiramente os calculos parapala equilibrio e analise de
estabilidade do sistema de estudo. Posteriormente ser@seapados os metodos aplicados na
analise dinamica do sistema de estudo proposto, o que tmneisstudo de algumas ferramen-
tas utilizadas em dindmica néo linear tais como atratomgsentiéncia sensivel as condicdes

iniciais e expoentes de Lyapunov, espacos de parametragmadias de bifurcagao.

3.1 Pontos de equilibrio e estabilidade

Para analisarmos a estabilidade do sistema (2.6), devamostear os pontos de equi-
librio, que s&o obtidos fazendo= 0, y = 0, 2 = 0, nas equagbes (2.6). Impondo estas

condicdes, obtemos trés equacdes algébricas dadas por

z(l—2z)—ary —brz = 0,

cy(l—y) —dxy = 0,
exrz
x4+ f

—grz—hz = 0.

A partir de sua resolucao, podemos encontrar trés pontoguiléoeio

PO = (07 07 0)7
Pl — (047 C_Cdaa C(l_a);ca(c_ad)>7

P2 _ (ﬁ’ c—cd,B7 c(l—a)—bf(c—ad) )’
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tal quea e 5 sdo

e—h—fg++/(fg+h—e)?—4fg

o =
29

5 e—h—fg—+/(fg+h—e?—4fg

_ 5 .

A partir do calculo dos pontos de equilibrio podemos eneorgrmatriz jacobiana do

sistema (2.6), que € dada por

1—2x—ay— bz —ax —bx
J = —dy c—2y—dzx 0
efz exr
@+F)° 0 wipy 9T

A matriz jacobiana, calculada no pontp € dada por

1 0 O
Jo=10 ¢ 0
0 0 —h

Conhecida a matriz jacobiana no poritg podemos calcular os autovalores, \; e

A3, da equagéddet(Jy — AI) = 0 ondel é a matriz identidade,

det(Jy— ) = 0
(1—N(e—MN(=h—A) = 0, (3.1)

na qual a equacao (3.1) € conhecida como polinébmio carstiterie a partir de sua resolucao

temos que os autovalores séo

A= 1
AQ = C
A3 = —h.

Podemos estabelecer a estabilidade de um ponto por meidlieatos valores da parte
real dos autovalores. Sabemos que quando pelo menos umtdealaxes € positivo, 0 ponto
esta em equilibrio instavel, e quando negativo, o ponto est&quilibrio estavel. Todos os

parametros do sistema sao positivos, entdo, temosqee,, por serem positivos, nos levam
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a encontrar equilibrio instavel, g, por ser negativo, equilibrio estavel. Como para o mesmo
ponto temos dois autovalores positivos, podemos conclerigy é um ponto de equilibrio
instavel, o que possibilita a existéncia de 6rbitas pecagle cadticas no sistema (2.6) [22].

Os autovalores da matriz jacobiana para os poftos I, sdo demasiadamente com-
plicados, pois referem-se a polinbmios grandes para os quanalise de estabilidade ficaria
comprometida por se tratarem de varias relacdes entre padye por este motivo, estes auto-
valores ndo foram calculados neste trabalho. Um métodoguelbpode-se obter informacdes
acerca da estabilidade em situacdes onde os autovalordss&wos por equacdes grandes, é
o critério de Routh-Hurwitz [22]. Fazendo uso deste crit@ademos verificar a estabilidade

do sistema a partir da analise dos coeficientes do polinbanacteristico do sistema.

3.2 Atratores

O espaco formado pelas variaveis dinamicas do sistama { no sistema (2.6)) é
chamadoEspaco de Fasee o caminho tracado pelo sistema neste espaco de fase, damedi
gue ele evolui no tempo, é chamadaibita ou trajetoria.

Um sistema dinamico pode ainda ser caracterizado como rwaiise ou dissipativo.
Sistemas conservativos conservam o hipervolume do espdesel durante a evolucdo tempo-
ral enquanto sistemas dissipativos o contraem. Para uemgdridimensional, tomamos um
volume de condig¢es iniciais no espaco de fase e estudamas acqntece com ele a medida
gue o tempo passa. A condicdo necessaria para a existénateattges € que o sistema em
guestao seja dissipativo.

Podemos determinar a regiao dissipativa do sistema (26)laado o seu divergente,
como mostrado na seguinte expressao:

- = O 0y 0z
VF:£+%+&.
Este calculo nos da como resultado

(I+c—h)=@2+d+g9—- ) —(a+2)y — bz,

tal que para este sistema ser dissipativo, as variaveisaasptros devem obedecer a seguinte
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condicéo

(I+c=h)—2+d+g—;5)r—(a+2c)y—bz <0

Um aspecto importante no estudo de sistemas dinamicopalissis € a existéncia de
atratores Atratores sao conjuntos invariantes de pontos que estaorenolume de condi¢cdes
iniciais, para um sistema tridimensional, no qual érbite®imas convergem depois de um
tempo suficientemente longo. O conjunto completo de coedigdiciais que convergem para

um dado atrator é definido como sua bacia de atracéo.

0270

0264

0,1915

¥ 1700

Figura 3.1: Atratores do sitema (2.6). Para((a)) = (0,51; 1, 79) no qual o comportamento € definido
como ponto de equilibrio. Em (8}, /) = (0, 5032;0,8393) no qual observamos comportamento peri-
odico. Para (cje, f) = (0,4328; 0, 7405) o0 comportamento é cadtico.

Para o sistema de estudo (2.6) foram encontrados variasdgatratores, tais como os
mostrados na Fig. 3.1. Para constru¢cdo dos mesmos, o si@déhdoi integrado utilizando
um algoritmo Runge-Kutta de quarta ordem com passo igudl—4, considerand®00000
passos, dos quais foram plotados os ultit@¥)0 pontos, e as inicializagdes de, y, z) foram
(0,1;0,1;0,1). Os valores dos parametros em comum, utilizados em todosraisras da
Fig. 3.1, saar = 1,0,b = 2,5,d = 1,5,e = 4,5, g = 0,2 e também = 0,5. Cada atrator
tem um par de valores para os parametres’. Paraa Fig. 3.1 (&)= 0,51 e f = 1,79, para

(b) c=0,5032e f =0,8393, para (C)c = 0,4328 e f = 0, 7405.
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3.3 Dependéncia sensivel as condi¢des iniciais

Como se pode observar pela Fig. 3.1, existem varios tiposrdtes, ou seja, varios
tipos de comportamentos possiveis para sistemas dissipapara 0s quais 0 conjunto de
condicdes iniciais escolhidos pode levar o sistema degoisydtempo suficientemente longo.
Entre eles, podemos citar ponto de equilibrio, ciclo limaambém chamado de periddico,
regime quasiperiédico, ou também para um atrator caotico.

O ponto de equilibrio, ou ponto fixo, € determinado valor nuage de fases, para o
gual converge o sistema depois de um tempo suficientemarge.ldO atrator perioddico, ou
ciclo limite, € um conjunto de pontos para o qual o sistemaeqge, e 0 seu periodo pode ser
contado pelo numero de maximos de alguma das variaveispagpsema descreve uma orbita
completa. No caso da Fig. 3.1 (b) é mais facil identificarmo&mero de maximos da variavel
x, que vai resultar na figura de um atrator periodico de perdodo

Considerando um sistema deequacdes diferenciais ordinarias, no qual exista uma
hiperesfera de condi¢des iniciais centradas no pst9, tal que este sistema é descrito em
termo dg-ésimadimensadq;j = 1,2, ...,n), e conforme o tempo passa este volume sofre algum
tipo de deformacgéo. Admitindo que o raio inicigl(t, ) tenha variado exponencialmente, depois

de determinado tempo, de maneira que o seu valor correspahda, temos que
dj (t) = dj (to)e/\j(t_to)7

e a partir disto, podemos escrever que

). = nld;()/d;(to)]

J t—t '

onde os numeros; sdo chamados de expoentes de Lyapunov. O expoente de Lyegpenad
mente é calculado numericamente, e sdo raras as situac@geeaste calculo pode ser feito de
forma algébrica, o que acontece quando a derivada de cadedagcompreendida pelo sistema,
€ uma constante. Para sistema conservaﬁ&ozsj = (, e para 0s dissipativoi Aj < 0[1].
Sobre uma orbita periddica, a disg;mcia entre duas corsjigﬁéalrri;te vizinhas se
mantém, em meédia, de modo que o expoente de Lyapunov ass@ciessa direcdo é nulo.

Nas direcBes perpendiculares ao atrator periddico, hdiag@t de volume no espaco de fase.
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Portanto, os expoentes de Lyapunov correspondentes adiesdes Sao negativos.
Comportamento cadtico é caracterizado pelo distancianespimnencial das trajetorias
vizinhas no espaco de fases. Nesse caso, ha pelo menos uen&xge Lyapunov positivo,
0 que implica dependéncia sensivel nas condi¢des inicesxésténcia de um atrator caotico,
também chamado de atrator estranho, no espaco de fase.
Num sistema tridimensional, como é caso do modelo de cres¢antumoral, existem
trés expoentes de Lyapunov. Chamando-os\de,, \3, sendo que estes estdo organizados
respectivamente do maior para o0 menor, podemos fazer uriseati@ seus valores e encontrar

guatro tipo de atratores:

e para oponto de equilibriptem-se\;, A2, A3 < 0, j& que o volume de condig¢des iniciais
deve se contrair ao longo das trés direcdes do espaco deafisede que a trajetoria

converja para um ponto;

e para ociclo-limite, tem-se\; = 0 e A\, A3 < 0, sendo que o0 expoente nulo corresponde

a direcdo ao longo da orbita fechada, neste caso observamatsator periodico;

e para otoro bidimensiongltem-seA;, \; = 0 e A3 < 0, de modo que a trajetoria atra-
tora situa-se sobre uma superficie, na qual podemos eacaonircomportamento quase
periédico. Entende-se por comportamento quase periodit situacdo dinamica na
qual orbitas nunca se fecham sobre si mesmas, entretani@mesentar dependéncia

sensivel nas condic¢des iniciais.

e para oatrator estranhgou cadtico tem-sg; > 0, A\, = 0 e A3 < 0. Um expoente deve
ser positivo para que exista dependéncia sensivel com di;den iniciais, um deve ser

nulo, e outro deve ser negativo.

3.4 Espacos de parametros para o expoente de Lyapunov

Quando calculamos os valores dos expoentes de Lyapunowpsdgerar numerica-
mente um grafico conhecido em dinamica nao linear como egfgparametros. O espaco de
parametros é um diagrama tridimensional, no qual duas difesnsdo dadas pela variacédo de

dois parametros, e a outra dimenséao representa uma qulntdanteresse, neste caso, 0 ex-
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poente de Lyapunov para aquele intervalo de parametro® gp@esentado por um gradiente
de cores.

Os espacos de parametros para o célculo do expoente de byapuresentados nesta
dissertacédo, foram obtidos mediante a resolucdo numeéeicaqdacdes adimensionalizadas.
Para isso, foi utilizado o método Runge-Kutta de quarta ordem passo fixo de integracéo
igual a10~2 para cada par de parametros. Estes valores foram disd@tizan uma malha de
600 x 600 pontos conmb000000 de passos de integragao para cada ponto. As condi¢cfessinicia
para(zo, o, z0) foram(0, 1;0, 1; 0, 1), para cada incremento de valor dos pardmetros utilizamos
0 ultimo valor de(x, y, z) como novas condigdes iniciais para o célculo do seguinteesxp,
método conhecido comseguindo o atratar

Para efeitos de analise do comportamento dinamico do mopettemos plotar trés
gréaficos, um associado ao maior expoente, um ao segundo enaiorpara 0 menor, que é o
terceiro expoente.

Para o espacgo de parametros do primeiro maior expoente germhga variamos con-
tinuamente o espectro de cores, desde o branco (expoem@s/os), passando pelo preto
(expoente zero), até chegar ao amarelo e ao vermelho (eegogositivos). Dessa forma,
conseguimos identificar o comportamento do sistema, régpeente, como sendo regido de
pontos fixos, periddica ou cadtica, como € mostrado na RZga3. O segundo maior expoente
€ mostrado na Fig. 3.2 (b), na qual os expoentes negativggaados na cor branca e os iguais
a zero na cor preta.

E possivel mesclar os dois gréaficos, de primeiro e segundur mgoente de Lyapunov,
gue consiste em criar uma condicéo de plotagem do primeiror @poente: se ele for igual
ao intervalo de valores que definimos como sendo zero, potasegundo maior, tal como rep-
resentado na Fig. 3.2 (c) [23, 24]. As linhas brancas nesiegfigpresentam o que € chamado
na literatura, para sistemas a tempo discreto, de regi@eEsesiaveis [23, 24, 25]. A partir
da visualizacdo destas linhas é possivel ter uma ideia dhileddde da estrutura periddica,
observando por exemplo, onde existirdo bifurcacoes.

Em todo o restante do trabalho foram feitos espacos de paaaEt&s como o mostrado
na Fig. 3.2 (c), nos quais a escala de cores dos expoentesremarmalizadas para cada figura,
com o objetivo de melhorar a visualizacédo das grandezadulgoes

Estruturas periédicas imersas em regides cadticas fotatadas em trabalhos recentes [26,
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Figura 3.2: Espacos de parametros do sistema (2.6).

27, 23, 28], onde sistemas dindmicos sdo modelados por usmtome equacdes diferenciais

de primeira ordem tal como acontece neste estudo.
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3.5 Espacos de parametros para periodos

Com a mesma variacao de parametros utilizada na Fig. 3.2nmosdelotar uma figura
na qual ao invés de plotarmos o expoente de Lyapunov, platamalor do periodo da estrutura,
com relacado a variavel, que esta imersa em uma regido caotica [29, 30], tal como &rados

na Fig. 3.3. Os periodos sao representados pelas coresgetalstiuturas com periodo 3 sao

1,0

0,65

042 0,52
c

Figura 3.3: Figura que mostra alguns periodos encontrados na Fig. 3.2.

plotadas marrom, periodo 6 em azul, periodo 12 em verde, @waid periodos, inclusive caos,
em preto. Este gréfico foi elaborado com um passo fixo de agégrdel0—3. Estes valores
foram discretizados em uma malhald@0 x 1000 pontos equidistantes cos00000 de passos
de integragdo para cada ponto. As condicdes iniciais(parago, zo) foram mantidas fixas para

o célculo do periodo de cada ponto do espago de parametesyalsr foi(0, 1;0,1;0,1).

3.6 Diagrama de bifurcacao

Outra forma de determinar o valor de periodos é através agsaanas de bifurcacéo,
gue sao Uteis para estudar a periodicidade e os tipos depar@® caos em fungcédo dos para-
metros de um sistema. S&o construidos plotando uma variaper exemplo, em funcéo de

um parametrog por exemplo.
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O parametro escolhido para plotar o diagrama de bifurcagdogd 3.4 € a:, que varia
de entre0, 488 < ¢ < 0,498, tais valores estdo sobre a reta branca da Fig. 3.3. Como era
previsto pelo gréfico de periodos, inicialmente temos urntratesa de periodd que bifurca
por dobramento de periodo para uma estrutura de pefiaglalepois pard2, e assim por

diante, até chegar em uma regido cadtica. Este diagrameitiocbm passo fixo de integracéo

igual a10~3.
0,6 L
X
04~ /___g’:”::‘r‘(p
0,2 .
I I
0,488 0,496

C

Figura 3.4: Diagrama de bifurcagéo para os pontos sobre a reta bnastrada na Fig. 3.3 pafa488 <
¢ < 0,498.



Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados obdtes tnabalho, mediante a uti-
lizac&do das ferramentas descritas no Capitulo 3. Vale a pssaltar que, quando os parametros
sdao fixos, seus valores séo= 1,0,b = 2,5,¢=0,6,d = 1,5,e = 4,5, f =1,0,g = 0,2 e
tambémh = 0, 5.

Para facilitar a leitura e o entendimento dos resultaddszssonveniente estabelecer as
escalas de cores utilizadas nos espacos de parametros. dlagaama que representa o maior
valor do exponente de Lyapunov do sistema, as regides gesaapam comportamento cadtico,
sao indicadas pelo espectro de cores que vai do amareloraelter

Para os espacos de parametros que representam valor ddoperientualmente a es-
cala de cores proposta pode ser alterada, quando isso eagpmta legenda da figura havera
informacdes sobre adequacéao feita. Em geral, utilizarenestala de cores conforme a tabela

abaixo.
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Cor Valor do periodo

preto

laranja

ciano

vermelho

amarelo

azul

verde

marrom

O o N OO 0| |W|DN|PF

violeta

branco 10

cinza 11

preto | igual ou maior que 12

4.1 Analise dinamica para 0s parametrog x d

O parametral esta relacionado com a perda de células saudaveis em dtridaesubs-
tituicdo destas, por células tumorais. Este aumento dalggimude células tumorais aumenta
a taxa de crescimento de células efetoras, pois esta takaiestamente relacionada com a
guantidade de células tumorais presentes no organisma.tdst de crescimento é represen-
tada pelo parametra A seguir, serdo apresentados os resultados dinamicaksiaipartir da
variacao destes dois parametros.

Na Fig. 4.1, podemos observar que (a) € o diagrama de expderitgapunov para
0,9 <d < 2,6e3,0 < e < 6,0, (b) diagrama de periodo, para 0 mesmo intervalo de
parametros, e (c) é o diagrama de bifurcacéo para os poriios @oeta branca da Fig. 4.1 (b).
Podemos observar que existem estruturas periddicas snemsaegides caodticas (a), tal que
seus respectivos periodos sao mostrados na figura (b).

A partir na analise de cores do diagrama de periodos podelnsesvar que existe uma
regido, abaixo da reta branca de (b), onde ha variacdo dodadoperiodos, de maneira que
podemos quantificar este acréscimo de como sendo feito pg&oadal que observamos uma

regido azul (periodo 6), posteriormente uma regido verdedgo 7), marrom (periodo 8),
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Figura 4.1: Espacos de parametros e diagramas de bifurcacéo do sigt@maara (a) podemos ob-
servar o diagrama do expoente de Lyapunov pafa< d < 2,6 e€3,0 < e < 6,0. Em (b) temos o
diagrama que representa o valor dos periodos para 0 mesmo intervalords das parametros. Em (c)
temos o diagrama de bifurcacdo em relacdo a variapelra0, 900 < d < 1, 326.
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violeta (periodo 9), branco (periodo 10) e por fim, cinzaifmir 11). Tais valores para os
periodos bem como a rota para o caos seguida pelo sistenmmapsé&rados na Fig. 4.1 (c).

Na Fig. 4.2 observamos o0 que acontece na ampliacao da caixaegtrada na Fig. 4.1
(a). Primeiramente podemos observar o espaco de parametvator do espectro de Lyapunov
paral,8 <d < 2,6e4,0 < e < 5,8 (a), e posteriormente, o valor dos periodos para 0 mesmo
intervalo de parametros (b). Para esta figura néo foi obdemanhum tipo de lei de formacéao

das estruturas periodicas.

-0,35

4,0
1,8 2,6

(b) d

Figura 4.2: Espacos de parametros do sistema (2.6), correspondeatra azul da Fig. 4.1 (a) . Para
(a) podemos observar o diagrama do expoente de Lyapunovpara d < 2,6 €4,0 < e < 5,8.
Em (b) temos o diagrama que representa o valor dos periodos para o mésmwvaonde valores dos
parametros.

Na Fig. 4.3 observamos uma ampliacao da caixa violeta nuastra Fig. 4.1 (a). Este

espaco de parametros (a) apresenta uma disposicao darestpériddicas em forma de espiral,
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0 que ja é conhecido na literatura para outros sistemas 125 A3partir disto foi investigado
valor do periodo destas estruturas, o que foi feito com dragrde bifurcacéo (b) pata2 <

d < 1,62, construido para os pontos sobre a reta azul da Fig. 4.3¢denkos observar que a
estrutura de periodbliga-se ne estrutura de periobice esta liga-se a de periodmovamente,

posteriormente a de periodpassim por diante, no sentido anti-horario.

(b) d

Figura 4.3: (a) Espacos de parametros do sistema (2.6), correspesdeaixa violeta da Fig. 4.1 (a), no
qgual podemos observar o diagrama do expoente de LyapunoV,Ratad < 1,7e3,2 < e < 4,0, onde
0S numeros em azul representam os valores dos periodos naqtreiaga&speriodicas. (b) Diagrama
de bifurcacao para os pontos sobre a reta azul de (a), tdl.que d < 1, 62.
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4.2 Analise dinamica para os parametrog x d

O parametrqy esté relacionado com a quantidade de células efetoragadas pelas
células tumorais, o que acontece em virtude de sua asso@agéas células tumorais com a
finalidade de destrui-las. O parametirtrata da substituicdo de células saudaveis por células
tumorais. Este parametros se relacionam pelo fato de queerda da populacéo de células

tumorais favorece o aumento da quantidade de células atatmtivadas.

0,05

0,0

0,8 2.2

(b) d

Figura 4.4: Espacos de parametros e diagramas de bifurcacéo do sigt@maara (a) podemos ob-
servar o diagrama do expoente de Lyapunov pafa< d < 2,3e0,0 < g < 1,7. Em (b) temos o
diagrama que representa o valor dos periodos para 0 mesmo intervalords das parametros.

A partir da variagdo destes dois parametros no intervaloatiges0,7 < d < 2,3 e
0,0 < g < 1,7 obtemos a Fig. 4.4. Existem muitas estruturas periodicas\edas em regides
caoticas (a), e em (b) podemos ver quais sdo os periodos daesnastruturas periddicas

mostradas em (a).
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(b) d

Figura 4.5: Espacos de parametros e diagramas de bifurcacéo do si2t@ma éra (a) podemos ob-
servar o diagrama do expoente de Lyapunov pata< d < 2,0e0,2 < g < 1,5. Em (b) temos o
diagrama que representa o valor dos periodos para 0 mesmo intervalords das parametros.

A Fig. 4.5 é uma ampliagéo da caixa azul da Fig. 4.4 para osredrésl, 2 < d < 2,0
e0,2 < g < 1,5. Podemos observar que as estruturas periddicas tambéspséeri em forma
espiral (a), e em (b) podemos vizualizar o valor dos periagssas estruturas. A relacdo de
periodos observada na Fig. 4.3 se repete na Fig. 4.5 (bg,istdste uma lei de formagé&o por
acréscimo de periodo da forria~ 3 — 4 — 4 — 5 — 5 — ..., no sentido anti-horario.

A Fig. 4.6 € uma ampliacdo da caixa vermelha da Fig. 4.4 pargovalo de parametros
del,0 < d < 1,1e1,35 < g < 1,65, na qual em (a) podemos ver que existe uma série
de estruturas periodicas dispostas em sequéncia. Em ¢ foalculados seus respectivos
periodos, para os quais foi feita uma adequacédo das coressguepresentam, tal que seu

valor, para cada estrutura, esta escrito na propria Fighd.@ara confirmar os valores destes
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periodos, foi feito o diagrama de bifurcacdo para os pomtoesa reta branca da figura (b), para
1,0 < d < 1,1, no qual o valor dos periodos esta localizado em cada jarglaribdicidade.

0,02

0,0

0] E I
(c) d
Figura 4.6: Espacos de parametros e diagramas de bifurcacdo do sB#@®mBRdra (a) podemos obser-
var o diagrama do expoente de Lyapunov pafi< d < 1,1e1,35 < g < 1,65. Em (b) temos o

diagrama que representa o valor dos periodos para 0 mesmo intervalords das parametros. Em (c)
temos o diagrama de bifurcacdo em relacdo a variaparal, 0 < d < 1, 1.
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4.3 Analise dinamica para os parametroy x c

O parametra: refere-se a uma razao entre a taxa de crescimento de cauldéveis
pela taxa de crescimento de células tumorais, tal que, guestd razao é menor que um temos
que a taxa de crescimento de células tumorais € maior que éldascsaudaveis. A taxa de
crescimento de células efetoras depende diretamentealddaxescimento de células tumorais,
e 0 parametro que guantifica esta grandeza é/ariando estes dois parametros, podemos
verificar qual € o comportamento dindmico do sistema em teas relacées entre a taxa de
crescimento de células saudaveis, assim como a taxa denoeest de células efetoras em
termos das tumorais.

Um espaco de parametros, referente ao espectro de valoexgdente de Lyapunov
obtido para este sistema, com o valor dos parametros varamide), 4 < ¢ < 0,82 e0,65 <
f < 1,8, € mostrado na Fig. 4.7. Podemos observar uma série deueasrperiodicas imersas

em regides cadticas.

1,8 #

0.8

0.4 0.8

Figura 4.7: Diagrama do expoente de Lyapunov afa< ¢ < 0,82¢e0,65 < f < 1,8.

A caixa violeta da Fig. 4.7 foi ampliada, conforme podemaseoar na Fig. 4.8 (a), ha
gual encontramos estruturas periodicas, tal que seuddpsré@o mostrados em (b) através de

cores, e pelo diagrama de bifurcacéo (c).
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A Fig. 4.9 € uma ampliacédo da caixa azul da Fig. 4.7, na quabdéamexistem varias
estruturas periddicas. Um aspecto importante, observaddiguras (a) e (b) da Fig. 4.9, é
a existéncia de estruturas periddicas por adicdo de perégpapinicia com periodo 6 e vai
até periodo 17, o que também €é observado no diagrama deagdiar¢c). Para uma melhor
visualizacdo do valor dos periodos, na figura (b) houve gaoi@as cores que 0s representam,
tal que podemos observar os seguinte periodos: 12 (lardr§alciano), 14 (vermelho), 15

(amarelo), 16 (azul), e por fim, 17 (verde).

4.4 Analise dinamica para os parametrog x c

Variar os parametrase g implica em observar o cenario dinamico proveniente da taxa
de crescimento de células saudaveis em termos da taxa dem@ed de células tumorais, e
também pela quantidade de células efetoras inativadas @#ldas tumorais, o que é represen-
tado pelo parametrg.

Para o intervalo de parametros 06 < ¢ < 1,0 e —0,5 < g < 1,7 obtemos a
Fig. 4.10 (a) para o maior valor do expoente de Lyapunov e & periodos. Nesta figura
também existe uma estrutura que lembra uma espiral, e padada melhor a caixa azul da
figura (a) foi ampliada, e sua ampliacdo é mostrada em (@, @groente de Lyapunov, e (d)
para periodos, para 0os parametioss < ¢ < 0.65e0,4 < g < 1,3. Arelagédo de periodos
observada na Fig. 4.3 se repete na Fig. 4.10 (d), isto éeexish lei de formacg&o por acréscimo
de periodo daforma — 4 —5 —5— 6 — 6 — ..., no sentido horario.

Outro espaco de parametros analisado foi o referentes &.Eiy.pard), 65 < ¢ < 0,8
e—0,8 < g < 0,25, no qual podemos observar uma série de estruturas pesddicaas quais
os periodos variam de 5, 6, 7, 8, 9, 10 até 11, como podemosvabsen (b), e também no

diagrama de bifurcacéo dos pontos sobre a reta laranja,0oftie < ¢ < 0, 733.
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0,60 0,8

Figura 4.8: Espacos de parametros e diagramas de bifurcacéo do sB#@mRdra (a) podemos obser-
var o diagrama do expoente de Lyapunov gameb < ¢ < 0,8e1,3 < f < 1,75. Em (b) temos o
diagrama que representa o valor dos periodos para o mesmo intervalorés das parametros, em em
(c) o diagrama de bifurcacéo para os pontos sobre a linha brancy a® @ual os valores assumidos
parac s&o0, 673 < ¢ < 0, 797.
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(b) c

Figura 4.9: Espacos de parametros e diagramas de bifurcacao do s@mBdra (a) podemos obser-
var o diagrama que representa o valor dos periodosipdra ¢ < 0,65 e 0,65 < f < 1,25, no qual
as cores identificam os periodos estipulados no inicio do capitulo. Emrésespamos outro diagrama
de periodos para o0 mesmo intervalo da parametros, no qual as corescaemtiespectivamente, os
periodos 12 (laranja), 13 (ciano), 14 (vermelho), 15 (amarelo), 4l)(ee por fim, 17 (verde). Para
(b) temos o diagrama do expoente de Lyapunov o para o mesmo intervaltotes\@os parametro, e
para (d) o diagrama de bifurcacao para os pontos sobre a linha warfea e (b), no qual os valores
assumidos parasao0, 587 < ¢ < 0, 65.
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(d) c

Figura 4.10: Espacos de parametros e diagramas de bifurcacdo do qi2t&maPara (a) podemos
observar o diagrama do expoente de Lyapunov paa< ¢ < 1,0e—0,5 < g < 1,7, e em (b) temos

o diagrama que representa o valor dos periodos para 0 mesmo intervalom@s vlos parametros. Na
figura (c) temos a ampliacdo da caixa azul de (a) para podemos obsatiagrama do expoente de
Lyapunov pard, 55 < ¢ < 0.65e0,4 < g < 1,3, e em (d) temos o diagrama que representa o valor
dos periodos.
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0,0

-0,25

0.2

-0.8
0,60 0,8

(b) ¢

Figura 4.11: Espacos de parametros e diagramas de bifurcacdo do qi2t&maPara (a) podemos
observar o diagrama do expoente de Lyapunov g6 < ¢ < 0,8 e —0,8 < g < 0,25. Em (b) temos

o diagrama que representa o valor dos periodos para o mesmo intervaloms vlos parametros, em
em (c) o diagrama de bifurcacdo para os pontos sobre a linha bra(izg e qual os valores assumidos
parac s&o0, 717 < ¢ < 0, 733.



Capitulo 5

Conclusoes

O sistema dinamico de crescimento de tumores que, em nadsdho, corresponde a
um conjunto de trés equacgdes autbnomas, diferenciaisjrdeipa ordem e néo lineares (2.6),
modela a interacdo entre populacdes de células tumoraildias saudaveis e também de
células efetoras. Este conjunto de equacdes foi obtidorparaompilacéo de caracteristicas de
outros sistemas de interag&o entre populagdes.

Analiticamente, foi possivel encontrar trés pontos deldxgia. Para um destes pontos
foi calculada a matriz Jacobiana, a partir da qual puderarersntrados 0s respectivos au-
tovalores. Assim, este ponto pode ser caracterizado costéviel, 0 que indica que o sistema
pode apresentar caos e periodicidade.

Os resultados numéricos foram obtidos, basicamente, piordeediagramas de bifur-
cacao e espacos de parametros bidimensionais. Para o egppg@metros, dois deles foram
variados e plotados num gréfico, cuja escala de cores dtiligara representar a terceira dimen-
sao, corresponde a alguma grandeza de interesse. As grartieinteresse para este trabalho
sdo o expoente de Lyapunov e o valor do periodo. Os periodas foalculados por meio da
contagem dos maximos locais para a variayed os expoentes de Lyapunov foram plotados
de maneira que podemos identificar as curvas superestagesstiuturas, a aprtir das quais
podemos observar a variacédo de periodo dentro de uma estpetiodica utilizando para isto,
0 espaco de parametros no qual € plotado o valor do expoehtapanov.

O valor do passo de integracao varia dependendo do métodwtieeadindmica esco-
lhido, por exemplo, para os atratores temos que o passzadiliél0—!, para os diagramas de

bifurcacdo é10~3, para os espacos de parametros no qual é plotado o expoentapiaov,



45

seu valor é10~2, e para os espacos de parametros referentes aos perio@ssooé) 3. Os
valores dos passos foram escolhidos mediante teste nas\énms quais observamos que algu-
mas ferramentas utilizadas necessitavam de uma preciséomgasso de integracao do que
outras.

Observa-se nos diagramas de espacos de parametros quenideletemente do par
escolhido, existem varias estruturas periodicas imempaegides cadticas, que aparecem or-
ganizadas de maneira diferente. No primeiro tipo de orggéz observamos um arranjo de
estruturas que espiralam em torno de um ponto focal, enguertntecem bifurcacdes por
adicao de periodo do tippb— 4 — 5 —5 — 6 — 6 — .... No segundo tipo de organizacdo
as estruturas periddicas tornam-se menores e menoresntoquperiodo € acrescido de uma

guantidade fixa, igual uma unidade.
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