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RESUMO

BENTO, Marsal Eduardo. Funcionais orbitais: investigacao de
estratégias de implementagao no contexto da formulagao Kohn-
Sham da Teoria do Funcional da Densidade. 2014. 71 f. Dis-
sertacdo (Mestrado Académico em Fisica - Area: Fisica da Matéria
Condensada) - Universidade do Estado de Santa Catarina, Programa
de Pés-Graduagao em Fisica, Joinville, 2014.

O desenvolvimento da Teoria do Funcional da Densidade (DFT)
tem se concentrado, sobretudo, em dois pilares fundamentais: (1) a
busca por funcionais de troca e correlagdo (XC) mais precisos; (2) a
viabilidade de implementacao computacional diante de sistemas com
muitos elétrons. Nesse contexto, o objetivo principal deste trabalho
consiste em utilizar sistemas quanticos unidimensionais, mais simples
de serem tratados numericamente, como laboratoérios teéricos para o
desenvolvimento de alternativas de implementagao numérica de funcio-
nais orbitais (OFs) da densidade. Por defini¢ao, OFs sdo todos aqueles
que dependem apenas implicitamente da densidade, via formulacao ex-
plicita em termos dos orbitais Kohn-Sham. Exemplos tipicos sao os
funcionais XC advindos da corre¢ao de auto-interacdo de Perdew e
Zunger (PZSIC). Formalmente, via equagdes de Kohn-Sham, a imple-
mentacao de OFs deve ser procedida por meio do método do potencial
efetivo otimizado (OEP) que, no contexto computacional, ¢ conhecido
por se tornar demasiadamente custoso, inclusive para sistemas com
poucos elétrons (N ~ 10). Sendo assim, investigamos, de forma siste-
matica, alternativas de simplificar ou evitar o procedimento OEP, to-
mando como referéncia a implementacdo da corre¢cao PZSIC aplicada
a cadeias de Hubbard unidimensionais.

Palavras-chave: Teoria do funcional da densidade. Funcionais orbitais
da densidade. Corregées de auto-interagao. Modelo de Hubbard.






ABSTRACT

BENTO, Marsal Eduardo. Orbital functionals: implementation
strategies in the context of the Kohn-Sham formulation of
Density Functional Theory. 2014. 71 f. Dissertation (Mestrado
Académico em Fisica - Area: Fisica da Matéria Condensada) - Univer-
sidade do Estado de Santa Catarina, Programa de Pés-Graduacao em
Fisica, Joinville, 2014.

The development of Density Functional Theory (DFT) has
been focused primarily on two main pillars: (1) the pursuit of more
accurate exchange-correlation (XC) density functionals; (2) the feasi-
bility of computational implementation when dealing with many-body
systems. In this context, this work is aimed on using one-dimensional
quantum systems as theoretical laboratories to investigate the imple-
mentation of orbital functionals (OFs) of density. By definition, OFs
are those which depend only implicitly on the density, via an explicit
formulation in terms of Kohn-Sham orbitals. Typical examples are the
XC functionals arising from the Perdew-Zunger self-interaction correc-
tion (PZSIC). Formally, via Kohn-Sham equations, the implementation
of OFs must be performed by means of the optimized effective potential
method (OEP), which is known by requiring an excessive computatio-
nal effort even when dealing with few electrons systems (N ~ 10). Here,
we proceed a systematical investigation aiming to simplify or avoid the
OEP procedure, taking as reference the implementation of the PZSIC
correction applied to one-dimensional Hubbard chains.

Keywords: Density functional theory. Orbital-dependent density func-
tionals. Self-interaction corrections. Hubbard model.
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1 INTRODUCAO

Introduzida por P. Hohenberg e W. Kohn em 1964, a Teoria
do Funcional da Densidade (DFT) (1,2,3,4,5) tem se tornado uma
das principais ferramentas para o tratamento de sistemas quanticos de
muitos corpos, permitindo enxergar a mecanica quantica sob um novo
olhar, em que fun¢oes de onda dao lugar ao conceito de densidade como
a variavel chave. Ao aliar simplicidade de implementacao computaci-
onal e precisao na comparacao com resultados experimentais, a DFT
tem permitido estudar sistemas cada vez mais complexos, contribuindo
para a compreensao das propriedades de d&tomos, moléculas e solidos,
com relevantes aplicagoes em dreas como a nanotecnologia e biotecno-
logia (6). E importante ressaltar que pelas contribuicdes relacionadas
ao desenvolvimento da DFT, Walter Kohn recebeu o Prémio Nobel de
Quimica no ano de 1998 (3).

Em 1965 (2), Kohn e Sham propuseram uma equagao de par-
ticulas nao interagentes submetidas a um potencial efetivo — funcional
da densidade — que incorpora todos os efeitos da interacao, inclusive
a correlacao: surgia a chamada formulagdo Kohn-Sham da DFT. Em
principio exata, a DFT necessita de aproximacgoes, mais precisamente,
para o funcional de troca e correlacdo (XC), que inclui todas as cor-
recOes necessarias as aproximacgoes efetuadas nos termos de energia
cinética e de interagao. Por essa razao, quem trabalha no desenvol-
vimento da DFT se ocupa da busca por aproximacoes mais precisas
para o funcional XC, mantendo, preferencialmente, a simplicidade de
implementagdao computacional.

Condicao elementar a ser satisfeita, em sistemas monoeletroni-
cos (N = 1) a interagao elétron-elétron deve ser nula. No entanto, a
conveniéncia de se utilizar a densidade eletronica como variavel chave
faz com que a maioria dos funcionais XC nao satisfaca o limite de
N =1, prevendo a existéncia de uma interagao espiria, que da origem
ao chamado erro de auto-interacao (SIE). Como forma de contornar o
problema, ao longo da histoéria surgiram as corre¢oes de auto-interacao
(SIC). Um exemplo de SIC bastante conhecida e amplamente utilizada
é a PZSIC, proposta por Perdew e Zunger (7), que, em vez da den-
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sidade eletronica, depende explicitamente dos orbitais provenientes da
equacao de particulas ndo interagentes de Kohn-Sham, constituindo o
que chamamos de funcional orbital da densidade.

Os funcionais orbitais da densidade sao de extrema importan-
cia para o desenvolvimento da DFT moderna (8). Contudo, eles costu-
mam ser caracterizados por uma complexa e ineficiente implementacao
computacional, dificultando a utilizagdo pratica: o procedimento for-
malmente correto de se implementar funcionais orbitais via formalismo
Kohn-Sham da DFT — chamado de método do potencial efetivo otimi-
zado (OEP) (8) pode se tornar excessivamente custoso para sistemas
com N ~ 10 elétrons. Assim, muitos trabalhos recentes tem se dedicado
a investigacdo de abordagens que simplificam ou até mesmo evitam o
procedimento OEP (8,9,10,11,12).

Introduzido em 1963 por J. Hubbard (13,14,15,16,17,18,19,20),
o modelo de Hubbard (HM) é um dos mais utilizados na descrigao de
sistemas fortemente correlacionados, levando em conta, a partir de uma
abordagem espacialmente discretizada, a movimentacao de elétrons e
a interagao repulsiva entre eles. Inicialmente proposto em trés dimen-
soes, a versao unidimensional do modelo de Hubbard (1DHM) tem sido
tipicamente aplicada a sistemas como nanotubos de carbono (21,22,23)
e fios quanticos (24,25), em que elétrons se comportam como confina-
dos em uma dimensao. O modelo de Hubbard unidimensional é um
exemplo de laboratoério tedérico muito interessante: permite controlar
o namero de elétrons, tamanho do sistema e o parametro de intera-
cao eletronica, abrindo espaco para a investigacao de sistemas fraca
e fortemente interagentes, incluindo a transi¢ao entre os dois regimes.
Também, cabe mencionar que a inclusao de potenciais externos, como
impurezas, é facilmente implementavel.

Neste trabalho, utilizaremos o modelo de Hubbard unidimen-
sional como laboratoério tedrico para a implementacao do procedimento
OEP no contexto da formulagao Kohn-Sham da DFT. Especificamente,
utilizaremos o funcional orbital PZSIC, investigando estratégias de sim-
plificar ou evitar o OEP em sistemas com e sem impurezas, além de
um estudo dedicado a sistemas com cargas fracionarias.

Esta dissertagao estd organizada da seguinte forma: no capitulo
2 apresentamos a Teoria do Funcional da Densidade, passando pelo te-
orema de Hohenberg-Kohn e pelas equacoes de Kohn-Sham. Também,
sao apresentadas diferentes classes de aproximacgoes para o funcional de
troca e correlacao, incluindo as corregoes de auto-interagao e o método
do potencial efetivo otimizado. No capitulo 3 introduzimos o modelo de
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Hubbard unidimensional e a sua formulagdo no contexto Kohn-Sham da
DFT. No capitulo 4 sdao apresentados resultados numéricos, tendo como
base a implementagao OEP da correcao PZSIC aplicada ao IDHM. Pro-
cedemos a anélise de diferentes estratégias para simplificar ou evitar o
procedimento OEP. As conclusoes sdo apresentadas no capitulo 5.
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2 TEORIA DO
FUNCIONAL DA
DENSIDADE

A descricdo de sistemas compostos por muitas particulas, co-
nhecido como problema quantico de muitos corpos, é uma das principais
questoes da Fisica desde o inicio do século passado. Basicamente, se-
guindo o formalismo da mecinica quantica, a complexidade esta em
resolver a equacao de Schrodinger para sistemas com mais de um elé-
tron. Diante desse contexto, surge a Teoria do Funcional da Densidade
(DFT) (1,2,3,4,5), que é hoje considerada uma das principais ferra-
mentas para o célculo da estrutura eletrénica de atomos, moléculas
e sOlidos. A DFT pode ser vista como uma maneira alternativa de
se fazer mecénica quéantica, tomando, em vez de funcoes de onda, a
densidade como a varidvel chave. Formalmente, a DFT é uma teoria
exata, necessitando, no entanto, que facamos aproximacoes, conforme
discutiremos ao longo deste capitulo.

2.1 A PRIMEIRA SIMPLIFICACAO

Todas as propriedades eletronicas de qualquer sistema quantico
independente do tempo (néo relativistico) podem ser determinadas via
solucao da equacao Schrédinger, escrita como:

H\I/(I'l, ro,...,I'yn; ].:{,17 RQ, .ey RM) = E‘I’(I‘l, ro,...,ITN; Rl, RQ, cey R]w),
(2.1)
em que H, E e U(ry,ry,..,rn; R1, Ra, .., Ryy) indicam o hamiltoniano,
a energia total do sistema e a fun¢do de onda de N elétrons e M niicleos,
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respectivamente. O hamiltoniano completo do sistema é dado por:

N

. K2 K2
H:*ZQmZiv%‘sz Vi, 471'6 sz R|

i=1 i=1

(2.2)

1 N M Te 1 N N 62
I E E J E E -
47‘['60 - - |I‘7;7Rj|+47'('60 - — |ri7r]|’
? J T J>i

em que myz, Z e R sao a massa, carga e posicao dos ntcleos, me,
—e e r 830 a massa, carga e posicao dos elétrons. Os dois primeiros
termos da equagao (2.2) indicam a energia cinética dos ntcleos e elé-
trons, respectivamente. Os termos restantes representam as energias
de interagdo (repulsdo niicleo-nicleo, atragao nucleo-elétron e repulsao
elétron-elétron). Resolver a equacdo de Schrédinger com esse hamil-
toniano é inviavel: o problema quéntico de muitos corpos consiste na
tarefa de encontrar boas aproximagoes para o hamiltoniano (2.2) e/ou
para a fun¢ao de onda V.

A primeira simplificagdo para o problema é atribuida a Born
e Oppenheimer (26), segundo a qual, 0 movimento dos nucleos pode
ser desacoplado do movimento dos elétrons. Motivo: as escalas tem-
porais dos movimentos dos elétrons e dos nucleos sao diferentes, ou
seja, os nucleos podem ser considerados estaciondrios diante da dina-
mica eletronica. De acordo com a aproximacao de Born-Oppenheimer,
a complexidade do hamiltoniano completo de muitos corpos (2.2) se
reduz aquela de um hamiltoniano essencialmente eletronico:

N N M N N
h? 1 Zie 1 €2
_ — V%, - — J -
ZQme r 4’/T60 ZZ|I‘¢—RJ'|+47T€0 ZZ|ri—rj|
=1 % g 1 g>t
(2.3)

e um hamiltoniano nuclear descrevendo o movimento dos nicleos, que
nao serd considerado neste trabalho. Resolver a equacao de Schré-
dinger com o hamiltoniano anterior ainda é uma tarefa extremamente
complexa. A partir de agora adotaremos unidades atdmicas, escolhidas
de modo que:

h=e=me,=4meyg = 1. (2.4)
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2.2 TEOREMA DE HOHENBERG-KOHN

Seguindo a ideia do artigo original (1), Hohenberg e Kohn con-
sideraram um sistema com N elétrons descritos pelo hamiltoniano H
nao relativistico:

ﬁ:T+‘Zae+‘7ezvt7 (25)

em que Téo operador energia cinética, Vee 6 0 operador energia de
interacao e Vewt € 0 potencial externo. Do principio variacional, temos
que: A .

Ey = <\I’1|H‘\I/1> < <\IJ2‘H|\I/2> — Uy 75 \IIQ’ (26)

com Ej sendo a energia do estado fundamental.

A fim de demonstrar que um sistema pode ser completamente
especificado por meio da distribui¢do de densidade n(r), Hohenberg e
Kohn propuseram a existéncia de dois potenciais distintos (por mais de
uma constante), Vem,l e Vezt,z, tal que:

ESY = (0 |HD W) < (Wo| HD|W,), (2.7)

ESY = (1|7 + Vee + Vear 1| 01) < (Va|T + Vee + Verr 1[W2),  (2.8)

em que ¥, e U5 sdo as fungoes de onda do estado fundamental associ-
adas aos potenciais Veze 1 € Vege 2, respectivamente, com Wy # Ws.

Eél) < <\I]2|T + Vee + ‘7ext,1 + Vezt,Q - ‘A/ea:t,2|\112>7
E(()l) < <\I/2|I:I(2) + v:a'a:t,l - Vezt,2|\112>a (29)

E(()l) < E(()Q) + <\I/2|‘7emt,1 - Vezt,2|\112>;

BV < B® 4 / & 15 (r) Va1 () = Vewra(r)] (2.10)

Da mesma forma:
EEY = (Ua| HO|W,) < (0| HP|W,), (2.11)

e entao:

E < BV + / @7 m(r) [Veat2(r) = Vewr ()] (2.12)
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Somando as equagoes (2.10) e (2.12), obtemos:

B +EP < [ @ inae) = m(e) [V () = Vnalw)] + B+ .

(2.13)
Agora, se na(r) = n1(r), teremos que:

Eél) + Eé2) < E(()l) + E(()2) = contradigao! (2.14)

Portanto, na(r) ndo pode ser igual a ni(r) caso ¥; seja dife-
rente de Us. Ou seja:

Uy # Uy = entdo = nq(r) # na(r), (2.15)
n(r) determina ¥(r) — ¥(r) é funcional de n(r) .
Finalmente, chegamos a:
U(ry,....ry) = ¥n(r)]. (2.16)

Esta demonstracao do Teorema de Hohenberg-Kohn é chamada de re-
dug¢do ao absurdo (1).

E possivel provar a possibilidade de descrever quaisquer estados
excitados a partir da densidade do estado fundamental n(r). Para
tanto, basta mostrar que Vepy = Veui[n(r)]. Partindo da equagdo de
Schrodinger para o estado fundamental:

HUo = (T + Ve + Vot ) o = EWy, (2.17)

(T + Voo ) Wo[n]

‘/ext = EO - \Ilo[n] )

(2.18)

ou seja, ¥y determina V., a menos de uma constante. Entao, se U é
funcional de n(r), V.,+ também sera. Resumindo, temos

n(r) — \Po(rla "'arN) — ‘/ext — ﬁ — {\P,E}d, (219)

com d rotulando quaisquer estados eletronicos. Finalmente, podemos
escrever a energia como um funcional da densidade:

E[n] = (W[n)|T + Vee + Vet |¥[n]). (2.20)
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O Teorema de Hohenberg e Kohn demonstra que podemos uti-
lizar a densidade eletronica como varidvel chave no tratamento de sis-
temas de muitos corpos. Conforme discutiremos na proxima secao,
em 1965 Walter Kohn e Lu Jeu Sham (2) propuseram a substitui¢ao
de um sistema de particulas interagentes por um sistema de particu-
las ndo interagentes submetidas a um potencial efetivo — funcional da
densidade — que incorpora todos os efeitos da interacao.

2.3 EQUACOES DE KOHN-SHAM

Consideremos um sistema de particulas nao interagentes (NI)
submetido a um potencial efetivo v, »[n(r). A equacdo de Schrodinger
seré:

v2
-3

—+vs,a[n1<r>} NI(r) = NN (r), (2.21)

Zkaalw an (2.22)

em que 0 < fr, < 1 é o nimero de ocupacao do orbital ko, com o
indicando as duas possibilidades de spin {1,l}. A energia total sera
dada por:

ENT[p n] + Z/d?’r ny ' (r)vs o [n)(r). (2.23)

A distribuic¢do de densidade do estado fundamental é obtida por meio
da minimizacao

S(ENn) = n 3, [ dr' ngt(x'))
ng'!(r)

=0, (2.24)

em que

N = Z/dgr’ nN (') = ZN”' (2.25)
Ou seja:
dTs[n]

Sy + Vel = (2.26)
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Passemos agora a um sistema interagente. Neste caso, uma das
equacoes basicas da DFT diz respeito a energia total de um sistema
eletronico:

Eln] = Ts[n] + En(n] + Exec[n] + Vewt[n], (2.27)

decomposta em suas contribui¢oes de energia cinética Ts[n] de um sis-
tema nao interagente, em que os elétrons se movem sem sentir a pre-
sencga dos demais, interacdo classica de Hartree Ey[n| e energia devido
a um potencial externo Ve,¢[n]. Além disso, E,.[n] representa a energia
de troca e correlagao (XC), que inclui todas as corre¢oes necessérias as
aproximagoes efetuadas nos termos de T'[n] e V.[n], ou seja,

Eyeln] = (T[n] = Ts[n]) + (Vee[n] — En(n]), (2.28)

com T'[n] e Ve.[n] sendo as energias cinética e de interacdo. Sendo assim,
uma vez conhecido o funcional E,.[n] exato, a energia do problema de
muitos corpos é exatamente determinada. Para o sistema interagente,
temos que:

0Ts[n]  0Ep[n] = dEgx[n]
ong(r)  ne(r) Ne(r)

+ Vet [n](r) = p. (2.29)

Kohn e Sham impuseram que as minimizagoes (2.26) e (2.29) levassem
a mesma distribuicao de densidade do estado fundamental, ou seja,

ne(r) = n(r). (2.30)

o

Igualando as equagoes (2.26) e (2.29), temos:

Us,0[n)(r) = a0 [N](T) + Vac,o [R](T) + Vear,o (0] (), (2.31)
em que
E
VH,o[n)(r) = inf([rn)] — Potencial de Hartree; (2.32)
Vgeo[n](r) = OExeln] = Potencial de Troca e Correlagdo. (2.33)

= on,(r)

Assim, a partir da equagdo nao interagente (2.21), somos capa-
zes de obter a mesma densidade do estado fundamental que obteriamos
caso estivéssemos resolvendo a equagao de Schrddinger interagente de
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muitos corpos. Para isso, devemos utilizar o potencial efetivo vs ,[n](r)
dado pela equagao (2.31). Especificamente, temos:

2

*7 + 'UKS,a[n](r) wka (I‘) = gkawkﬂ (I‘), (2'34)

Vks o [P)(T) = v, [N)(T) + Vae,o [R](T) + Vest,o[n](r) =
(2.35)
Potencial Kohn-Sham,

No
n(r) =3 Y froltre(®)? =D no(r). (2.36)
ok o

As equagdes (2.34)-(2.36) recebem o nome de equacgées de Kohn-Sham
(KS). A equagao de Kohn-Sham ¢é resolvida de forma autoconsistente,
conforme esquematizado abaixo:

Chute Tnicial:i

vks,o[n](r)
-5 + nesolol®)] 020 = w0 Nio
[P11(0) = 50 S Frol D ()2 nr(r) £ np(r)
Sim

Observaveis fisicos

O ciclo é resolvido da seguinte forma: comegamos com um valor
teste para a densidade; a seguir calculamos o potencial efetivo através
da equagao (2.35) e substituimos o resultado em (2.34), recalculando
assim n(r) a partir da equagao (2.36). Por fim, comparamos com o valor
inicialmente escolhido. O ciclo se repete até que a autoconsisténcia seja
atingida.
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2.4 O FUNCIONAL DE TROCA E COR-
RELACAO (XC)

Diferentes classes de aproximagoes para o funcional XC se se-
guiram durante a histéria do desenvolvimento da DFT. Sem duvida, a
aproximagcao XC mais simples que podemos imaginar, proposta ja em
1964 por Hohenberg e Kohn (1), é a chamada aprozimac¢ao da densidade
local, ou LDA. De uma forma geral, temos que

EyPAn] = / ero 0] ey d°T, (2.37)

com e"9™[n] indicando a energia de troca e correlagio por volume de

um sistema homogéneo com densidade n. Apesar da simplicidade, a
aproximacao da densidade local fez histéria fornecendo bons resultados
para muitos sistemas nao homogéneos.

O segundo passo em dire¢do ao aprimoramento dos funcionais
de energia XC nos leva ao conceito de aproximacao generalizada de
gradientes, ou GGA,

EJOA = / S, Vnl ey d®r, (2.38)

que introduz o gradiente da densidade Vn como ingrediente adicional
a aproximagao local.

Seguindo a proposta de Perdew (Jacob’s ladder) (5), chegamos
a0 terceiro passo conceitual: a chamada meta-GGA, definida como

EMGGA — /e%GGA[n,Vn,Vgn,T]dBT, (2.39)

em que incluimos os Laplacianos V?n da densidade, além da densidade
orbital de energia cinética,

(r) = %Z V240 () 2. (2.40)

k

A LDA é um funcional local enquanto que a GGA um funcional semilo-
cal da densidade. A aproximac¢do meta-GGA é um funcional semilocal
da densidade e dos orbitais ¥, resultantes do calculo Kohn-Sham. O
proximo passo no desenvolvimento de novos funcionais exige o desafio
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de adicionar um maior numero de informacoes nao locais. Por defini-
¢ao, podemos reescrever E,. definido pela equacdo (2.28) da seguinte
maneira;:

Eyeln] = Euln] + Edn), (2.41)

com F, sendo o termo de troca e E. a energia de correlacdo. Assim, o
quarto degrau da classificacao conceitual proposta por Perdew inclui a
densidade de energia de troca e, na ideia de hiper-GGA:

EHGGA) = /efCGGA[n,Vn,VQn,T, e.|d>r. (2.42)

Em todos os degraus da classificagao proposta por Perdew, é
comum observarmos o chamado erro de auto-interacao, cuja definicao
serd abordada na sequéncia.

2.5 CORRECOES DE AUTO-INTERACAO

Para sistemas contendo apenas um elétron (N = 1), sabemos
que a interagao eletronica V.. deve ser nula. No entanto, a vantagem
e conveniéncia de se utilizar a densidade em vez das funcoes de onda
faz com que essa propriedade seja uma das mais dificeis de serem sa-
tisfeitas por qualquer funcional da densidade, incluindo a LDA, GGA
e até mesmo algumas das mais modernas hiper-GGAs. E o chamado
erro de auto-interacdo (SIE), dando origem & necessidade de corregoes
de auto-interagao (SIC), um vinculo exato a ser satisfeito e que pode
ser aplicado a cada um dos degraus conceituais apresentados na secao
anterior.

Fermi e Amaldi propuseram a primeira SIC, escrita como:

1

VErn] = (1 - N> Exln), (2.43)

sendo essa a correcdo de auto-interagao segundo Fermi e Amaldi (FA-
SIC) (27), garantindo que V.. = 0 para N = 1. Cabe observar que
a FASIC foi proposta com o intuito de corrigir o modelo de Thomas-
Fermi (28,29,30), que, por sua vez, considera apenas o termo de Hartree
como a energia de interagdo (ou seja, ndo leva em conta troca e cor-
relagdo). Proposto em 1927 e ja tomando a densidade como variavel
chave, o modelo de Thomas-Fermi pode ser visto como uma abordagem
ancestral da DFT.
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Por depender da grandeza integrada N no denominador, a
aproximacao de Fermi-Amaldi ndao é consistente em tamanho. Para
dois sistemas, A e B, no limite de separacdo infinita, deveriamos ter
que

Vee [TLA + nB] = Vee[”A} + Vee [nB] (244)

Porém, temos

VveF‘eA [’I’LA —|—nB] = (1 — M) EH[nA +nB]
- (1= 5 ) Bl + Balos) 249

£ (1 - A}A> Enlna) + (1 - ;B> Egngl,

indicando um problema conceitual do modelo. Apesar da importancia
historica, a correcao de Fermi-Amaldi nao sera considerada com mais
detalhes no decorrer deste trabalho.

A proposta feita em 1981 por Perdew e Zunger (7) tornou-se a
correcao de auto-interacao mais conhecida e implementada. Partindo
da defini¢ao dos termos de troca e correlacao, temos:

E.[n] = (@I Ve |[m™) — Egnl, (2.46)

Ecln] = (U1 + Ve (U7) — (™ |T + Vee ™), (2.47)

com ™" e WM indicando orbitais Kohn-Sham e fungdes de onda de
muitos corpos, que dao origem a densidade n(r). Diante de um elétron,

Vee = 0, conduzindo-nos a

E,[nM] = —Ep ], (2.48)

E.[nM] =0, (2.49)

uma vez que

(UREITIOES) = (W 1 T, (2.50)
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com n)(r) indicando a densidade eletronica de um sistema de um
elétron.

Portanto, um hipotético funcional XC exato (Eyc[n] = E.[n]+
E.[n]) deve satisfazer a seguinte igualdade:

Eg[n®] + Ege[nM] = 0. (2.51)

No entanto, para a maioria dos funcionais aproximados os vin-
culos (2.48) e (2.49) ou (2.51) nao sao satisfeitos. Baseados nesse fato,
Perdew e Zunger (7) propuseram que:

B2 ln] = ELZSClon,

Ny
= E;grox[nm ni] - Z Z (EH [n/w] + E;Igrox [nktﬂ O]) )
o k
(2.52)

que pode ser aplicada a qualquer funcional de energia aproximado
(LDA, GGA, etc.), com:

Nko (T) = fka|7/’lm(r)‘2a (2.53)

sendo definida como a densidade orbital. O funcional PZSIC subtrai or-
bital por orbital a contribuicao de auto-interagao referente & densidade
orbital ny,(r), garantindo que os vinculos (2.48) e (2.49) sejam satisfei-
tos para uma distribuicao de densidade de um elétron. O niimero 0 em
E2Pro% [n; -, 0] indica que a correcio é feita separadamente para cada
canal de spin. A corre¢do PZSIC tem sido muito utilizada nos tltimos
anos, principalmente em situacoes que requerem o incremento da loca-
lizacdo eletronica. E importante ressaltar, no entanto, que ela nao deve
ser encarada como uma panacéia, visto que a exatidao s6 é garantida
para sistemas de um elétron: ha muitos casos de sucesso acompanha-
dos de casos de insucesso relatados na literatura (31,32,33,34). Além
disso, continua sendo um desafio entender como um erro bem definido
para N = 1 (1-SIE) se propaga diante de sistemas de muitos elétrons.
Nesse sentido, o recente conceito de “erro de delocalizagao” tem sido
utilizado como uma generaliza¢ao do 1-SIE, levando a ideia de “erro de
auto-interacdo de muitos elétrons”, ou N-SIE (35).

Apesar de serem as mais conhecidas, além da FASIC e PZSIC
existem outras corregdes de auto-interagado disponiveis (36,37,38,39),
todas garantindo a auséncia de auto-repulsao em sistemas monoeletro-
nicos.
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2.6 O METODO OEP E SUAS SIMPLIFI-
CACOES

Além da densidade, funcionais mais modernos como meta e
hiper-GGAs, assim como a correcao de auto-interacdo PZSIC, podem
também fazer uso explicito dos orbitais KS, via densidade de ener-
gia cinética, de troca ou densidades orbitais, por exemplo. Como, via
teorema de HK, os orbitais por si s6 também sao funcionais da densi-
dade, é comum classificar tais abordagens como funcionais implicitos
ou orbitais da densidade (8). Assim, no calculo variacional que leva ao
potencial efetivo da equacao de Kohn-Sham teremos que

OB [{tomr}]

Vge,o[n](r) = 510 (1) (2.54)

Nao conhecendo explicitamente a dependéncia do funcional de energia
XC com a densidade n,(r), o procedimento formalmente correto de
tratar esse tipo de situagdo é o chamado OEP (Optimized Effective
Potential) ou OPM (Optimized Potential Method) (8,9,10), que gera
um potencial multiplicativo local comum a todos os orbitais KS. Em
sintese, temos que

()
oneg(r)

Vxe,o [n](r)

(2.55)

Eorb {meH 5¢ka( ) /
XQ:Z/[ ren S (1) &7 + c.c.

Apos manipulagdo matemaética descrita no apéndice A, a equacao OEP
pode ser escrita como:

S / G () o oo [1)(1) = tige ko [1) ()] G o (1) hp (1) %
k

+ c.c. =0,
(2.56)

com 0 < fr, <1,

1 Emb[{wmr}]7

U)ok () (257)

Uge,ko [n] (r/) =
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GKSk'a I‘ I' Z w 1/)ma( ) (258)

— &
m(m£k) ko mo

Como vemos, na equacao (2.56) o potencial local multiplicativo
Vge,o [](r") ndo aparece isolado de forma explicita, devendo ser iterado
A auto-consisténcia dentro de cada ciclo auto-consistente das equagoes
KS (2.34)-(2.36). Tal procedimento traz consigo um consideravel custo
computacional. Nesse sentido, uma das primeiras aproximacoes para a
equacao OEP foi proposta por Krieger, Li e Iafrate (40), aproximando
a chamada fungao de Green KS expressa na equacgao (2.58) como:

GKSkJ I‘ I‘ Z w . wmd( )

m(m#k) ko — €mao
1 > .
S ar D Ve (0me(r) (2.59)
m(mH)
1

v [0(r —1") — i, (r)re ()] .

Levando o resultado da equagao (2.59) na equacao OEP (2.56),
obtemos a aproximacao KLI:

VL] Z O o lal0) + il ) e}
+ c.c.
(2.60)
com
Uzc ka /%w Uwco’ ](r/)wkzo’(r/)dgrlv (261)

’U,Tp ka /djka ’U,Tp ka[ ]( /)’l/)kg(r/)dg’l"/. (2.62)

Apesar de ainda néo linear, com v’/ [n](r) aparecendo em ambos os

lados da equagao (2.60), a aproximagao KLI acarreta uma simplificagao
computacional considerével.
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Indo além, se desprezarmos o segundo termo da tltima linha da
equagao (2.59) e substituirmos o resultado na equagao (2.56), obtemos
a aproximacao de Slater (8,41):

vSlater ] Z o (x m,,w[n](r) +ce., (2.63)

2ng
segundo a qual, diferente das abordagens OEP e KLI, ndo mais se faz
necessario um célculo auto-consistente interno dentro do procedimento
das equagoes KS.

Hé4 ainda mais uma forma de simplificar a equacao OEP, con-
siderando o seguinte:

Yol _ P 1 _ 1
’I’LO-(I‘) Zkfko"wka(r)P Zkfko‘ Na'.

Substituindo (2.64) em (2.63), obtemos a aproximagao de média global
(GAM) (41):

(2.64)

GAM[
xc,o

2.
2N ) + c.c. (2.65)

Os procedimentos OEP, KLI, Slater e GAM sdo completamente
gerais, podendo ser aplicados a qualquer funcional da densidade. Em
nenhum momento admitimos uma forma especifica para E27°[{t),,. }].
Além disso, em todos os casos até aqui discutidos o céalculo da derivada
funcional wge ko [n](r) em relagdo aos orbitais se faz necessario. No
entanto, para funcionais mais modernos e sofisticados como as hiper-
GGAs, inclusive o célculo deste termo pode apresentar relativa com-
plexidade. Por essa razao, além de simplificar o OEP, é interessante
discutirmos alternativas de ewvitd-lo por completo.

2.7 AUTOCONSISTENCIA ESCALONADA

Em 2005, Cafiero e Gonzales (42) observaram que um funcio-
nal de densidade simples poderia ser utilizado como aproximacao para
a implementacao de um funcional mais sofisticado: trata-se da auto-
consisténcia escalonada (SSC). O passo inicial consiste em identificar a
seguinte igualdade:

Egc[n] = F[n)Ez[n], (2.66)
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com EZ[n] e EB[n] indicando funcionais de troca e correlacio quais-
quer, A e B. Agora, tomando a derivada funcional de (2.66) temos:

B A n
B l0l0) = s { e Bl - Bl L B
A n
+ PG
’UB nir A n| — B n’UA nir
_ mc,a[ ]( )Ezc[;A [Tf]’zc[ ] zc,o’[ ]( ) +F[n}vfc7g[n](r)'
- (2.67)

Conforme abordado na literatura (43), podemos admitir que:

o)) = oG5O () = Flojod ,l)x). (2.68)
com GSSC indicando o que definimos como escalonamento global, visto
que o fator F'[n] independe da posi¢do sobre a qual atua.

Ou seja, admitindo que B caracterize um funcional complexo, o
potencial de troca e correlagio vZ, ,[n](r) pode ser diretamente obtido
a partir de um outro potencial, vZ, ,[n](r). Basta utilizar um fator
de escala F[n] capaz de unir ambas as abordagens. Como nao houve

nenhuma especificacio inicial, v2, _[n](r) pode se referir a qualquer

zc,o

potencial proveniente de um funcional explicito da densidade, de facil

obtencao. Esse é o grande mérito da ideia SSC, permitir a aproximacao

de funcionais complexos a partir de abordagens consideravelmente mais
simplificadas.

Um fator de escalonamento global F[n] pode ser incompleto na

tarefa de descrever ponto-a-ponto as diferencas de v, e v, sendo inte-

ressante introduzirmos um fator de escalonamento local, f[n], definido

como (r)

flalte) = S0, (2.69)
Assim, a exemplo da equagao (2.68), podemos escrever que
Ve [M)(1) = 025 ] (r) = fln](x)ve o [n](r), (2.70)

com LSSC se referindo ao escalonamento local.
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3 MODELO DE
HUBBARD
UNIDIMENSIONAL

Introduzido no inicio da década de 60 por J. Hubbard (13,14,
15,16,17,18,19,20), o modelo de Hubbard é um dos mais utilizados
na descrigao de sistemas fortemente correlacionados, constituindo uma
espécie de modelo minimo, que leva em conta tanto a movimentacao de
elétrons como a interacao repulsiva entre eles. Uma das ideias béasicas
do modelo de Hubbard consiste na discretizacao espacial, levando em
conta a natureza atomista dos sélidos. No modelo de Hubbard padrao,
simplificamos a situa¢do assumindo que cada dtomo/sitio possui ape-
nas um orbital eletronico nao degenerado (além da degenerescéncia do
spin).

Inicialmente proposto em trés dimensoes, uma das versoes mais
estudadas e aplicadas do modelo de Hubbard diz respeito ao caso unidi-
mensional, cujo hamiltoniano, em linguagem de segunda quantizacao,
é escrito como:

H= —tz cjacjg +H.e. +U Z CITCiTCLCii + Z Vic;racim (3.1)

ijo i i,0

em que c;fg e ¢;, descrevem, respectivamente, a criacao e a destruicao
de uma particula com spin o € {f,]} no sitio ¢. O primeiro termo do
hamiltoniano representa a energia cinética, através do hopping entre
os sitios e do parametro t. O segundo termo corresponde a repulsao
Coulombiana local U entre os elétrons. J& o ultimo termo caracteriza
possiveis potenciais externos V;. Uma configuracao eletronica permitida
para o 1IDHM é apresentada na figura 3.1: cada sitio da rede pode estar
vazio, unicamente ocupado por um elétron com spin up ou down, ou
duplamente ocupado por elétrons com spins opostos.

O modelo de Hubbard unidimensional (IDHM) é um exem-
plo de laboratoério teérico muito interessante, permitindo controlar o
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Boe b gt H

Figura 3.1 — Representacao de uma configuragdo permitida para o modelo de
Hubbard unidimensional.

nimero de elétrons e o tamanho do sistema, além de possibilitar a
variacao continua do parametro de interacdo U, abrindo espaco para
a investigacdo de sistemas fraca e fortemente interagentes. Também,
vale ressaltar que a inclusao de potenciais externos, como impurezas, é
facilmente implementéavel.

Para o caso unidimensional e uniforme, o modelo de Hubbard
é exatamente soltivel em termos do ansatz de Bethe, dando origem a
conhecida solucao de Lieb e Wu (44), conforme discutiremos a seguir.

3.1 SOLUCAO DE LIEB E WU

A partir da solucao de Lieb e Wu, podemos destacar trés situ-
acoes particulares:

1. A energia total do sistema, no estado fundamental, com banda
semi-preenchida e U qualquer é descrita por:

ELU) __y [* BD) y, a
0

Lt w(l + ew072t)

em que Jo(w) e Ji(w) sdo as fungoes de Bessel de ordem 0 e 1,
respectivamente. A grandeza n = N/L representa a densidade
média de particulas, com N sendo o nimero de elétrons e L o
nimero de sitios.

2. U —= o0 Bn.U ) 5
nU—o00) 2
— 37 = 7Tsen(7r n), (3.3)

= ——S8en

E(n,LUt: 0) i <7r n) .
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Tais resultados analiticos, no entanto, sao limitados em se tra-
tando de aplicacbes em que quaisquer combinagoes de densidades e
interagoes podem se fazer presentes. Além disso, a existéncia de impu-
rezas e inomogeneidades quebra a uniformidade pressuposta em todo o
célculo desenvolvido por Lieb e Wu. Contudo, é possivel utilizar o sis-
tema uniforme como uma importante ferramenta na construcao de um
formalismo dedicado a sistemas mais realistas. Tal possibilidade sera
explorada na sequéncia, ao tratarmos da aplicacao da DFT ao modelo
de Hubbard unidimensional.

3.2 APLICANDO DFT AO MODELO DE
HUBBARD UNIDIMENSIONAL

No ano de 2003, Lima et al (45,46) propuseram uma formu-
lacao da DFT para o modelo de Hubbard baseando-se na construcao
de uma LDA via solu¢do exata de Lieb e Wu. A aplicacdo da DFT
para o modelo de Hubbard é feita ao considerarmos os mesmos passos
descritos no capitulo 2, ou seja, a esséncia do teorema de Hohenberg-
Kohn permanece inalterada. A tunica diferenca emerge do fato de estar-
mos lidando com uma situacao espacialmente discretizada. Voltando a
equacdo (3.1), o hamiltoniano de Hubbard sob o conceito Kohn-Sham
é escrito como

I:IKS = —tz ngcjg + H.c. + Z Verri C;-racia, (3.5)
ijo 7
com
Verri = Vi [ni] + VP[] + Vilnal, (3.6)

representando as contribuicoes dos potenciais de Hartree, troca e cor-
relacao e externo, respectivamente.

3.2.1 Bethe-ansatz LDA

Tomando como base os trés limites exatos (3.2)-(3.4), Lima et
al (45,46) propuseram uma parametrizagio para a energia total E, cuja
validade se estende de forma aproximada para todos os valores de n e
U. Tal equagao parametrizada é escrita como:

EPATSOC(n ) 2B(U/1) o |
B om0

Lt T
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O parametro S é determinado por:

™ - > Jo(w)Jl(W)
B(U/t)sen (B(U/t)) = 271'/0 mdw, (3.8)

verificando que nos casos extremos de n =1, U =0 e U — oo os trés
limites exatos sdo recuperados, com (U =0) =2e (U — o0) = 1.
Aqui, BA refere-se a “Bethe Ansatz” e LSOC as iniciais dos autores.

Uma vez conhecida a energia total E(n,U) do sistema homo-
géneo e infinito, podemos extrair a energia de troca e correlacao sub-
traindo as contribui¢des conhecidas de energia cinética nao interagente
e Hartree:

EBALSOC (y 17y = EBA-LSOC (, 17y _ gBA-LSOC (py 7 — 0) — By (n, U).
(3.9)
Sabendo que,
EH(nv U) _ g 2

T =" (3.10)

é possivel escrever a energia de troca e correlacao por sitio de um sis-
tema uniforme:

EBA-LSOC (5 T7) _ _2tBU/t) { nw } n ﬁsen (En> B gn2.
L B(U/t) 7r 2 4
(3.11)
A aproximacgdo LDA para um sistema nao homogéneo pode
entdo ser construida. Conforme ja discutido, o processo consiste em
aproximar a energia F,. em cada sitio pela correspondente energia do
sistema infinito e uniforme:

L -L 0
EBATLDA/LSOC, 1) Z EBA-LSOC(p, U)
xTc ) L )

i=1

(3.12)

valida, entretanto, apenas para 0 < n; < 1. Para considerarmos a
situacao em que 1 < n; < 2, é necessario que facamos uma transforma-
¢do particula-buraco (¢;; — (—=1)¢! ) no Hamiltoniano de Hubbard
original (caso que nao sera considerado neste trabalho).

Finalmente, para que tal aproximacao seja empregada no Ha-
miltoniano Kohn-Sham exposto na equagio (3.5), devemos efetuar a
minimizagao, conduzindo-nos ao potencial XC atuando sobre o i-ésimo
sitio:

Vi#[n;, U] = —2t cos < T > + 9t cos (ﬂ) _Uni (513
Lo B(U/t) 2 2 '
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Uma vez obtido o potencial de troca e correlagao, basta vol-
tarmos na equacgado (3.6) e em seguida substituir o resultado no Ha-
miltoniano Kohn-Sham (3.5). A partir dai, resolvendo o problema de
forma autoconsistente, obtemos os orbitais e energias monoeletronicas,
completando o ciclo.

Posteriormente, um método alternativo a equacao parametri-
zada foi também desenvolvido. Em vez de propor uma parametrizacao
da energia em funcdo dos limites conhecidos, Vivaldo L. Campo Jr.
et al (47) desenvolveram uma abordagem numérica para a EBA | resol-
vendo as equagoes de Lieb e Wu para diversos valores de U, montando
em cada caso, uma malha fina de densidades com as respectivas ener-
gias e potenciais de troca e correlacdo. Assim, em cada sitio, a energia
de troca e correlagao é localmente aproximada por:

EpMPAING Uy SN [EBA(n, U) At U,
L =2 { L TEen (5”) N 4”1'] '
(3.14)
para 0 < n; < 1. Aqui, EBA(ni, U) indica a energia exata do sistema
infinito e uniforme com densidade n;, obtida numericamente via pro-
cedimento mencionado. Para uma dada densidade intermediiria n nao
presente na malha, procede-se uma interpolacdo numérica, fornecendo
as energias e potenciais desejados em cada caso especifico. Todos os
célculos a serem implementados neste trabalho terao como base esse
tipo de abordagem, usualmente conhecida como BA-LDA /FN (Fully
Numerical).

i=1



38




39

4 FUNCIONAIS
ORBITAIS: O MODELO
DE HUBBARD COMO
LABORATORIO
TEORICO

Quanto mais vinculos os funcionais XC incorporam, mais com-
plexa tende a ser a sua implementacdo computacional, como ocorre
no caso dos funcionais orbitais da densidade. O problema se encontra
na derivagdo e implementacdo do potencial XC expresso pela equacao
(2.54). Uma vez que ndo conhecemos a dependéncia explicita do fun-
cional de energia com relacao & densidade, o procedimento OEP deve
ser empregado, levando a um elevado custo computacional ji para sis-
temas com poucos elétrons (N ~ 10). A maioria das implementagoes
autoconsistentes dos funcionais orbitais ainda é feita via minimizacao
orbital, ou seja, em vez da equacdo (2.54), substitui-se a derivada fun-
cional em relagdo aos orbitais, equagdo (2.57), no potencial efetivo da
equagao Kohn-Sham.

Neste capitulo, utilizaremos o modelo de Hubbard unidimen-
sional (1IDHM) como um laboratorio tedrico para a investigacdo das
diferentes abordagens que simplificam ou evitam o procedimento OEP,
escolhendo como funcional orbital a corre¢ao de auto-interagao de Per-
dew e Zunger (PZSIC) aplicada ao funcional BA-LDA /FN.
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4.1 IMPLEMENTACAO DE FUNCIONAIS
ORBITAIS

Para o caso discreto das cadeias de Hubbard, a equagao OEP
aplicada ao funcional PZSIC pode ser escrita como:

Zzwka ) fio [Vac,o[n] (1) = e ko [n](1)] Gk s,ko (1, ) Vka (7)

k i=1 (41)
+cc. =0,
com 5 PZSI(‘[ ]
E ‘In
re,ko ) = mi 4.2
resalnl(1) = s (42)
¢’m,o' ,l/)mU( )
Gk sko (15 ) Z (4.3)
m(m#k) ma

e 0 < fro < 1. Aqui, L é o ntimero de sitios e EL%51C[n] & definido de
acordo com a equagao (2.52).

Em sintese, também reescritas para o caso das cadeias discretas
de Hubbard, as abordagens que simplificam a equagao OEP aplicada
do funcional PZSIC sao:

1. KLI
oKL ] Zfow’” (tserso [1](8) + 5EL (1] — e poln]}
+ c.c.
(4.4)
com
Uae,ko [ Zwka WL 0] (i) 4o (i), (4.5)
e

uzc ka Z 1/11@0 umc k:a ]( )wka (Z) (46)



41

2. Slater
Stater 1 NS [Pk (D) .
Vze,o [TL](Z) - Z fktf m (Z) ua;qka[n](l) + c.c. (47)
k (o4
3. GAM
1 &
Ufcfly [’fl] (Z) = IN Z fkauwc,ka [n] (Z) + c.c. (48)
7k

As abordagens que evitam a equacao OEP, por sua vez

1. GSSC
. EB[n) N
vacﬁfc[n](l) - Efc[n] Ufc,a’[n](l)’ (49)
2. LSSC
WESSCI1 (1) — ch[”}(i)v,q (i
xc,o [ K ) - e,ch[n](z) xc,o[ ]( ) (410)

Na aplicagao das abordagens GSSC e LSSC ao funcional PZSIC + BA-
LDA/FN, em vez de aproximarmos o potencial XC PZSIC a partir
do potencial XC LDA, aproximaremos o potencial de interagdo PZSIC
total, incluindo o termo de Hartree. Somente assim é possivel garantir
que o potencial de interacao seja nulo para sistemas de um elétron.
Na préxima secao apresentaremos os resultados de uma inves-
tigacao que englobou o célculo de energias e densidades do estado
fundamental em cadeias de Hubbard abertas, com e sem impurezas,
estabelecendo a comparacao dos resultados OEP com as alternativas
que o simplificam ou evitam. Uma vez que escolhemos trabalhar com
uma LDA, ndo incluiremos qualquer possibilidade de magnetizacao, ou
seja, consideraremos Ny = N| € Veg 4+[n|(r) = Vegr, [n](r) em todos
os casos. Por exemplo, se N = 5, teremos Ny = Ny = 2,5. Assim,
vks +[n)(2) = vks, [n](i). Nesse contexto, podemos efetuar a seguinte
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analise:

_ 6(En[n] + Eqc[n]) ong(r') 3,
X e (@.1)

- 2 / VHzcia 1) (x) ‘22(53 dr’
= VHge,o[)(T).

Para as cadeias discretas de Hubbard, por sua vez:
Vize[] (1) = Vhge,0 0] (7). (4.12)

Ou seja, utilizaremos o funcional XC BA-LDA /FN conforme discutido
no Capitulo 3, construido a partir da minimizagdo em relagdo a den-
sidade total n(i). A inclusdo de magnetizagao seria possivel caso em-
pregéssemos uma aproximagao de densidade local dependente de spin
(LSDA), em que, por exemplo, um caso com Ny = 3 e N| = 2 seria
admissivel, tal que vgge+[n](7) # VEpe, ] (D).

4.2 COMPARACAO ENTRE OEP E SUAS
ALTERNATIVAS

4.2.1 Sistemas sem impurezas

Primeiro, investigaremos o desempenho de cada alternativa via
analise das energias e densidades do estado fundamental para cadeias
abertas sem quaisquer potenciais externos. Nossa amostra ¢ consti-
tuida por Ny = 25 cadeias abertas de diferentes tamanhos, nimeros de
particulas e densidades médias (L = 5,6,7,...,14; N = 4,6,..10, com
N/L < 0,85). Neste capitulo, o termo “cadeia aberta” significa um
sistema unidimensional de L sitios e com condigao de contorno aberta,
ou seja, diferenciando da possibilidade de uma condi¢ao de contorno
periodica (que descreveria, por exemplo, um anel).
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Efetuaremos uma anélise estatistica com base nos resultados
dos 25 sistemas estudados, em que o desvio acumulado entre os resul-
tados OEP e suas aproximacgoes € medido a partir dos erros médios
percentuais, definidos como:

Ns j J
Y5\ | Bl o — Ebi
=1 approx OEP
AE = 100—2 N:p : , (4.13)
Pt EOEP)
N Lj y . J .
Zj:sl Zi:l ntjzpprom (Z) - njOEP(Z)’
AEn = 100 , (4.14)

N, L
2521 it

nJOEP(i)’

em que B} pp (n)pp) se referem as energias (densidades) obtidas via
procedimento OEP. L; rotula o ntimero total de sitios 7 que compoe
cada sistema j e Ng é o niimero total de sistemas no conjunto de dados.
Aplicando a corregao PZSIC ao funcional BA-LDA /FN, os resultados
sao apresentados na figura 4.1.

Percebemos que a abordagem KLI foi a mais precisa entre to-
das as implementagoes, com Slater e LSSC ficando muito proximas. Por
outro lado, as implementacoes GAM e GSSC apresentam os maiores
desvios com relagao ao procedimento OEP, tanto para as energias, como
para as densidades do estado fundamental. Um aspecto importante foi
a formacao de dois grupos bem definidos: enquanto KLI, Slater e LSSC
sao consistentes em tamanho, o mesmo nao pode ser dito para as abor-
dagens GAM e GSSC, uma vez que incluem uma dependéncia explicita
com o numero de particulas ou energia total. Por fim, verificamos um
acréscimo nos desvios na medida em que a interacao U é incrementada.

4.2.2 Sistemas com impurezas

Como proximo item, investigaremos sistemas com impurezas
localizadas, tomando as seguintes amostras: L = 15, N =4 eV, =
—1,0t (impureza atrativa) ou V; = 1,0t (impureza repulsiva). Além dos
desvios nas energias totais, analisamos os desvios no sitio da impureza,
aqui definido como:

AEni = 100 Mevpror(imp) = nopp(imp)| (4.15)
[noep(imp)] ' '
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0,2

—a— KLI

—e— SLATER

0 2 4 6 8
U/t
3 =—ku ' ' h
—e SLATER

0 2 4 6 8
Uit

Figura 4.1 - Cadeias abertas sem impurezas: comparagao entre diferentes
implementagoes autoconsistentes. Desvios médios em rela¢ao ao
procedimento OEP (a) para as energias do estado fundamental,
conforme definido na equagao (4.13) e (b) para as densidades
do estado fundamental, conforme definido na equagao (4.14).
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Os resultados para a impureza atrativa sdo apresentados na figura 4.2.
O caso repulsivo na figura 4.3.

Independente do sinal das impurezas localizadas, constatamos
novamente a formacao de dois grupos: KLI/Slater/LSSC (consistentes
em tamanho) e GAM/GSSC (inconsistentes em tamanho). No sis-
tema com impureza atrativa, os desvios acumulados das estratégias
KLI/Slater/LSSC nao sofrem grande alteracdo com o incremento dos
valores de U; ja para as abordagens inconsistentes em tamanho, os
desvios aumentam consideravelmente. No sistema com impureza re-
pulsiva, percebemos uma nitida alteracao dos desvios em funcao de U,
principalmente para as energias. Ou seja, ocorre uma transi¢do quando
passamos de um sistema fracamente para fortemente interagente.

A seguir, consideraremos a presenca de um potencial externo
do tipo “soft-Coulomb”; escrito como:

t
Viz= ————=, (4.16)
a? + (i —ig)?

com a sendo um parametro de suavizacao e i o sitio central da cadeia.
Cabe observar que a variagao do parametro a permite simular diferen-
tes magnitudes do potencial soft-Coulomb, que, diferente do caso das
impurezas localizadas, é um potencial de longo alcance.

Escolhendo um sistema com L = 31 e N = 14, os resultados
sao apresentados nas figuras 4.4 e 4.5, comparando, para dois valores
de interagao eletronica U, os erros nas energias e densidades em fungao
do parametro a. Percebemos que para a < 4 as abordagens Slater e
LSSC mantém um desempenho superior em todos os casos, tanto para
interagoes fracas (U = 1t) como para moderadas (U = 6t). O incre-
mento do parametro a reduz o papel do potencial externo, fazendo com
que os desempenhos de todas as abordagens fiquem muito proximos.

4.2.3 Sistemas com cargas fracionarias

O limite de cargas fracionarias pode ser utilizado na verifica-
¢ao de vinculos exatos do funcional XC, como a linearidade da ener-
gia total sob variacdo do nimero total de elétrons (48,49). Nas figu-
ras 4.6 - 4.9 apresentamos a comparacao entre o procedimento OEP
e as estratégias que o simplificam (KLI, Slater e GAM) ou o evitam
(GSSC e LSSC). Como amostra, consideramos cadeias abertas com
N =14,0;14,1;...;14,9;15,0; L = 31 e dois valores de U. Assim como
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Figura 4.2

0,12 1

AEni

Cadeia aberta com uma impureza atrativa central: comparacao
entre diferentes implementacoes autoconsistentes para L—15 e
N=4. Desvios médios em relagdo ao procedimento OEP (a)
para as energias do estado fundamental, conforme definido na
equacao (4.13) e (b) para a densidade no sitio da impureza,
conforme definido na equagao (4.15).
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Figura 4.3

AEni

Cadeia aberta com uma impureza repulsiva central: comparagao
entre diferentes implementagoes autoconsistentes para L—15 e
N=4. Desvios médios em rela¢do ao procedimento OEP (a)
para as energias do estado fundamental, conforme definido na
equacgao (4.13) e (b) para a densidade no sitio da impureza,
conforme definido na equagao (4.15).
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Figura 4.4 Cadeia aberta com a presenca de um potencial do tipo soft-
Coulomb conforme equagao (4.16) com interacdo (a) U = 1t e
(b) U = 6t: comparagio entre diferentes implementagoes au-
toconsistentes para L=31 e N=14. Desvios médios em relacio
ao procedimento OEP para as energias do estado fundamental,
conforme definido na equagao (4.13).
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Figura 4.5 Cadeia aberta com a presenca de um potencial do tipo soft-
Coulomb conforme equagao (4.16) com interacao (a) U = 1t e
(b) U = 6t: comparagao entre diferentes implementagoes auto-
consistentes para L=31 e N=14. Desvios médios em rela¢ao ao
procedimento OEP para as densidades do estado fundamental,
conforme definido na equacao (4.14).
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antes, desconsideraremos qualquer magnetizacao: por exemplo, para
N = 14,5 teremos Ny = 7,25 ¢ Ny = 7,25. Dividimos a anélise em
duas partes: (i) sem a presenca de um potencial externo (figuras 4.6 e
4.7); (4) com um potencial externo do tipo soft-Coulomb, posicionado
de forma simétrica ao longo da cadeia e com a =1 (figuras 4.8 e 4.9).
Os erros médios sao os definidos nas equagoes (4.13) e (4.14).

Mais uma vez, os menores desvios nas energias e densidades
sao os advindos das implementagoes KLI, Slater e LSSC, com ou sem
um potencial externo. A presenca do potencial externo soft-Coulomb,
que induz uma maior localizacao eletronica, intensificou a separacao
em desempenho entre as abordagens.

Para todos os casos aqui considerados, é importante observar
a proximidade entre os resultados Slater e LSSC, advindas de apro-
ximagoes completamente distintas: enquanto que a primeira é uma
simplificacao da equacao OEP, exigindo a derivada funcional da ener-
gia XC em relagao aos orbitais KS, a segunda utiliza um método de
escalonamento, necessitando apenas do funcional de energia. Para o
funcional PZSIC, obter a derivacao da energia com relagao aos orbi-
tais ¢ uma tarefa bastante simples. No entanto, a mesma simplicidade
pode nao ocorrer diante de funcionais mais modernos como as hiper e
meta GGAs. Por essa razdo, vale destacar a importancia dos resultados
obtidos a partir da abordagem de escalonamento local LSSC.
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Figura 4.6 — Cadeia aberta sem impurezas com interacao (a) U = 1t e (b)
U = 6t em funcdo de N: comparacdo entre diferentes implemen-
tagoes autoconsistentes para L=31. Desvios médios em relacao
ao procedimento OEP para as energias do estado fundamental,
conforme definido na equacio (4.13).
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Figura 4.7 — Cadeia aberta sem impurezas com interagao (a) U = 1t e (b)
U = 6t em func¢ao de N: comparacao entre diferentes implemen-
tacOes autoconsistentes para L=31. Desvios médios em relacio
ao procedimento OEP para as densidades do estado fundamen-
tal, conforme definido na equagao (4.14).
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Figura 4.8 — Cadeia aberta com a presenga de um potencial do tipo soft-
Coulomb da equagao (4.16) e com parametro a = 1. (a) U = 1t
e (b) U = 6t em funcio de N: comparacio entre diferentes
implementagoes autoconsistentes para L=31. Desvios médios
em relagdo ao procedimento OEP para as energias do estado
fundamental, conforme definido na equagio (4.13).
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Figura 4.9
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Cadeia aberta com a presenca de um potencial do tipo soft-
Coulomb da equagao (4.16) e com parametro a =1. (a) U = 1t
e (b) U = 6t em fungao de N: comparacio entre diferentes
implementagdes autoconsistentes para L=31. Desvios médios
em relagao ao procedimento OEP para as densidades do estado
fundamental, conforme definido na equagao (4.14).
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5 CONCLUSOES

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT) é hoje uma das
principais ferramentas utilizadas na descricado da estrutura eletronica
da matéria. A popularizagdo da DFT ocorreu por meio da formulacao
de Kohn-Sham (KS), que permite obter as propriedades de sistemas de
muitos corpos a partir de uma equacao de particulas nao interagentes
submetidas a um potencial efetivo (“potencial de Kohn-Sham”) que in-
corpora todos os efeitos de interacdo. Embora exata em principio, a
DFT necessita de aproximagoes para o funcional de troca e correlacao
(XC).

Muitos funcionais XC foram propostos nos ultimos cinquenta,
anos, construidos a partir de resultados mais precisos e/ou experimen-
tais, assim como a partir da satisfacao de vinculos exatos conhecidos.
Na medida em que sobem na hierarquia conceitual, os funcionais XC
tendem a trazer consigo um aumento na complexidade da implementa-
¢do computacional. Exemplos bem conhecidos sao os chamados funci-
onais orbitais da densidade, que dependem apenas implicitamente da
densidade, via dependéncia explicita em termos dos orbitais proveni-
entes da equa¢do Kohn-Sham. A maneira formalmente correta de se
implementar funcionais orbitais via formalismo de Kohn-Sham requer
a utiliza¢do do chamado método do potencial efetivo otimizado (OEP),
que se revela demasiadamente custoso para sistemas simples de alguns
poucos elétrons. Por essa razao, ha raras implementacoes formalmente
corretas de funcionais orbitais disponiveis na literatura.

Nesta dissertacao utilizamos o modelo de Hubbard unidimen-
sional (IDHM) como laboratoério teorico para a investigagao de estra-
tégias para simplificar ou evitar o procedimento OEP. Como escolha
de funcional orbital, optamos por trabalhar com a correcao de auto-
interacdo de Perdew e Zunger (PZSIC), aplicando-a & aproximagao
de densidade local desenvolvida especificamente para o 1DHM (BA-
LDA/FN). Aproveitando a versatilidade caracteristica de sistemas mo-
delos como o 1IDHM, consideramos diversas configuragoes de sistemas
nao homogéneos, com e sem a presenca de impurezas localizadas, as-
sim como diante de um potencial externo de longo alcance. Tudo isso,
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variando o ntimero de elétrons e o pardmetro de interacao eletronica,
permitindo, inclusive, a presenca de cargas fracionarias. A correcao
PZSIC foi implementada através do OEP, tratando observaveis fisicos
como a energia e densidade do estado fundamental. O objetivo princi-
pal consistiu em investigar o desempenho de estratégias que simplificam
(KLI, Slater e GAM) e evitam (GSSC e LSSC) o procedimento OEP.
As trés primeiras emergem diretamente da equacdo OEP, sendo neces-
sario conhecermos a derivada funcional da energia XC em relagao aos
orbitais KS. Seguindo uma abordagem mais recente, as duas ultimas
estratégias surgem de um processo de escalonamento, necessitando ape-
nas conhecer o funcional de energia que se deseja implementar. Vale
destacar que, levando-se em conta a estrutura de funcionais mais mo-
dernos como as hiper e meta GGAs, a nao necessidade de determinar
derivadas funcionais pode representar uma enorme vantagem.

Primeiro, os resultados numeéricos indicaram a formacao de dois
grupos bem definidos: KLI, Slater e LSSC, consistentes em tamanho,
apresentaram desempenho superior as abordagens GAM e GSSC, que
dependem de grandezas integradas no denominador e tornam, portanto,
os sistemas inseparaveis. Segundo, de uma forma geral, Slater e LSSC
tenderam a se aproximar da abordagem KLI, conceitualmente mais
complexa. Isso representa um ponto favoravel & abordagem de esca-
lonamento local L.SSC, uma vez que ela, como mencionado anterior-
mente, exige apenas o funcional de energia. O aumento do parametro
de interacao eletrénica do 1IDHM fez com que os desvios em relagao ao
procedimento OEP fossem incrementados, para todas as estratégias.
Vale destacar que as abordagens GAM, Slater, GSSC e LSSC apresen-
taram um custo computacional bastante reduzido na comparagao com
KLI e, principalmente, com o OEP.

Considerando os dois principais pilares do desenvolvimento da
DFT (funcionais XC mais precisos e manuten¢ao do baixo custo com-
putacional), a investigagdo aqui considerada fornece indicativos favo-
raveis a abordagens que apresentam baixo custo computacional e que,
ao mesmo tempo, podem ser muito competitivas na comparagao com
o método OEP. Esse aspecto abre um grande leque de possibilidades
para implementac¢des formalmente corretas de funcionais XC moder-
nos — que geralmente apresentam dependéncia orbital explicita. Por
essa razao, como perspectiva de trabalhos futuros, pode-se pensar na
aplicacao das estratégias aqui investigadas, particularmente a LSSC, a
outros funcionais orbitais, assim como, a sistemas continuos com inte-
racao eletronica Coulombiana de longo alcance.
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Apéndice A DEDUCAO
DA EQUACAO OEP

Comecemos com a derivacao funcional que leva ao potencial

local multiplicativo independente dos orbitais:

orb
’Uacc,a[n](r) - E 5”5?:)”7}]
& [ B )] )] s
‘Z§/[ () omgm) | LT T
_ = SES{thmr}] 0vpa(t') Sukss(x”)
_zﬁ:z;/ / [ Sra(t’)  dukss(r’) ong(r)

B 3" + c.c.
(A1)

Via teoria de perturbacao em primeira ordem, podemos extrair

a variagao 61;o em fungao de dvkg g, conforme segue.

H = Hy+ \V, (A.2)
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com
Hoy) = oty
e
H\Ijka - Eka\llka-
Admitindo que
\I]koc (0) +)\¢(1) +)\2 ](62)
e

Eia 5,(;2 + )\5(1) + )\2553
podemos escrever que

(Ho + AV) [1/}(0) D }

- {Eka el 4 A%@ 4 } [ F AL + A2

Igualando as varias ordens em A, tiramos

(1) 0) _ _(0),,(1) (0)
Ho% + lem ,l/}ka + ska ka®

Mas

Zc%w

entao

%Z%m%w%—mzcw%fmm

(A.3)

(A.4)

(A.8)

(A.9)

(A.10)
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3 Cone Qo+ V) = O S7 O @ +ewl?. (A1)

Agora, multiplicando escalarmente por ¢§22k ., € integrando so-

bre todo o espaco, teremos

WOV )

=GR

Cix = (A.12)

e portanto

m_ 3 WmalVIdig)
ha = ©)

)
D " (A.13)

mao”

Se, em vez de utilizarmos o parametro A, reescrevermos o ha-

miltoniano perturbado como

H=Hy+4V, (A.14)
com
\Ijka - wka + 61/}]604 + ... (A15)
Era = €ka + 08ka + ... (A16)

chegaremos ao seguinte resultado

oo

mao 6 «
ra = Y (¥malOVra) |_VEW”“ e (A.17)
m(mk) ko mo
que, aplicado ao potencial efetivo KS, nos conduz a

o0

571)16@(1'/) _ Z <wma|6vKS,a|wka>wma(r/). (A18)

e — €&
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Assim,
5wka( Z 7/) N wka( ) /
—_— = e ma(r), (A.19)
//
6UKS B(r m(nz;ﬁk) €ka — Ema
que pode ser reescrito como
61/}16&(1'/) i "
<~ . Oa @ ) e ) A2
Sors st 00,8G K5 ka(r', 1" )Ypa(r”) (A.20)
com
//
Grska(r', x" Z Yima () ¥mal(r ), (A.21)

Eka ~ Ema

sendo a funcao de Green Kohn-Sham.

Para a densidade, por sua vez, sabemos que

No
=D Jrobio (1) no(r), (A.22)
k
e entao
ong(r 59 (r) Shro(r)
5”UKSgr” Zf [501(;5 )1/%0() Wl/},m(r) :

(A.23)
Assim, via equagio (A.19) obtemos

Sy (r)

Ny
Svrsp(t”) : ! ") +ee (A.24
5UKS,5(I‘N) 60,6 Xk: fkawkg(r)GKS,ka(I‘, r )wka(r ) +ce ( )

Multiplicando ambos os lados da equacdo (A.1) por

0ng(r)/dvks,c(r"”") e somando sobre todo o espago e spin, teremos

Zf:/’umc,d[n]( (%f:g'crul ZZZZ///

{E‘”’b[{wmr}] Sra(r’) dvksp(r”)  dng(r)

dsrld?’r”d‘gr} + c.c.
Yra(r’)  Ovksp(r”) Ong(r) dvksc(r”)

(A.25)
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Mas

/
5( " /// 55{ Z/éUKSﬁ 5”0(1') dBr. (A.26)

ong vgs,c (")

Entao

N,
> / Voo [M(Y) 60c D Frotiy () ko (8" )G i ko (1, 27")dPr + c.c. =
o k

e ISR ()] kalr) s,
Xa:z/{ 6Ypa(r’) 5UKS,g(r“’)d3T + c.c.

k
(A.27)
Trocando r por r’, "’ por r e a por o, temos
/U:vc o Z fk:awka wka )GKSJCO' (r/7 I')d37"/ +c.c. =
(A.28)

5E0rb {1/}7717'} / /
Z/{ o (r Vko (1) Grs ko (r',1) | 1’ + c.c.

Chegando finalmente na equac¢ido OEP

N,
S [ 6i00) Uroacalnl) = tacaa n)(0)) Grcse ' s (1)
k

+c.c. =0,
(A.29)

com
1 OEZ {¥mr}]
Uio(x') Ok (x')

Uge, ko [n] (I‘/) = (A30)
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Como vemos, na equacao (A.29) o potencial local multiplicativo
Vge,o [2](r") néo aparece isolado de forma explicita, devendo ser iterado
a auto-consisténcia. Ha ainda uma forma alternativa de reescrever tal
equacao de modo a permitir uma visao mais nitida de possiveis aproxi-

magoes a serem feitas em sua solugdo. Comecemos reescrevendo (A.29)

como
N,
> e (1) W, (x) + c.c. =0, (A.31)
k
com
Zg’(r) _ Z <¢ko’|uzc,ka [:‘] __fzavzc,a[n]|wma>w:la(r). (A32)
m(mk) ko mo
Proximos passos:
|:BKS,(T - 5k0} \I/ZU(I‘) = Z <¢ka|uz07ka[n] - fkoUzC,U[nH¢mo>¢jno(r)
m=1
- <¢ka|uxc,ka' [n] - fkovzc,o[n]|wka>wza— (I‘)
= [tae ko [n)(T) = froVee,o[n] (X)), (1)
- (axc,ko[n} - fkcr@mc,ka[n])wl:g (I‘),
(A.33)
ja que

D Yo ()i (x) = 6(r — 1), (A.34)
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e com as defini¢oes

@zc,ko[n] :/wZo(r/)vwc,ff[n]<r1)¢ko(r/)d37‘/7 (A.35)

Uge ko [] = /w,’zﬂ(r’)umk”[n}(r’)z/;k,,(r’)dgr’, (A.36)

ou seja, as médias de Ve o [n](r') e Uge ko [1](r") sobre o k-ésimo orbital.

Assim

UKS,O'(I.)\I’;:‘O'(I.) = [8k0 - 'Es] ‘I’Za(r)
+ [(uze ke [n)(r) = froVae,o[n](r)) (A.37)

- (ﬂxc,ko[n] - fka@xc,ko[n])}¢zg (I‘)

Multiplicando (A.31) por vis,, temos
No
> ko (1)K 5.0 (1) Wk, (r) + c.c. = 0. (A.38)
k
Substituindo a equacdo (A.37) em (A.38), segue que

No
D Atko (1) [eho — E] Uio (v) + Yo (1) oo [0] (¥) = fro Ve, [n](r)
k

+ froVze ko [N] = Uge ko [M]] 4o ()} + c.c. =0,
(A.39)



70

e assim
Vze, o’ 2n Z {|/¢)ko' uzc,kg— [n] (I’) + fko’zjlc,ko' [’I’L} — awc,ka [n]]
+ro (r) [ero — Es] Uiy (r)} + cc
(A.40)

Mas

ko Vo (r) = [Is + V5,0 (r)] Yro (r). (A.41)
Entao
Vze, 0' Z {|wko uxc,ka[n](r) + fkaﬁwc,ka[n} — Uge,ko [’fl]]

2ng

—WUko (r)fS\IJ,*w (r) + Vi, (r)fswlw (r) + Vko (P)UKS,U(I')‘I’ZU (r)}

(A.42)

De (A.38), o ultimo termo da equagdo anterior é nulo, de forma

a obtermos a equacao completa OEP:

Vge, a

Z {W)ko uxc,ka [n](r) + fkaﬁxc,ka[n} — Uge,ko [n]]

2n0

_wka (r)tASlI/It:a (I‘) + \IIZO' (r)fswk?‘f (I‘)} + c.C.
(A.43)
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Conforme descrevemos na se¢ao 2.6, a primeira das simplifica-
¢Oes para a equagdo OEP consiste em aproximarmos a fungdo de Green
KS (2.58), conduzindo-nos & aproximacao KLI. Como caminho alterna-
tivo, desprezando os dois tltimos termos da equagao (A.43), obtemos

novamente a aproximacao KLI:

oKL ) Z Wi (x {um,kg[ ) + Fro®<EL (0] — Lo, ioln]}

Qna

+ c.c.
(A.44)



