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RESUMO

KUERTEN, André M. Equacgoes de Onda Eletromagnéticas em Espagos-tempo
Curvos. 2011. 42f. Dissertagao (Mestrado em Fisica - Area: Relatividade e Cosmologia)
- Universidade do Estado de Santa Catarina, Programa de Pés-Graduacao em Fisica,
Joinville, 2011.

Este trabalho tem como um dos objetivos centrais considerar as equacoes de onda eletro-
magnéticas que estao envolvidas nas estruturas de curvatura dos formalismos espinoriais
de Infeld e van der Waerden para a Relatividade Geral. Equacgoes de onda para fétons com
fontes que portam um cardter geométrico emergem no contexto de um dos formalismos e
desempenham o papel principal aqui. Tais fontes foram condicionadas a equagao da con-
tinuidade e deste modo se examinou o efeito produzido por elas no formato das equacoes
de onda. O principal resultado obtido aqui é que as fungoes de onda correspondentes sao

espinores nulos.

PALAVRAS-CHAVE: Espinores. Equagoes de Onda. Fétons.



ABSTRACT

KUERTEN, André M. Electromagnetic Wave Equations in Curved Spacetimes.
2011. 42f. Dissertation (Master Course in Physics - Area: Relativity and Cosmology) -

Santa Catarina State University, Post Graduation Program in Physics, Joinville, 2011.

The electromagnetic wave equations that occur in the two-component spinor formalisms
of Infeld and van der Waerden for General Relativity are considered. Use is made of
certain geometric current densities that emerge naturally within the context of one of the

formalisms to show that the respective wave functions are null entities.

KEY WORDS: Spinors. Wave Equations. Photons.
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Capitulo 1

Introducao

Os espinores mais amplamente difundidos entre os fisicos sao encontrados nas teorias
de Pauli [1] e de Dirac [2] para o spin do elétron. No contexto de Pauli, pontua-se
a estreita relacdo entre o grupo de matrizes unitdrias SU(2) e o grupo SO(3), a qual
repousa na existéncia de um homomorfismo entre os dois grupos, resultando que para
toda rotacdo de SO(3) correspondem duas matrizes de SU(2). Na teoria de Dirac para
o elétron, os espinores surgem naturalmente, e a descricao da dindmica de particulas de
espin +1/2 é levada a cabo no espaco de Minkowski M da Relatividade Restrita. O
grupo de tranformacgoes que atua em M é o grupo de Lorentz L, o qual possui quatro
componentes [3]. De modo similar ao caso da teoria de Pauli, pode-se mostrar que o
grupo SL(2,C) é homomérfico & componente ortéerona prépria LT de L (vide Carmeli e
Malin [3]). Isto foi estabelecido por van der Waerden [4] em conexao com uma descri¢ao
em termos de espinores de duas componentes da teoria de Dirac em M.

Naturalmente, surgiu o interesse em introduzir espinores em espagos-tempo curvos,
em outras palavras, em elaborar uma descricao da Relatividade Geral em termos de es-
pinores de duas componentes. Dois formalismos espinoriais para a Relatividade Geral
entdo emergiram no trabalho de Infeld e van der Waerden [5, 6], os quais sdo conhecidos
como os formalismos ve. Assim, em cada ponto nao-singular de um espago-tempo curvo
sem torcao, assenta-se dois pares de espacos de espin conjugados complexos, sendo que
internamente a eles atua o grupo de transformagoes de calibre de Weyl [7]. Deste modo é
entao associado a cada tensor mundo um espinor Hermitiano. O uso de espinores em Rel-
atividade Geral leva-nos a obtencao de resultados que nao sao possiveis de serem obtidos
com o uso de apenas tensores mundo. Os formalismos de Infeld e van der Waerden tém
sido utilizados por varios autores com varios diferentes propoésitos [8-14]. Uma descrigao
algébrico-geométrica essencialmente completa dos formalismos pode ser encontrada na

Ref. [15].



Um importante resultado que nao emerge na descrigao tradicional puramente mundo
de estruturas espago-temporais curvas é que, quando espinores sao inseridos no contexto
geométrico, tensores de Maxwell intrinsicamente geométricos emergem na estrutura de
curvatura dos espagos-tempo em questao [6, 8, 15], algo de fato impossivel de ocorrer
quando usa-se apenas tensores mundo. A exploragao matemdtica deste resultado serd o
tema principal desta dissertacao, onde serd possivel apresentar um detalhamento simbdlico
formal que nos levard & equacoes de onda para fétons com fontes geométricas, ou seja,
com fontes intrinsicas & uma geometria espago-temporal curva. No entanto, apenas no
formalismo = é possivel arranjar-se as equacoes de onda para fétons geométricos com
tais fontes, uma vez que apenas neste formalismo se pode considerar uma configuragao
geométrica formalmente andloga & quadricorrente eletromagnética.

Nosso trabalho tem sido dividido em sete capitulos e esta organizado como segue. Nos
capitulos 2 e 3, a parte dos formalismos e que é de imediata relevancia aqui é revista. As
equagoes de campo pertinentes sao apresentadas no capitulo 4. As técnicas calculacionais
fornecidas nas Refs. [15, 16] sdo consideradas no capitulo 5. Tais técnicas sdo necessdrias
para a deducao das equacoes de onda de interesse aqui, as quais sao apresentadas no
capitulo 6. No capitulo 7, algumas observagoes finais sobre nosso trabalho sao feitas.

Componentes mundo sao denotadas com o uso de indices gregos que assumem 0s
valores 0, 1, 2 e 3. A notagao usual que utiliza fndices linhados e nao-linhados para
componentes espinoriais conjugadas complexas [14] serd adotada aqui. Adotaremos a
assinatura do tensor métrico covariante g,, de algum espago-tempo curvo sem torcao M
como (+ — ——). Coordenadas em M sao denotadas por z*. Para as derivadas parciais
ordindrias usaremos a notagao econdmica d,, em vez de J/0x*, assim como também
usaremos o simbolo indexado V, para derivadas covariantes em ambos os formalismos.
Serd também usada a convengao de Bach [17] para relagoes de simetrias indiciais mundo
e de espin, sendo simetria nos indices denotada como, por exemplo, (uv) e antissimetria

como [pv]. Para o tensor de Ricci, usaremos a convengao de sinal
g
R;UJ = RMJV )

com R,,,? sendo o tensor de Riemann correspondente. Algumas vezes, usaremos a no-
tagao {a, b; c,d} para referir & um objeto espinorial que porta a indices contravariantes e
b indices covariantes nao-linhados, juntamente com c¢ indices contravariantes e d indices

covariantes linhados. Outras convengoes serao explicadas no devido tempo.



Capitulo 2

Meétricas, Afinidades e Derivadas

Covariantes Espinoriais

Como foi dito anteriormente, na teoria dos espinores aqui considerada, usa-se dois
formalismos designados como os formalismos ye. As estruturas destes formalismos exibem
diferencas que muitas vezes sao expressas na natureza geométrica de um determinado
objeto, ou seja, em um formalismo o objeto em questao pode ser um tensor de espin
enquanto que, no outro, uma densidade de espin. Obviamente, o que determinars tal
natureza é o comportamento do objeto sob uma transformagao de calibre de Weyl, como
sera visto.

De certa maneira, os espinores métricos de ambos os formalismos desempenham
nos espagos de espin o papel que g,, desempenha em M. No formalismo «, um dos
espinores métricos ¢ um tensor de espin y4p de valéncia {0,2;0,0} que é invariante sob

transformacoes de coordenadas mundo. Tem-se
_ i®
Yap = [V €V ean, (2.1)

tal que yap € representado matricialmente por

(vaB) = ( _07 g ) : (2.2)

onde v = |y] e®, sendo || e ® fungdes de z# escalares-mundo, reais e derivdveis.! Temos

AB\ _ 0 !
(v )—(_71 . ) (2.3)

'O comportamento de calibre de v serd dado mais tarde neste capitulo.

a forma contravariante
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sendo que este tensor de espin possui valéncia {2,0;0,0}, e é também invariante mundo.

Os tinicos espinores métricos nao-linhados do formalismo € também sao invariantes mundo
e representados como

(eaB) = (aAB) = 01 ) (2.4)

-1 0

Devido a simetria de g,,,,, os espinores métricos de ambos os formalismos sao de fato

todos antissimétricos, o que implica em regras especificas para mover indices. Em ambos

os formalismos, devemos ter procedimentos especificos para relacionar objetos covariantes

com contravariantes, tais como os seguintes:

B4 = MAP B, (2.5)

Ba = B Mpa, (2.6)

com a letra niicleo M denotando v ou € aqui e nos capitulos subsequentes. Temos ainda
a relacao
MABMye = McP = —MPo =662, (2.7)

onde §c® & o delta de Kronecker. Para objetos de valéncias ampliadas, faz-se produtos
exteriores tal que, para cada indice, usa-se as relagdes (2.5) e (2.6) juntamente com suas

complexas conjugadas. Por exemplo,
HAA/ B/ = MABMAIC/ HBC/D/ MD/B/ . (2-8)

Para relacionarmos objetos mundo com objetos de espin em ambos os formalismos,
temos os chamados objetos conectores. Em alguns casos, esses objetos podem relacionar
um vetor mundo com dois vetores de espin, onde um deles estd definido no espago conju-

gado do outro. Explicitamente temos, por exemplo,

ot = S ot (2.9)

v = G (2.10)

onde S’ , é um dos objetos conectores Hermitianos para qualquer um dos formalismos.
Novamente, através de produtos exteriores, podemos obter para um objeto de valéncia

arbitrdria, a seguinte relagao:

HAAIBB/MV — S?A/S%B/Sg’c/SZ/DD/HPUCC/DD/. (2.11)

11



Temos as seguintes relacoes entre objetos conectores, espinores métricos e o tensor métrico

mundo:
guw = SN SPP MapMapr, (2.12)
MapMap = SZA’SEB’QMW (2.13)
e
GuMap = 2540505, (2.14)

tal que as relagoes (2.12) e (2.13) nos levam as expressoes Hermitianas
S St p = 0pop™, SIS = 0s". (2.15)

A Hermiticidade dos objetos conectores pode ser indentificada pelas configuragoes

de indices. Em ambos os formalismos, tais configuragoes formam o seguinte conjunto:
HS = (S0 57, 54,507 216

onde, falando a grosso modo, a Hermiticidade é garantida quando indices de espin linhados
e nao linhados se encontram no mesmo "andar". Como um exemplo, o objeto conector
S ff; ¢ de natureza nao-Hermitiana.

Como mencionado anteriormente, as leis de transformacgao consideradas para es-
pinores, sao transformacoes de calibre de Weyl. Alguns dos protétipos de tais leis de

transformacao sao

' = vBAGM, (2.17)
€
vy = ApPup (2.18)
com
AAB _ \/ﬁew&AB, AA/B’ _ \/ﬁe_wéA/B', (219)

onde p é uma funcao real invariante positivo-definida, e # é o parametro de calibre do
grupo o qual aparece como uma fungao real derivavel em M. Mais uma vez, usando

produtos exteriores, tem-se
P = A O TIEPP AMAL AL (2.20)

Sao os comportamentos sob tais leis de transformagao de calibre que estabelecem se quais-
quer objetos de interesse sao tensores de espin ou densidades tensoriais de espin. A teoria
de densidades de espin foi construida por Schouten [18-20] de modo a manter uma analogia

formal com a formulagao geométrica mundo.
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Em ambos os formalismos, a derivada covariante de um espinor elementar contravari-
ante é expressa como
Vvt = 0,0 + 9,57, (2.21)
sendo oriunda do incremento

Dv* = (9,0 +9,5M0") dat, (2.22)

onde 79MBA ¢ uma conexao afim de espin nao-linhada para qualquer um dos formalis-
mos. Deve-se notar a semelhanca formal com a estrutura diferencial covariante mundo.
Podemos obter a derivada covariante de um espinor covariante usando a regra de Leibniz
e supondo que
D (vAuA) =d (vAuA) . (2.23)
Deste modo, obtem-se
VM’LLA == ﬁuuA - 19MABUB. (224)
Para um objeto misto (espin-mundo) de valéncia arbitraria tem-se, por exemplo,
VA B =9, (HA’B’AB#) + 0, ATICP 4B,
+ ﬁuC’BIHAIClAB,u . ﬁuACHA/BICB,u
+ 9,60 ¢, -1, TN B (2.25)
onde I',,7 é a conexao afim Christoffeliana de g, .
Podemos achar a expressao, a qual serd de consideravel utilidade mais tarde, para
a conexao de espin contraida v, 44, Para isso usamos o fato que V. (vapyap) = 0,
que provém da assuncao V,g,» = 0 bem como da constancia covariante dos objetos
conectores Hermitianos e, ainda, do fato de que a regra de Leibniz se aplica a operagao
V. Primeiramente, devemos encontrar a derivada covariante de 7, sendo que para isto

devemos considerar a derivada covariante de y4p5. Serd usada agora a conexao de espin

do formalismo 7, que ¢ resultado da identificagao 9,47 — 7,4%. Ou seja, tem-se

v,u,fYAB = gABV,u,yu (226)

que também pode ser escrita como

V¥4 = 0uvas — Yua“ven — VuB Vac
= 0yYAB — YuAB + YuBA
= OuYAB — 2Yu[AB
= OuVAB — VuYAB
=B (0y =7 W) (2.27)

20s espinores métricos do formalismo & sdo covariantemente constantes.

13



com 7, = v,c° . Logo, por comparagao direta, obtemos

VY = 0wy — s (2.28)

sendo esta o protétipo no formalismo v para derivadas covariantes de densidades de espin
escalares de peso +1.Um desenvolvimento sistemdtico da teoria de densidades de espin é
dado nas Refs. [15, 18, 19, 20]. De modo geral, uma densidade escalar de espin, em que

a lei de transformagao é expressa como
K = (Ap)*K, (2.29)

com

Ap = det (A47) = pe*, (2.30)
contendo peso «, tal que sua derivada covariante é dada por
Vuk = 0k — ok, (2.31)

sendo assim entao andloga formalmente as derivadas covariantes de densidades escalares

mundo. Para a complexa conjugada de » teremos a lei de transformacao dada por *
7 = (A))°F, (2.32)

sendo [ tido como antipeso. Para uma densidade escalar de espin que contém simultanea-

mente peso e antipeso, teremos
N = (AQ)*(Ar)P . (2.33)
Deste modo, usando (2.28), faz-se

Vu(yapyas) = YasVuvas +vapVyyas
_ YABYA'B’ YABYA'B’ v

— V.7 + %

11
=5 (0,7 —7u7) + 5 Oy — YY) | YaBYA B

= (8u In7y + au Invy — Yo — 7_#) YABYA'B’
= (0uIn|7)* — 2Rev,) Yapyam =0, (2.34)

ou seja, sendo Yapya g arbitrdrio, obtemos

dyIn|y[> = 2Rev, = vup” + v = +7,. (2.35)

3Daqui em diante, usaremos barras para denotar conjugacdo complexa.

14



Agora, devemos considerar a equagao (2.35) e implementar a seguinte relagao:
’Y#DD — ’}/“D/D/ == —42.@“7 (236)

onde ¢, é um quadripotencial eletromagnético afim, e o lado direito de (2.36) é obvia-
mente puramente imaginario. Agora, isolando v, p” em (2.35) e (2.36), e combinando os
resultados obtem-se

YupP =0, In|y| — 2i®,, (2.37)

sendo esta a importante relagao que gostariamos de obter. Ainda, introduzimos a entidade
covariante mundo

6, =, ln |y, (2.38)

para reescrevermos (2.37) como
YupP = — (0, +2id,), (2.39)

nos levando, entao, a expressar o quadripotencial eletromagnético da seguinte forma:

1
P, = —5 Im Yup®. (2.40)

De fato, indentifica-se ®,, com um potencial eletromagnético afim, intrinsico & geometria
de M, e que constitui a parte imagindria de uma estrutura afim contraida. A motivacao
para se fazer tal associacao, repousa em similaridades entre comportamentos de calibre
de tais estruturas, como pode ser visto em |8, 15].

No formalismo -y, é possivel obter equacoes de autovalores que terao adiante inter-

pretacoes fisicas relacionadas com as fontes geométricas de interesse aqui. Temos

,ﬁAB ) €AB

(Vi

= (v Vw) VaB

= [ Oy — )] as

= (OuIny = v,) V4, (2.41)

tal que, pondo

Jd,Iny=20,In (]’y| €¢q>)
= 9,1 || + i0,9, (2.42)

e substituindo a expansao (2.42) na equagao (2.41), obtem-se
Viyas = (0, In |y +i0,® — vu) Yas.

15



Agora, uso da equagao (2.37) nos leva a seguinte relagao:
V., yag = (7u + 2i®, + 10, P — %A) YAB;
tal que

V,vaB =1 (auq) + 2q)u) YAB
= iﬁu’yABa (243)

com o autovalor 3, sendo dado por
By = 0,P +29,. (2.44)

A equagao (2.43) é uma genuina equagao de autovalor, e ainda podemos arranjar uma
equacao deste tipo para o espinor métrico contravariante. Para isso usamos a constancia

covariante do objeto 4,7, ou seja V647 = 0, e lembramos que 647 = 79Byc4, tal que

Vi (79Prca) = 0.

Portanto,

YeaV,7P = =PV 0
= _'YCB [Z (auq) + Qq)u) ’YCA] )

ou seja

ViyP = =i (0,0 +29,) 7"

— —iB,1°", (2.45)
que é a equacao de autovalor para o espinor métrico contravariante nao-linhado do for-
malismo 7. E facil ver que, no formalismo &, é impossivel obter tais relacdes, uma vez que
Vus AB = 0.

Uma elegante forma de escrever as partes 6, e ®,, da conexao afim de espin contraida

(2.39), considera a estrutura diferencial
WAB<V;L — 9u)VaB-

Para ver isto, devemos considerar a equacao de autovalor para a derivada parcial, ou seja
[15]
Oy vap = (10, —0,,) vas, (2.46)

sendo que, assim, podemos facilmente escrever
VAB(V;L = Ou)yas =2(0, + 2i®,), (2.47)

16



a qual nos fornece, entao, as expressoes para as partes sob consideracao. Tem-se

20, = Re [VAB(VLL . aﬂ)VAB] ) (2.48)

4@, = Im [v*?(V, — 9,)va5] . (2.49)

Enfatizamos que uma assuncao que deve ser feita antes de considerar-se a parte de
curvatura dos formalismos envolve a exigéncia de que os objetos conectores Hermitianos

sejam covariantemente constantes em cada um dos formalismos, ou seja
!/
Vv, 8P = . (2.50)

Tal exigéncia serd necessdria para a obtencao das estruturas de curvatura de Infeld e van
der Waerden.

17



Capitulo 3
Curvatura Espinorial

Tradicionalmente, para obter-se os objetos de curvatura na formulacado mundo da
Relatividade Geral, aplica-se o comutador de derivadas covariantes em vetores [21, 22, 23,

24] tal como, por exemplo,
[vuv VU] v = R,ul/apvaa (31)

onde v” é um vetor mundo arbitrdario. Um modo simples de obtermos os objetos de
curvatura de ambos os contextos espinoriais de Infeld e van der Waerden, é aplicarmos
um procedimento similar para um objeto conector Hermitiano [15] o qual, como vimos

anteriormente, carregam indices mundo e de espin. Temos,

[V, V,] P44 =0, (3.2)
onde SP44" ¢, assim, um dos elementos do conjunto (2.16). Expandindo o lado esquerdo
de (3.2), obtem-se o resultado

SPEAW 5t + SPAEW,, g = SR, (3.3)
com
W™ = Wiws™ = 20,0,5" — (9,59.c” — 9,599,c™), (3.4)

sendo um dos objetos de curvatura de Infeld e van der Waerden.
Para obtermos as expressoes (3.3) e (3.4) a partir de (3.2), inicialmente aplicamos a

derivada covariante em um objeto conector Hermitiano tal como, digamos,
V9 = 9,80 4T, PSP 49, A 5PPA 4 9, 5P (3.5)

e, em seguida, aplicamos novamente o operador no resultado acima para obter o seguinte

conjunto de contribuigoes:
v, (8,,5““") = 9,0,5°4 — 1,709,844 + 1,089,574

+ 9,510,824 + 9,509,547, (3.6)

18



Vi (Tuo?S744) = 8 (Do ST) = T T S0 4 T T, P 74

+ ﬁMBAFVUpSUBA, + ﬁ,uB’AIFVapSUABlv (37)

V/A (19VBASPBA,> — aﬂ <19VBASPABI> . F/ﬂ/aﬁaBASpBA/ + F'uapﬁVBASJBA’

!

+ 9,040, 59 SPPY 0,59, 54 5P (3.8)

Vi (ﬁuB'A,SpABI> = (ﬁuB'A,SpAB/> — T, ™ SPAB 4+ T,,00, 5 S7AF

’

+ 9,00, 5O SPAB 4 9, 50, 5N SPPE (3.9)

Neste estdgio, antissimetrizamos os indices u e v, tal que

Vi (%SPAA/) = Dol 0 874 + 9505”24 + Oup 0,577, (3.10)

Vi (FvlvaUAA) =0 (FvlcrpSUAA) + Tpujp T 574

+ ﬁ[uBAFu}apSUBA/ + ﬁ[uB/A/FV]UpSo—AB/, (311)

Vi (1587 ) = 0 (9151574 ) + Do 577

+ 9,5 PPN + 0 9, 5P (3.12)
€
Vi (ﬁv}B’AISPAB/> = (ﬁle’A,SpAB/) + Dpujo "Dy 5745
+ 9,02, SPAL 9,519, Y SPPE (3.13)
Portanto,

V[MVV]SPAA’ = F[mg‘pau}S”AA’ + ﬁ[MBAaV]SpBA/ n ﬁ[uB’Alau]SpABl + 0y, (FV]U'DSUAA/>
+ Tl Toe” S744 + 8, (19V}BAS’)BA/> + Ve, 57 5PN

+ 0[,u <19V}B’A,SIDAB,> + ﬁ[uC’A,'ﬂV}B’CI‘S’pAB/a (314)

sendo que os termos que desapareceram ¢ devido ao fato que as estruturas 9,0, e I',,7
possuem simetria em p e v. Para os quarto, sexto e oitavo termos a direita de (3.14) faz-se,

respectivamente,
0[M (FV]UPSUAAI) = (8[ury]0p) SUAAI - F[Mo‘pay}SUAAl, (315)
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O (Vs S754) = (0 ™) S75Y — by, 0y 7 (3.16)

O (P SN ) = (D™ ) S5 — 9y 0y 747 (3.17)

Assim, substituindo estes resultados em (3.14) e, em seguida, rearrumando alguns termos,

obtemos
ViV S*Y = (8.T0)e” + Tijg"Tue”) 874
+ (Ot + 900, 57) 52
+ (Ot + Do D) 5747 (3.18)

Agora, lembrando das relagées

Ruvo” = 0u00e” — 0,0 0" + Ty Te” — 5T 0" (3.19)
(§]
W,uVBA = 28[;},7~9y}BA + 19#6'14191130 - ﬁVCAﬁ/,LBcu (320)
obtem-se
V., V]84 = 2V, V,, 8744 (3.21)
Ccom
[V, VISP = Ryo? ST 4 Wi p ' 5P + W g 5747 = 0, (3.22)

sendo que as equagoes (3.20) e (3.22) nos dao as expressoes requeridas. Mencionamos de
passagem que existem outras maneiras [15] de se obter os objetos W, uma delas sendo a
seguinte:

[Vaa, Ve ¢ = Wanspu M. (3.23)

Contraindo-se os indices A e B da equacao (3.4), vem
Wa® = 209,44, (3.24)

pois 19,4[“019,,]0’4 = 0. Como vimos, a parte imagindria de 9,4 estd relacionada com
um potencial eletromagnético enquanto que a parte real é uma derivada parcial. Conse-
quentemente, lembrando que 20;,0,; = 9,0, — 9,0, = 0 e ainda a relacao (2.38), obtemos
a expressao

Opyp” = =0 (0, +2i®,)) = —2i0, @, = —iF,,, (3.25)

a qual carrega o tensor de Maxwell F),, = 20,®,. Deste modo, obtem-se a seguinte

relacao para um objeto de curvatura contraido de qualquer formalismo:
Wopat = —2iF,,, (3.26)
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a qual evidentemente satisfaz
Wa = —Wa? & ReW,,44 = 0. (3.27)

Podemos decompor os objetos de curvatura em suas partes simétrica e antissimétrica

referentes aos indices de espin, ou seja
WMVAB = WMVACMCB - WuV(AB) + W,ul/[AB}- (328)

Para a parte antissimétrica, podemos fazer

1
Wwian) = §WWGCMAB, (3.29)

tal que, usando (3.26) e (3.29), podemos reescrever (3.28) como
W;WAB = W/,LI/(AB) - Z‘F:uz/]\4AB- (330)

A parte simétrica W, 4p) envolve o tensor de curvatura R,,,,. Este fato é estabelecido
em [15]. Assim sendo, o objeto W, 45 simultaneamente carrega em sua expressao o tensor
de Riemann de M e um tensor de Maxwell geométrico e, entao, pode ser visto como um
objeto de curvatura misto em ambos os formalismos. Para deduzirmos a expressao para a

parte simétrica e verificar a relacdo com R,,,,, pegamos a expressao (3.3) e trabalhamos

como segue:
Sppar (SPBA/WWBA + SPABW LA+ S"AA/RWU”> =0,
200" Wop™ + 0004 W™ + Sppar ST Rye” = 0,
2Wp™ + 60 W + 80 SR e, = 0.
Portanto,
(2WMVDA + 5DAW/J,1/B’BI + SgA/SUAA,RHy0p> YAB = O, (331)
ou seja
1 ! !
WMVDB = 5 <WI/MB/B YDB + Slp)AIS%’A Rl/uap) y (332)

tal que a parte simétrica é

1 /
WFW(DB) = 55«/) A’SEA Ru;wp- (333)

Deste modo, rearranjando indices, reescrevemos (3.30) como

1 / .
Woan = §SQA, ST Rype — 1F Map. (3.34)
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Para (3.28), podemos fazer a decomposi¢ao espinorial usual de bivetores [14]. Com

efeito,
Waaspcop = S0 SEpWwep = Mapwapop + Mapwapep, (3.35)
onde
WABCD = W(AB)CD = %SZAISEAIWWCD, (3.36)
e
WA B'cD = W(A'BYCD = %SZA,S”’?WWCD, (3.37)

sao os chamados espinores de curvatura. Em particular, temos
Faapp = Mapdap + MapPap, (3.38)

com as relacoes eletromagnéticas de definicao
i c i c
baB) = JWanc barpy = JWBC - (3.39)
Os objetos ¢ap € ¢4 p s@o usualmente chamados de espinores de Maxwell [3]. Deve-se
notar que em razao destes objetos serem simétricos e complexos, eles propiciam as seis

componentes reais independentes requeridas pelo eletromagnetismo, ou seja

(600, P10 = P01, P11) - (3.40)

No préximo capitulo, essas componentes serao usadas para obter-se as equagoes de Maxwell
na forma espinorial de ambos os formalismos.

As expressoes (3.35) e (3.39) conectam ¢up € pap com a estrutura de curvatura
eletromagnética de M, uma vez que os espinores wapc® e warpcC sdo oriundos de tal
estrutura. Estes espinores satisfazem um esquema peculiar de conjugacao complexa, o
qual é dado por [25]

!

wABCC = _wABC’C y (341)

!/

wapc® = —wapce®, (3.42)
sendo que o estabelecimento destas relagoes comeca simplesmente pegando-se o conjugado

complexo de ¢4 dado por (3.39) e, entdo, comparando-se o resultado diretamente com

¢4 também dado por (3.39). Agora, pondo
Fanpp =2V a0 Pppy, (3.43)

com os colchetes denotando antissimetrizagao nos pares de indices, e usando (3.35), pode-

se obter as seguintes relagoes entre campos covariantes e potencial:
dap = —VPpor, dap =—ViuPpc. (3.44)
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Para obtermos o par (3.44), expandimos (3.43) e usamos (3.35) na forma
~2i(Van®pp — Vp®an) = Mapwapc® + Mapwapc®, (3.45)
tal que, implementando o desenvolvimento
—2iMAB(V g ®pp — Vpp®as) = M*P (MABwA’B’CC + MA’B’wABCC) , (3.46)
juntamente com o complexo conjugado de (3.46), chegamos a
4V Ppye = 2wapc”. (3.47)

~ . ~ ! !
A expressdo para ¢4 emerge quando contrai-se a expansdo para Fuapp com MAE.

Para uma prescri¢ao completa, ainda devemos considerar o par contravariante [15]
¢ = VEaDC | pN = v ePIC, (3.48)
Para o tensor dual de Fyu 55/, temos a expansao’
Fiypy =1 (Mapoawp — Mapdan), (3.49)
a qual ¢ obtida a partir da relacdo mundo [14]

1
Fr, = 5%&,1?5”, (3.50)

e da forma espinorial do tensor de Levi-Civita e,,¢,, qual é expressa como [14]
€AA'BB'CC'DD! = i(MACMBDMA’D’MB’C’ — MADMBCMA’C’MB’D’)- (351)

A contribuicao gravitacional da estrutura de curvatura é dada pela equagao (3.33).
Uma ampla descricdo deste fato é apresentada nas Refs. [15, 16]. Aqui, tal estrutura
serd descrita muito brevemente uma vez que nosso interesse principal repousa na con-
tribuigao eletromagnética. Como pode ser visto nas referéncias citadas acima, a estrutura

de Riemann-Christoffel de M ¢é caracterizada pelo par de espinores
(wapep), WarB/(cD)) (3.52)
com R, sendo concordantemente escrito em ambos os formalismos como?

RAA’BB'CC”DD’ = (MA’B’MC’D"WAB(CD) + MABMCDwA’B/(CD)) + c.c.. (353)

! Asteriscos sdo usados aqui para denotar dualizacdes.
20 sfmbolo "c.c."denota uma contribuicio complexa conjugada.
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E conveniente introduzir-se os espinores gravitacionais

XABCD = WAB(CD), (3.54)

EcapB = WAB/(CD); (3.55)

tal que podemos reescrever (3.53) como
RAA’BB’CC’DD' = (MA’B’MC’D’XABCD + MABMCDECA’DB/) + c.c., (356)

onde a motivagao para escrever esta tltima expressao envolve uma interpretagao cosmolog-
ica como discutido em [14]. O chamado primeiro dual a esquerda de (3.53) é expresso por
[14]

*RAA/BB/CC/DD/ — [—/l (MA’B’MC’D’XABCD - MABMCDECA’DB/)] + C.C.. (357)

Através da equacao (3.56), podemos escrever a versao espinorial do tensor de Ricci R,
a saber,

Raapp = 2x (MapMuap + ZEaapp) + c.c., (3.58)

com 2y = Xap?P, versio esta que respeita a relacio de traco extendida
R =8x =4\ + KT, (3.59)

sendo A a constante cosmolégica e k a constante gravitacional Einsteiniana. Uma impor-

tante definicao deve ser mencionada, sendo esta a seguinte:

Vasep = Xaseb), (3.60)

a qual ¢ interpretada como uma funcdo de onda para gravitons [14]. Deve-se notar que, em
razao da total simetria de W 50p, tal objeto carrega os dez graus de liberdade necessérios
para a descricao da gravitacao. Fisicamente, este objeto é visto como uma func¢ao de onda
para um campo nao-massivo, nao-carregado e com spin +2. Do mesmo modo, o objeto
eletromagnético ¢4 0 qual carrega dois indices de espin possui spin £1, ou seja, para
cada indice o campo referente possui spin 41/23, sendo que deste modo um campo de

Dirac ¢ dado por um objeto do tipo w4 [25].

30Obviamente mdices do mesmo tipo, ou seja, linhados ou nao linhados.
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Capitulo 4

Equacoes de Campo com Fontes

(Geométricas

Na forma mundo cldssica, as equagoes de Maxwell com fontes sao escritas como

4
VHE,, = 7” j, (4.1)
VHES, =0, (4.2)

onde ¢ denota a velocidade da luz no vicuo, e j, é uma densidade de quadri-corrente

eletromagnética a qual respeita a equacao da continuidade!
V#j,=0. (4.3)
Deve ser notado que (4.3) é sempre equivalente a
Vi jpa = Viiina ou Vijea = Viyipa. (4.4)

Em ambos os formalismos, fontes externas nao ocorrem tal que, usando mais uma
vez a constancia covariante dos objetos conectores Hermitianos, podemos escrever (4.1) e

(4.2) em termos de espinores como

VA Faapp =0, (4.5)

VAA,FZA/BB/ - O (46)

As equagoes de campo correspondentes emergem aqui a partir de

VA (Fanpp +iFiusp) =2V (Mypdas), (4.7)

YA eq. (4.2) expressa a lei de conservagao da carga elétrica.

25



VA (Faanpp — iF5upp) = 2V (Mapdap), (4.8)
tal que
VA (Mapdap) = V' (Mapdarp) = 0. (4.9)

As equagoes (4.9) representam espinorialmente as equagdes de Maxwell no vdcuo em

ambos os formalismos. No formalismo ¢, realizamos as seguintes manipulagoes:

VA (eawpdap) =¥ VE (capdap)
= e Vi ban
=6 Vadan
= Vg'¢AB;
tal que, com o resultado dado pela expressao (4.9), obtemos no formalismo ¢ a equagao
V&b = 0. (4.10)

Agora, realizamos um procedimento andlogo no formalismo 7. Com efeito,

VAY (ywpdap) = vV VE (vapdas)
= ’YA,C,'VA’B’VéIQbAB + A (Vé/'YA’B’) ®aB
= Ay pVEdap — iV yam B dan
=0p” (Véidap —iBedan)

= Vadas — iBmdas.
Uma vez que VA4 (yap¢ap) = 0, obtemos a equacio de campo no formalismo ~
Vibdap = ifmbas. (4.11)

Com manipulacoes semelhantes, obtem-se as equacoes de campo conjugadas para os dois
formalismos

Vi dam =0, (4.12)

Vi o = —if5 dum, (4.13)
onde o sinal negativo em (4.13) é essencialmente devido a equagao de autovalor para vp.

A partir de (4.9), podemos escrever a teoria num formato que independe dos formal-

ismos. Com efeito,

VA (Mapdap) = V' (Map¢a®Mep)
= Mg McpVA% 9,4, (4.14)
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tal que
VA $,C =0, (4.15)

sendo entao a expressao (4.15) vélida em ambos os formalismos, 6bviamente juntamente
com sua conjugada complexa.

A principal idéia aqui é considerar os lados direitos das equagoes de campo (4.11) e
(4.13) como fontes geométricas que satisfazem formalmente a lei de conservacao expressa

por (4.3), isto é,

VBBV A dup =0, (4.16)
ou seja,
VI (iBa¢an) =0, (4.17)
tal que, por definicao,
Jaa = iB5das. (4.18)

Usando as igualdades gerais (4.4), obtem-se a estrutura

VA (i8S ¢8c) = Vi(iBadn)e) € Vi(iBhdpc) =0, (4.19)

juntamente com sua complexa conjugada.

No capitulo 6, serd conveniente usar-se a seguinte propriedade:

VAJB A= —(VA/[Ajg]/ + Zﬂ[’z’jB}Ar), (4.20)
com ja4 sendo evidentemente dada por (4.18). Tal propriedade é obtida fazendo
Vs =7 Vo (jg],'yE’A/>
= 0" Vorajs + 7" (Vorave) ik
= _VA’[Ajg]/ - iVA/Dlﬁpf[Ajg]/ VE' A7

= — (VA/[AJ'E], + iﬂ[ﬁ{jB}A') :

sendo que esta implica que

Viisa = —Vauig, (4.21)
porque 1
. !, 1 ’ /
iBiyjma = §’YABBA MBS ome = 5%435’4 M3 de = 0, (4.22)

com a tltima igualdade de (4.22) sendo devido ao fato que as componentes simetrizadas
sao numéricas e o nimero de seus indices contraidos é fmpar. E 6bvio que (4.22) é

equivalente a condicao
frjx = 0. (4.23)
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As equagoes (4.11) e (4.13) com as condigoes (4.19) sdo o que propiciarao a obtengao
das equagdes de onda eletromagnéticas com as fontes geométricas (4.18). No préximo

capitulo, serao levados a cabo os procedimentos que implementam esta situacao.
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Capitulo 5

Técnicas Computacionais

Serd 1til, agora, introduzirmos operadores que vao ser necessdrios nos procedimentos

calculacionais para a obtencao das equagoes de onda de nosso interesse. Podemos tratar

formalmente em qualquer formalismo o comutador covariante como um bivetor, e realizar

a seguinte decomposicao:

[Vaa,Vep] = MapAap + MapAap.

(5.1)

Os operadores delta sao simétricos e satisfazem a regra de Leibniz. A passagem direta do

comutador [V,,V,] para a forma espinorial [V 44/, Vpp/| se dd com base na constancia

covariante dos objetos conectores Hermitianos.

A seguir, obtemos as expressoes para Asp e Ay g em ambos os formalismos. Com

este propdsito, realizamos em (5.1) o seguinte passo:

MAP (N an, Vpp) = MAP (V auVpp — Ve Vaa)
= —(VEVpp +VEVap)

e a partir do lado direito de (5.1), conseguimos

MAP (MapAup + MapDap) = MP PN MapA sy + M)A ap)
- QAAB-

Assim, comparando (5.2) e (5.3), vem

Aup = -V Vpr,
e de maneira semelhante, obtemos

App = =VuVae.
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A diferenga formal dos deltas para os dois formalismos aparece ao manipularmos
configuragoes indiciais. Para deixar isto claro, realizamos o seguinte procedimento no

formalismo 7:
_ c’
Aap =—=VuVpe
= PV paVyor,

tal que, usando-se a regra de Leibniz, vem

Aap=—Vpa ('YCIDIVB)C’) + (vD’(A’VC/D/> Vo
= VD’(AVIB); +iBpr P Ve
= ViV — BV, (5.6)

No formalismo ¢, temos simplesmente
Aup =VpuVE, (5.7)

uma vez que os objetos métricos do formalismo ¢ sao covariantemente constantes. Para

obtermos os operadores delta contravariantes, usa-se
AP = MACMPBP Aqp. (5.8)
Deste modo, obtem-se em ambos os formalismos
A = BRI (5.9)

e para uma mudanca na configuracao dos indices linhados, particularmente no formalismo
7, tem-se
AN = — (TPUVD) 4 ipP U] (5.10)
E claro que ainda temos as prescricoes para os deltas conjugados complexos.
Para vermos a atuagao dos operadores A em vetores de espin, consideramos (5.1) e

inicialmente fazemos
MAB V44, Vg =20 p, (5.11)

tal que .
ApCC = 5MAB [V aar, Ve CC. (5.12)

Com a expressao (3.23), teremos

1
AA’B’CC - §MABWAA’BB’MCCM
1
= iMABMCLWAA/BB/MLCM. (513)
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Agora, empregando a expansao familiar

Waaspmr = Mapwarpvr + Mapwapmr, (5.14)

pode-se decompor (5.14) com o uso de

1
WA'B' ML = wA’B/(ML) + §U}A/B/JJMML. (515)

Assim, trabalhamos (5.13) da seguinte maneira:

1
AwpCC = §MABMCL (Mapwar s + Mapwapyr) ¢

crL M
= M""wapmiC
1

= M“F (wA’B’(ML) + éwA’B’JJMML) ¢M

_ 1
= M“(Eppr + §U)A’B’JJMML)CM

— 1
= ZapuCM + §wA’B’JJCC> (5.16)

nos dando deste modo a atuacdo de A 45 no vetor de espin (¢. De maneira semelhante,
obtemos a expressao correspondente para A 4, nos fornecendo as prescrigoes para a agao

de tais operadores sobre (¢, de acordo com o seguinte esquema:

Awp(” =Bapn M+ %WA’B’JJCCa (5.17)

e
AanC® = Xamn M 4 zuansCC, (519
onde foram também usadas as relagoes (3.54) e (3.55). Para um vetor de espin covariante,

tem-se [15]

Avpéc=— (EA/B'cMﬁM + %UJA’B’JJ£C> ; (5.19)

e
Aapéc = — (XABCMfM + %wABJch) ; (5.20)

juntamente com as (algebricamente independentes) conjugadas de (5.17), (5.18), (5.19) e
(5.20). Como exemplo demonstraremos a expressao (5.20). Como estamos em espagos-

tempo sem torcao, devemos ter
Aup (¢“¢c) =0, (5.21)
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e assim prontamente aplicamos a regra de Leibniz com a prescrigao (5.18), tal que

(“Aupbe = —EcDanl”
1

=—&c (XABMCCM + §UJABJJCC)

1
= —Xapu Mo - §wABJJCC§C

1
=—C¢ (XABCM§M + §wABJJ§c> ,

sendo deste modo entao obtida (5.20).

Agora, consideramos o desdobramento indicial [25]

VE VAT = vE v 4 vl A

1
:Aw—gMMD, (5.22)

juntamente com sua versao covariante e os respectivos complexos conjugados, comple-
tando assim o conjunto de artefatos matemaéticos necessarios para a obtencao das equagoes

de onda para fétons geométricos.
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Capitulo 6

Equacoes de Onda para Foétons

(Geométricos

Devemos agora obter as equagoes de onda para fétons geométricos em conjuncao
com a condigao (4.17), a densidade de corrente (4.18) e as conjugadas complexas destas.
Iniciamos com os resultados estabelecidos na literatura [15], e depois deduziremos nossos
resultados com o uso de tais condi¢coes. Uma forma de iniciar a obtencao é considerar a

equagao de campo (4.11), levar a cabo uma manipulagao de indices trivial, tal que
VA5 = iB* pap, (6.1)
e aplicar V4, a (6.1), de modo que
VGV bap =iV (8 6ap) (6.2)
Com a expressao (5.22), podemos escrever
(284 = 94°0) g4 = 2V, (8 65 (6.3)
Tal como na referéncia [15], o lado esquerdo da equagao (6.3) pode ser expresso como
(2A4€ — 44°0) pap = 8Ap5° + 4i¢p"“pap — 20N parr — v Das, (6.4)
com o escalar de curvatura R = 24A. Assim,
29cpAChap + Odpp = 8Adpp + 4idp? dap — 29 pp*™dapr + Do ps, (6.5)

sendo que a equagao (6.4) sera deduzida ao longo do capitulo. Para o lado direito de

(6.3), aplica-se a regra de Leibniz
VG (84 0a5) = (V96 6an + B4V b, (6.6)
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e considera-se as decomposicoes de simetria

(VC/BAA/) ¢AB — (VEEBA)A’) QbAB 4 (VEE/'BA]A) ¢AB’ (67)
€
BAAN G pap = BYAVY bap + BV (6.8)

Apés utilizar-se a expansao (6.6), consegue-se reescrever (6.3) na seguinte maneira:

29008 p.a + Dpp = 2ienVG, (B4 64)
—2iVpur (8" 045
=20 [(VouB™) 6ap + B4 Vpuoan| . (69)

Trabalhando-se explicitamente com (6.7) e (6.8) e usando-se as relagoes (6.9), pode-se

obter as seguintes contribuigoes [15]:

(VDAfﬁAAI> $ap = 200" dap + (%E@ + VVCI)V> ¢pB; (6.10)
e .
BV pardap = (BVV,, - %5”@) ¢pB; (6.11)

resultando, entao, que com (6.5), (6.10) e (6.11) substituidas em (6.9), somos levados a

equacao de onda!
(O —2iB"V, — T(p) + 8A) pap = 2V 45" e, (6.12)
com T (p) sendo dada por
Ypy =576, +i (0P +2V,0"). (6.13)

Pode-se arranjar uma interessante equacao de autovalor que envolve a fungao T(p).

Para isto, aplicamos o operador [] no espinor métrico do formalismo . Tem-se

Uyas = V'V, 748
= iV" (B,74B)
i[(VYBy) vaB + B,V 78]
i[VB, +iB.8"] vaB
(iVYB, = BuB”) VaB- (6.14)

1Vale a pena ressaltar que a contribuiciao 4i¢p“éap ¢ cancelada quando combina-se os termos perti-

nentes.
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A expressao para T (py é dada por

Yp) = BB, + i (O® + 2V,8")

= (5B, +iV, (VP 4 20")
= ("B, + iV, 53", (6.15)
tal que, efetuando uma conjugacao complexa, temos
Ty = B8, — iV, B, (6.16)
e a expressao (6.14) se torna
Ovap = —T(prAB, (6.17)

nos dando, de fato, uma genuina equagao de autovalor. Seguindo os mesmos procedimen-

tos, arranja-se a seguinte expressao para a forma contravariante:
e () 0 (6.18)
No que segue, deduziremos a igualdade (6.5). Com (5.8) e a prescri¢ao (5.18), es-
crevemos a derivada A do primeiro termo do lado direito de (6.5) como
A G (XDEAM¢MB + Xprs™Moan + wDEMM¢AB)

= Py (Xppamds™ + Xpppuda™) — wy M s, (6.19)

onde o espinor X 4gcp € dado por

Xapep = Yapep — 2AMacMp)p, (6.20)
como pode ser visto na Ref. [15]. Agora, devemos resolver separadamente as contribuigoes
que ocorrem no tultimo estagio da expansao de (6.19). Comegamos com o seguinte:

YPAE X ppands™ = vy (Uppan — 2Mvpatane) o5

AP CEY apyen — 289 Py Fypamins) o™

= —2MMPEyp A pes?
= 2A5(AM(5M)C¢BA

= 3A¢5Y, (6.21)

f)/

sendo este o resultado definitivo para o primeiro termo. Quanto ao segundo termo, temos

YPAEX peprda™ = vy (Vppsm — 201 E) da™
=Py (Wpppm — 2MypE Y E) da™
= U yoa™ — 20" P Fyp iy eda™
= — UM a0 + 20000 T

= UM + App©. (6.22)
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Para o terceiro termo, usamos (3.39), para obter
wiC M = —2ip"¢, (6.23)
tal que, combinando os resultados (6.21), (6.22) e (6.23), reescrevemos (6.19) como
A*Chap = AhppC + 2" Pap — TN . (6.24)
Com o auxilio de (6.24), podemos reescrever o lado esquerdo de (6.3) como
(2A74C —42°0) pap = 8A¢pp" + 4i¢"“Pap — 2V M parr — v DO ap, (6.25)

sendo que acoplando ¢ p, tal como em (6.5), obtemos a igualdade considerada.
Agora, trabalhamos as condigoes (4.17) e (4.19). Manipulando indices com o uso de

(4.21), e usando a expressao para (%, como dada a partir de (2.44), obtemos

!

Vaa(iB°Y dpi0) = i(B°YV aadpie — doaVea oY) =0, (6.26)

tal que, com a equagao de campo (4.11), conseguimos a contribuigao

) / 1 /
BNV wiadpic = §7A35A ©85 o = 0. (6.27)

Para calcular a outra contribuigao de (6.26), utilizamos (5.10) e consideramos os desen-

volvimentos
Va8 = ppVE Y = 1pp(VY B + VI8, (6.28)

VOB = vy 4 2v e
= APP 4 24P, (6.29)

onde fizemos uso da relagao (5.9). Como os contextos de ambos os formalismos sao livres

de torcao, concluimos que

APd =0, (6.30)

tal que, combinando as relagoes (6.28), (6.29) e (6.30) com a expansao

1 1
viDga — 57 VLB = 5770 (0% + 2V,8"), (6.31)
obtemos .
Va B =ypp(2¢°° + §7DCVM6“). (6.32)
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Consequentemente, apds alguns cédlculos adicionais, obtemos a contribuigao

) / . 1
—ipeaVpa oY = Z(2¢[CA¢B]C - §¢C[A5B}Cvu5“)

= 2ig{Appic, (6.33)

posto que?

1 1
dcadp = —§’VAB<Z5CM5MC = —§7AB¢CC =0. (6.34)

Logo, declaramos que a equagao da continuidade (4.17) implica que

V(i dpc) = 2idfidpc = —irapd” dcep = 0, (6.35)

ou seja, quando a densidade de corrente (4.18) é implementada, o lado direito de (6.3)

deve satisfazer a relacao
Vac(2iB* pap) = V(2 ¢oya), (6.36)
enquanto que ¢4p deve obedecer a condicao de nulidade
¢“Ppop = 0. (6.37)

Como pode ser visto na Ref. [14], um espinor totalmente simétrico do tipo map._ n €
nulo se
Tap. NN =0, (6.38)

o qual pode ser escrito como
ma.n = a...Cwy, (6.39)

com II sendo um escalar. Ainda, para um espinor simétrico de dois indices, tal como

nossas fungoes de onda eletromagnéticas, teremos

bap = vaTp) = Hiatp), (6.40)

com 1y = IIt4. Deste modo, a fonte geométrica (4.18) e sua complexa conjugada, sdo

caracterizadas pelas expressoes

Bidas = UBgiatn), (6.41)

B dap =B Lats), (6.42)

2Enfatizamos que ¢4p é simétrico tal que seu traco ¢pc é sempre identicamente igual a zero.
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sendo que, entao, as equacoes de campo que respeitam a equacao da continuidade para

tais fontes, podem ser devidamente representadas por

V‘g,gbAB = iHﬁé,L(ALB), (643)

VE bap = —ilBp L atp, (6.44)
com a equagao da continuidade sendo
VBB/(Hﬁélb(ALB)> = VBBI (ﬁﬁgIL(A/LB/)) =0. (645)

Assim, fica estabelecido que se as equagoes de campo forem escritas nos formatos (6.44) e
(6.45), entao elas estardo absorvendo a equagao da continuidade com as fontes geométricas

implementadas acima e, assim, envolvendo fun¢oes de onda nulas.
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Capitulo 7
Conclusoes

Uma das belas e motivadoras partes do estudo das teorias de espinores repousa na
filosofia que tais entidades revelam aspectos ocultos da natureza, impossiveis de serem ob-
servados com o uso exclusivo de tensores mundo, e algumas vezes sao tidas como entidades
primitivas, como ¢é cultuado por alguns autores [3]|. Especificamente nos formalismos de
Infeld e van der Waerden para a teoria da Relatividade Geral de Einstein, tal filosofia se
revela de modo explicito, com estruturas geométricas com carater eletromagnético sendo
incorporadas em curvaturas, em contraposicao com a descricao tradicional puramente
mundo, onde apenas o campo gravitacional estd associado & geometria. Diante disto,
emerge naturalmente um amplo cendrio, uma vez que no intimo de curvaturas espagos-
temporais é possivel repousar dois campos distintos e, entao, com base neste fato podemos
buscar novas implicagoes. Uma delas, que foi um dos objetos principais deste estudo, é
que a partir de curvaturas eletromagnéticas pode-se admitir, em apenas um dos formal-
ismos, a existéncia de uma estrutura geométrica que corresponde formalmente & uma
densidade de quadricorrente eletromagnética. Assim, pode-se deduzir equacoes de onda
para fétons geométricos nulos implementando-se uma auténtica versao da equacao da con-
tinuidade para fontes geométricas. Essas novas entidades surgiram através da equacao da
continuidade com a densidade de corrente geométrica implementada nos capitulos 4 e 6, o
que diretamente implicou que os objetos ¢’s tém efetivamente que ser considerados como
espinores nulos. Assim, nossas fungoes de onda eletromagnéticas podem ser decompostas
em termos dos espinores associados com as correspondentes direcoes principais nulas de
M [14], as quais denotamos pela letra micleo ¢.

Vimos que espinores nulos podem ser de considerdvel importancia na descricao de
curvaturas eletromagnéticas de Infeld e van der Waerden. Sendo assim, nosso resul-
tado concernente a ocorréncia em curvaturas de funcoes de onda nulas pode propiciar

a indicagao a cerca de quais diregoes nulas de M devem ser diretamente associadas ao
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eletromagnetismo no formalismo 7. Como iltima observagao a ser enfatizada, vimos que
as relagoes (2.40), (3.26) e (4.18) conectam estruturas de cunho eletromagnéticas a es-
truturas de natureza puramente geométrica. Em (2.40) temos a relagdo entre o potencial
eletromagnético afim e a conexao de espin contraida, sendo que (3.26) nos d4 a relacao
entre o tensor de Maxwell intrissico ao objeto misto de curvatura contraido e ainda (4.18)
conectando uma corrente de natureza geométria a uma devida estrutura geométrica, sendo
que como foi visto, adaptamos formalmente a equacao da continuidade. Deste modo como
extensao deste projeto, pode-se buscar outros elementos teéricos do eletromagnetismo e
"transportar"para os formalismos de Infeld-van der Waerden e com isso analisar as pos-

sfveis implicagoes no arcabougo tedrico aqui presente.
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