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Resumo

Neste trabalho, é sistematicamente enfatizado que a descricao tradicional da estrutura
geométrica da teoria da relatividade geral (RG) em termos de espinores de duas compo-
nentes possibilita a obtencao de fungoes de onda para gravitons. De fato, os procedimentos
pertinentes sao essencialmente levados a cabo com base na descricao espinorial das es-
truturas de curvaturas espacos-temporais portada pelo contexto tedrico dos formalismos
espinoriais ve de Infeld e van der Waerden. A versao espinorial da identidade de Bianchi
gravitacional produz um conjunto de equagoes de campo para gravitons em ambos os
formalismos. Adicionalmente, com base na implementacao de certos mecanismos calcu-
lacionais algébricos, estas equacoes de campo sao subsequentemente utilizadas em ambos
os formalismos em conjuncao com a obtencao de um conjunto de equacoes de onda para
gravitons, num cenéario com fontes fisicamente arbitrarias. Enfatiza-se, entao, que tais

equacgoes de onda governam a propagagcao de gravitons como particulas em espagos-tempo

da RG.

Palavras chaves: Relatividade geral. Formalismos de Infeld e van der Waerden.

Funcoes de onda. Gravitons






Abstract

In this work, it is systematically emphasized that the traditional two-component spinor
description of the geometric structure of general relativity (GR) allows the definition of
wave functions for gravitons. Indeed, the pertinent procedures are essentially carried out
on the basis of the spinor description of spacetime curvature structures borne by the
spinor formalisms ~e of Infeld and van der Waerden. The spinor version of the gravita-
tional Bianchi identity gives rise to a system of field equations for gravitons in both the
formalisms. In addition, based on the implementation of certain algebraic calculational te-
chniques, these field equations are subsequently utilized in both formalisms in conjunction
with the derivation of a set of wave equations for gravitons, within a framework having
physically arbitrary sources. It is then emphasized that such wave equations govern the

propagation of gravitons as particles in GR spacetimes.

Keywords: General relativity. Formalisms of Infeld and van der Waerden. Wave

functions. Gravitons
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Espinores de duas componentes foram implementados no contexto do espago-tempo
de Minkowski M da relatividade restrita por van der Waerden [1]. Tal formalismo rela-
tivistico foi desenvolvido em concomitancia com uma descricao espinorial de duas com-
ponentes da teoria de Dirac para o espin do elétron em espago-tempo plano, e surgiu a
partir da existéncia de um homomorfismo bivalual local entre o grupo de matrizes com-
plexas (2 x 2) unimodulares denotado por SL(2,C) e a componente ortécrona prépria do
grupo de Lorentz [1]. Os espinores deste contexto emergiram como elementos de espagos
vetoriais de duas dimensoes complexas, com cada um dos quais carregando um espinor
métrico antissimétrico invariante sob o grupo unimodular.

No ambito da relatividade geral (RG), a teoria de espinores foi inicialmente introduzida
por Infeld [2]. Nesta formulagao (vide Refs.[2,3]), a componente independente de um
tipico espinor métrico aparece como uma funcao real de coordenadas espago-temporais.
Uma extensao do formalismo de Infeld foi subsequentemente apresentada por Infeld e
van der Waerden [4] com base na existéncia local de objetos conectores Hermitianos, com
dois formalismos tendo entao sido construidos em conexao com esta extensao, os quais
foram designados originalmente como os formalismos ye. Estes objetos conectores sao
matrizes complexas (2 x 2), cujas componentes geralmente dependem de coordenadas
espago-temporais, que estabelecem uma correspondéncia entre tensores mundo e tensores
de espin em ambos os formalismos. Possibilitou-se, entao, uma descricao mais completa
das estruturas geométricas dos espacos-tempo curvos da RG. Em ambos os formalismos,
em cada ponto nao-singular de um dado espaco-tempo curvo, sao assentados dois pares

de espacos de espin complexos conjugados, com as chamadas transformacoes de calibre de
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Weyl [3,5] agindo efetivamente sobre tais espagos. No formalismo v, um espinor métrico
aparece entao como um tensor de espin enquanto que, no formalismo &, espinores métricos
aparecem como densidades tensoriais de espin de peso +1 que portam invariancia sob a
acao do grupo de Weyl. Qualquer objeto conector para o formalismo v possui um carater
misto de tensor de espin e de vetor mundo. No formalismo &, os objetos conectores sao
vistos como entidades que portam o mesmo carater mundo daqueles do formalismo 7y, mas

um atributo de densidade de espin é efetivamente associado a eles.

Particularmente, a significancia dos formalismos e esta relacionada com a possibili-
dade de definir-se funcoes de onda para gravitons e de formular-se uma descricao formal-
mente mais simples, em termos de espinores de duas componentes, da geometria mundo
da RG. Em 1959, Witten [6] efetuou pela primeira vez a decomposigao espinorial irre-
dutivel de um tensor de curvatura de Riemann. Ele estabeleceu que qualquer tensor de
Riemann é associado a um par de espinores de curvatura que restituem adequadamente o
numero de graus de liberdade de quaisquer tensores de curvatura caracteristicos da RG.
Posteriormente, Penrose [7] obteve a decomposicao espinorial irredutivel de um tensor de
Weyl e, dai, definiu fungoes de onda para gravitons. Ele observou que tais funcoes de
onda em algum espaco-tempo tipico da RG sao definidas como os espinores ocorrentes
nesta decomposigao espinorial do tensor de Weyl. Penrose formulou a teoria de gravitons
no formalismo € sem levar em conta a teoria de densidade de espin de Schouten [8-10] que,
tal como mencionado anteriormente, estda intimamente envolvida neste formalismo. Ele
foi o primeiro a implementar fungoes de onda para gravitons de algum espago-tempo da
RG. Ficou explicitamente posto que estas fungoes de onda constituem a parte totalmente
simétrica de um dos espinores de curvatura que ocorrem na decomposigao de Witten [6] de
um tensor de Riemann. De fato, por intermédio de expansoes algébricas apropriadamente
obtidas de acordo com certos mecanismos de redugao de valéncias, Penrose [11] obteve
uma decomposicao irredutivel de um dos espinores de curvatura de Witten e, entao, esta-
beleceu pela primeira vez uma transcricao das equagoes de Einstein sem fontes em termos

de espinores de duas componentes no formalismo ¢.

Uma completeza contextual foi dada mais recentemente por Cardoso (vide Refs.[3,12]),
que mostrou que fungoes de onda para gravitons surgem em ambos os formalismos a par-
tir de partes espinoriais simétricas de certos objetos mistos de curvaturas [3,12]. Ficou

estabelecido, com efeito, que tipicas funcoes de onda gravitacionais para os formalismos
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~ve aparecem, respectivamente, como tensores de espin e como densidades de espin inva-
riantes de pesos £2. Tornou-se, entao, viavel a obtencao de uma transcricao espinorial
mais completa das equagoes de Einstein, bem como de uma interpretacao geométrica mais
transparente da formulagao das equagoes de campo e de onda para gravitons [3,12]. Como
um particular resultado, com a inclusao da implementacao de certas técnicas calculacio-
nais [3,12,13], foi obtido um conjunto de equagoes de onda para gravitons. Tais equagoes
de onda foram primeiramente deduzidas no caso da propagacao no vécuo [3,12] e, pos-
teriormente, extendidas ao caso envolvendo fontes arbitrarias [14]. Assim, em esséncia,
fungoes de onda para gravitons ocorrem em ambos os formalismos na estrutura interna
de curvaturas espinoriais.

Esta presente obra constitui um trabalho de revisao e tem por objetivo principal rever
sistematicamente a teoria de gravitons como particulas, dentro do contexto dos forma-
lismos ~e, considerando a respectiva propagacao espaco-temporal na presenca de fontes
fisicamente arbitrarias [14]. Adicionalmente, é utilizado aqui o cardter de primeira quan-
tizacao da formulagao espinorial existente na literatura, resultando que todas as funcoes
de ondas com as quais lidamos aqui, serao efetivamente consideradas como cldssicas. A
deducao das equacgoes de onda pertinentes sera levada a cabo com base no uso das técnicas
calculacionais mencionadas anteriormente.

As convengoes adotadas no trabalho sdo as mesmas que aquelas utilizadas na Ref.[3],
a saber, as componentes de quaisquer quantidades mundo e de espin, num dado espaco-
tempo curvo 9 do contexto da RG, serao denotadas por letras Latinas minusculas e
maiusculas, respectivamente. Componentes espinoriais linhadas denotarao componentes

complexas conjugadas. Assumiremos desde o inicio que a assinatura métrica espago-

0
o

temporal é (+ — ——). Representaremos o operador derivada parcial % para algumas

Ozt 2%, 2%) em 9M por J,. Sem qualquer risco de ambiguidades,

coordenadas locais (x
utilizaremos o mesmo simbolo V, usado para denotar um operador derivada covariante
em M ao tratarmos de derivadas covariantes em ambos os formalismos. Indices mundo
(tensoriais) assumirao os valores 0,1, 2,3, e indices espinoriais assumirao os valores 0, 1
ou0,1".

Parénteses e colchetes envolvendo quaisquer blocos de indices denotarao as operagoes

de simetrizacao e de antissimetrizacao, respectivamente. Estas sao as chamadas operagoes

de simetria utilizadas no formalismo mundo [15,16,17]. Um objeto geométrico é dito ser
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simétrico se A(gp) = A@pa) € antissimétrico se Ajp) = —Apq. Vejamos as expansoes:
1
A(ab) = a(Aab + Aba); (11)
e
1
Ajy) = E(Aab — Apa). (1.2)

Para n indices tem-se as prescrigoes:

1
A(ab...c) = E(Aab...c + Aba...c + ...+ Ac...ab)7 (13)
e ainda
1
A[ab...c] = E(Aab...c - Aba...c + ...+ (_1)n_1Ac...ab)7 (14)

onde estao envolvidas as chamadas permutacoes ciclicas, e ainda um termo do tipo (—1)"!
controla as paridades para a operacao de antissimetrizacao. O uso de barras verticais
envolvendo blocos de indices designara que os indices absorvidos nao estao implementados
em eventuais operagoes de simetria. O simbolo “c.c.” sempre ird referir a contribuicoes
complexo-conjugadas. Representaremos a operacao de conjugagao complexa por uma
barra horizontal sobre letras nicleo. Se necessario, outras convencoes serao explicadas
ocasionalmente.
As equagodes de Einstein serao escritas na forma

ok | )
Zab = E(Tab - ZLTgab) ) T = gabT b> (15)

com k sendo a constante gravitacional de Einstein, g,, sendo o tensor métrico covariante
de M e Ty, sendo o tensor energia-momento de algumas fontes juntamente com seu trago
T. A presenca da constante cosmoldgica A nas equacoes de Einstein serd implicitamente

implementada, concordantemente a seguinte relagao de traco estendida

R=4)\+ kT, (1.6)
com R sendo o escalar de Ricci ou escalar de curvatura, com a definicao

R = ¢ Ry, (1.7)

O tensor de Ricci R, construido a partir do tensor de Riemann R..q de V, é expresso
por

Rab == ngRacbd == RacbC == R(ab), (18)
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o qual envolve a mesma convengao de sinal que aquela adotada na Ref.[11]. O objeto =,
que ocorre em (1.5) é proporcional a parte livre de trago de Ry, e, em adi¢do, possui trago
nulo [11]. Isto serd visto em mais detalhes no Capitulo 3.

Nosso trabalho esta dividido em sete Capitulos como segue: no Capitulo 2 é feita uma
abordagem sobre a teoria de espinores de duas componentes em espaco-tempo plano. No
Capitulo 3 sao apresentadas as equacoes de Einstein na formula¢ao mundo tradicional. No
Capitulo 4 veremos que, dentro da teoria de gravitons, as equagoes de campo sao postas
a partir da transcri¢ao espinorial da identidade de Bianchi gravitacional [14], a qual é
elegantemente escrita na versao mundo em termos da divergéncia covariante do chamado
primeiro dual & esquerda do tensor de Riemann [11,12]. No Capitulo 5, apresentaremos
as técnicas calculacionais necessarias para levar-se a cabo a deducao das equacoes de
onda de nosso interesse, tal como exibidas nas Refs.[3,12,14]. A deducdo explicita de
tais equacoes de onda é, entao, desenvolvida no Capitulo 6. No Capitulo 7, discutiremos

algumas conclusoes relacionadas ao trabalho.



Capitulo 2

ESPINORES EM MINKOWSKI

Neste Capitulo faremos uma sucinta abordagem sobre a teoria de espinores de duas
componentes em M. Deve-se enfatizar que nao iremos expor todos os detalhes envolvidos
neste contexto, devido haver uma grande quantidade de requisitos subjacentes necessarios
para realizar-se tal feito. Uma investigacao mais clara e completa de como os espinores de
duas componentes surgem na relatividade restrita, envolve um estudo mais aprofundado
de teoria de grupos, dlgebra de Lie e representacoes (vide Refs.[18-20]), e este nao é o
nosso objetivo. Serd visto apenas os pressupostos basicos da formulagao espinorial de van
der Waerden, no intuito de proporcionar uma melhor compreensao dos procedimentos que
serao desenvolvidos ao longo do trabalho.

Os espinores de duas componentes em M emergiram naturalmente quando tentou-se
uma formulagao matematicamente mais consistente e completa da teoria de Dirac para
particulas de espin % e, em adicao, com o uso do principio da relatividade. No cenario
da relatividade restrita onde o grupo de Lorentz exerce o papel fundamental, M é um
espaco-tempo vetorial, quadridimensional, topologicamente representado por R* ~ R xR3,
com esta topologia sendo a mesma para todos os observadores inerciais. Cada ponto em

M é designado como um evento, e é representado por trés coordenadas espaciais e uma

temporal. As coordenadas contravariantes sao dadas pelo quadrivetor x®

% = (2°, 2!, 2%, 2%) = (ct, 2,9, 2), (2.1)

onde 2 = ct representa a coordenada temporal, 2! = z,2? = y, 23 = 2 representam as

coordenadas espaciais e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Define-se também as coordenadas
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covariantes
xqe = (To, 11, X2, 23) = (ct, —x, =Yy, —2), (2.2)
com as devidas correspondéncias: 79 = 2° = ct, = —2! = —zv,20 = —22 = —y e
r3 = —2% = —z. A assinatura métrica aqui utilizada é a mesma definida anteriormente,
a saber, (+ — ——). Tem-se o tensor métrico Minkowskiano covariante 7,
1 0 0 0
0 -1 0 0
(1ab) = =(n™), (2.3)
0 0 —1 0
0 0 0 -1

onde 7% é o tensor métrico contravariante de M. Nota-se a seguinte propriedade:

nabnbc = 6(107 (24)

onde 0,° é o delta de Kronecker. Para dois eventos que sejam infinitesimalmente préximos,
a distancia entre eles ou, por assim dizer, o intervalo, é dado explicitamente pelo elemento
de linha

ds? = nydr®da’® = (d2°)? — (dz')? — (dz?)? — (dz®)2. (2.5)

O tensor métrico dado em (2.3) nos permite passar de um quadrivetor contravariante

a um covariante, e vice-versa, de acordo com movimentos indiciais do tipo:

7% = T]ab!lfb — nanO + 77@11,1 + naQIQ + na3$3’ (26)

To = Nap®” = Na0®” + Na1 2" + Na2®® + Nz (2.7)

Podemos ainda definir as chamadas transformacgoes de Lorentz em M. Estas trans-
formagoes ocorrem quando passamos de um referencial para outro, e o conjunto destas
forma o chamado grupo de Lorentz L, no qual possui quatro componentes [21]. Este
grupo estabelece as correlagoes observacionais entre quaisquer observadores inerciais. Os

protétipos destas transformagoes sao:

a a b. . —1b
x®= L% ; x, =z L7 7,. (2.8)
As matrizes de Lorentz, por definicdo, deixam 74, e n? invariantes, a saber

77/ab = LacLbdnCd = Uab ) 77:117 = nchilcaLildb = Tab; (29)
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e, consequentemente, também tem-se a propriedade
ds'? = ndx *de’® = neg L, L1 L d2h L, da™ = negdatdz® = ds®. (2.10)

Ou seja, o grupo de Lorentz é o conjunto de todas as matrizes (4 x 4) inversiveis, reais e

constantes que satisfazem a relacao
nab — Lacnchdb = n= LTT]L, (211)

com a convenc¢ao que L,¢ denota a transposta de L¢,, juntamente com a matriz diagonal

n
1 0 0 0
0 -1 0 O
n= (2.12)
0O 0 -1 0
0o 0 0 -1
Tomando o determinante da eq.(2.11), temos(!)
(detn) = (detL)(detn)(detL™),
1 = (detL)(detL") = det = +1, (2.13)

a qual implica que os elementos de L sé podem ter determinantes +1. Logo, podemos

reescrever as transformagoes de Lorentz como

{L%. com detL = +1} = L, (2.14)

{L% com detL = -1} = L_. (2.15)

Ainda mais, podemos decompor as transformacoes de Lorentz de acordo com o esquema

Ll ={L% com detL = +1 e L% > 1}, (2.16)
LY ={L% com detL = +1 e L < —1}, (2.17)
LT = {L", com detL = —1 ¢ L% > 1}, (2.18)
L* = {L% com detL = —1 e L% < —1}. (2.19)

Em particular, a componente Ll ¢é chamada de ortécrona propria, a qual ocorre no ho-

momorfismo de van der Waerden mencionado anteriormente.

!Neste estégio, leva-se em conta que para uma dada matriz L, tem-se a propriedade: det(LT) = det(L).
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Os espinores de duas componentes sao formalmente introduzidos em espaco de Min-
kowski quando se estuda os espagos vetorais de duas dimensoes complexas S, chamados
espagos de espin. Nestes espagos vetoriais, o grupo unimodular SL(2,C) realiza mu-
dancas de base. Define-se também espacos de espin conjugados, onde quaisquer dois
espinores geradores de um destes espacos possuem componentes complexas conjugadas
das correspondentes assentadas em S;. Uma elaboracao mais detalhada destas defini¢oes
é claramente exibida na Ref.[22].

Como ja foi discutido anteriormente, a formulacao espinorial em espaco de Minkowski
emergiu a partir da existéncia de um homomorfismo (uma aplicagdo que preserva ope-
racionalidades) bivalual local [1,22,23] entre SL(2,C) e L. Ou seja, o grupo SL(2,C)
constitui a representacao bivalual da componente Ll, sendo Sy o respectivo espaco de
representagao. Isso foi estabelecido originalmente por van der Waerden na Ref.[1]. Com

efeito, tem-se o homomorfismo
h:SL(2,C) — L. (2.20)
Formalmente, uma transformagcao de espin tipica é escrita assim

Yy = SaBip, (2.21)

com a matriz de transformagao S4® € SL(2,C). Inversamente, 14 se transforma como

ha =S5, (2.22)

tal que SZIB ¢ a inversa de S4Z. Tem-se também a relacao para o delta de Kronecker
espinorial

SABSGHP = 6,7, (2.23)

A lei de tranformacdo para um espinor contravariante 1) é obtida realizando-se procedi-
mentos similares ao caso covariante.

Ao introduzirmos a “métrica” no espaco de espin, dispomos de um mecanismo que
permite relacionar componentes covariantes de espinores com as respectivas contravari-
antes e vice-versa. Em adicao, neste contexto, utilizamos o chamado espinor “métrico”,
sob a exigéncia de que este seja invariante [22] sob a operacionalidade do grupo SL(2,C).

No entanto, apenas os espinores antissimétricos sao invariantes sob tais transformagcoes.
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Portanto, dispomos de um objeto geométrico € antissimétrico e invariante. Dai, o espinor

métrico na versao covariante é

! . .
€45 = €ap (invariante),

€ap = —€pa (antissimétrico), (2.24)

e ainda levando em conta as mesmas exigéncias feitas na forma covariante, construimos

também a versao contravariante, a saber

/ . .
€48 = B (invariante),

B = —ePA (antissimétrico), (2.25)

e as respectivas contribuicoes linhadas de (2.24) e (2.25).

A invariancia de esp sob SL(2,C) é vista por
€ap = Sa“Sp ecn =| Su™ || ean = ean. (2.26)

Pode ser observado que esta invariancia é devido & unimodularidade || Sp™ ||= +1 dos
elementos de SL(2,C). Isto implica que €45 é um simbolo de Levi-civita que, na sua

forma canonica, é matricialmente representado por

0 1
(can) = = (exp). (2.27)
-1 0
e, consequentemente, para e4B temos
0 1 1/
(e*B) = = (Y5, (2.28)
-1 0

Utilizando-se as eqgs.(2.24) e (2.25), dispomos dos mecanismos necessarios para levanta-
mento e abaixamento de indices espinoriais. Sendo assim, dado um objeto pertencente a

S, ou a seu conjugado Ss, tem-se os seguintes esquemas [22]

Mg =&, (2:29)

EA’B/n::. = n...A’...‘ (2.30)

Em particular, temos

A =ABep V' =y, (2.31)
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Analogamente, para o espinor métrico covariante €45, obtem-se

Exhean =€p (2.32)
e ainda
ey =0T (2.33)
Particularmente,
Ep=Ep, Ny = nA/eA/B/. (2.34)

Em adicdo, usando a propriedade de antissimetria de e45 e €, bem como aquela de

rn/
eyp e et P asaber

=Y 7 Al
€A/B/ = —(—:B/A/ , EAB — —EBA7 (235)

reescrevemos as equagoes (2.31) e (2.34) do seguinte modo

¢ ==& Y = —np e (2.36)

/

Ep = —epal” , ny = —ep . (2.37)
As quantidades que permitem a conexao entre tensores mundo e espinores sao desig-

nadas como objetos conectores de Infeld-van der Waerden [22,23]. Tais objetos conectores

a

sao quantidades “mistas” denotadas tipicamente por o

g De fato, as correspondéncias

entre tensores mundo e de espin sdo estabelecidas com base no homomorfismo (2.20).

a

Coletivamente, o objeto o ,

, representa quatro matrizes Hermitianas (2 x 2), ou seja, as
trés matrizes de espin de Pauli e a matriz identidade (2 x 2), juntamente com um fator

de normalizacio 22 (vide Ref.[24])

o 1 10 . 1 0 1 (2.38)
ag ;) = —= , O ) = —= s .
AB \/i 0 1 AB \/§ 10
1 0 1 1 1 0
ot =— L o0 = — . 2.39
SRV R VO W (2:39)

O objeto ¢, transforma-se sobre o indice mundo a como um vetor-mundo ¢ sobre os
, . . o . / . . o~
indices espinoriais AB como um espinor ou um tensor de espin [24]. Em adigao, a

Hermiticidade de o, significa que

EZB, — O-%A” (240)
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onde, por definicao,

EZB/ — UZ/B. (241)
Esta Hermiticidade também ¢é aplicavel as seguintes configuragoes indiciais:
{JZB’ v OaAB' > o ) UfBl}' (2.42)

Em resumo, a Hermiticidade é garantida quando o par de indices espinoriais linhados e

~ . / .
nao linhados AB ocupam o mesmo “andar”. Ou seja, por exemplo, podemos observar

aA

que o objeto conector 0 é nao-Hermitiano. Também temos a relagao de anticomutagao

tipica entre objetos conectores:

Taan' 0y "+ 0pa 000" = €a% 1, (2.43)
onde
EAB:5AB:—€BA:>6AA:—€AA:2, (244)
tal que, por exemplo,
Tr’ 00" =Tlab 5 Tuan0h = 2€ap. (2.45)

Portanto, os objetos ¢’s possuem um carater métrico. De fato,
AA’ _BB'
Nab = €ABEA ' Oq" Op (2.46)

onde, introduzindo-se as relacoes,

/

AA' b _ sb . a BB _ _B_ B
O O =04 5 0440, =e€a ey, (2.47)
nota-se que (2.46) é equivalente a equagao
a b
NabO 4 4 T = EABEA B - (2.48)

!
¢ o ¢ opP estabelecem algumas das

Podemos observar que de fato as quantidades o
conexoes espin-mundo referidas acima, bem como suas inversas. Portanto, num sistema
de coordenadas cartesianas retangulares Minkowskiano, a vetores mundo de componentes
x, € % correspond i d t A4 q d ico

a pondem espinores de componentes z 4 ,» ¢ 2, de acordo com as prescricoes

elementares

2o =02, 0, (2.49)
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2 = 0%t (2.50)

com as respectivas correspondéncias inversas

Tap = 0% 4 Tas (2.51)
e
gAY = oA e (2.52)
Entao,
10z, = 2%, 0, (2.53)

tal que cada indice mundo corresponde a um par de indices espinoriais, um linhado e outro
nao-linhado, de modo que a hermiticidade dos objetos conectores garante a preservagao do

nimero de componentes independentes de ¢ e de x,. A reciproca também é verdadeira: se

AA

~ / ~
v, € v sao as componentes de vetores mundo, teremos que v, 4/ € v sao as componentes

de um espinor hermitiano. De fato, isto é garantido pelo fato que as matrizes o,, de

AA
a

a

, sa0 hermitianas, assim como as matrizes ¢ de componentes o .,

componentes o e
que cada uma destas possui quatro componentes reais independentes.

Em resumo, os espinores de duas componentes sao introduzidos em espaco de Min-
kowski com base no homomorfismo (2.20). Ja na RG, o que ocorre é a existéncia local
de estruturas espinoriais de acordo com os teoremas de Geroch [25,26], e que em espagos-
tempo curvos nao existem homomorfismos alguns, e sim as chamadas estruturas espino-
riais de Geroch. Na formulagao original dos formalismos ve de Infeld e van der Waerden,
ja tinha sido assumido a existéncia destas estruturas em RG, muito antes dos teoremas

de Geroch.



Capitulo 3

AS EQUACOES DE EINSTEIN

Neste Capitulo, faremos uma abordagem sobre as equacoes de Einstein, as quais sao a
base para a teoria da relatividade geral (TRG). Deve ser enfatizado que nao temos o intuito
de fazer uma deducao explicita de todas as passagens matematicas que leva a dedugao de
tais equacoes, mais sim uma analise de como podemos escrevé-las da forma como aparece
na expressao (1.5). Caso o leitor tenha o interesse em visualizar esses prodecimentos,
vide as Refs.[15,27-32]. A TRG é uma teoria que descreve como a gravidade é gerada
a partir da curvatura do espago-tempo causada pela distribuicao da matéria-energia no
universo e, inversamente, como a gravidade afeta este conteuido. E uma generalizacao
para referenciais nao-inerciais (ou seja, acelerados) da teoria da relatividade restrita, em
conjuncao com uma extensao do formalismo Minkowskiano para espacos-tempo curvos
onde grupos de transformacoes de coordenadas, chamados de grupos de mapeamentos da
variedade (GMV’s), atuam. A TRG nos fornece um conjunto de dez equagoes diferenciais
parciais nao-lineares de segunda ordem (do tipo hiperbdlico), denominadas de equagoes
de campo da gravitagao ou equagoes de Einstein. KEstas equacoes portam um carater
manifestamente covariante sob a atuacao de GMV’s, e podem ser deduzidas utilizando-se
um principio variacional ou, como é mais comumente conhecido na literatura, a partir de
um principio de minima acao 057 = 0, onde Sy é a denominada acao de Einstein-Hilbert.

De maneira geral, uma acao S em quatro dimensoes espacos-temporais tem a seguinte

forma:
Sz/éfﬂ—gd%, (3.1)
0

onde .Z representa a densidade Lagrangeana do sistema a qual, presumivelmente, é in-
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variante sob a atuagdo de GMV’s. Tem-se que {2 que aparece em (3.1) representa um
quadrivolume, uma regiao limitada em 9, e d*xr é um elemento de  cuja expressao

segundo Ref.[27] é dada na seguinte forma

1

4
d*r = m

— eapeadr®Adx® Adz Adz?, (3.2)

com o simbolo A denotando o produto cunha (“wedge product”). No contexto da RG, no
vécuo e na auséncia de termos cosmoldgicos [28-32], a agdo St que leva as equagoes de
Einstein é definida por:

Sr=k /Q d*z/—gR. (3.3)
O termo /—g envolve o determinante g do tensor métrico g, de M, tal que \/—gd'x é
um elemento de volume invariante de 9. Agora, considerando um universo com, além de

curvatura, preenchido por matéria, Sy torna-se:

3

ST:/d4x\/_[ 2 (g7, 0.g™) + 16(;GR , (3.4)

onde %, (g%, 0.g”) representa a pertinente densidade Lagrangeana da matéria e energia.

Ou seja, assim, tem-se informacao sobre o conteido do universo. A quantidade G é
a constante gravitacional de Newton. Enfatizamos que St ainda pode ser vista como a
soma de duas contribuicoes, uma destas sendo a acao do campo gravitacional representada

por S, e a outra sendo a acao do campo de matéria S,,, de acordo com

/ N7 (3.5)

Sg = 167TG

S = 1/d%{:V—g.ﬁm (3.6)
c

com %,(g*, d.9"°) sendo a densidade Lagrangeana do campo gravitacional. Portanto,
1

/d4:r;\/—gR—l— —/d4x\/—g$m. (3.7)
c

Utilizando-se a definigao (1.7) para o escalar Ricci, reescrevemos (3.7) como

/d4x\/_g Ry + — /d4x\/_$ (3.8)

Neste estagio, faremos uma pequena pertubagao na acao St e analisaremos separadamente

Sp =S, + Sy

~ 167G

ST—S + S,

16G

o efeito em cada contribui¢ao presente em (3.8). Estamos interessados na resposta da agao

St ao se realizar pequenas variagoes com respeito a métrica g,,. Com efeito,

ST — ST + 5ST, (39)
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onde a variacao da contribuicao S, é

63

- 167G

589 /d4ZL‘ (Rab\/ —gég“b + g“bRach\/ —g+ gabv —g(SRab) . (310)

Agora, vamos encontrar a contribuicao d,/—g. Utilizaremos a seguinte andlise com base

na algebra de matrizes. Para uma matriz A, inversivel, tem-se a propriedade().
In[det(A)] = Tr[in(A)], (3.11)

tal que aplicando 0 nesta expressao, obtemos

ddet(A)
det(A)

=Tr(A716A). (3.12)

Renomeando A como g, ¢ A™' como g%, tem-se a equacao

4]
~ = Trlg"dgm) = ¢ dgu, (3.13)
de modo que
39 = 99" 0Gab. (3.14)
Portanto, para \/—g, tem-se
11 11
0V—g = z—=0(—g) = 5 —=—=(~9)9"0gu,
v ) T Y
1
= 5V=99"0ga, (3.15)
onde, em vista da propriedade ¢®°6g., = —gardg?°, obtem-se

1
V=g = —5V=99a09"" (3.16)
Dal, reescrevemos (3.10) como segue

5S, =

¢’ 4 1 b ¢’ 4 b
- a - — av. 1
e /d x\/—g (Rab 2gabR) g™ + 6rC /d 2\/—gORaupg (3.17)

E necessario que encontremos a variagao d Ry, presente na expressao (3.17). Para isto,
utilizamos a definicao do tensor de Riemann covariante R4, um tensor de quatro indices

descrito em termos dos simbolos de Christoffel(?) como:

15) ARG W
d d
Rabcd = e - 8xb + Fec FabC - Feb Facea (318)
1A propriedade (3.11) é originada da identidade det(e?) = T"(4),
2A quantidade '€ constitui uma tipica conexao afim mundo associada a V,, e é comumente designada

como simbolo de Christoffel [27].
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com os simbolos de Christoffel sendo definidos pela seguinte relagao:

1
Ly = §QCd(abgda + OuGab — OaGab)- (3.19)

Partindo da eq.(3.18) juntamente com (1.8), obtemos

DT gt DTy
ORap = — 5= = =5 4 0TacTht” + 015 i — 0w Tes” — 0t (3.20)

Segundo a Ref.[15], pode ser mostrado que uma tipica conexao afim I' ;¢ néo se transforma
homogeneamente quando muda-se sistemas de coordenadas em 91, ou seja, [',,° nao é um
tensor. Entretanto, sua diferencial 6I';,¢ € um tensor. Assim sendo, definimos a derivada

covariante da quantidade 01',;,¢ da seguinte forma

90T

V(0T %) = 9 + Tae 0T b — Tag®0T ep® — Tpg“0T e, (3.21)

onde, fazendo a substituigao de (3.21) em (3.20), encontramos
6Rab = Vb(éracc) - VC<5FabC)- (322)
Portanto, substituindo este resultado no segundo termo em (3.17), vem

/ 27/ =g Rung™ = / ' 27/=G [Vo(6T0c”) — Vol0T )] g (3.23)

De acordo com a condi¢do de compatibilidade métrica [15,27], tem-se que V.g* = 0.
Deste modo, podemos mover indices mundo de quantidades sujeitas a derivadas cova-
riantes facilmente sem a necessidade de quaisquer compensadores diferenciais. Agora,
realizamos uma substituigao indicial (b <— ¢) apenas no primeiro termo no lado direito

da igualdade

/d4x\/—g5Rabgab = /d4x\/—gvc(g‘w5fabb — g™0T "), (3.24)

tal que podemos utilizar o teorema de Gauss, e transformar a integral de volume em uma
integral de superficie, isto é,
/ d*zv/—gV. (g“céFabb — g“béfabc) = j{ dQa\/—g (g“céFabb — g“béFabc) , (3.25)
Q o0

onde 0f) representa a fronteira de €2, regiao no qual a integral sera feita. Em principio, a

prescricao variacional da teoria em pauta realca a condicao de que a variacao da métrica
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dgap ¢ tomada como uma quantidade arbitraria [27] em Q e por hip6tese dgq, = 0 sobre a
fronteira 0€). Deste modo, o lado direito da igualdade acima é nula em 0f2. Portanto,
/ d*z/=gV. (¢°°6T " — g**6T ") = 7{ dQav/=g (9°°0T 0" — g*6Tw) =0,  (3.26)
Q o0
e, consequentemente, o segundo termo de (3.17) é nulo enquanto que a variagdo do campo

gravitacional J.S; resulta ser apenas

58, =

1
4 - ab
16 e d*x+/— ( b 2gabR) 0g®. (3.27)

No que segue, analisaremos a variagao da agao do campo de matéria S,, dada em (3.6).

Como ja foi posto, estamos variando com respeito a gq,. Com efeito,

§Sm / d*x6(v/=9L) = / d*o/—gTwog" = 0, (3.28)
com Ty, escrito da seguinte forma

2 (/i)
T = == (3.29)

A obtencao explicita de §.Z,, em (3.29) depende da forma especifica da densidade Lagran-

geana que se esta utilizando. Portanto, deixemos 0.7, da forma que esta, representando a
variagao de uma densidade Lagrangeana geral. Substituindo os resultados (3.27) e (3.28)

m (3.8), a variagao 0S5 fica posta da seguinte maneira:

St =

1
- 6 = [ diev= ( SgaR+ = 87TG b) g™ =0, (3.30)

visto que a variagao da métrica dg,, é tomada como uma quantidade arbitraria em (2,
com base no principio de minima agao da RG. Assim, para que a expressao acima seja

satisfeita, é necessario que tenhamos

1 8r
Ray — =g R+ —Tu =0, 3.31
b~ 5Yab + o Lab (3.31)

ou ainda,

1
Rab — §gabR = —kTab, (332)

onde k = Sg—f ¢ a constante gravitacional de Einstein que aparece na introducao deste
trabalho. As equagoes (3.32) sao as equagoes de Einstein, ou as equagoes de campo da
gravitacao mencionadas na introducao deste Capitulo. O lado esquerdo destas equagoes

estd associado com a geometria de N, e o lado direito com o conteido de matéria-energia.
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Ainda mais, ambos os lados se relacionam mutualmente, como propoe a TRG. Em outras
palavras, a TRG descreve o campo gravitacional em termos da curvatura espago-temporal
e de uma distribuigao fisica de matéria-energia representada por T,;, tal como expresso
em (3.32).

Deve-se ser mencionado que ainda podemos reescrever as egs.(3.32) da seguinte forma:
Gab - _kTaba (333)

onde G, e o chamado tensor de Einstein. Podemos obter G, a partir de R, utilizando

o operador [11] de reversao de trago 7, a saber(?)
. 1
Gab - TRab = Rab - §Rgab- (334)

Com efeito
1 1
GG = g (Rab - 5Rgab) =R-— §R = —R, (3.35)

tal que podemos observar que 7 reverte o sinal do traco, em particular,
G =—R. (3.36)

Um importante resultado que ainda pode ser obtido das equacoes de Einstein ¢ a lei

de conservacao da energia-momento [15] representada pela equacao
VT = 0. (3.37)
Esta lei de conservacao pode ser verificada realizando-se o seguinte procedimento:
a 1 a 1 a
\Y% Rab - §Rgab =V Rab - §gaba R)

1
- gacchab - _abR7

2
= "V (9% Raaer) — %&JR, (3.38)
onde, das propriedades de simetrias de Rgpeq,
Rapea = Redab 3 Rabed = — Rpaca = — Rabac, (3.39)
e da identidade de Bianchi gravitacional
VieRogan = 0 = VaRican + VoReaan + Ve Rapan = 0, (3.40)

30 operador 7 é linear e satisfaz a propriedade 72 = identidade.
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conclui-se que
a 1 1 d
Vi Ry — §Rgab = §abR — V Ry,
1
= -V (Rab - §Rgab> . (341)

Logo
1
ve (Rab — §Rgab> =0= VaGab = VaTab =0. (342)

No vacuo, T,, = 0 , as equacoes de Einstein reduzem-se a:
R, = 0. (3.43)

Visto que gqp possui derivada covariante nula [15], podemos introduzir um termo cos-

molégico A em (3.32), de acordo com
1
Rap — §gabR + )‘gab = _kTaba (344)

tal que contraindo (3.44) com ¢g* obtem-se a relacdo de traco estendida mencionada

anteriormente como (1.6), a saber,
R =4\ +KT. (3.45)
E de considerdvel interesse definir a relacao
(—2)Za = 5Ra. (3.46)
onde § é o operador de partes livres de tragos [11], definido por
. 1
SRap = Rap — ZRgab. (3.47)
Portanto, da equagao (3.44), escrevemos

1 1
Roy — ~Rgap — ~RGap + Agap = —K T,

4 4
_ 1
(_2>:ab + (/\ - ZR) Gab = _kTaba
- k .

(_Q)Zab = ZTgab - kTab = —k’STab. (348)

Logo, obtemos as equacoes de campo

k

Zap = =8Ty. (3.49)

2
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Deve ser notado que a eq.(3.49) é a mesma definida em (1.5). A principal motivagao
que nos levou a reescrever as equacoes de Einstein em termos do tensor =, € que este
tensor carrega toda a informagao de qualquer contexto fisico relacionado com a presenca ou
auséncia do termo cosmoldgico, e com a presenga ou auséncia de fontes (vide Refs.[11,27]).
Sera visto nos préximos Capitulos que =, constitui a versao espinorial em ambos os
formalismos de um dos espinores gravitacionais de Witten [6], tal que a versao espinorial
de (1.5) permitird reescrevermos com mais naturalidade o lado direito das equagoes de
Einstein e também as equagoes de onda para gravitons na presenca de fontes fisicamente

arbitrarias.



Capitulo 4

FUNCOES DE ONDA E
EQUACOES DE CAMPO PARA
GRAVITONS

No presente Capitulo, apresentaremos a versao espinorial da teoria do campo gravita-
cional tal como ocorrente nos formalismos e, a qual exibe a teoria de gravitons de nosso
imediato interesse aqui. Inicialmente, introduziremos as funcoes de onda para gravitons
em 2N, em ambos os formalismos. Um dos procedimentos usuais para obtermos as es-
truturas de curvatura de espin de 9, em ambos os contextos espinoriais [3], consiste em
permitir a agao do comutador de derivadas covariantes sobre um objeto conector Hermi-

tiano, a saber,

[Var Vi S = (V74 = VV,) 84 = 29, Wy 84 = 27, (V) (4.1)

Se44" uns dos tipicos objetos conectores(!) de Infeld e van der Waerden Hermitia-

onde
nos para os formalismos (vide Ref.[3]), sendo os responsaveis pela correspondéncia entre
mundo e espin. Levando em conta o fato de que os S’s sdo covariantemente constantes

. . /
em ambos os formalismos(?), ou seja, V.54 = 0, tem-se

[V, V3] 544 = 0, (4.2)

LA letra nticleo S tem sido usada aqui para denotar os objetos conectores de cada um dos formalismos.
2No formalismo ¢ todos os objetos conectores sdo covariantemente constantes, enquanto no formalismo

7, a priori, apenas os Hermitianos sdo [23].



Capitulo 4. FUNCOES DE ONDA E EQUACOES DE CAMPO PARA GRAVITONS9

tal que expandindo o lado esquerdo de (4.2), obtemos a seguinte contribuigao,

[V, V] S = RS04 4 W5 ASBA 4 1y, A GeAB — (4.3)
sendo Wyp? um objeto de curvatura misto de Infeld e van der Waerden [3,12], cuja
definigao(?) é dada como

Was® = Wias® = 20.9y5" — (9as“Vc™ — 94500 - (4.4)
Utilizando-se a expressao (4.2), deduziremos agora a equacao (4.4). Inicialmente, o

procedimento a ser realizado consiste em tomar o operador derivada covariante sobre um

objeto conector Hermitiano, tem-se
vbSCAA’ _ abSCAA/ + decsdAA’ + ﬁbBASCBA’ + ’lgbB’ A’ SCAB/’ (45)

onde, aqui neste estagio, usa-se particularmente as prescrigoes para diferenciais covariantes

em 9N de vetores arbitrarios mundo (% e n, (vide Ref.[27]),

DC* = d¢* + T CCdan” = V(¥ = 0,C° + T0.5¢C, (4.6)

Dn, = dn, — Fbacncda:b = Vo = Outy — Lapne. (4.7)

Agora, aplicamos novamente o operador V, em cada termo presente no lado direito

. o~ ~ ! o~
da contribuigao (4.5) de acordo com a relacao Vi, (Vb]SCAA) e, em adicao, levando em
conta a operacao de antissimetrizacao presente nos indices a e b, obtemos os seguintes

resultados:
Via (&]SCAA/) = 0Oy S — Ty 0aSM™ + Ty “0p S™4 +
ﬁ[aBAab] SCBA’ + ﬁ[aB’ A’ab] SCAB,’

= Do) Dy 5™ + O 0y S + 01 05547 (4.8)

V[a (Fb]dcsdAA’> _ 8[0, (Fb]dcsdAA’) . F[ab]eFedCSdAA/ + F[a|e\crb]deSdAAl+
19[aBAFb]dCSdBA/ + 19[@]3/ A’Fb}chdAB’7
— 8[0, (Fb]dcsdAA’> + F[a|e\crb]deSdAAl + ,ﬁ[aBAFb]dcsdBA’_i_

Opap ™ Tya® ™7 (4.9)

3A quantidade 9,54 representa a conexao afim de espin em ambos os formalismos [3,13].
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V[a <19b]BASCBA/) — 8[a (ng]BASCBA/) _ F[ab}dﬁdBASCBA/ + F[a\d\cﬁb]BASdBA/‘F
ﬁ[aDAﬁb]BDSCBA, + 19[aB’AIQ9b}BASCBB,7
= 8[(1 (ﬁb]BASCBA/) + F[a|d\079b]BASdBA/ + ﬂ[aDAﬁb]BDScBA’_'_

Doy Oy SPY (4.10)

v[a <79b}B’A/SCAB/) _ a[a (ﬁb}B’A/SCAB/> B P[ab}dﬁdB’A/SCAB/ n F[a|dlcl9b]B/A/SdAB/+

ﬁ[aD’ A/ﬁb}B’D,SCAB, + ﬁ[aBAﬁb}B’A, SCBB”

= a[a <T9b}B’A/SCABI> + F[a\d\cﬁb}B’A/SdAB/ + 79[aD/A/ﬁb]B’D/SCABIjL

Doy S (4.11)
onde, os termos que se anula nos resultados acima vem do fato de que uma tipica conexao
afim mundo é simétrica nos dois primeiros indices, a saber I',,° = I'(44), € em adicao, os
d's comutam no mesmo sistema de coordenadas, ou seja, 0,0, = 0,0,. Dai, obtemos

Via VS = Tiaja S + 00y SPY + 91,54 0y 547 +
a[a <Fb]dcsdAA’> + F[a|€|cl—\b]desdAA’ + a[a <19b]BASCBA/> +

Vap yn” B 4 O (D ¥ S ) + Oy Oy TS (412)

Agora, reescrevendo alguns termos presentes em (4.12), vejamos

O (T S™ ) = (Balia?) S™ = a0y ™, (4.13)
O (V5" S ) = (Buabp™) 5P = Do Oy 5P (4.14)
e
O (O S ) = (O™ ) SN = Oy 0y 547 4.1
la \ Vo] B [aVb) B’ [aB" Y] ) (4.15)

tal que, em uso destes termos os quais foram reescritos, substituindo-os em (4.12), encon-
tramos
ViV S = (0054 + TiageToa®) SUY + (01945 + 9jap™ Dy s") SEY+

(8[a79b]B’A/ - 19[aD’A/19b]B'DI> seA (4.16)
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Assim, comparando as equagoes (4.16) e (4.3), concluimos que [13]

W™ = 20,055 + Yac™ 5 — Poc™Vun”, (4.17)
juntamente com a conhecida expressio mundo do tensor [15] de Riemann R,

Rape” = 0aTbe” = 0T ac? + TaeToe® — e T’ (4.18)

Deve ser enfatizado que os objectos W podem ser obtidos alternativamente a partir de

(vide Refs.[3,13]):

SZA'S%B' [Vm Vb] fc - [VAA’a vBB’] 50 = WAA’BB’Mch- (4-19)

onde £¢ é um vector de espin arbitrario contravariante.
O desdobramento de Wy, 45 em suas partes simétrica e antissimétrica em seus indices

espinoriais, isto é(?)
Wapap = Wapa®Mep = Wapany + Waan), (4.20)

é tal que a parte simétrica Wy, ap) nos dd a contribuicao gravitacional para a estrutura de
curvatura de 99T em ambos os formalismos, estando esta relacionada com Rg.q de acordo
com

Lge
2 AB

e a parte antissimétrica W ap) estd relacionada com um tensor de Maxwell geométrico

Wab(an) = 555 S5 Raved: (4.21)

Fup, de M, como detalhadamente discute a Ref.[3], e esta nos da a contribuicéo eletro-
magnética para a estrutura de curvatura de 21. Ou seja, quando se “espinorializa” a RG,
surge tanto uma contribuicao gravitacional quanto uma eletromagnética dentro de curva-
turas espaco-temporais. De modo que esses resultados nao sao vistos quando apenas se
estuda a formulacao mundo tradicional. Devo reforcar que o intuito aqui deste trabalho
é fazer uma abordagem estritamente gravitacional. Entretanto, vale a pena enfatizar-se
alguns resultados que nao sao comumente vistos na literatura. Dentre estes, estao as
funcoes de onda para gravitons, como ja foi mencionado. Falaremos mais a respeito desta
contribuicao eletromagnética ao longo dos procedimentos.

No intuito de expor uma maior clareza ao leitor dos desenvolvimentos calculacionais,

deduziremos agora a relacao (4.21). Partindo da equagao (4.3), tem-se

RabdcsdAA/ + WabBASCBA’ + WabB’A/ SCAB’ — 0, (422)

4Daqui em diante, a letra nticleo M denotard v ou e.
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tal que acoplando (4.22) com S, 4, isto é,

SCDA' (RabdcsdAA’ + WabBAScBA’ + WabB’ A/SCAB/> _ O, (423)

obtem-se
S.par S Ropa® + 200" Weps™ + 0p™ 8 4 B W2, = 0, (4.24)

ou ainda
Sepa’ S Ropd” + 2Wapp™ + 5DAWabA’ Y=o (4.25)

Em adicao, fazendo

(S;A, SN R e + 2Wapp™ + 5p W, 0 A/) Map =0, (4.26)
obtemos
Wapp = % (SIC)A/ SE Rapae + WabA'A/MDB> : (4.27)
a qual, devido & algumas propriedades de simetria dos objetos conectores (vide Ref.[3]),
a saber
Sk aS5 = Sty 4S5 (4.28)

¢ identificada com a parte simétrica W ap) que, portanto, é relacionada com o tensor de
Riemann Rgpeq.
A parte antissimétrica Wap pode ser trabalhada com mais detalhes a partir da
equagao (4.4). Contraindo os indices A e B em (4.4), obtemos o desenvolvimento
Wapa™ = Wiaga™ = 20,9454” — (9aaec™ — 9p4Vac™)
= 20,044 = (—41)0, Py, (4.29)
posto que v, Acﬁb[cA = 0, e @, sendo um potencial afim(°) que é identificado no con-

texto de ambos os formalismos com um potencial eletromagnético geométrico, o qual esta

relacionado com o tensor Fy;, de 9, mencionado anteriormente, por
Fop = 20, Dy). (4.30)
Dai, em ambos os formalismos, obtemos a expressao para o objeto de curvatura contraido

Wapa™ = (—20) Fyy, (4.31)

®Para maiores detalhes sobre a estrutura afim dos formalismos, vide Ref.[3].
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tal que, utilizando a relagao (4.31) escrevemos Wpiap) da seguinte forma

1 .
Wapap) = 3 e Map = (=) FMag, (4.32)

e, portanto, a eq.(4.20) pode ser reescrita como
1 / .
Wapap = 5533, S Roped + (—1) Foy M ap. (4.33)

Deste modo, fica posto que um objeto de curvatura misto de Infeld e van der Waerden
Waap envolve em sua expressao o tensor de Riemann de 901 e também um tensor de
Maxwell geométrico. Assim sendo, em ambos os formalismos, W, 45 pode ser identificado
como um objeto de curvatura misto.

Os espinores de curvatura de 91 surgem, em cada formalismo, a partir da seguinte

expansao de bivetor(%):
a b
Waa s cop = SiuSpgWacp = My gwapep + Mapwa g op, (4.34)

onde wapep € Wy pop Sa0 os acima referidos espinores de curvatura, os quais sao expli-
citamente definidos por

1

WABCD = W(AB)CD = QSZA, S Wasen, (4.35)
e
. 1 a bA
WaA'B'cp = WA'BYeD T §SAA’ Sy Wabcp- (4.36)

A estrutura de curvatura gravitacional de 9t pode ser completamente descrita pelo

par de objetos espinoriais
G = (wap(cD); wA'B'(CD))' (4.37)

Em cada formalismo, os elementos do respectivo par entram na correspondente decom-
posigao espinorial irredutivel de Witten [6] para Rgp.q, de acordo com a expansao Hermi-

tiana
Raxppcepp = My g Mo pywapen) + MABMO’D’WA’B’(CD)) +c.c, (4.38)
a qual, implementando-se a seguinte definicao dos espinores gravitacionais

Xapep =waB(cp) 5 Ea'B'cp = Wa'B (D) (4.39)

SUm bivetor é um tensor de segunda ordem totalmente antissimétrico [22]. Como exemplo temos o

tensor de Maxwell Fly.
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pode ser convenientemente reescrita como
RAA/BB'CC/DD’ = (MA’B’ MC’D’ XABCD + MABMC/D’ EA'B/CD> + c.c.. (4.40)

Tem-se que enfatizar aqui que, devido as simetrias de R4, pode-se afirmar que
= g'op porta Hermiticidade e, ainda mais, constitui em ambos os formalismos a versao

espinorial do tensor mundo =,, que ocorre em (1.5). Em adigao, devido & simetria
Rabcd = Rcdab; (441)
e a propriedade
*Rape’ =0, (4.42)

com *Rg.? sendo [11] o primeiro dual & esquerda de Rg.%, o espinor X pcp possui as

seguintes propriedades adicionais:
Xagep = Xepap = Xape® = Xapay®, ImXap?? =0, (4.43)
e, portanto, em cada formalismo, também tem-se

1
X(apcpy = Xaep) = Xasoyp, Xape™ = xMpe = x = §XABAB- (4.44)

Consequentemente, pode-se dizer [6] que X 4pcp possui onze componentes reais indepen-
dentes enquanto que = 4/ g~ possui nove, sendo que o nimero de componentes indepen-
dentes de Rup.q é inteiramente restituido em ambos os formalismos a partir do respectivo
par tal como definido pela eq.(4.37).

Conforme observado originalmente por Penrose [7], uma tipica fungao de onda para
gravitons em 91 constitui, em cada formalismo, a parte totalmente simétrica do respectivo

espinor X pcp. Isto é claramente exibido pela expansao de Penrose [11]
Xapep = Xacep) — 2AMacMp)s, (4.45)

a qual emerge a partir da utilizagdo do seguinte mecanismo de reducao [12]

1
Xapep = X(aBep) — Z(MABXM(MCD) + Mac X" mpy + Map XY (arp0))
1 1
- g(MBCXMA(MD) + Mpp XM amcy) — §MCDXABMM7 (4.46)
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onde, com efeito, tem-se as relagoes(”)
R =8y = 24A, (4.47)

juntamente com a definicao
Vapcep = X(aBcp)- (4.48)

Em ambos os formalismos, o objeto Vpcp € frequentemente designado como um dos
espinores de Weyl de 91 e, juntamente com seu complexo conjugado ¥ /-y, entra na

expressao espinorial para o tensor de Weyl Cypeq de 9t de acordo com a expansao [7,11]

S S;B/ Séc’ Sf)D' abed = My g Moo y W apep + c.c.. (4.49)

Assim, em ambos os formalismos, ¥ 4gcp possui cinco componentes complexas indepen-
dentes e, deste modo, recupera as dez componentes reais independentes tradicionalmente
postas por g.. Em adicao, tal objeto é fisicamente interpretado como uma func¢ao de onda
a qual possui massa de repouso nula, sendo também eletricamente neutra e portando espin
+2. Deve ser enfatizado que os graus de liberdades ondulatérios tradicionais sao refor-
mulados aqui em termos de estados de helicidades de gravitons. Estados de helicidades
sao claramente postos na literatura com base num teorema da teoria quantica de campos
chamado de teorema de Streater-Wightman [21], e tais estados sdo vistos explicitamente

quando se estuda teoria de representacao em espaco-tempo plano.

"A quantidade A é sempre igual & 2%, e é proporcional & constante cosmoldgica A somente no caso

onde 7" = 0, de acordo com a relagao de traco estendida mencionada no Capitulo 1.
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4.1 EQUACOES DE CAMPO PARA GRAVITONS

Apresentaremos agora as equacoes de campo para gravitons em ambos os formalismos,
na presenca de fontes fisicamente arbitrarias, tal como desenvolvidas na Ref.[14]. De fato,
tais equagoes sao constituidas pela versao espinorial da identidade de Bianchi gravitacional

a qual, no contexto mundo [11,15], é usualmente escrita como
ViaBijan = 0 < V7 Rypeq = 0, (4.50)
onde *Rpeq st envolvido na eq.(4.42), e é definido como
"Raped = %eabp Rpged (4.51)
e cuja expressao espinorial é posta como [6,11]
"Rynppocpp = (=) (My g My p Xapop + MepM y g = ygerpr)] + c.c.. (4.52)
Tem-se, com efeito, a expressao
<_i)[vAA/(MA’B' Mer py Xapep) + VAA/(MCDMA'B’EABC’D')] +c.c. =0, (4.53)
a qual, tendo em vista as contribuicoes conjugadas complexas
MC/DIVAA/*RAA’BB'CC’DD’ =0, MCDVAAI*RAA'BB'CC"DD' =0, (4.54)
nos leva a
MC/D/VAAI(MA’B/ Mer py Xapep) = MEPTAY (MaMe' pEq 5 ), (4.55)

a qual, por sua vez e juntamente com sua complexa conjugada, constitui a versao espinorial

de (4.50).

4.1.1 Equacgoes de Campo no Formalismo 7

Levaremos agora a cabo os procedimentos para deduzir as equagoes de campo no for-
malismo . Inicialmente, deve-se levar em conta que os espinores métricos no formalismo
~ nao sao geralmente covariantemente constantes [3,23]. Devido a esta caracteristica

geométrica, estes espinores métricos satisfazem as equagoes de autovalores(®)

Ve = iBavso, VayPC = (=i)B.y7C, (4.56)

8A quantidade 3, ocorrente nas eqs.(4.56) é um vetor mundo invariante de calibre cuja expressdo

envolve o argumento polar da componente independente de v4p5 € um potencial eletromagnético para o

formalismo 7.
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juntamente com suas complexas conjugadas. Consequentemente, usando-se a condigao de

compatibilidade métrica
VA (rsTrs) =0, (4.57)

conclui-se que a eq.(4.55) torna-se

i (’YA’B’XABCD) = vy (’YABEA'B’CD)v (4.58)
ou, mais explicitamente,

V4 Xapop — 2i84 Xapep = Vi g op- (4.59)

Portanto, simetrizando os indices B, C' e D que ocorrem em (4.59), e usando (4.44)

juntamente com (4.48), resulta
Vi Wasep — 2By Vasep = VipEcp ap - (4.60)

Neste estdgio, trabalharemos com o lado direito da eq.(4.60) com base na utilizacao

das equagoes de Einstein dadas em (1.5). Entao, no formalismo v, tem-se

k

ECDA’B’ = §(TCDA’B’ - ZT7CD’VA'B')' (4-61)

E evidente que a simetria envolvida no lado direito de (4.60), aniquila a parte de trago

presente em (4.61), tal que obtem-se a equagao de campo para Vapcp

k_ .

VA Uagep — 2iBmVagep = §V‘(ABTCD)A/B/. (4.62)

CD

As equacdes de campo para as funcdes de onda WAPCP e W, 5P sao usualmente

obtidas a partir da eq.(4.62) implementando-se prescricoes métricas adequadas. Para

PABCD  hor exemplo, tem-se

Vi Uasep = Vi (WM aympyneysp), (4.63)

Vg/TC’DA’B’ = Vg/ (TM™ g g yme N D), (4.64)
tal que

k

VAB’ \I[ABCD 4 27:6143’ \I/ABCD _ _E

(VABTED) o 2igABTED) ). (4.65)
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Similarmente, para V45", obtem-se

k :
VU457 = 5(70M7DNV(‘BTMN) B (4.66)

com a expressao (4.66) podendo ser reescrita utilizando-se como ferramenta a seguinte
expansao:

1
Topap = T(CD)(A’B’) + ZT’YCD’YA’B’- (4.67)

Consequentemente, também obtem-se [14]

k ! / !
vg’quBoD = E’YCM’YDN(Vg T(MN)A’B’ + Vf/fT(BN)A’B’ + Vﬁ T(BM)A’B’)- (4.68)

4.1.2 Equacgoes de Campo no Formalismo ¢

As equacoes de campo no formalismo ¢ sao obtidas realizando-se procedimentos seme-
lhantes aos descritos na Subsecao anterior. Neste caso, os espinores métricos sao covari-
antemente constantes, o que implica numa simplificagao considerdvel em nossos procedi-

mentos. Assim sendo, a identidade de Bianchi gravitacional neste formalismo
VA (e vy Xapc”) = V¥ (eanZapc”), (4.69)

torna-se simplesmente

V4 Xapep = VaSypen. (4.70)
Dai, levando-se a cabo uma simetrizacao nos indices B, C' e D da eq.(4.70), obtém-se

Agora, utilizando-se a forma espinorial das equagoes de Einstein neste formalismo, vem

- k
ZCcDA'B T §(TCDA’B’ - ZTgCDEA'B’)v (4.72)

de modo que obtemos a equagao de campo para ¥ agcp
A ko
Vi ¥ascp = 5Vlepap - (4.73)

Vale a pena enfatizar que, no formalismo ¢, a expressao (4.67) é escrita como

Tepas = Tounyas) + jLecrin s (4.74)
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No formalismo sob consideracao, as equacoes de campo para WAPCP e W, 5P s30 ime-
diatamente obtidas, de fato, por causa da constancia covariante dos respectivos espinores

métricos. Tem-se, com efeito,

k

VAB’ \IJABCD _ —§VA/(BTCD)A/B/, (475)
e
k /
VA WP = §eCMgDNv(*BTMN)A/B/. (4.76)

Portanto, trabalhando a equagao (4.76), resulta

k

vg/\IIABCD - 6

(VETOP) gy + 2V CTED) ). (4.77)

Podemos observar neste estdagio que, se levassemos em conta as conjugadas complexas
das equacoes de campo obtidas na presente Subsecao, e na anterior, obteriamos o conjunto
completo de equacoes de campo espinoriais gravitacionais. FEstas equagoes de campo

constituem a teoria de gravitons em 9.



Capitulo 5

TECNICAS CALCULACIONAIS

No presente Capitulo, introduziremos os mecanismos algébricos calculacionais ne-
cessarios para a obtengao das equagoes de onda para gravitons em ambos os formalismos.
Um dos principais procedimentos pertinentes, consiste [3,12,13] em tomar o comutador

entre operadores derivada covariante de acordo com a seguinte expansao bivetorial:

S% S [Va,Vb] = [VAA'7VBB'] = MA'B’AAB + MABAA’B'? (5-1)

AA'~ BB’

onde os objetos A sao operadores diferenciais lineares de segunda ordem, simétricos e que

satisfazem a regra de Leibniz [3]. Assim sendo, em cada formalismo,
M (VaaVep = Ve Vay) = MY (MypAap+MapAyp),
~ (VE Vo + VE Vay ) = 2845,

2V, Vo = 2845, (5.2)

obtem-se a expressao

Aup=-VVpe, (5.3)
juntamente com sua complexa conjugada
Ay =-ViuVe - (5.4)
Vale a pena notar que pode-se escrever
Aap =—V{, <7|D'c'|V[B)))
= - [VD/c’ V(CAVg) + (V(CAV|D/0’|) Vg)] ;

=V uVe — iBe V), (5.5)
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juntamente com a conjugada de (5.5).
Ay =V oV +iBn 4 VE (5.6)
A'B cA' VR cA' Vg :
No formalismo ¢, temos simplesmente as seguintes configuracoes conjugadas:
c’ c’ c c
Aup = —V(AVB)C’ = VC'(AVB)’ AA/B' = _V(A’VB/)C = vC(A’ VB’)v (5-7)

com Ayp e Ay sendo, respectivamente, densidades espinoriais invariantes de calibre de
peso —1 e anti-peso —1.
Em ambos os formalismos, a forma contravariante dos operadores A é formalmente
definida por
AB = MACMBP A¢p, (5.8)

juntamente com a conjugada de (5.8). No formalismo 7, ap6s algumas manipulagoes, a

saber
AAB — 'VAC'VBDACDa
— _’YAC’YBDV(ECI'VD)E’ 7

1 ! !
= _’YAC’YBD§ <Vg vDE’ + Vg VCE') )

_ _% (,YBDVAE’VDE, i 7ACVBE'VCE/> 7
_ _% (,YBDVAE’VDE, i VACVBE’VCE/> : (5.9)
obtem-se, digamos,
AME = — (VOO 4 ig7 AV D)) = Ve (5.10)
No formalismo ¢, tem-se
AP = vy E) = v v (5.11)

bem como a conjugada de (5.11).
Em ambos os formalismos, a acdo dos operadores A sobre vetores de espin (¢ e ne

arbitrarios, é prescrita por meio das seguintes expressoes:

AABCC = WABMCCM> AA’B’CC = WA’B’MCCMa (5'12)

AABHC = —WABCMUM, AA'B'UC = —WA’B’CMUM7 (5-13)
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e de suas respectivas conjugadas complexas. Os objetos w que aparecem nas expressoes

acima sao, de fato, os mesmos que aqueles da expansao exibida pela eq.(4.34). Dai segue

que, realizando-se algumas manipulacoes, obtemos as seguintes derivadas:

1
AapC® = XappPCP + §WABDDC07

1
C_ = C D D C
AypC =Z4pp ¢ +§WA'B/D ¢,

1
Aapne = — (XABCDHD + §WABDD770) ;

_ 1
Aypne=— (:A’B’CDUD + §WA’B’DD770> )

juntamente com suas algebricamente independentes conjugadas complexas.

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Para melhor entendermos a acdo dos operadores A sobre (¢ e n¢, deduziremos a

expressao (5.15). Utilizando-se a eq.(5.1), temos
MAP [Vaas V] =20 4p,
implementando ¢¢
LA
AA/B’CC - QM v [Vaa: Vig] ¢,
tal que, em uso da expressao (4.19), obtemos
1 1
c A c ABj rC
Aypl = §M BWAA’BB’M CM = 5]\/[ M DWAA’BB’MDCM'
Empregando a expansao de bivetor em W, 4/ s/ vp»
Waa s up = Mapwy g'yp + My g wapmb,

e juntamente com a relacao

1
_ _ L
WA'B'MD = WaA'B' (MD) T WA'B'(MD] = WA'B' (MD) T §WA’B’L M,

a eq.(5.20), resulta
Ayt = %MABMCD (Mapw g aip + My grwasan) ¢V,
= MCDWA’B’MDCMa
= M°P (wA’B'(MD) + %wA'B'LLMMD) ¢t
= M°P (EA’B’MD + %WA’B'LLMMD> CMv

1
= C D D ~C
=Z4pp € +§WA’B’D ¢

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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De maneira analoga é feito para as outras expressoes das derivadas envolvendo A.
Pode ser mostrado [3] que as estruturas contraidas wapp” e w, pp” descrevem a
curvatura eletromagnética de 2 e sao, em ambos os formalismos, proporcionais a fungoes

de onda para fétons geométricos de acordo com as prescrigoes

l l

Gap = 2WABDD7 Oup = iwA'B’DD' (5.24)

Tais curvaturas espinoriais contraidas sao provenientes da parte antissimétrica Wyap
envolvida em (4.20), que como ja foi visto, estando esta relacionada com o tensor de

Maxwell F,;, de 9t de acordo com (vide, por exemplo, Ref.[3])
Wapiap) = (—i) FapMag. (5.25)

Enfatizamos que as derivadas A exibidas acima, ocorrem nos procedimentos que levam
as nossas equagoes de onda gravitacionais, tal como sera claramente exibido no Capitulo
subsequente.

E de considerdvel interesse implementar-se os seguintes desdobramentos envolvendo

os operadores derivadas covariantes de ambos os formalismos:

B wAC _ (BgA)C! (B AlC!
Vo VAC =vovye v,V

1
= A1B 5MABD, (5.26)

Vs Ve = v(CBVA)c’ + V[%VA]C’

1
= 5 Map0 — Aup, (5.27)

juntamente com os respectivos conjugados complexos . Em adicao, tem-se as seguintes

regras [3,12]

oV vAC = MPAD = VD, (MAPV), (5.28)

2V g = MapO = VG (MpaV3), (5.29)

onde, o objeto [ que aparece nas expressoes acima é o operador D’Alembertiano covari-

ante, invariante de calibre, cuja definicao é dada por

O=g®V,Vy & 0= 5.8V, V, = Voo VO = V9V . (5.30)
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Tem-se também, em particular, a regra de deslocamento indicial contravariante [3]
vL(A'vB')S _ vS(A/vB/)L + MLSAA/B/, (531)

juntamente com sua versao covariante.



Capitulo 6

EQUACOES DE ONDA PARA
GRAVITONS

No presente Capitulo, deduziremos as equacoes de onda para gravitons em ambos os
formalismos na presenca de fontes fisicamente arbitrarias, tal como foram desenvolvidas
na Ref.[14]. Vale ressaltar, que as dedugoes pertinentes serdo levadas a cabo com base
nas equacoes de campo apresentadas anteriormente. Inicialmente, no formalismo v, com
base no uso dos mecanismos algébricos calculacionais postos previamente, obteremos as
equacdes de onda para U 45" da eq.(4.66). As equacdes de onda para os campos ¥ 4pcp
e WABCD das eqs.(4.62) e (4.65) serdo obtidas utilizando-se certos mecanismos diferenciais
covariantes de troca de valéncias, tais como sao descritos nas Refs.[3,13]. E de considerdvel

D esta fornece em ambos os

interesse notar que, devido & configuracio indicial de W ,5¢
formalismos uma funcao de onda com carater geométrico de tensor de espin, que é adicio-
nalmente invariante sob as transformacoes de calibre de Weyl [3]. Desta forma, a equagao
de onda para este campo no formalismo ¢, a principio é formalmente a mesma que a
correspondente do formalismo 7. As demais equagoes de onda no formalismo e serdao de-
duzidas com base na propriedade geral de que os espinores métricos € sao covariantemente

constantes. Similarmente aos Capitulos anteriores, apresentaremos as deducoes referidas

acima em duas Secoes.
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6.1 EQUACOES DE ONDA NO FORMALISMO ~

Iniciamos nossos procedimentos calculacionais reescrevendo o lado direito da equacao

(4.66) como

CM,DN_B'D'

TMN)A'B' =7 Y Y VS(BVSA,TMN)A’D’ . (61)

,YCM,YDN V?Bé

Ainda, a partir da equagao (4.66), tem-se
! k ! ! /
VAB \I;ABCD — §VCM7DN’YB D VS(BVSA TMN)A’D’? (62)

tal que, operando com Vé, na equagao (6.2), utilizando a regra de deslocamento indicial
explicita

vL(A’VB’)S _ vS(A’vB’)L + ’}/LSAA/BI, (63)
e, ainda, levando em conta o resultado
Vi <”YCM”YDN’YBID,’YSB) =0, (6.4)
concluimos que(!)

! k ! / !
Vé/ VAP g7 = —VCMVDNVB b VS(BVZIVSA TMN)A’D’

2
k A
= —§VCM7DNVS(BVLB VoA Tynya' s
k ! !
= —§WCM7DNVS(BVL(A VST nya
k / ! I/
_ _E/YC’M/YDN,YS(B (vS(A VL 4 ALSAA'B ) Tornya's (6.5)

O lado esquerdo de (6.5) pode ser reescrito com o auxilio da expressao (5.26), a

saber,(?)

: 1
VL VAP, 5P = (ALA + QWLAD) U590, (6.6)

Agora, devemos expressar a contribuigao que envolve a derivada A em (6.6). Com efeito,

1 Aqui, é conveniente usar-se o fato que a simetria T,; = Tap) implica que T\ ypya' g’ = Tupa'p'y =

Tiap)a' By
ZNa Ref.[14], hd uma troca de sinal no termo entre parénteses do lado direito da eq.(6.6). Isto foi

relatado pela primeira vez na Ref.[33].
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tal como expresso na Ref.[3], tem-se
ALA\I]ABCD — (XLAMC\IIABMD +XLAMD\I]ABCM)
o (XLAAM\I/MBCD 4 XLABM\I/AMCD)
— 6A\I/CDLB o (QCDLB + QCLDB + QDLCB)
= 6ATCPL — 3QCPLS gy

— 6A\IJCDLB . 3Q(CDLS),YSB’ (67)

com a definigao

QCDLS = \I/MNCD\I/LSMN, (68)

e a quantidade A sendo a mesma que aquela definida em (4.47). Deve ser observado aqui

que, devido a simetria total de ¥ 4pcp, a eq.(6.8) nos fornece a computagao

4Q(CDLS) _ Q(CDL)S + Q(CDS)L + Q(CLS)D + Q(DLS)C’ _ 4Q(C’DL)S. (69)

Dai, obtemos a contribuicao

ALA\IJABCD — E\I{CDL

B — 3\I[MN(CD\IJLS)MN’}/SB. (610)

O desenvolvimento que nos permite calcular a derivada A presente no lado direito da

equacao (6.5), é dado na Ref.[14]. O correspondente resultado é

AP Tynap = — AP S(MTN)SA'B’7 (6.11)

tal que, utilizando-se a expressao (4.61), resulta
AA/B/TMNA’B’ — _kTA/B,S(MTN)SA’B' =0. (6‘12)
Substituindo os resultados (6.10) e (6.12) na eq. (6.5), obtém-se

R
(D n 5) W40 — 60y COGEIMN e — S0 5CP, (6.13)

juntamente com a defini¢ao(?)

S45CP = _k,yCM,yDN,yLAVEg VB/)LTMN)A/B" (6.14)

D

30bservamos que na Ref.[14] ocorre um fator % inadequado na definicao de S4 5CP. Tsto foi relatado

pela primeira vez na Ref.[33].
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A configuragao (6.14) é obviamente simétrica nos indices C' e D. A simetria nos indices
A e B, tal como supostamente imposta pela contribuigao (6.13), pode ser facilmente

verificada pelo desenvolvimento

Ao B A oB Ao B
VLA (V(B} VO Ty naw + V|(M|VB )LTB]NA’B' + V|(N|VB )LTB]MA'B'>

(A’
(

= ’YBAV MVB/)LTN)LA/B’ =0. (615)

O resultado das computagoes em (6.15) é justificado mediante a implementagao da ex-
pressao (6.12) e ainda pelo fato que T, possui divergéncia covariante nula [15]. A pro-
priedade de simetria em A e B exibida pela eq.(6.15) também é valida para os indices
A,M e AN, resultando que o espinor Sypcp ¢ totalmente simétrico [14]. Observe que
este resultado é de extrema importancia, ja que, a total simetria de Sapcp exprime a lei
de conservacao dada em (3.37).

Deduziremos agora as equacoes de onda para ¥ 4zcp e UABCP com base nas correlacoes
diferenciais covariantes postas a seguir. Tais correlagoes foram dadas pela primeira vez

na Ref.[3]. Com efeito, para WV pcp, tem-se

DU apep = O(Yas"™ vievmun), O(veevun) = =Yg veevmn, (6.16)
2(Vi¥as"™ V" (vrevmp) = 428" By +iB8"V 1)V ancn, (6.17)
e, similarmente, para WABCP  tem-se
OUABCD = (g ALyBM | CDY (ALY BM) = _T(g),YAL,yBM7 (6.18)
VI (A BMY (V10 OP) = 4(28" By — iB"V,) UABCP, (6.19)
com T, sendo definido por(*)
T = 48" B, + 2i(OP + 2V, 0"). (6.20)

Na expressao (6.20), a quantidade ®" é um potencial eletromagnético para o forma-
lismo sob consideracao, e a quantidade ® é o argumento polar da componente indepen-
dente de v4p. Assim, apos realizar-se algumas manipulacoes calculacionais, obtem-se as

equacoes

) R
(D — 4if"V, — Ty + 5) Uapep — 6 nnas¥om™Y = —kSapep, (6.21)

4Deve ser notado que a funcio Ty ¢ invariante de calibre.
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com
Sapcp = '7L(AVSBAIVB/)LTCD)A’B’ = S(ABcD), (6.22)
e
(D +4i"V), — Ty + g) PABCD _ gy Ny ABQOPIMN — _}. gABCD, (6.23)
onde
GABCD _ VAP,YBH,YC’MVDN,YL(PV%‘VVB’)LTMN)A/B/7 (6.24)

juntamente com os complexos conjugados de (6.21) e (6.23). Vale ressaltar, também, que
as eqs.(6.21) e (6.23) estdo correlacionadas entre si de acordo com a seguinte regra de
troca [3]

iB"Vy < (—1)B"Vh, T < Ty (6.25)

6.2 EQUACOES DE ONDA NO FORMALISMO ¢

Como j4 foi mencionado anteriormente, uma vez que a configuracao indicial de W 4,57

produz a mesma natureza de tensor de espin em ambos os formalismos, a equacao de onda

D no formalismo ¢ é formalmente a mesma que aquela dada como

para o campo W,p
eq.(6.13). Deste modo, a contribuicao AW 5P possui o mesmo cardter puramente
gravitacional que a do lado direito da equacao (6.10). Em adigao, devido ao fato de que
a quantidade 7',/ 5 no formalismo € ¢ uma densidade de espin Hermitiana de peso
absoluto w = —2, a contribui¢do (6.11) também é nula neste contexto. Deste modo,

pode-se escrever a equacao de onda para ¥ ,45°P como

R
<D 1 5) Uap©P — 66Uy nPU MY = SypP, (6.26)
com a definicao correspondente

De fato, no formalismo sob consideracao aqui, podemos obter as equacoes de onda
para Wapcp e UABCY a partir da equacao (6.26) simplesmente realizando-se algumas
manipulacoes indiciais com base na constancia covariante dos espinores €. Tem-se, com

efeito,

R
(D + 5) Uagen — 6Wynas¥op)™ = Sascp, (6.28)
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juntamente com

Sapcp = —k‘VEng/)TCD)A’BH (6.29)
e, ainda,
(D N %) PABCD _ Gy, (ABGCDMN _ GABCD. (6.30)
com(®)
SABCD = _ g (AN B)BTCD) |, (6.31)

5Na Ref.[14] existe um fator 3 “em excesso” no lado direito das equacdes de onda (6.28) e (6.30). Isto

foi relatado na Ref.[33].
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CONCLUSOES

Concernente ao trabalho de revisao apresentado aqui, vimos que a teoria de espinores
de duas componentes pode ser utilizada para descrever-se as estruturas de curvaturas
espago-temporais da RG. Em particular, a utilizacao dos formalismos e neste contexto
possibilita descrever-se alguns aspectos que nao poderiam ser descritos dentro do contexto
mundo tradicional tal como, por exemplo, a obtencao de func¢oes de onda para gravitons.
Viu-se também que além da contribuigao gravitacional para as estruturas de curvaturas de
M, também deve-se destacar a existéncia de uma contribuicao eletromagnética, estando
esta associada com a parte antissimétrica W4 de um tipico objeto de curvatura misto

de Infeld e van der Waerden [3,12].

Vimos que de acordo com a versao espinorial da identidade de Bianchi gravitacional,
foi obtido em ambos os formalismos um conjunto de equacoes de campos gravitacionais as
quais, posteriormente, foram utilizadas nos procedimentos para a obtencao das equagoes
de onda de nosso interesse aqui. Vimos que a obtengao das equacoes de onda para WV gcop
e UABCD notavelmente no caso do formalismo 7, se baseou na implementacio dos dispo-
sitivos de troca de valéncia (6.16-6.19).Vale a pena mencionar que, se tivéssemos levado
a cabo explicitamente a deducdo das equacoes de onda para W pcp e TABCP entdo aco-
plamentos envolvendo fungoes de onda para fotons de Infeld e van der Waerden teriam
ocorrido nos estagios intermediarios dos desenvolvimentos calculacionais corresponden-
tes a cada formalismo, tal como foi posto originalmente nas Refs.[3,12]. No entanto, no

caso de qualquer formalismo, tais acoplamentos se cancelam quando os respectivos pro-

cedimentos sao completados. Concordantemente, no formalismo 7, os acoplamentos sob
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consideragao emergem nas seguintes configuragcoes:

2A“Vpepe = g\PBCDM — 6Q ey + 8idn“Vpena, (7.1)
9AM L BODG _ _g\I,BC’DM + 6QUECDM) _ gjM yBODG. (7.2)
(&
— 4V, (B ¥sepa) = (2 + T(g))Ypepa + 8idn“Vpepe, (7.3)
com (3]
Q = 4ip"V,, + 26" By, (7.4)

enquanto que, no formalismo ¢, o cancelamento toma lugar devido a um teorema carac-
teristico relacionado as expressoes para derivadas A de densidades tensoriais espinoriais
que possuem adequados valores de pesos e apropriadas valéncias. De fato, este teorema
foi apresentado pela primeira vez na Ref.[3].

Concluimos que os procedimentos efetuados aqui ao longo do trabalho constituem uma
revisao sistemética daqueles que levam a deducao, em ambos os formalismos, de um con-
junto de equacoes de onda gravitacionais, num cenario com fontes fisicamente arbitrarias,
tal como posto na Ref.[14]. Estas equagbes governam a propagacao de gravitons como
particulas em espacos-tempo da RG. Novamente, enfatizamos que para compor este tra-
balho foi utilizado aqui o carater de primeira quantizacao da formulagao espinorial, sendo
que, uma formulagao num nivel de segunda quantizagao ainda é inexistente na literatura.
Adicionalmente, também deve-se destacar a importancia em nos familiarizar com o em-
basamento algébrico exibido aqui, em conjuncao com a possibilidade de eventualmente
desenvolver-se programas de pesquisas futuros ao longo dessas linhas. Em conexao com
isto, esta um prospecto que lida com a elaboragao da versao de segunda quantizacao da

teoria de gravitons apresentada aqui.
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