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Resumo

Neste trabalho estudamos a auto-organizacao de estruturas periédicas no es-
pago de parametros do maior expoente de Lyapunov (diagramas de Lyapunov) em
um modelo do sistema regulador de Watt. Uma organizagao hierdrquica e cascatas de
bifurcacao por adigao de periodo das estruturas periédicas sao observadas e estas cas-
catas auto-organizadas se acumulam em fronteiras periédicas. Também mostramos
que os perfodos das estruturas organizam-se obedecendo as solugoes de equagoes

diofantina.

PALAVRAS-CHAVE: sistema regulador de Watt, espago de parametros,

expoente de Lyapunov, equacao diofantina.
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Abstract

In this work we study the self-organization of periodic structures on parameter-
spaces of the largest Lyapunov exponent (Lyapunov diagrams) of the Watt governor
system model. A hierarchical organization and period-adding bifurcation cascades
of the periodic structures are observed, and these self-organized cascades accumulate
on a periodic boundary. We also show that the periods of the structures organize

themselves obeying the solutions of a diophantine equation.

KEY WORDS: Watt governor system, parameter spaces, Lyapunov exponents,

diophantine equation.
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Capitulo 1

Introducao

A méquina a vapor foi, durante mais de um século, umas das formas mais
difundidas de obtencao de energia; pode ser argumentado até que a propria revolucao
industrial - essa radical mudanga ocorrida a partir do final do século XVIII com a
concentracao dos meios de produgao, até entao dispersos, em grandes fébricas, e que
ocasinou profundas mudancas sociais e economicas - foi alavancada pela maquina a
vapor.

A produgao de energia da maquina a vapor comeca com o aquecimento de dgua,
que forma o vapor d’dgua que exerce pressao sobre um mecanismo de transmissao
que, por sua vez, poe um eixo em movimento. A rotacao desse eixo servia a vdrios
fins industriais e tinha sua velocidade controlada pelo fluxo de vapor. Assim, quanto
mais vapor, mais rapido o eixo girava e quanto menos vapor mais lentamente o eixo
girava.

O fato desse eixo nao rotacionar com velocidade constante levou James Watt a
criar um dispositivo que tivesse como funcao regular automaticamente a velocidade
rotacional de um volante acoplado a uma maquina a vapor, o Sistema Regulador de
Watt (SRW), em 1788. A mdquina & vapor foi essencial para a Revolugao Industrial
que acontecia na Europa e com isso, o uso de um dispositivo que contralasse o fluxo
de vapor e consequentemente a velocidade rotacional de uma mé&quina seria muito
importante para o desenvolvimento tecnolégico. O sucesso desse dispositivo foi tanto
que estima-se que na Inglaterra existiam 75.000 reguladores de Watt nos primeiros
oitenta anos do seu invento.

No entanto, na segunda metade do século XIX, alguns problemas de decaimento



na performance do regulador comecaram a ser observados e com isso comecaram a
surgir alguns estudos sobre a dindmica do sistema regulador de Watt. O problema
consistia em estudar a estabilidade da posicao de equilibrio deste sistema. A primeira
andlise matemadtica foi feita por James Clerck Maxwell [1] em 1868 e posteriormente,
em 1876, Vyshnegradskii [2] apresentou seus estudos em uma linguagem adpatada
para a engenharia. A partir de seus estudos, Vyshnegradskii concluiu que o atrito
era elemento essencial para um melhor funcionamento do regulador e que a queda
no rendimento do dispositivo ocorre especificamente pelo crescimento da massa das
esferas presas as pontas das hastes. Detalhes sobre a condicao de estabilidade para
o sistema regulador de Watt serao apresentados no decorrer desta dissertacao.

Na tltima década, trabalhos sobre a dinamica do sistema regulador de Watt
voltaram a ser publicados [3-6] e com isso resurgiu o interesse nos estudos da dindmica
desse sistema. No entanto, os trabalhos publicados, até entao, levam em consider-
acao um estudo analitico do sistema de equacoes diferencias que modelam o sistema
regulador de Watt e pouco foi mostrado com relagao ao estudo numérico desde sis-
tema.

Sendo assim, o propésito deste trabalho é compreender melhor o modelo fisico-
matemaético e o comportamento das solucoes numéricas para um conjunto de paramet-
ros do sistema de equagoes diferenciais que descrevem o movimento do sistema regu-
lador, com o objetivo de estudar a dindmica e complementar os estudos que j& existem
sobre esse sistema. Para isso, organizamos esta dissertacao da seguinte maneira: no
capitulo 2 apresentamos o modelo fisico-matematico do sistema regulador de Watt
e fazemos uma discussao sobre a estabilidade deste sistema; no capitulo 3 apresen-
tamos uma sintese dos elementos fundamentais pra se compreender a dinAmica nao
linear de um sistema dindmico continuo e no quarto e tltimo capitulo aparesentamos

os resultados numeéricos do estudo das bifurcagoes globais existentes no sistema.

10



Capitulo 2

O Sistema Regulador de Watt

2.1 Modelo Fisico e Principio de Funcionamento

Na figura 2.1 mostramos a imagem de uma méquina a vapor, onde podemos
notar a presenca de um dispositivo acoplado & tubulagao que permite a passagem do

fluxo de vapor, esse dispositivo é o sistema regulador de Watt.

Figura 2.1: Foto do sistema regulador de Watt acoplado em uma méquina a vapor
no Museu a Vapor (Gramado-RS).(a) Dispositivo em funcionamento. (b) Dispositivo

€Im repouso.

Na figura 2.2 apresentamos um esquema do regulador da figura 2.1(b). Nesta
figura temos um eixo principal E ligado ao volante D do motor de uma maquina &

vapor que se conecta por um conjunto de engrenagens a um eixo vertical menor e que
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gira tendo em sua extremidade superior duas hastes metélicas iguais de comprimento
[ com duas esferas iguais de contrapeso nas pontas de massa m cada uma. As hastes
estao ligadas ao eixo e de modo que quando este gira, as hastes formam um angulo ¢
com o eixo vertical e, conforme a velocidade rotacional de e. As hastes conectamos
em pontos a uma mesma distancia da base mével comum, duas outras hastes menores
que também possuem angulo central varidvel e que ao se abrirem devido a rotagao
do eixo e, fazem subir uma base mével H (camisa mecéanica) ligado & uma alavanca.
Ao subir, esta alavanca fecha a valvula aliviadora da pressao da caldeira a vapor. Do
mesmo modo, quando a velocidade rotacional do eixo e diminui, a camisa mecénica
desce, fazendo com que a vélvula, reguladora do fluxo de pressao desca também.
Assim, a interacao mdquina & vapor e o regulador, faz com que o suprimento de
vapor aumente quando a velocidade do volante D decresce ou diminua quando a
velocidade do volante cresce. Dessa forma, o SRW controla o fluxo de vapor que
passa pela védlvula V', fazendo com que a médquina a vapor em questao funcione com

velocidade rotacional constante passado algum intervalo de tempo - o transiente.

Figura 2.2: Modelo fisico do sistema regulador de Watt.

A seguir é descrito o significado fisico de cada parametro que aparece na figura
2.2:
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E': eixo principal ligado ao volante;

D: volante conectado & um conjunto de engrenagens;

T: conjunto de engrenagens de transmissao que conecta a maquina a vapor ao
eixo e;

Q). velocidade rotacional do volante D da méaquina;

e: eixo vertical ao qual estao ligadas as hastes na extremidade superior;

w: velocidade rotacional de e;

[: comprimento das hastes;

m: massa das esferas;

¢ € (0,%): angulo de desvio formado pelas hastes do regulador e o eixo de
direcao vertical e;

H: base mével que se conecta as hastes e desliza ao longo de e;

V' vélvula que determina o fornecimento de vapor a méaquina.

2.2 Modelo Matematico

O movimento das esferas é regido por um um sistema de equacoes diferenciais,
as quais sao obtidas por meio da aplicacao da 2% Lei de Newton para o movimento
de rotagao e translagao [7]. A figura 2.3 mostra um esquema das for¢as que atuam
na esfera, tais forcas sao responsdveis pelo movimento translacional, de sobe e desce,
da camisa mecénica.

Sendo w a velocidade angular do eixo e, a forga centripeta sobre as esferas é
dada por mw?lsin . Na situagao de equilibrio, a soma das forcas tangentes ao arco

descrito pela massa m ao se abrir o d4ngulo central ¢ deve ser nula, de modo que

Y F = mw?lsin ¢ cos ¢ — mgsin ¢ = 0. (2.1)

A equagao (2.1) determina o angulo ¢, o qual é visto como uma fungéo crescente
da velocidade angular w do eixo e.

Para encontramos a equacao que descreve o dngulo ¢ fora da posi¢ao de equi-
librio, devemos levar em consideracao que temos uma forga de atrito F);, que as-
sumimos ser diretamente proporcinal a velocidade de abertura das hastes ¢ , sendo

b > 0 a constante de proporcionalidade (coeficiente de atrito), entdao temos que
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m@°1 sin pcos @

mgsin mg

Figura 2.3: Forcas que agem sobre a esfera que causam movimento de translagao da

camisa mecanica H.

F = —bp. (2.2)

—
.~ 11 e — —
Desse modo, na posicao fora do equilibrio, temos que X F' = ma = m g, ou

seja a equacao do movimento para a esfera serd

mp = mw?l sin ¢ cos p — mgsin @ — by. (2.3)

A equagao (2.3) nos dé informagcao sobre o movimento translacional da camisa
mecanica, ou seja, o movimento de sobe e desce da valvula que controla o fluxo de
vapor.

Agora vamos fazer a andlise do movimento rotacional dos eixos e e E. A figura
2.4 nos mostra o surgimento de torque na esfera devido ao movimento rotacional em

torno no eixo e.
As velocidades angulares, w e () estao relacionadas entre si de maneira linear,
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Figura 2.4: Torque que surge na esfera devido ao movimento de rotacao.

de modo que C' = §.

A 2% Lei de Newton para o movimento de rotagao nos diz que X7 = [ Q, onde T
sao os torques que atuam no sistema, I ¢ o momento de Inércia em relacao ao eixo
de rotagao e, e Qéa aceleracao angular com que o eixo e gira. Assim, podemos
dizer que a equacao da 2 Lei de Newton para o movimento de rotacao fica escrita

da seguinte maneira

IQ=Fl- [ COS P, (2.4)

sendo i > 0 uma constante de proporcionalidade inserida na equacao por causa da
dimensionalidade de torque.

Dessa forma, obtemos um sistema de equagoes diferenciais que descreve a dindmica
do Sistema Regulador de Watt,

{ me = mw?lsin @ cos p — mgsin g — by, (2.5)

0= plcosp — Fl.
Devemos lembrar que a velocidade rotacional dos eixos estd relacionada de tal

modo que C = §. Assim, a equgao (2.5) forma um sistema de equagoes diferenciais de

15



segunda ordem, o qual pode ser transformado em um sistema de quagoes diferenciais

de primeira ordem, da seguinte forma

£ _y,
W = C*2sinpcosp — gsing — L1, (2.6)
% = 1(ulcosp — FI).

Fazendo a seguinte mudanca de coordenada e de tempo

rT=¢, y=1 \/7 z= \/7 eT—t\/7 (2.7)

o sistema de equagdes (2.6), pode ser reescrito da seguinte maneira

de __

dat Y,

d . .

2 = Z*sinzcosx —sinx — ey, (2.8)

dz

7 = afcosx — f3),

onde «, [ e € sao parametros de controle, dados por
C F b |1
oz:—M, f=— ec=—4]—. (2.9)
gl 7 m\ g
Assim, dizemos que a equacao (2.8) modela a dinamica do Sistema Regulador
de Watt em termos do conjunto de parametros normalizados («, 3,€), e a partir dela

serao realizados nossos estudos numéricos.

2.3 Anadlise da Estabilidade do Ponto de Equi-
librio
Fazendo z = 0,y = 0 e z = 0, verifica-se que o conjunto de equacdes diferenciais
(2.8) possui um tnico ponto de equilibrio que é

Py = (z,y,2) = (a,rccos 53,0 (2.10)

)
VB
A matriz Jacobiana [10] para o sistema de equagdes (2.8), calculada no ponto

de equilibrio, fica escrita como

16



0 1 0

J(Py) = L2 e 2 /B-) |, (2.11)

—ay/1—-05%2 0 0

e seu polindomio caracteristico [10] ¢ dado por p(A), com

1— 32 1— 32
B g

Da equagao (2.12) pode-se mostrar que para todo € > 20332, o sistema de

—p(A) = N +eX? + A+ 20332 (2.12)

equagoes diferencias que modela a dindmica do sistema regulador de Watt possui um
ponto de equilibrio assintoticamente estdvel em Py e se 0 < ¢ < 203%2, Py é um
ponto de equilibrio instével.

A andlise da estabilidade desse sistema regulador é bem conhecida na literatura,

e uma discussdo mais ampla é apresentada em [3].

2.4 Condicao de Estabilidade de Vyshnegradskii

A aniglise desenvolvida nessa se¢ao foi apresentada por Vyshnegradskii [2] em
1876, quando percebeu que uma melhor performance da maquina a vapor dependia
da velocidade angular €2 do volante manter-se constante para uma carga fixa N para
o suplemento de vapor da valvula.

Observe o sistema original

2y
% = C?0?lsinp — gsinp — %@D , (2.13)
dyp

® = 1(pcosp — Fl)

o ponto de equilibrio do nosso sistema é dado por Py = (¢, 0, {2o), onde

¢0 = ¢;
oS g = %, (2.14)
0292 — _49

0 cos g

Tomando o conjunto ¢ = o + Ap, ¥ = g+ A e Q = Qy + AL, o sistema

(2.13), se transforma em

17



Ap' = Ay
A = C22Ap cos 2¢pg + C? AN sin 2 — gAp cospg — LAY (2.15)
AQ = —EApsin g

Quando substituimos (2.14) na segunda equagao de (2.15), obtemos

) .
sin b 2¢g sin

P Ap— LAy BP0
oS g m Qo

Ay =—g

Assim, a matriz Jacobiana fica escrita da seguinte maneira

AQ. (2.16)

0 1 0
J(Pp)=| —gne b Zodnee | (2.17)

—Lsing, 0 0

de onde extraimos o polinomio caracteristico

b N 2 9 .

2.1
m COS ©g 19, (2.18)

Todos os coeficientes deste polindémio sao positivos e portanto a condicao necesséaria

e suficiente para garantir a estabilidade do sistema é a desigualdade

b gsin @2 - 2gpsin p, N bl - 2pcosp,  2F

= — 2.19
m COS Yo ]QO m Q() Q() ’ ( )
a qual é obtida por meio da andlise de sinais de Descartes.
Da equagao (2.14), temos
FQ2 = constante, (2.20)
e por diferenciagao desta, obtemos
d)y Qo
—_— = 2.21
dF 2F ( )
Fazendo
Qo
== 2.22
=1 (222)

a condicao de estabilidade podera ser reescrita sob a forma

18



Mo, (2.23)
m

conhecida como condicao de estabilidade de Vyshnegradskisi.

Vyshnegradskii obteve as seguintes conclusoes:

e O crescimento da massa m das esferas implica em um efeito prejudicial a esta-

bilidade do sistema;

O decrescimento do coeficiente de atrito b implica em um efeito prejudicial a

estabilidade do sistema;

O decrescimento do momento de inércia [ implica em um efeito prejudicial a

estabilidade do sistema;

O decrescimento da nao uniformidade de marcha v, implica em um efeito prej-

udicial a estabilidade do sistema;
A conclusao final obtida por Vyshnegradskii foi a seguinte:

e O atrito é um elemento essencial para uma correta operagao do regulador.

"Sem atrito, ndo teremos requlador".

e Reguladores nao estédticos (com nao uniformidade de marcha nula), nao sofrem

agao do atrito. "Sem a nao uniformidade, também nao teremos regulador".
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Capitulo 3

Sistemas Dinadmicos Continuos

Um sistema dindmico consiste em um conjunto de estados possiveis, juntamente
com uma regra que determina o estado atual em termos dos estados passados [8]. O
tempo em um sistema dindmico pode ter uma variagao continua, ou entao assumir
somente valores discretos. No caso do tempo ter uma variagao continua, o sistema é
representado por equagoes diferenciais. O sistema regulador de Watt é representado
por um sistema de equacoes diferenciais e por isso é considerado um sistema continuo.
E comum referir-se a sistemas dinamicos continuos como fluzos.

No estudo da dindmica do sistema regulador de Watt utilizaremos alguns re-
cursos que sao apresentados em livros texto da drea de dinamica néo linear [8 — 10].
Neste capitulo serd feito uma descricao sobre atratores no espaco de fase, da car-
acterizacao do comportamento caético em um sistema, da construcao do espacgo de

pardametros e do diagrama de bifurcagao.

3.1 Espaco de Fase e Atratores

O espaco de fase é o espaco formado pelas varidveis dindmicas do sistema, no
caso do sistema regulador de Watt, o espaco de fase é tridimensional, (z,y,z). Um
aspecto importante na andlise da trajetéria tracada no espaco de fase a medida que
o tempo evolui, é a existéncia de atratores.

Os atratores sao conjuntos invariantes para o qual as trajetérias convergem
depois de um tempo suficientemente longo. A condicao para existéncia de atrator

é que o sistema seja dissipativo - sistema nos quais o volume no espaco de fase nao
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é preservado, essa discussao serd abordada na secao 3.2. Os sistemas dindmicos
podem ter vdarios atratores e, muitas vezes, a convergéncia para um determinado
atrator depende da condicao inicial. Para o sistema regulador de Watt, encontramos
atratores de diferentes formas e periodos, no entanto, um estudo mais detalhado sera

apresentado na discussao dos resultados numéricos.

3.2 Caracterizacao do Comportamento Caético

A principal caracteristica de um atrator cuja dinamica é cadtica, é a dependéncia
sensivel as condigoes iniciais. Em um atrator caético, duas 6rbitas inicialmente muito
préximas no espaco de fase divergem exponencialmente uma da outra a medida que

o sistema evolui no tempo, como esquematizado na figura 3.1.

x, (1)
p

A

J

v, (0 T aw

o\
x, (0)

Figura 3.1: Divergéncia das drbitas geradas por diferentes condigoes iniciais.

Essa dependéncia sensivel nas condicgoes iniciais resulta das nao-linearidades
que aparecem no sistema, as quais amplificam exponencialmente pequenas diferencas
nas condigoes iniciais. Essa razao de afastamento de duas érbitas pode ser quantifi-
cada, ou seja, podemos calcular uma quantidade que nos diga o quanto o sistema

¢é cadtico. Essa quantidade é conhecida na literatura como o expoente de Lyapunov
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[10]. O expoente de Lyapunov é obtido fazendo a anilise do afastamento da 6r-

bita em cada dimensao do sistema, ou seja, para sistemas N-dimensionais temos N

expoentes de Lyapunov, um para cada dimensao.

Seja um sistema de N equagoes diferenciais ordindrias de 1* ordem. Vamos con-
siderar uma hiperesfera de condigoes iniciais centrada num ponto 7' (ty). Conforme
o tempo passa, o raio inicial dessa esfera d;(to) na média, vai variando exponencial-
mente no tempo, de maneira que a relacao entre d;(to) e o valor correspondente no

instante ¢, dado por d;(to), seja

dj(t> = dj(to)e/\(t_to), t> t() (S j = 1, 2,3, ey N (31)

Essa relacao pode ser escrita como

1 .
— ln d] (t) ]
t—1p dj (to)

Os nimeros \; sao chamados de expoentes de Lypunov e o indice j representa a

A (3.2)

dimensao em questao.
Num instante t > ty, o volume V' (¢) da hiperesfera deve ser proporcional aos

produtos das distancias d;(t) que o caracterizam, ou seja,

V(t) oc [ [d;(t) oc V(tg)e o), (3.3)

sendo V' (ty) o volume no instante ty. Se o sistema é conservativo, entao V' (t) = V (to),

ou, em termos de expoente de Lyapunov
d A =0 (3.4)
Se o sistema for dissipativo V' (t) < V(ty), entao

> <o (3.5)

Sobre uma érbita periédica, a distancia entre duas condic¢oes inicialmente vizin-

has se mantém, em média contante, de modo que o expoente de Lyapunov associado
a essa direcao é nulo. Nas diregoes perpendiculares ao atrator periédico, hé contracao
de volume no espaco de fase, portanto, os expoentes de Lyapunov correspondentes a

essas direcoes sao negativos.
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Comportamento caético é caracterizado pela divergéncia exponencial das 6r-
bitas vizinhas. Nesse caso, hd pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, o
que implica dependéncia sensivel nas condigoes iniciais e a existéncia de um atrator
cadtico no espaco de fase.

Num sistema tridimensional, que é o nosso caso, podem existir quatro tipo de

atratores, como é mostrado na figura 3.2.

M |2 | dg

- | - | - | 1. Ponto de equilibrio
0| - | - |2 Ciclo limite

0 [0 | - | 3. Toro bidimensional

- | 0 | + | 4. Atrator estranho

1. Ponto de equilibrio 2. Ciclo limite 3. Tero bidimensional 4. Atrator estranho

Figura 3.2: Possiveis tipos de atratores encontrados em sistemas tridimensionais.

3.3 Espaco de Parametros

Como ja vimos, as equagoes que descrevem o movimento do sistema regulador
de Watt, equacdo (2.6), podem ser reescritas em termos dos parametros («, f3,¢),
equagao (2.8). Sendo assim, podemos estudar o comportamento dindmico do sistema
variando os pardmetros envolvidos nele. Como o sistema regulador de Watt é um
sistema tridimensional, vamos obter um conjunto de pontos (o, (3,¢) no espago dos
parametros que satisfazem a equagao (2.8).

Para facilitar o estudo do espago de parametros, fixamos um parametro e vari-
amos outros dois, um em funcao do outro. No caso do sistema regulador de Watt, se
fixarmos o parametro 3, podemos construir o espaco de pardmetros € x «, se fixar-

mos o parametro ¢, podemos construir o espaco de parametros 5 X « e se fixarmos
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Figura 3.3: Corte transversal no espaco de parametros € x o com 3 = 0, 8.

o parametro «, podemos construir o espago de pardmetros € x . Para compreender
melhor mostramos na figura 3.3 o espago de parametros para a equagao (2.8) quando

se fixa o parametro 8 em 0,8 e varia « e € no intervalo [0; 1, 80].

Para a construgao do espago de pardmetros que sao apresentados neste trabalho,
resolvemos numericamente o sistema de equagoes (2.8) com o método de Runge-
Kutta de quarta ordem, utilizando passo de integracao igual a 1072 e inicializacio
(70,%0,20) = (1,0, 1) e descartamos um transiente de 5 x 10° iteradas. Calculamos o
maior expoente de Lyapunov para cada ponto de uma grade de 500 x 500 valores de
trés pares de parametros (o, 3), («,¢) e (3, ¢). Entao, para cada par de parametros,
calculamos o maior expoente de Lyapunov e assim construimos um diagrama de
Lyapunov usando a grade de paradmetros nos eixos e atribuimos cores para cada
maior valor do expoente de Lyapunov e assim conseguimos ter uma visao global de

como se comportam as solugoes numéricas em termos de caoticidade e periodicidade.
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3.4 Diagrama de Bifurcagao

Uma descricao global do sistema envolve o conhecimento de todos os comporta-
mentos possiveis para os varios valores dos pardmetros, e essa descricao pode ser feita
por meio de um diagrama de bifurca¢cdo. Um diagrama de bifurcacao é a represen-
tacao grafica do comportamento qualitativo das érbitas para cada valor do parametro
e é construido plotando-se uma das varidveis x,y, ou z em funcao de um parametro
do sistema («, 3 , ) e sdo utilizados para estudar de maneira global a periodicidade
e os tipos de rotas para o caos existentes no sistema.

Para o sistema de equacoes que descrevem o comportamento dindmico do sis-
tema regulador de Watt, optamos por construir o diagrama de bifurcagoes levando

em consideragao como a varidvel y do sistema varia com os parametros («,¢).

3.5 Resultados Numéricos

O estudo numérico deste trabalho consiste em calcular o maior expoente de
Lyapunov, resolvendo numericamente a equacdo (2.8) conforme descrito na segao

3.3, para cada par de pardmetros:
e (a,e) com 3 =0,8;
e (B,e) coma=0,95¢e

e (a,f) come=0,T7.

Os valores para cada par de parametros foram discretizados em uma malha de
500 x 500 pontos. Para efeitos de andlise do comportamento cadtico do sistema,
identificamos uma cor para cada maior expoente de Lyapunov, variando continua-
mente o espectro, desde o preto (expoente zero), passando pelo amarelo (expoente
positivo), até o vermelho (expoente positivo, maior em médulo do que os pontos em
amarelo). Dessa forma, conseguimos identificar o comportamento dinamico (cadtico
ou periddico) do Sistema Regulador de Watt, observando as regides para cada par
de valores de parametros.

A figura 3.4 mostra cortes no espago de parametros («, [3,¢) num espago tridi-

mensinal. Regioes pretas representam comportamento periddico, as regioes amarelas
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Figura 3.4: Visao em cortes do espaco de pardmetros tridimensional do sistema

regulador de Watt.

e vermelhas representam comportamento cadtico e a regiao em branco indica di-
vergéncia da solucao numérica naquela regiao. O valor em branco em cada espago
de parametros indica o plano em que foi feito o corte no espaco tridimensional.
Podemos observar a existéncia de estruturas periédicas imersas em regioes
cadticas. Para melhor visualizacao destas estruturas, apresentamos cada espago de
pardmetros em seus respectivos planos nas figuras 3.5, 3.6 e 3.7. Na figura 3.5 o es-
paco de parametros («, €) foi construido no intervado de o = [0,2;1,8] e = [0,2; 1, §]
com 3 = 0,8, na figura 3.6 o espaco de parametros (3, ¢) foi construido no intervalo
B =10,6;1,0] e e = [0,2;1,8] com a = 0,95 e na figura 3.7 temos o espago de
parametros («, 3) no intervalo a = [0,4;1,8] e 5 =[0,4;1,0] com ¢ = 0, 7.

Escolhemos a figura 3.5 para fazermos a ampliagao de algumas regioes e visu-
alizarmos melhor essas estruturas periédicas, bem como estudar as regras de organi-
zagao destas estruturas. Nesta figura mostramos as regides que serao ampliadas, as
caixas (a), (b) e (c).

Nos trés casos o parametro ( continuard fixo em 0,8. A caixa (a) da figura

3.5 serd reconstruida no intervalo a = [1,25;1,55] e € = [0,75;1,15], a caixa (b)
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1.8

Figura 3.5: Plano do espaco de parametros € X « para = 0, 8.

1,8

Figura 3.6: Plano do espago de parametros € x [ para a = 0, 95.
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1,0
0,9

0.8

0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1.4 1,6 1.8

Figura 3.7: Plano do espaco de pardmetros § x « para e =0, 7.

serd reconstruida no intervalo oo = [0, 80;1,05] e € = [0,65;1,00] e a caixa (c) serd
reconstruida no intervalo « = [0, 34; 0, 76] e £ = [0, 26; 0, 66].

Nas figuras 3.8, 3.9 e 3.10, apresentamos a ampliagdo das caixas (a), (b), (c)
da figura 7?7 e observamos a existéncia de estruturas periddicas imersas em regioes

cadticas.

Para um melhor estudo dessas regioes, vamos refazer o precedimento de ampli-
acao de uma certa regiao do espago de pardmetros para obter uma melhor resolucao
da malha e assim observar como se organizam essas estruturas periédicas.

Na figura 3.11 mostramos as regides (1) e (2) que serdo ampliadas. O inter-
valo da caixa (1) ¢ a = [0,93;0,99] e € = [0,74;0,86] e o intervalo da caixa (2) ¢é
a =10,99;1,06] e ¢ = [0,70;0,86]. O esquema de cores é o mesmo dos diagramas
anteriores. Todas as trés projegoes («, ), (o, €), e (5, ¢), apresentam algumas carac-
terfsticas bdsicas, como porgoes de grandes regioes periddicas, incluindo estruturas

periédicas embutidas em regides cadticas.

Para ser mais claro com a ultima afirmacao, observamos na figura 3.11 ampli-

acoes dos diagramas de Lyapunov que mostram a presenca de estruturas periddicas,
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Figura 3.8: Ampliagao da caixa (a) da figura 4.3.

1,00
0,95
0,90
0,85

& 0,80
0,75
0,70
0,65 "

0,80 0,85 0,90

095 100 105

a

Figura 3.9: Ampliacao da caixa (b) da figura 4.3.
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A

Figura 3.10: Ampliacao da caixa (c) da figura 4.3.

ou seja, camaroes [11],[12] que organizam-se em algumas diregoes especificas nesses
diagramas. Para sermos mais especificos e estudarmos com mais detalhes estas auto-
organizacoes, escolhemos uma dessas seqiiéncias, ou seja, a seqiiéncia principal dentro
da caixa (1) da figura 3.11. A amplificacdo das caixas (1) e (2) da figura 3.11 sdo
mostradas nas figuras 3.12 e 3.13, onde podemos observar estruturas periédicas se
auto organizando. Com relagao a essa auto-organizagao, através de inspecoes na
figura 3.12, nés também podemos associar a ele o padrao de pares de estruturas, e

esses pares também se organizam e se acumulam numa regiao de fronteira periédica.

A auto-organizacdo mais comum de estruturas periddicas, relatada em uma
grande classe de sistemas [11-15], é conhecida como cascata por adigdo de periodo,
onde as estruturas se organizam de tal forma que o periodo de cada estrutura aumenta
de forma constante em diregoes especificas. No entanto, no caso aqui relatado, figura
3.12, observa-se uma seqiiéncia intrigante de acumulacao, ou seja, descobrimos que os
periodos das estruturas surgem organizados de acordo com uma solugao de equagoes
diofantinas.

Na figura 3.14 mostramos o diagrama do perfodo-g em uma parte da figura

3.12, para melhor visualizarmos a seqiiéncia de periodo dos pares de estruturas. Os
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Figura 3.11: Regioes da figura 3.9 que serao ampliadas.

periodos foram obtidos contando o nimero de méximos da série temporal (y,t) para
cada par de parametros.

Na figura 3.15, mostramos os periodos de cada par de estruturas ao longo
da linha tracejada na figura 3.14 e trés novos pares de estruturas sao identifica-
dos quando o pardmetro a diminui, ji que na figura 3.14 nao sao visiveis devido a
escala dos eixos. Na figura 3.14 temos o seguinte esquema de cores: preto para q =
8, azul para q = 11, verde para q = 13, amarelo para q = 16, vermelho para q =
17, laranja para q = 21, marrom para q = 27, e violeta para q¢ = 31. Além desses
perfodos, conseguimos, no gréfico da figura 3.15, obter trés pares de periodo que nao
tinham sido observados na figura 3.14, os pares de cor verde, magenta e ciano.

Uma vez que os periodos de algumas estruturas sao conhecidos, podemos agora
analisar as suas regras de organizacao. Para facilitar nossa anilise, mostramos na
figura 3.16 um diagrama com os pares de perfodos ordenados em uma seqiiéncia
inversa do mostrado nas figuras 3.14 e 3.15, e cada par de periodo representa um par
de estruturas da figura 3.14.

As setas com as expressoes representam as regras de organizagao dos perfodos
das estruturas. Com este diagrama observamos que existem ao menos quatro regras

distintas para a organizacao das estruturas, quais sejam, duas regras para a orga-
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0,86
0,84
0,82

£0.80
0,78
0,76

0,74

0,93

=

0,97

0,96

A

0,94 0,95 0,98 0,99

Figura 3.12: Ampliagao da caixa (1) da figura 3.11.

Figura 3.13: Ampliacdo da caixa (2) da figura 3.11.
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0,80

0,78

0,76

b

Figura 3.14: Diagrama do periodo-¢ em uma parte da figura 3.12.

nizacao dos pares, setas sélidas superiores na figura 3.16, e duas regras conectando
estruturas de pares distintos, setas sélidas inferiores na figura 3.16. As expressoes que
representam estas regras de organizacao podem ser vistas como equagoes diofanti-
nas lineares. Entretanto, as duas expressoes para a organizagao dos periodos dos
pares distintos podem ser descritas por uma unica equacao diofantina quadritica
(r —2y)? = 1, onde z e y sao o maior e o menor periodo dos pares, respectivamente.
As duas expressoes que conectam os pares podem ser descritas por outra equacao
diofantina quadrética (2z — 2y — 9)2 = 9, jAque x = y +6 e x = y + 3, como
mostrado na figura 3.16. Portanto, com as duas equagoes diofantinas quadraticas
acima, podemos construir toda a sequéncia de acumulacao das estruturas em direcao
a fronteira periédica. Neste diagrama, também podemos observar cascatas de bifur-
cagao por adicao de periodo entre pares alternados, isto é, entre solucoes alternadas
da equagao diofantina quadratica (z —2y)? = 1, representadas pelas setas tracejadas
superiores e inferiores. Estas expressoes para as cascatas de adicao de periodo in-
dicam que temos uma solugao geral para os periodos = e y dados por x = zy + 2n
ey = yg+n, onde n = 5. Ressaltamos também que a fronteira periédica dessa

sequéncia de acumulagao é de perfodo-5, como mostrado na figura 3.12.
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Figura 3.15: Comportamento do periodo-g em fun¢ao do pardmetro a da linha trace-

jada na figura 3.14.

TR ITRer? i A Ak 4 Bt
-'.;c=2 '+1 x=2y-1 -'.;C=2J‘+i"' x=2y-1 \:"-x=2 ‘+1 '- x=2y-1
' /—'}\ ' A WL v v
17 8 11 21 27 13 16 31 37 18 21 41
— A A — A
x=y+3 xX=y+6 x=3y+3 x=y+6 x=y+3
:|,'=:|,.'3_5” x=x,3+10 :|,'=:|,.'3_5” x=x,3+10

Figura 3.16: Organizacao da sequéncia de perfodos da figura 3.14.

34



Capitulo 4

Conclusoes

O comportamento das solugoes numéricas do sistema de equagoes diferenciais
que modelam a dindmica do sistema regulador de Watt nos mostra que existem es-
truturas hierdrquicas periédicas imersas em regioes de caos e que podemos encontrar
leis de formagao para os periodos dessas estruturas. Sabendo que a periodicidade é
um numero inteiro, conseguimos verificar que a sequéncia que descreve a organiza-
¢ao dos periodos obedece solucoes de equacoes diofantinas, equagoes cujas solugoes
permitidas sao niimeros inteiros.

Podemos ter infinitos cortes do espago de parametros tridimensional (o, 5,¢) e
consequentemente infinitas andlises sobre o comportamento das regides de periodi-
cidade, no entanto, podemos observar que a lei de formacao de pares de camaroes
sempre nos levam a uma sequéncia numérica que por sinal acabam sendo solucoes de
equagoes diofantina. Os resultados numéricos aqui relatados, através de diagramas
de Lyapunov, sdo praticamente impossiveis de serem previstos analiticamente (senao
impossiveis). Uma questao que precisa de mais estudos é que tipo de sistemas apre-
sentam a mesma organizacao hierdrquica mostrada aqui, ou seja, seguindo a solugoes
de equagoes diofantinas.

Outra carcteristica observada nos espacos de paradmetros estudados é a auto-
similaridade de algumas estruturas, ou seja, o comportamento de certas regioes se
repete em outras regioes do espago de pardmetros, dessa forma, acreditamos que
possa existir um conjunto de equacgoes diofantinas que descrevem como se d& a or-
ganizagao de perfodos no sistema regulador de Watt.

O célculo numérico do expoente de Lyapunov nos mostra que o maior expoente
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é sempre um nimero muito pequeno da ordem de 10 com —8 < a < —2. Essa
quantidade que indica o grau de caocidade do sistema, mesmo sendo muito pequena
as vezes, ainda é maior do que zero e isso é condicao necessdria para a existéncia de
sensibilidade nas condigoes iniciais e consequentemente caos.

O fato de um expoente de Lyapunov ser uma quantidade positiva, no entanto
muita pequena, nos leva a concluir que existe uma certa hipersensibilidade no sis-
tema, assim, quando observamos uma certa regiao periddica, essa regiao pode estar
numa faixa muito pequena e isso nos leva a expandir as conclusoes obtidas por
Vyshnegradskii. Além do atrito ser importante para o funcionamento do sistema,
como afirmou Vyshnegradsski, temos também que a construcao do dispositivo deve
respeitar um padrao tipico de qualidade. Dessa forma, qualquer alteracao, min-
ima que seja, em qualquer parametro do sistema, podemos encontrar caos. Assim,
podemos afirmar que o crescimento descontrolado da producao desses dispositivos,
nao levaram em consideracao essa questao e com isso os dispostivos comecaram a
apresentar problemas na sua performance.

Por fim, o estudo dos espacos de parametros do sistema regulador de Watt, nos
mostrou que sistemas dindmicos podem apresentar uma variedade de comportamen-
tos distintos, cada regiao com uma certa particularidade, mas que pode se repetir no

todo.
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