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RESUMO

Nesse trabalho investigamos planos de parâmetros construídos para
um conjunto de três equações diferenciais ordinárias, autônomas, não linea-
res de primeira ordem com dez parâmetros que modela uma cadeia alimentar
tritrófica. Usamos expoentes de Lyapunov, diagramas de bifurcação, e curvas
no espaço de fase para caracterizar numericamente a dinâmica do modelo em
um plano de parâmetro e, mostramos que este apresenta estruturas periódicas
típicas em meio à regiões caóticas, formando espirais que se enrolam ao redor
de um ponto focal ao passo que surgem bifurcações de adição de período.

Palavras-chave: Bifurcação de adição de período. Estrutura periódica espi-
ral. Plano de parâmetro. Expoentes de Lyapunov.



ABSTRACT

In this work we investigate parameter planes constructed for a set of
three autonomous, ten-parameter, first-order nonlinear ordinary differential
equations, which models a tri-trophic food web system. By using Lyapunov
exponents, bifurcation diagrams, and trajectories in the phase-space, to nume-
rically characterize the dynamics of the model in a parameter plane, we show
that it presents typical periodic structures embedded in a chaotic region, for-
ming spiral structures that coils up around a focal point while period-adding
bifurcation take place.

Keywords: Period-adding bifurcation. Spiral periodic structure. Parameter
plane. Lyapunov exponents.
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1 INTRODUÇÃO

Investigações realizadas em planos de parâmetros de sistemas
dinâmicos não lineares de tempo contínuo em que são usados os ex-
poentes de Lyapunov para caracterizar numericamente a dinâmica do
sistema diferenciando comportamentos de periodicidade, quasiperiodi-
cidade e caos aumentaram consideravelmente nos últimos anos [1-47].
Estruturas periódicas observadas em meio a regiões caóticas tem sido
predominantes nesses planos de parâmetros. Algumas delas por sua vez
possuem uma forma conhecida na literatura como camarão (shrimp em
inglês), assim descrito pela primeira vez por Gallas [48] em um sistema
não linear de tempo discreto e posteriormente observado em uma am-
pla gama de sistemas dinâmicos não lineares tanto de tempo discreto,
quanto de tempo contínuo, estes últimos por sua vez são modelados
por conjuntos de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem.
Entre eles, sistemas que regem reações químicas, dinâmica populaci-
onal, circuitos eletrônicos, lasers, osciladores forçados e vários outros.
Desde então, muitas propriedades dessas estruturas periódicas foram
descobertas e descritas, mostrando que elas podem aparecer de ma-
neira altamente organizada e com diferentes formas em um plano de
parâmetros para um grande número de diferentes sistemas de diferentes
áreas do conhecimento.

Um desses tipos de organização foi o observado por Gaspard
[49] e consiste em um conjunto de estruturas periódicas que se aseme-
lham a forma de um camarão e formam uma espiral que se enrola ao
redor de um ponto focal (ou foco), sendo que a medida que essas es-
truturas se espiralam em direção a esse ponto, ocorrem bifurcações de
adição de período. Como é de nosso conhecimento, bifurcações assim
já foram observadas em planos de parâmetro para circuitos eletrônicos
[1, 30, 50], modelo de Rössler [51], oscilador químico [1], rede neural de
Hopfield [31], lasers semicondutores de injeção óptica modificados [32],
e um modelo matemático de crescimento de tumor [45].

Tendo em vista que as estruturas periódicas espirais foram de-
tectadas experimentalmente em circuitos eletrônicos [52] e que o me-
canismo global por trás da gênese e organização dessas estruturas foi
descrito em [15, 16, 49], serão descritas nesse trabalho as bifurcações
de adição de período que ocorrem nas estruturas periódicas espirais ob-
servadas em alguns planos de parâmetros construídos para um sistema
de cadeia alimentar tritrófica [53] modelado por um conjunto de três
equações diferenciais ordinárias, autônomas, não lineares de primeira
ordem com dez parâmetros e determinar seus respectivos períodos.
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Com o objetivo de investigar os planos de parâmetros cons-
truídos para um modelo ecológico e caracterizar as possíveis estruturas
periódicas neles encontradas, o trabalho seguirá a seguinte organização:
nas seções 2, 3 e 4 far-se-á uma revisão literária de conceitos, definições
e outros conhecimentos que servirão para a interpretação dos resultados
obtidos que aparecerão na seção 6. Na seção 5 discutir-se-á o modelo
ecológico de Leslie-Gower que se aplica ao sistema de cadeia alimentar
tritrófica aqui tratado e por fim a conclusão na seção 7.

Alguns dos resultados apresentados na seção 6 propiciaram a
publicação de um artigo referente a esse trabalho que pode ser encon-
trado na Ref. [54]

2 SISTEMAS DINÂMICOS

De acordo com a Ref. [56] tem-se uma noção de sistema di-
nâmico como sendo uma formulação matemática empregada na gene-
ralização de um processo determinístico. Por meio dela prediz-se os
estados passados e futuros de muitos sistemas físicos, químicos, biológi-
cos, ecológicos, econômicos e até mesmo sociais com um certa precisão
conhecendo-se somente o seu estado atual e as leis que regem a sua
evolução no tempo. Contanto que as leis não mudem com o tempo, o
comportamento de tais sistemas pode ser completamente baseado nas
condições iniciais consideradas. Assim sendo, um sistema dinâmico é
um sistema que inclui um conjunto de estados possíveis (espaço de esta-
dos) e uma lei de evolução dos estados no tempo. A evolução no tempo
de um sistema dinâmico, significa uma alteração no estado do sistema,
logo se consideram dois tipos de sistemas dinâmicos: os de tempo con-
tínuo que podem assumir valores reais de tempo e são conhecidos na
literatura como fluxos, e os de tempo discreto também conhecidos como
mapas que só assumem valores inteiros.

De modo geral, a forma mais simples que um sistema dinâmico
contínuo pode ser apresentado é por meio de um conjunto de equa-
ções diferenciais de primeira ordem. Aqui nos interessa sistemas que
apresentem caos. Pode-se descrever caos como um comportamento ape-
riódico e com alta sensibilidade às condições iniciais, que existe apenas
em sistemas não lineares que torna impossível a previsão do estado do
sistema apesar do mesmo ser determinístico [57].

Nessa dissertação será estudado um sistema tridimensional com
dez parâmetros de controle que provêm do modelo ecológico de Leslie-
Gower. Um sistema tridimensional não linear pode ser expresso gene-
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ricamente da seguinte forma

ẋ = f (x, y, z, α) ,

ẏ = g (x, y, z, α) , (2.1)
ż = h (x, y, z, α) ,

em que f, g e h representam funções reais, que devem conter ao menos
uma linearidade; x, y, e z são as variáveis dinâmicas do sistema, ou
variáveis de estado que constituem o espaço de estados também conhe-
cido por espaço de fases e definem a dimensão do sistema; α representa
o conjunto de parâmetros de controle do sistema.

Um dos principais objetivos ao se trabalhar com sistemas di-
nâmicos, está em investigar seus comportamentos conforme o tempo
evolui com base nas soluções, tendo eles interpretações físicas ou não.
Basicamente existem três técnicas para se investigar o comportamento
de um sistema dinâmico [58]:

• Técnica analítica: Integram-se analiticamente as equações, deter-
minando a solução em termos de fórmulas gerais. São obtidas
soluções para o sistema que independem do valor dos parâmetros
e das condições iniciais adotadas. Entretanto, nem sempre é pos-
sível obter uma solução por integração analítica, ou isso é factível
para poucos sistemas.

• Técnica numérica: Integram-se numericamente as equações, cal-
culando valores para as variáveis dependentes x⃗ = (x1 (t) , x2 (t) ,
. . . , xn (t) em pontos pré-selecionados para a variável t. Grande
parte do trabalho calculacional é executado pelo computador, mas
a solução obtida acaba sendo particular para um conjunto de con-
dições iniciais e parâmetros que são escolhidos na integração.

• Técnica qualitativa: Por meio de cálculos relativamente mais sim-
ples do que os envolvidos na integração analítica consegue-se ob-
ter pistas de como o sistema evolui. Basicamente são determi-
nadas as soluções assintóticas, os possíveis comportamentos do
sistema quando t → ∞, e a estabilidade dessas soluções. Ao se
usar essa técnica perde-se parte da informação quantitativa rela-
tiva ao mesmo, como a informação sobre o transiente do sistema,
ou seja, seu comportamento antes de atingir um regime perma-
nente.

Como é de nosso conhecimento, sistemas dinâmicos multidimensionais
em sua maioria, proporcionam uma grande dificuldade no que diz a
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respeito ao seu tratamento puramente analítico, e a obtenção de resul-
tados quase sempre se torna uma impossibilidade, por isso utilizam-se
com certa frequência técnicas numéricas e ferramentas computacionais
para a análise dos mesmos.

Os sistemas dinâmicos podem ser classificados como conserva-
tivos e dissipativos. Imagine agora que se delimite um determinado
volume de condições iniciais num espaço de fases, com o objetivo de se
estudar o que acontece com esse volume conforme o tempo passa. Lem-
brando que o volume no caso de uma sistema tridimensional equivale a
uma esfera de condições iniciais. Então, chama-se um sistema de con-
servativo se, durante sua evolução temporal, há preservação do volume
no espaço de fase. Por outro lado no sistema dissipativo, esse volume
se contrai com o passar do tempo. Uma particularidade de sistemas
dissipativos é a existência dos chamados atratores, que são regiões limi-
tadas do espaço de fase associadas a um comportamento assintótico no
qual o sistema tende para um atrator na medida em que tempo passa.

De maneira geral pode-se classificar da seguinte forma a dinâ-
mica dos sistemas [58]:

• Atratores: Pontos para os quais as órbitas que passam suficien-
temente perto convergem. No caso unidimensional, são pontos
fixos estáveis e para mais dimensões podem ser nós (Fig. 2.1a)
e espirais (ou focos) (Fig. 2.1b) estáveis. A representação desses
elementos é feita por pontos ou linhas cheias;

• Repulsores: Pontos para os quais as órbitas que passam sufici-
entemente perto divergem. No caso unidimensional, são pontos
fixos instáveis e para mais dimensões podem ser nós (Fig. 2.1c) e
espirais (ou focos) (Fig. 2.1d) instáveis. A representação desses
elementos é feita por pontos vazios ou linhas tracejadas;

• Pontos de Sela: Pontos para os quais as órbitas que passam sufi-
cientemente perto convergem ou divergem dependendo da região.
Só existem em sistemas com pelo menos duas dimensões (Fig.
2.1e).
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Figura 2.1: Esboço da topologia dos tipos de dinâmica no espaço de fase.

Para sistemas com pelos menos duas dimensões ainda, é possível a exis-
tência de órbitas fechadas para as quais as trajetórias suficientemente
próximas convergem ou divergem. Essas órbitas são chamadas de ci-
clos limite e podem ser estáveis, instáveis ou semi-estáveis conforme
está representado na Fig. 2.2a, Fig. 2.2b e Fig. 2.2c, respectivamente.

Figura 2.2: Esboço da topologia dos ciclos limite no espaço de fase.
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Os sistemas dinâmicos que apresentam caos necessariamente
também apresentam dependência sensível às condições iniciais, ou seja
mesmo que as condições iniciais estejam muito próximas uma da outra,
ainda assim dão origem a órbitas que com o passar do tempo, são to-
talmente diferentes. Essa divergência entre as órbitas é explicada pelos
expoentes de Lyapunov que medem a taxa exponencial de aproxima-
ção (ou afastamento) entre as trajetórias. Então, seja um sistema de n
equações diferenciais como o sistema 2.1, para o qual existe uma esfera
de condições iniciais centrada num ponto x (t0). Conforme o tempo
passa, o volume se deforma. Considerando que ao longo da j-ésima
dimensão (j = 1, . . . ,n), o raio inicial dj (t0) tenha variado exponen-
cialmente no tempo, de modo a atingir seu valor correspondente no
instante t, dado por dj (t), chega-se em

dj (t) = dj (t0) e
λj(t−t0), (2.2)

que pode ser reescrita como

λj = lim
t→∞

ln [dj (t) /dj (t0)]

t− t0
, (2.3)

em que λj são os chamados expoentes de Lyapunov. Em sistemas
dissipativos o somatório dos expoentes de Lyapunov deve ser negativo.
Na maior parte do sistemas dinâmicos com significado físico, ou não, o
cálculo do expoentes de Lyapunov se restringe a métodos numéricos.

De forma geral, em sistemas N-dimensionais existem N expoen-
tes, que combinados podem classificar os tipos de atratores que podem
existir para o sistema. São eles:

• Ponto de equilíbrio estável (ou ponto fixo): todos os expoentes são
negativos ou seja, λ1, λ2, . . . ,λN < 0, pois o volume de condições
iniciais deve se contrair ao longo das N direções do espaço de fase
a fim de que a órbita convirja para um ponto;

• Atrator periódico ou ciclo limite: tem pelo menos um expoente
nulo, que corresponde à direção ao longo do ciclo limite e os de-
mais são negativos ou seja, λ1 = 0, λ2, . . . , λN < 0;

• Atrator quase-periódico (torus d-dimensional): tem de dois à d
expoentes de Lyapunov iguais a zero, ou seja λ1, λ2, . . ., λd = 0 e
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os demais N − d expoentes são negativos, ao menos um a fim de
garantir um somatório negativo, e portanto um sistema dissipa-
tivo;

• Atrator caótico (ou estranho): tem-se ao menos um expoente
de Lyapunov positivo λ1 > 0 representando a direção em que a
trajetória diverge no espaço de fase, um expoente nulo λ2 = 0
ao longo da trajetória, e os demais devem ser negativos. A soma
das magnitudes dos expoentes positivos não pode exceder a soma
das magnitudes dos expoentes negativos a fim de garantir um
somatório total negativo, e portanto um sistema dissipativo, isto
é
∑
N

λN < 0.

Além dos atratores, que basicamente são trajetórias no espaço de fase
e os diagramas de bifurcação que serão tratados na próxima seção,
quando analisa-se numericamente um sistema dinâmico, os planos de
parâmetros se constituem de uma importante ferramenta matemática.
Nessa dissertação utilizar-se-á dessa ferramenta para a análise do sis-
tema de interesse na seção dos resultados. De maneira geral, planos de
parâmetros são representações bidimensionais da variação de quaisquer
dois parâmetros do sistema em função de uma terceira dimensão, que
pode ser a magnitude do maior expoente de Lyapunov. Graficamente,
se utiliza um gradiente de cores que representa a variação do maior
expoente, que nos fornece a informação do comportamento dinâmico
do sistema, ou seja, as regiões em que ele apresenta caos, periodicidade
e equilíbrio.

3 ESTRUTURAS DE BIFURCAÇÃO

O termo bifurcação introduzido pela primeira vez por Poincaré
em 1885 refere-se a mudança qualitativa no retrato de fases de um sis-
tema dinâmico, conforme algum parâmetro do sistema passa por um
valor crítico [58]. Em outras palavras, o retrato de fases depende do
parâmetro. Ao se variar o valor desse parâmetro, pode-se criar ou des-
truir pontos de equilíbrio e ciclos limites alterando suas estabilidades.
O fenômeno da bifurcação está estreitamente relacionado com a exis-
tência de caos no sentido de que um sistema dinâmico que apresenta
uma resposta caótica apresenta bifurcações. No entanto, a recíproca
não é verdadeira, ou seja, um sistema que apresenta bifurcações não ne-
cessariamente apresenta uma resposta caótica. A teoria de bifurcação
é normalmente desenvolvida em duas formas:
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• Bifurcações locais: são aquelas que podem ser previstas estudando
a vizinhança de um ponto de equilíbrio ou de uma trajetória fe-
chada. Em outras palavras, é possível prever essa forma de bi-
furcação via cálculo dos autovalores da matriz Jacobiana para o
sistema. Bifurcações de Hopf, dobramento de período e sela-nó
são importantes tipos de bifurcação local. As bifurcações locais
são representadas por uma forma simplificada chamada forma
normal. São equações características que descrevem a dinâmica
do ponto de equilíbrio para valores do parâmetro próximos ao
valor crítico de bifurcação.

• Bifurcações Globais: são aquelas que não podem ser inferidas
a partir de análises locais, como as bifurcações homoclínicas e
heteroclínicas.

3.1 BIFURCAÇÃO SELA-NÓ

A bifurcação sela-nó ou tangente está usualmente associada
ao mecanismo de criação e destruição de pontos de equilíbrio. Por
exemplo, considere um sistema dinâmico unidimensional do tipo, ẋ=
µ− x2 (forma normal) da Ref. [57]. Os pontos fixos desse sistema são
dados por ẋ = 0, isto é, x = ±√

µ. Calcula-se a Jacobiana, que nesse
caso se restringe ao cálculo da derivada, dẋ/dx = −2x de onde se tiram
as seguintes conclusões:

• x < 0 ⇒ 2√µ > 0 ⇒ ponto fixo instável;

• x > 0 ⇒ −2√µ < 0 ⇒ ponto fixo estável.

Portanto existem três comportamentos distintos definidos pelo valor do
parâmetro µ.

• µ < 0 ⇒ Não existe ponto fixo nos reais;

• µ = 0 ⇒ Existe um ponto fixo não-hiperbólico associado ao apa-
recimento de um autovalor com parte real nula λ = 0;

• µ > 0 ⇒ Existem dois pontos fixos, um instável e outro estável.
Pode-se pensar como o equivalente a uma sela (instável) e um nó
(estável) para mais dimensões.

O gráfico que mostra a mudança de comportamento do sistema com a
variação do parâmetro µ é chamado de diagrama de bifurcação (Fig.
3.1).
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Figura 3.1: Diagrama de bifurcação sela-nó onde a linha tracejada representa a
solução instável e a linha cheia a solução estável. O valor crítico ocorre em µ = 0.

Note que a vizinhança do ponto (x, µ) = (0, 0) não é contro-
lada nem pela variedade estável (seta no sentido de aproximação em
relação a origem) e nem pela variedade instável (seta no sentido de
afastamento em relação a origem) associadas com os autovalores e au-
tovetores da matriz Jacobiana. Os autovalores positivos representam
as variedades instáveis e os autovalores negativos as variedades estáveis.
As variedades por sua vez são tangentes aos autovetores associados aos
autovalores. Note ainda que nesse ponto o diagrama apresenta uma
curva, por isso essa bifurcação algumas vezes é chamada de bifurcação
de dobra (ou curva). Para facilitar a compreensão do que é descrito
no diagrama de bifurcação sela-nó da Fig. 3.1 é importante ressal-
tar a ideia de variedade (manifold em inglês) na literatura como um
constructo geométrico matemático que basicamente revela a topologia
adquirida pelo sistema no espaço de fase conforme ele evolui no tempo.

As bifurcações de sela-nó também podem acontecer com ciclos
limites, que de maneira similar ao caso com pontos de equilíbrio, são
criados dois ciclos limites com estabilidades complementares para de-
terminados valores do parâmetro, que podem se aniquilar para outros.

De acordo com a Ref. [56] as bifurcações de sela-nó podem
apresentar uma outra forma comum chamada de cúspide (ou ponta)
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e isso acontece quando ocorre um fenômeno chamado histerese que é
quando o sistema abruptamente dá um “salto”, para um diferente equi-
líbrio estável, ocasionado pelo desaparecimento de um par de soluções:
uma estável e outra instável, em cada um dos ramos da curva T (Fig.
3.2) que colidem e se aniquilam via bifurcação de dobra, ao se variar os
parâmetros do sistema. De modo geral, a bifurcação cuspidal é apre-
sentada em sistemas de codimensão dois, ou seja dois parâmetros são
variados a fim de produzir a bifurcação em questão. Nesses sistemas o
termo quadrático típico da forma normal desaparece. No diagrama de
bifurcação de cúspide os ramos se encontram tangencialmente no ponto
de bifurcação, de modo a apresentar uma ponta, ao invés de uma curva
como é observado na bifurcação de dobra (Fig. 3.1).

(a)

(b)

Figura 3.2: Em (a) está representado a curva de bifurcação de cúspide T no plano
(β1, β2) constituído pelos parâmetros β1 e β2 em que T1 e T2 representam os ramos
de T, e o ponto (β1, β2) = (0, 0) o ponto de bifurcação. Em (b) está representado
a dinâmica da variedade M no R3, próximo à bifurcação de cúspide e a projeção
da curva Γ no plano de parâmetros (β1, β2) que graficamente representa a curva de
bifurcação T. Figura extraída da Ref. [56].
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3.2 BIFURCAÇÃO DE HOPF

Essa bifurcação é caracterizada pela existência de um par de
autovalores imaginários puros (complexos conjugados) relacionados ao
ponto de bifurcação ou ponto crítico αc. A bifurcação de Hopf pode
se apresentar na forma subcrítica ou supercrítica. No caso subcrítico
(Fig. 3.3a) o sistema possui um ciclo limite instável para α < αc

que desaparece quando α > αc. No caso supercrítico (Fig. 3.3b) o
sistema possui um ponto de equilíbrio estável para α < αc que perde
estabilidade quando α > αc e um ciclo limite estável surge envolvendo-
o. Em outras palavras, na bifurcação supercrítica existe um ciclo limite
depois da bifurcação, e na subcrítica antes dela, sendo que em ambos os
casos ocorre um perda de estabilidade do equilíbrio em α = αc a partir
do aumento no parâmetro [56].

Figura 3.3: Diagrama de Bifurcação de Hopf subcrítica em (a) e supercrítica em
(b). Figura extraída da Ref. [56].

3.3 BIFURCAÇÃO DE DUPLICAÇÃO DE PERÍODO

Essa bifurcação pode ser entendida da seguinte maneira: após
um ponto de equilíbrio sofrer uma bifurcação de Hopf supercrítica, cria-
se um ciclo limite estável, e então continua-se a aumentar o valor do
parâmetro de controle, fazendo com que o ciclo limite torne-se instável,
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e um novo ciclo limite com o dobro do seu período apareça. É comu-
mente chamada de bifurcação tipo “flip”. A bifurcação de duplicação
de período muitas vezes é associada ao surgimento de caos no sistema,
mais precisamente, uma sequência dessas bifurcações ou uma cascata
de bifurcação, como também é chamada, constitui o que se conhece
da literatura como rotas para o caos. Em geral pode surgir uma série
de n duplicações depois das quais um ciclo limite de período 2nT é
obtido. Diversos sistemas apresentam uma série infinita de bifurcações
com um ponto de acumulação finito; o movimento associado além desse
ponto é caótico, caracterizando uma rota para o caos via duplicação de
período ou cenário de Feigenbaum [59]. Como na bifurcação de Hopf,
a bifurcação por duplicação de período também apresenta as formas
supercrítica e subcrítica podendo portanto, um ciclo limite de período
duplicado instável ou estável bifurcar a partir dela. Na Fig. 3.4 está
esquematizado como ocorre esse tipo de bifurcação, e mais adiante na
Fig. 3.5, como funciona uma “cascata de bifurcação”.

Figura 3.4: Um ponto de equilíbrio estável sofre uma bifurcação de Hopf de (a)
para (b) e em seguida uma bifurcação de duplicação de período de (b) para (c).
Figura extraída da Ref. [59].
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Figura 3.5: Diagrama de uma cascata de bifurcação de duplicação de período para
um sistema genérico em que x representa uma variável e r um parâmetro. Figura
extraída da Ref. [59].

3.4 BIFURCAÇÃO HOMOCLÍNICA DE SELA-FOCO

De acordo com a Ref. [56] a bifurcação homoclínica de sela-
foco ocorre quando um ponto de equilíbrio x0 de um fluxo ẋ = f (x, α) ,
sendo esse o ponto de equilíbrio para o valor crítico do parâmetro em
α = 0, possui dois autovalores complexos conjugados com parte real
negativa (µ1) e um autovalor real positivo (λ1). Sabe-se da teoria de
variedades que autovalores com parte real positiva (negativa) repre-
sentam uma variedade repulsiva (atrativa) no espaço fase conforme o
sistema evolui no tempo. As órbitas homoclínicas representam basica-
mente a ligação entre a variedade estável do pontox0 com sua variedade
instável. Uma bifurcação homoclínica leva a criação ou destruição de
um ou mais ciclos limites variando α para valores suficientemente pe-
quenos.

Considerando o ponto de equilíbrio x0, existe uma quantidade
que mede o quão instável é o ponto, chamada valor de sela, dado pela
soma da parte real dos autovalores, ou seja σ0 = Reλ1 + Reµ1. Por
meio do valor dessa quantidade são classificados os possíveis resultados
da bifurcação sela-foco. São eles:

• Se σ0 < 0 tem um único ciclo limite estável na vizinhança da
bifurcação para valores suficientemente pequenos de |α| > 0.

• Se σ0 > 0 tem um número infinito de ciclos limite tipo sela (ins-
táveis) na vizinhança da bifurcação para todos valores suficiente-
mente pequenos de |α|.
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A figura 3.6 mostra em mais detalhes como ocorre esse tipo de bifur-
cação.

Figura 3.6: Diagrama de bifurcação homoclínica de sela-foco para um valor de
sela negativo, ou seja σ0 < 0 em que Ws e Wu representam a variedade estável
(foco) e a variedade instável (sela), respectivamente, Γ0 é a órbita homoclínica, ou
loop homoclínico e β é um parâmetro que só depende de α e representa a separação
(deslocamento) entre as variedades Ws e Wu; Lβ representa o ciclo limite estável.
Figura extraída da Ref. [56].

Aqui é interessante observar que à medida que α (ouβ) tende a
zero tomando valores positivos ou negativos ocorre um número infinito
de bifurcações, entre elas, bifurcações de dobra que criam e destroem os
ciclos limite um número infinito de vezes, e bifurcações de duplicação
de período que geram ciclos limite com o dobro do período, podendo
eles ser instáveis ou estáveis. Sendo que para σ0 < 0, só existe um ciclo
limite estável de fato, para pequenas faixas de valores de α enquanto
para σ0 > 0, existem intervalos em que o ciclo é totalmente instável nas
redondezas da bifurcação. As bifurcações de dobra ainda causam um
efeito de perturbação no período dos ciclos limite quando comparado
os casos σ0 < 0 e σ0 > 0 conforme pode ser verificado na Fig. 3.7.
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Figura 3.7: Período do ciclo limite próximo da bifurcação sela-foco: (a) σ0 < 0; (b)
σ0 > 0 em que t e f representam as bifurcações tangente (dobra) e flip (duplicação),
respectivamente. Figura extraída da Ref. [56].

Outro ponto ainda em questão, é a possibilidade de ocorrer
outras bifurcações sela-foco próximo a uma órbita homoclínica devido
a presença de outra órbita homoclínica secundária criando-se então uma
órbita dupla; assim como é esquematizado abaixo.

Figura 3.8: Órbita homoclínica básica (a) e dupla (b,c). Figura extraída da Ref.
[56].
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4 ESTRUTURAS PERIÓDICAS ESPIRAIS

Como já foi visto na introdução, as estruturas periódicas es-
pirais são um conjunto de estruturas periódicas com a forma de um
camarão (shrimp), que se unem entre si formando uma espiral que se
enrola ao redor de um foco. De maneira geral essas estruturas se origi-
nam de bifurcações sela-nó acompanhadas de bifurcações de duplicação
de período e bifurcações homoclínicas de sela-foco, também conhecidas
como bifurcações de Shilnokov [16]. São dois os tipos de curvas de bi-
furcação sela-nó que são responsáveis por formar essas estruturas: as
curvas de bifurcação sela-nó do tipo cúspide (ou ponta) que definem
as regiões em que se encontram as pernas maiores das estruturas com
forma de camarão (shrimp), onde também se concentra sua maior parte
que não se enrola ao redor do foco e unem essas estruturas nessas regiões
e as curvas de bifurcação sela-nó do tipo dobra (ou curva) que definem
as demais regiões da espiral em torno do foco juntamente com bifurca-
ções de duplicação de período. As curvas de bifurcação homoclínica de
sela-foco também moldam as estruturas espirais. A ocorrência dessa
bifurcação causa o surgimento de uma dinâmica complexa no sistema.
Juntas, essas curvas de bifurcação distintamente formam o esqueleto
da estrutura espiral na vizinhança do foco, assim como é descrito na
Fig. 4.1 e Fig. 4.2 em que está representado um plano de parâmetro
para um modelo discreto onde podemos observar as regiões em que as
bifurcações ocorrem e, como essas definem a estrutura espiral. Uma
descrição mais completa de como esse conjunto de bifurcações define o
esqueleteto da estrutura espiral e que envolva fluxos é feita nas Refs.
[16] e [63] em que as curvas de bifurcação são detectadas usando mé-
todos computacionais de integração e continuação numérica e obtidas
sobre as estruturas periódicas nos planos de parâmetros.
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Figura 4.1: O domínio π representa a região onde estão localizadas as pernas
maiores dos camarões mais visíveis. As bifurcações cuspidais ao redor do foco (0,0)
são denominadas por Cp,Cp+1,Cp+2 e Cp+3; t e h representam as bifurcações
tangente (ou de dobra) e de duplicação de período respectivamente ao longo das
junções entre os camarões da estrutura espiral e Γ representa a órbita homoclínica.
Figura extraída da Ref. [49].
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Figura 4.2: A ampliação do domínio π indicada pela caixa vermelha mostrando
em mais detalhes a topologia da estrutura em forma de camarão. Figura extraída
da Ref. [49].

5 MODELO

A dinâmica populacional é o estudo de como e por que uma po-
pulação varia no espaço e tempo em que são coletadas informações em-
píricas do padrão de mudanças ocorridas em uma população e procura-
se identificar os mecanismos por de trás dos padrões observados. No que
concerne aos modelos populacionais de interações tróficas ou interações
entre os níveis de uma cadeia alimentar, o modelo Lotka-Volterra (LV)
é considerado como um dos primeiros modelos para se estudar siste-
mas de cadeias alimentares puramente baseados em consumo e recurso,
quando a alimentação do predador (consumidor) depende unicamente
do tamanho da população de presas (recurso). Apesar de não ser reco-
nhecido como um modelo realista dentro de suas perspectivas, o modelo
de LV é o mais simples e tido como base, ou seja todos outros modelos
a partir de simplificações chegam a ele. Na sua forma generalizada o
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modelo de LV é dado por

dN

dt
= r0N

(
1− N

K

)
− aNP,

(5.1)
dP

dt
= χaNP − δ0P,

onde N é a densidade populacional de presa, P a densidade populacional
de predador e NP uma não linearidade que de acordo com o que já foi
visto, possibilita a existência de caos. O parâmetro r0 é a taxa de
crescimento intrínseco da presa na ausência de predadores, δ0 é a taxa
de mortalidade do predador na ausência de presas, a é uma constante
de proporcionalidade entre número de presas consumidas pelo predador
e a densidade populacional de presas, K é a capacidade de suporte
de alimento do ambiente e χ é a taxa de conversão de biomassa da
presa em novos predadores. No modelo LV a população de presa cresce
logisticamente e não há possibilidade de morte de presa por falta de
alimento pois supõe-se a existência de um amplo estoque de alimento.
O ambiente não proporciona nenhuma dificuldade para o predador no
processo de predação o que resulta que a taxa de procura é equivalente
a taxa de alimento.

Quando se estuda interações tróficas do tipo predador-presa
as respostas funcionais consistem de um importante mecanismo para
o estudo da dinâmica de uma população podendo-se concluir sobre o
estado de um único indivíduo. A resposta funcional é definida como
a taxa de consumo de presas pelo predador em relação a densidade
populacional de presas. As respostas funcionais básicas tipo I, II e III
propostas por Holling (1959) tem a seguinte forma

• Tipo I: f (N) = aN;

• Tipo II: f (N) = AN
1+AhN ;

• Tipo III: f (N) = AN2

1+AhN2 .

O funcional tipo I é um funcional linear: a taxa de consumo do pre-
dador aumenta linearmente com a densidade de presas e é utilizado na
construção do modelo básico LV. O funcional tipo II é um funcional
hiperbólico: a taxa de consumo do predador aumenta até se tornar
constante quando o nível de saciação é atingido. Sendo A a taxa de
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busca por presas, h o tempo de digestão das presas e produto Ah uma
quantidade referente ao alimento obtido. O funcional tipo III tem uma
forma parecida com o tipo II porém com um termo quadrático referente
a densidade de presa N, então a taxa de consumo do predador ocorre de
maneira acelerada no início e desacelera até que se chegue ao nível de
saciação. São comparados graficamente os três funcionais como mostra
a Fig 5.1.

Figura 5.1: Representação gráfica das três respostas funcionais.

O modelo de Leslie-Gower para um sistema de cadeia alimen-
tar tritrófica de três níveis alimentares representado por um conjunto
de três equações diferenciais ordinárias de primeira ordem, em que as
variáveis representam as três espécies interagentes da cadeia alimen-
tar: um predador generalista, outro especialista e a presa. O predador
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generalista se alimenta do predador especialista e da presa e o preda-
dor especialista, somente da presa conforme o esquema da Fig. 5.2.
O predador especialista e a presa constituem um conjunto de equa-
ções que mantém a forma do modelo ecológico básico LV para duas
espécies porém com o funcional tipo II aplicado ao consumo de pre-
sas tornando o modelo mais realista. O funcional de Leslie-Gower é
aplicado ao predador generalista, assumindo um termo de crescimento
logístico na equação que descreve o crescimento da espécie. Juntas
essas equações descrevem teoricamente o comportamento dinâmico do
sistema tritrófico de cadeia alimentar. O modelo recentemente pro-
posto por Priyadarshi and Gakkhar [53] e com o qual irá se trabalhar
nessa dissertação é dado por

Figura 5.2: Esquema para uma cadeia alimentar de três níveis.
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Ẋ = a0X

(
1− X

K

)
− a1XY

1 + b1X
− a2XY

1 + b2X + b3Y
,

Ẏ = Y

(
−r +

a1cX

1 + b1X

)
− a3Y Z

1 + b2X + b3Y
, (5.2)

Ż = S0

(
Z2 − Z2

S3 + S1X + S2Y

)
,

onde X é a densidade populacional de presa, Y a densidade populacio-
nal de predador especialista e Z a densidade populacional de predador
generalista. O parâmetro a0 é a taxa de crescimento intrínseco da presa,
K é a capacidade de suporte alimentar do ambiente, a1 é a taxa má-
xima de abatimento da presa X devido ao predador especialista Y, b1 é
o coeficiente de alimento obtido pelo predador especialista em relação
a presa X, a2 é a taxa máxima de abatimento da presa X devido ao
predador generalista Z, a3 é a taxa máxima de abatimento do predador
especialista Y devido ao predador generalista Z, b2 e b3 representam
os coeficientes de alimento obtido pelo predador generalista de X e Y,
respectivamente. Os parâmetros r e c são respectivamente a taxa de
mortalidade do predador especialista na ausência de presa, e a taxa de
conversão de biomassa da presa X em um predador Y, S0 é a taxa de
crescimento intrínseco do predador generalista, S1 e S2 representam a
preferência de alimento do predador generalista em vista das opções
X e Y, respectivamente; S3 é um termo de correção do crescimento
da população de Z na situação de severa escassez dos alimentos X e
Y referindo-se portanto, a uma redução residual da população. Mais
informações e detalhes a respeito da origem do modelo e de suas carac-
terísticas ecológicas podem ser encontradas na Ref. [53], e em outras
referências nela contidas.

Com o objetivo de reduzir a quantidade de parâmetros faz-se
a adimensionalização do sistema (5.2). De acordo com a Ref. [53] as
condições de adimensionalização são

t = a0T, x =
X
K , y =

a1
a0

Y, z = a2
a0

Z,

w1 = b1K, w2 = b2K, w3 =
a0
a1

b3, w4 =
a1
a0

cK, w5 =
r

a0
,

w6 =
a3
a2

, w7 =
S0

a2
, w8 =

S0

a2S3
, w9 =

S1

S3
K, w10 =

a0S2

a1S3
.

Substituindo no sistema (5.1) e simplificando fica
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a0Kẋ = a0Kx (1− x)− a0Kx

(
y

1 + w1x

)
− a0Kx

(
z

1 + w2x+ w3y

)
,

a20
a1

ẏ =
a20
a1

y

(
−w5 +

w4x

1 + w1x

)
− a3

a2

a20
a1

y

(
z

1 + w2x+ w3y

)
, (5.3)

a20
a2

ż = w7a2

[
a20
a22

z2 − a20
a22

(
z2

w7

w8
+ w7w9

w8
+ w7w10

w8

)]
.

Rearranjando os termos e simplificando novamente chega-se em

ẋ = x

(
1− x− y

1 + w1x
− z

1 + w2x+ w3y

)
,

ẏ = y

(
−w5 +

w4x

1 + w1x
− w6z

1 + w2x+ w3y

)
, (5.4)

ż = w7z
2 − w8z

2

1 + w9x+ w10y
,

onde todos os parâmetros wi, i = 1, 10 são positivos. Todos os resulta-
dos numéricos encontrados no próxima seção são obtidos para o sistema
(5.4).

6 RESULTADOS NUMÉRICOS

Todos os resultados numéricos desenvolvidos nessa seção fo-
ram obtidos usando o conjunto de parâmetros encontrados na Ref. [53]:
w1 = 1, 4, w2 = 5, 0, w3 = 8, 0, w4 = 1, 0, w5 = 0, 16, w6 = 0, 1, w7 =
0, 1,w8 = 0, 5, w9 = 8, 0 e w10 = 8, 0. Primeiramente ao analisar a esta-
bilidade do sistema 5.4. O equilíbrio foi determinado fazendo-se ẋ =
ẏ = ż = 0 de modo a se obter os pontos de equilíbrio E0 = (0, 0, 0), E1 =
(1, 0, 0), E2 = (0, 206186; 1, 02296; 0), E3 = (0, 5; 0; 1, 75) e E4 = (0,309
150; 0, 190850; 2, 27107). A estabilidade dos pontos foi determinada a
partir do cálculo da matriz Jacobiana e análise dos autovalores calcu-
lados a partir dela. A matriz jacobiana é definida por

J =


∂ẋ
∂x

∂ẋ
∂y

∂ẋ
∂z

∂ẏ
∂x

∂ẏ
∂y

∂ẏ
∂z

∂ż
∂x

∂ż
∂y

∂ż
∂z

 , (6.1)
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que aplicada ao sistema (5.4) fornece a matriz

Substituindo os pontos de equilíbrio na matriz e partindo da
equação dos autovalores det (J−Iλ) = 0 onde J passa a ser a matriz
jacobiana no ponto de equilíbrio (x, y, z) e Iλ a matriz dos autovalores
λ em que I representa a matriz identidade obtêm-se λx = 1, λy =
−0, 16 e λz = 0 para o ponto E0 = (0, 0, 0); λx = −1, λy = 0, 256667 e
λz = 0 para o ponto E1 = (1, 0, 0); λx = −0, 014186 + 0, 313622i, λy =
−0, 014186−0, 313622i e λz = 0 para o ponto E2 = (0, 206186; 1, 02296;
0); λx = −0, 714286 + 0, 254751i, λz = −0, 714286 − 0, 254751i e λy =
0, 084118 para o ponto E3 = (0, 5; 0;1, 75), λx = 0, 032911 + 0, 240679i,
λy = 0, 032911 − 0, 240679i e λz = −0, 102173 para o ponto E4 =(0, 309
150; 0, 190850; 2, 27106).

Estudando a estabilidade com base na análise dos autovalores
de um sistema tridimensional [61], tira-se que E0 e E1são instáveis e
classificados como selas não hiperbólicas ou pontos de sela-nó, nome
atribuído no teorema da variedade central [62]. Isso se deve ao fato de
existir pelo menos um autovalor com parte real positiva e outro com
parte real negativa e um terceiro nulo que corresponde justamente a
variedade central. Os pontos E3 e E4 também são pontos instáveis e
são classificados como pontos de sela-foco, pois possuem um autovalor
real com um sinal oposto a parte real dos outros dois autovalores que
são complexo conjugados. Por último, o ponto E2 é o único ponto
estável classificado como um foco atrativo não hiperbólico, pois possui
um autovalor nulo e a parte real dos outros dois autovalores complexo
conjugados negativa.

A Fig. 6.1 mostra o plano de parâmetros (w3, w2) para o mo-
delo adimensionalizado de cadeia alimentar tritrófica (5.4), que é uma
fatia bidimensional do espaço de parâmetros composto pelos dez pa-
râmetros do sistema, obtido plotando o maior expoente de Lyapunov
(MEL) em uma malha de 103 × 103 pontos.
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Figura 6.1: O plano de parâmetros(w3, w2) mostra duas estruturas espirais que
são mais visíveis, uma externa e outra interna. As cores do plano do parâmetros
estão relacionadas com a magnitude do expoente de Lyapunov. Os números que
aparecem nas cores azul e verde indicam o período das respectivas estruturas, con-
forme explicado no texto.

Com exceção dos parâmetros que variam no plano de parâmetros da
Fig. 6.1, os demais são fixados conforme discutido na introdução dessa
seção e o mesmo acontece com outros planos que virão adiante. O sis-
tema (5.4) é integrado usando um algoritmo de Runge-Kutta de quarta
ordem com um passo de integração de tempo igual a 10−3, e um to-
tal de 106 passos de integração. O cálculo do MEL para cada ponto
(w3,w2) da malha é feito utilizando o algoritmo proposto em [69]. A
Fig. 6.1 foi construída a partir de uma condição inicial (x0, y0, z0) que
faz parte da bacia de atração do sistema (5.4), uma certa região no
espaço de fase que contém um conjunto de condições iniciais que con-
duzem a um atrator. Logo, para quaisquer condições iniciais tomadas
dentro da bacia de atração, automaticamente segue-se o atrator e não
há necessidade de lidar com o transiente caótico, ou o tempo até que o
sistema convirja para um atrator, ou seja, considerando (x0, y0, z0) uma
condição inicial para (w3, w2) = (3, 7; 0, 0), as variáveis (x, y, z) obtidas
da integração do sistema para este par de parâmetros, se tornam as
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condições iniciais para o próximo par e assim por diante, até que am-
bos atinjam seus valores máximos em (w3, w2) = (8, 0; 5, 0). Como se
sabe, um MEL negativo, nulo e positivo caracteriza a trajetória reali-
zada no espaço de fase como, ponto fixo, periódica ou quase-periódica
e caótica, respectivamente. As cores da Fig. 6.1 estão associadas à
magnitude do MEL em cada ponto da malha. Assim sendo, um MEL
positivo é indicado por uma cor na variação do amarelo para o verme-
lho, e um nulo, pela cor preta. Nesse ponto é interessante ressaltar que
o estudo numérico da dinâmica de um sistema com base no maior expo-
ente de Lyapunov fornece uma boa noção do comportamento dinâmico
do mesmo, no entanto não é eficiente para distinguir comportamentos
de quasiperiodicidade, dos de periodicidade, pois em ambos os casos o
maior expoente é nulo, assim torna-se necessária a análise do segundo
maior expoente e consequentemente do espectro de Lyapunov, como é
chamado o conjunto de todos os expoentes de Lyapunov do sistema.

Como pode ser observado na Fig. 6.1 existem estruturas perió-
dicas pretas em forma de camarão ao longo da linha vermelha w2 = −0, 9
509 w3 + 7, 9721, e imersas na região de caos amarelo-vermelho. Essas
estruturas organizam-se em espirais, em torno de um ponto focal F
(w3,w2) = (6, 07353; 2, 21160) estimado numericamente. Duas das in-
finitas espirais da Fig. 6.1 são mais visíveis, e são diferenciadas por
um número indicando o período da estrutura percorrida em cada uma
delas, em uma delas por um número em azul, e na outra por um nú-
mero em verde. Em cada espiral, as estruturas em forma de camarão
são conectadas umas às outras por meio de pernas de periodicidade,
que também se originam das próprias. Em ambas as espirais, a perio-
dicidade principal tomada a partir dessas estruturas aumenta em uma
unidade à medida que se enrolam em torno do ponto focal F. Isto é,
as estruturas em forma de camarão são organizadas numa cascata de
bifurcação de adição de período que aumenta a periodicidade em 1, à
medida que a espiral converge para o ponto focal F.

No que diz respeito especificamente a espiral mais externa na
Fig. 6.1, a que os períodos são numerados em azul, quando percorrida a
perna de periodicidade conectada a estrutura de período 3 localizada à
esquerda do ponto focal F, pela parte inferior do plano de parâmetros,
encontra-se uma estrutura de período 3 localizada à direita do ponto
focal F. Ao se continuar percorrendo a perna de periodicidade a partir
da estrutura de período 3, pela parte superior do plano de parâmetros,
encontra-se uma estrutura de período 4 localizada à esquerda do ponto
focal F. Esse comportamento se repete, e resulta numa sequência do
tipo 3 →3 →4 →4 →5 →5 → . . . como pode ser observado na Fig.
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6.1, à medida que se move ao longo das pernas de periodicidade em
direção ao ponto focal F. Ele ocorre em consequência da bifurcação
de adição de período ou mais precisamente, do fenômeno de adição de
período, em que se observa uma sequência de janelas periódicas inter-
mediando janelas caóticas, e nessas janelas é observado uma adição de
período. Mais adiante nessa seção, será apresentado um diagrama de
bifurcação construído para o sistema (5.4) e por meio desse, poderá ser
visto em mais detalhes esse fenômeno. Considerando a espiral interna,
a qual os períodos são numerados em verde na Fig. 6.1 um compor-
tamento similar ao descrito acima ocorre. Como já foi visto na seção
introdutória, estruturas periódicas organizadas em espiral já foram ob-
servadas em planos de parâmetros de diferentes sistemas [1, 30, 31, 32,
45, 50, 51], modelados por diferentes conjuntos de equações diferenci-
ais não lineares envolvendo funções polinomiais, funções exponenciais,
entre outras funções matemáticas, o que confirma a importância desse
tipo de organização nos vários campos do conhecimento em que está
presente.

Para determinar os períodos da estruturas no plano de parâ-
metros da Fig. 6.1, usamos os diagramas de bifurcação da Fig. 6.2.
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Figura 6.2: Diagramas de bifurcação para os pontos ao longo da linha reta ver-
melha no espaço de parâmetro da Fig. 6.1. Em (a) são plotados os máximos locais
da variável x. Em (b) são plotados os máximos locais da variável y. Em (c) são
plotados os máximos locais da variável z.

Eles foram construídos variando simultaneamente os parâmetros w3 e
w2 ao longo da linha w2 =− 0, 9509 w3 + 7, 9721 atravessando as es-
truturas periódicas em formato de camarão na Fig. 6.1. A reta foi
escolhida de maneira a unir aproximadamente os camarões na sua re-
gião central. A obtenção da reta mais adequada se sucedeu na escolha
de dois pontos, um a partir do maior camarão à esquerda do foco e o
outro a apartir de uma mesma estrutura à direita do foco da espiral
externa. Cada diagrama considera o número de máximos locais de cada
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variável do sistema (5.4), em uma volta completa ao longo do atrator
no espaço de fase, ou seja xm na Fig. 6.2a, ym na Fig. 6.2b e zm na Fig.
6.2c, sempre em função do parâmetro w3. Como pode ser observado na
Fig. 6.2, o número total de máximos locais em função do parâmetro w3,
é igual para as variáveis y e z, e diferente para a variável x. Deste modo,
os números que identificam os períodos na Fig. 6.1 não são únicos, de-
pendendo da variável considerada para a contagem de máximo local.
Esse resultado já foi anteriormente observado para outros modelos ma-
temáticos [38, 55]. Aqui é considerada a variável y para a contagem
de máximo local, o que significa que os períodos na Fig. 6.1 foram
determinados a partir da Fig. 6.2b. Em outras palavras, cada janela
periódica numerada em verde e azul no diagrama de bifurcação da Fig.
6.2b, corresponde a uma estrutura periódica em formato de camarão
igualmente numerada do plano de parâmetros da Fig. 6.1. Note que
na escala utilizada na Fig. 6.2b, algumas janelas periódicas não são
visíveis. Os períodos correspondentes foram determinados realizando
ampliações adequadas nessas regiões.

Na Fig. 6.3 podem ser observados dez atratores periódicos
construídos no espaço de fase definido pelas variáveis x, y e z do sistema
(5.4), cada qual relacionado a uma estrutura periódica que compõe a es-
piral mais externa da Fig. 6.1, mais especificamente a um ponto(w3,w2)
na cor magenta indicado em cada estrutura periódica da espiral mais
externa. Cada um dos dez atratores da Fig. 6.3 foi construído usando
30×104 pontos, sendo esse conjunto de atratores como um todo uma
outra forma de comprovar a sequência de bifurcações que ocorrem, à
medida que se percorre a espiral mais externa no sentido anti-horário
em direção ao ponto focal F.

Investigou-se a maior parte dos 45 planos de parâmetros possí-
veis para o sistema (5.4). Estruturas periódicas organizadas em forma
de espiral, como as descritas aqui, foram observadas somente em dois
deles.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.3: Atratores gerados para o sistema (5.4), relacionados às dez estruturas
periódicas numeradas em azul na espiral mais externa da Fig. 6.1. (a) Estrutura
de período-3, (w3,w2) = (4,12034; 4,05389). (b) Estrutura de período-3, (w3,w2) =
(7,84948; 0,506093). (c) Estrutura de período-4, (w3,w2) = (4,82485; 3,38560). (d)
Estrutura de período-4, (w3,w2) = (7,25958; 1,05639).
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(e) (f)

(g) (h)

(i) (j)

Figura 6.4: Atratores gerados para o sistema (5.4), relacionados às dez estruturas
periódicas numeradas em azul na espiral mais externa da Fig. 6.1.(e) Estrutura
de período-5, (w3,w2) = (5,24568; 2,99019). (f) Estrutura de período-5, (w3,w2) =
(6,87828; 1,42907). (g) Estrutura de período-6, (w3,w2) = (5,52481; 2,73350). (h)
Estrutura de período-6, (w3,w2) = (6,61715; 1,68075). (i) Estrutura de período-
7, (w3,w2) = (5,69962; 2,57447). (j) Estrutura de período-7, (w3,w2) = (6,43447;
1,86995).
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A Fig. 6.4 mostra o plano de parâmetros (w10,w2) construído
também para o sistema (5.4), onde são obtidas estruturas periódicas
espirais similares que podem ser estudadas igualmente ao caso acima,
apresentando o mesmo fenômeno de adição de período.

Figura 6.5: O plano de parâmetros (w10,w2) mostra duas estruturas espirais que
são mais visíveis, uma externa e outra interna. As cores do plano do parâmetros
estão relacionadas com a magnitude do expoente de Lyapunov. Os números que
aparecem nas cores azul e verde indicam o período das respectivas estruturas, con-
forme explicado no texto.

O período nas cores verde e azul das estruturas na Fig. 6.4 foi
analisado ao longo da linha w2 = −3, 0630 w10+24, 440 sendo conside-
rados os máximos da variável y. Os números em azul, acima da reta
indicam o período das estruturas em forma de camarão da espiral mais
externa, e os períodos em verde, abaixo da reta, as mesmas estruturas
da espiral mais interna.

O ponto focal para o arranjo de espirais foi estimado numeri-
camente em (w10,w2) = (7, 3054; 2, 0431).
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De acordo com a Seção 4, e conforme a Ref. [16], as estruturas
periódicas espirais são definidas por meio de um conjunto de curvas de
bifurcação, de modo que podemos associar as estruturas espirais obti-
das nos planos de parâmetros da Fig. 6.1 e Fig. 6.4 com curvas de
bifurcação, do tipo, sela-nó e de duplicação de período nas regiões em
que se encontram as pernas de peridicidade, cusp nas regiões em que
as pernas dos camarões não se enrolam ao redor do foco e homoclínica
de sela-foco se considerarmos a existência de uma órbita homoclínica
a partir do foco F de cada uma das espirais. A existência de algumas
dessas bifurcações pode ser verificada por meio dos diagramas de bi-
furcação da Fig. 6.2, especialmente os das variaveis y e z. As janelas
de periodicidade, regiões não completamente preenchidas por pontos
no diagrama de bifurcação da Fig 6.2 que permitem estabelecer um
número finito de máximos da variável em um intervalo de variação do
parâmetro w3 e o período das estruturas da Fig. 6.4, são uma con-
sequência da bifurcação sela-nó que gera um par de ciclos limites, um
instável e outro estável. O ciclo limite estável toma o lugar do ciclo
limite caótico, isto é, ocorre uma transição do regime caótico para o
periódico, e que, seguidamente, ao se aumentar o parâmetro w3 sofre
uma série de bifurcações de dobramento de período que caracterizam
uma cascata de bifurcação e a retomada para o caos.

6.1 SEÇÃO ADICIONAL: OUTROS RESULTADOS

Os planos de parâmetros (w3,w5) e (w2,w5) construídos para
o sistema (5.4) mostrados nas Figs. 6.5a-i e Figs. 6.6a-b, respecti-
vamente, revelaram estruturas interessantes recorrentes em sua maior
parte. Ao longo do plano de parâmetros global na Fig. 6.5a realizaram-
se ampliações a fim de descrever essas estruturas com mais detalhes.
Foram escolhidas quatro regiões conforme as caixas D, A, B e C. A prin-
cípio, com o intuito de descrever e identificar tais estruturas, propõe-se
a comparação com um padrão tipicamente conhecido por dendrítico,
que tem origem na palavra grega “dendron”, que significa árvore. As-
sim um dendrito consiste numa estrutura em forma de árvore.

Nas ampliações que sucedem nas caixas G, E e F da Fig. 6.5b
e na caixa H da Fig. 6.5f observa-se que o padrão dendrítico se revela
mais definido para algumas regiões do que para outras, e que além
dos dendritos analisados, podem existir muitos outros para um mesmo
plano de parâmetros caracterizando o que se chama de uma floresta de
dendritos.

Como se sabe o padrão dendrítico foi observado e estudado em
diferentes campos do conhecimento, e atraiu a atenção de pesquisado-
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res de diferentes áreas devido as suas características morfológicas. Na
geologia no estudo de redes de drenagem de rios e lagos [64], na meta-
lurgia no estudo da deposição de metais em vários substratos [65, 66,
67] no estudo dos neurônios de uma rede neural [68] entre outras áreas.
Para a nossa comparação consideramos o padrão de crescimento den-
drítico observado na deposição de alguns metais por meio de diagramas
morfológicos, uma espécie de diagrama de fase em que uma estrutura
em forma de árvore, ou dendrito pode ser descrito basicamente como
um tronco principal onde crescem ramificações laterais, que posterior-
mente se tornam troncos onde crescem ramificações menores e assim
por diante.
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(e)

Figura 6.6: Planos de parâmetros (w3,w5) considerando o maior expoente de
Lyapunov. Em (b) está a ampliação da região da caixa A na Fig. 6.5a. Em (c) a
ampliação da região da caixa B. Em (d) a ampliação da região da caixa C e em (e)
a ampliação da caixa D.
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H
(f)

(g)

(h)
(i)

Figura 6.7: Planos de parâmetros (w3,w5) considerando o maior expoente de
Lyapunov. Em (f) está a ampliação da região da caixa E na Fig 6.5b. Em (g) a
ampliação da região da caixa F. Em (h) a ampliação da região da caixa G. Em (i)
está a ampliação da região da caixa H na Fig. 6.4f.

I

(a)
(b)

Figura 6.8: Planos de parâmetros (w2,w5)considerando o maior expoente de Lya-
punov. Em (b) está a ampliação da região da caixa I na Fig. 6.6a.
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Pretende-se ao final dessa seção atingir um grau de comparação entre
um dendrito da maneira como ele é definido para com as estruturas
obtidas nos planos de parâmetros. Devendo um dendrito ao menos ter
uma forma que caracterize um tronco e ramificações interligadas a ele
deduzimos um dendrito conforme se é descrito na Fig. 6.7.

(a)

Ramificação

Primária Tronco

Ramificação

Secundária

(a)

Ramificação Terciária

(b)

Figura 6.9: Crescimento de ramificações de ordens superiores indo de (a) para
(b) em que a cada ordem nova de ramificações surgida a anterior torna-se tronco e
assim sucessivamente.

A estrutura dendrítica reportada mostrou estar de acordo em
certos aspectos de formação observados e descritos também para a de-
posição de metais, como a existência de um tronco comum e rami-
ficações interligadas. O padrão de crescimento das ramificações ob-
servado na maior parte das estruturas nos planos de parâmetros e a
auto-afinidade apresentada por elas, característica de fractais, ou seja
apresentam uma forma igual ou aproximadamente igual em diferentes
escalas de observação também corresponderam de maneira razoável.
Entretanto, algumas questões ficaram em aberto que podemos elencar
nos tópicos:

• Determinar a posição e a direção do crescimento das estruturas;

• Explicar por que não são encontrados padrões completos de cres-
cimento, isto é, para toda nova ramificação, a exigência de uma
ramificação ainda menor;
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• Determinar até que ordem de crescimento pode chegar as ramifi-
cações;

• Explicar por que as estruturas dendríticas surgiram em planos de
parâmetros.
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7 CONCLUSÃO

Nessa dissertacão propôs-se a análise de estruturas periódicas
espirais encontradas em planos de parâmetros contruídos para um sis-
tema que modela uma de cadeia alimentar tritrófica, constituído por
um conjunto de três equações diferenciais ordinárias, autônomas, não
lineares de primeira ordem com dez parâmetros. Realizaram-se simu-
lações numéricas em que se considerou o maior expoente de Lyapunov
como o determinante dos comportamentos caótico ou periódico oriun-
dos da dinâmica apresentada pelo sistema. Construíram-se planos de
parâmetros variando os dez parâmetros de controle. Para alguns pa-
res de parâmetros foram encontradas estruturas periódicas organizadas
em meio a regiões de caos, em forma de espirais enroladas no sentido
anti-horário em torno de um ponto focal e mostrou-se que a medida
que essas estruturas espiralam em direção ao ponto focal acontece um
fenômeno de adição de período conforme observado nos diagramas de
bifurcação e atratores construídos para o sistema.

A seção adicional trouxe outros resultados numéricos construí-
dos ao se variar certos pares de parâmetros, que elucidaram estruturas
até então não verificadas na literatura pelo menos no que diz respeito
aos planos de parâmetros. Apesar de esforços realizados para tentar ex-
plicar o surgimento das estruturas conhecidas como dendritos, não se
conseguiu concluir a respeito da sua origem como uma estrutura perió-
dica. Por outro lado conseguiu-se descrever de maneira aproximada o
padrão dendrítico outrora observado em outras áreas do conhecimento.

Entre as possibilidades para levar adiante o estudo dos den-
drítos podemos citar a obtenção de uma representação 3D dos planos
de parâmetros para visualizar ramificações e partes da estrutura que
não são visíveis em duas dimensões, e compreender a orientação dessas
estruturas; e o cálculo do período das diferentes ordens de ramificações
procurando alguma associação ou fenômeno que explique o apareci-
mento de dendrítos em planos de parâmetros.

Finalmente tem-se que pontuar a importância da organização
espiral de estruturas periódicas em planos de parâmetros que tem sido
verificada para uma gama de diferentes sistemas, abrangendo vários
campos, bem como, a importância da investigação em planos de pa-
râmetros de sistemas dinâmicos na identificação e decrição de novas
estruturas periódicas, como os dendritos aqui reportados que ainda
como um conhecimento em aberto, servirão de motivação para futuros
estudos.
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