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Resumo

Neste trabalho propusemos uma forma geral para mapas de senos n-dimensionais, cu-
jos argumentos sejam lineares nas variaveis dinamicas. Determinamos analiticamente a
ocorréncia de pontos fixos atrativos para o caso geral e o relacionamos com o modelo
de Kuramoto e com o sine circle map. Aproximamos o mapa de Hénon por uma série
de Fourier truncada expressa na forma do mapa seno n-dimensional, a qual investiga-
mos numericamente e evidenciamos a deformacao das estruturas periédicas presentes no
mapa original. Obtivemos e estudamos os mapas seno unidimensional e seno bidimensi-
onal. Para o ultimo, evidenciamos multiestablidade, bifurcagoes do tipo Neimark-Sacker
e linguas de Arnold com periodos em arvore de Farey. Para a investigacao numérica,
empregamos espacos de parametros gerados por contagem de periodo e maior expoente
de Lyapunov, bacias de atragao, diagramas de bifurcacoes e representacoes graficas de

atratores.

Palavras-chaves: Mapa seno. Mapas multidimensionais. Espaco de parametros. Neimark-

Sacker. Multiestabilidade.






Abstract

In this work we have proposed a general form for n-dimensional sine maps whose ar-
guments are linear in dynamic variables. We determine analytically the occurrence of
attractive fixed points for the general case and relate it to the model of Kuramoto and
sine circle map. We approximate the Hénon map by a truncated Fourier series expressed
in the form of the n-dimensional sine map, which we investigate numerically and show
the deformation of the periodic structures present in the original system. We obtained
and studied the one-dimensional sine map and two-dimensional sine map, for the latter
we show multistability, Neimark-Sacker bifurcations and Arnold tongues with Farey tree
periods. For the numerical investigation, we use parameter spaces generated by period
counting and greater Lyapunov exponent, attraction basins, bifurcation diagrams and

graphical representations of attractors.

Keywords: Sine map. Multidimensional maps. Parameter space. Neimark-Sacker.

Multistability.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas de equagoes diferenciais nao-lineares predominam no cenario dos modelos
matematicos de fenomenos fisicos [1], sejam esses naturais, como a interagao gravitacio-
nal entre corpos celestes [2] ou a dinamica das correntes de convecgao na atmosfera da
Terra [3], ou artificiais, como o comportamento de circuitos eletronicos oscilatérios [4, 5] e
reguladores de pressao e fluxo em méaquinas térmicas, a citar o regulador de Watt [6].
Intrinsecamente atrelado aos sistemas dinamicos nao-lineares com mais do que duas
equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem autonomas, estd o problema da in-
tegrabilidade [7]. Todavia, a caracterizacao qualitativa da dinamica de um fendémeno de
interesse pode prover mais informacoes tuteis a respeito daquele do que as solugoes quan-
titativas, como proposto pelo matematico francés J. H. Poincaré (1854-1912) ao abordar

o problema de trés corpos sob interacao gravitacional [8].

Seguindo no estudo da estabilidade do movimento, A. M. Lyapunov (1857-1918)
evidenciou, assim como Henri Poincaré, que sistemas nao integraveis podem apresentar
dependéncia sensivel nas condic¢oes iniciais. Em seu trabalho, Lyapunov definiu o que
atualmente denominamos expoentes de Lyapunov [9, 10], uma grandeza exponencial para
a avaliagao qualitativa da dinamica de um sistema. Tratando-se de integrabilidade e
estabilidade das solugoes, no contexto de sistemas hamiltonianos, nao podemos deixar de

mencionar o teorema KAM [10], devido a Kolmogorov [11], Arnold [12] e Moser [13].

Outra abordagem para a construcao de modelos matematicos de fenomenos fisicos
¢ assumir o tempo como uma variavel discreta, acarretando em sistemas de equagoes de
diferencas, também denominados mapas. A caracterizacao do comportamento dinamico

desses, no sentido da estabilidade de suas érbitas, é similar a de sistemas a tempo
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continuo [10]. Contudo, mesmo mapas com apenas uma dimensao podem, diferente-
mente dos fluxos com menos de trés dimensoes, apresentar dependéncia sensivel nas
condigbes iniciais, contanto que neles exista ao menos uma nao-linearidade [14]. Sistemas
a tempo discreto também decorrem de secoes de Poincaré de fluxos, mantendo aspectos
da dindmica do sistema original e tendo menor nimero de dimensoes [1, 10, 14]. Como
exemplo citamos o mapa padrao de Chirikov ou mapa de Chirikov-Taylor, obtido a partir

da hamiltoniana de um rotor quicado [15].

Embora a area de dinamica nao-linear tenha iniciado com o estudo de problemas
mecanicos e naturalmente se estendido para a matematica pura, o seu carater geral possi-
bilita aplicagoes em diversos ramos do conhecimento. Dentre seus paradigmas destacamos
o mapa logistico [14, 16], um modelo para a dinamica de populagdes por meio do qual
se evidenciam comportamentos universais em sistemas dinamicos [17, 18]. Também ci-
tamos o modelo de Kuramoto [19, 20], um fluxo com aplica¢oes em Quimica, Biologia e
Neurociéncias, consistindo na soma de fungoes trigonométricas baseado no fenomeno de
sincronizagao de osciladores. Outro sistema tradicionalmente estudado na drea é o mapa

de Hénon [21, 22], uma das formulagoes mais simples a apresentar multiestabilidade [23].

Funcoes trigonométricas sao recorrentemente empregadas em modelos matematicos
de sistemas dinamicos [24]. Sua utilidade estd em evidenciar comportamentos periédicos
no tempo e diferencas de fase entre as oscilagoes presentes em um dado sistema. Neste
trabalho estudamos mapas n-dimensionais do tipo seno a partir de uma proposta de
formulagao geral para esses. Investigamos analiticamente a existéncia de uma regiao
minima no espaco de parametros correspondente a ocorréncia de pontos fixos atrativos.
Por meio de métodos numéricos, construimos e analisamos representagoes graficas de
espacos de parametros e bacias de atragao, bem como diagramas de bifurcagoes, todos para
casos com n definido. Vale mencionar o mapa seno bidimensional, para o qual encontramos
multiestabilidade e comportamento quasiperiddico, com a ocorréncia de linguas de Arnold

em regra de formagao de perfodos conforme uma arvore de Farey [1, 10, 24].

Organizamos esta dissertacao de forma a encadear logicamente os capitulos e
secoes. Assim, no Capitulo 2 apresentamos os conceitos em dindmica nao-linear fun-
damentais para o desenvolvimento do trabalho aqui apresentado. O Capitulo 3 esta
dedicado ao mapa seno n-dimensional, onde evidenciamos analiticamente a existéncia de

pontos de equilibrio estavel e condicoes suficientes para a ocorréncia de bifurcagoes. Na
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sequéncia o relacionamos com o modelo de Kuramoto e com o sine circle map [1, 24].
No mesmo capitulo, interpretamos o mapa seno n-dimensional como uma série de Fourier
truncada, por meio da qual aproximamos o mapa de Hénon dado conforme a Ref. [25]. No
Capitulo 4 sao obtidas caracteristicas gerais do mapa seno unidimensional [26]. Damos
destaque ao Capitulo 5, onde investigamos analitica e numericamente a dinamica do mapa
seno bidimensional. Recorremos a representacoes graficas de espagos de parametros, com
enfoque no comportamento quasiperiédico e na ocorréncia de linguas de Arnold, e gréaficos
de bacias de atragao, evidenciando multiestabilidade. A aproximacao em séries de Fou-
rier para o mapa de Hénon é estudada no Capitulo 6, cujo ponto culminante é a anélise
comparativa entre os espagos de parametros do mapa tradicional e do mapa aproximado,
ambos nos mesmos intervalos dos dois parametros de controle adotados.

Durante todo o processo de escrita, procuramos manter a inteligibilidade do texto
para o publico em geral, sem que fossem negligenciados o rigor e a formalidade necessarios
a um trabalho académico. Evitamos demonstracoes e provas matematicas extensas ao
longo dos capitulos, deixando-as disponiveis nos apéndices. Com isso, pretendemos pro-

porcionar uma leitura fluida e o maximo entendimento ao leitor.






Capitulo 2

Alguns conceitos em dinamica

nao-linear

Este capitulo esta dedicado a apresentacao dos conceitos em dinamica nao-linear
fundamentais ao desenvolvimento deste trabalho. Aqui nos referimos somente a sistemas
dinamicos a tempo discreto. Todas as defini¢oes citadas sao tradicionalmente utilizadas
e ha muito incorporadas na literatura base da area. No que segue, nao expomos demons-
tragoes nem estendemos discussoes sobre os topicos abordados, uma vez que a bibliografia

concernente é vasta [1, 10, 14, 24, 27-30].

2.1 Espaco de fases

Define-se como espago de fases o espaco coordenado n-dimensional V', cujas coorde-

nadas sao as varidaveis de estado de um sistema dinamico também n-dimensional. Assim,
: , (2

o estado de um dado sistema no tempo ¢ ¢ dado pelo ponto Xt(:v,g ),xg ), s x,@) em V.

Alternativamente, pode ser denominado espaco de estados ou espaco das variaveis.

2.2 Espaco de parametros

E o espago coordenado m-dimensional I" definido pelos dominios dos parametros
de um dado sistema dinamico. Quando associado a um espago A definido por grandezas
que caracterizam a dinamica do mesmo sistema, torna-se uma poderosa ferramenta de

andlise. Sendo II = I" x A, cada ponto no espaco de parametros I' estd associado a um



22 Capitulo 2. Alguns conceitos em dinamica nao-linear

estado do sistema caracterizado por um ponto em A. Este conceito é recorrentemente
empregado na construcao de representacoes graficas de segoes bidimensionais de espagos

de parametros, para as quais se atribui uma diferente coloracao para cada estado em A.

2.3 Mapas

Mapas sao aplicagoes do tipo M: V — V, com M definida por equagoes de di-
ferencas e V' um espago de fases. Consequentemente, a evolucao de sistemas assim mo-
delados se da a tempo discreto. Denomina-se iteragao o processo recursivo de evolucao

temporal de um mapa. Sendo X um ponto em V', a equacgao
X1 = M(X,) (2.1)

¢ uma forma genérica para a descricao de um sistema a tempo discreto. Em dinamica
nao-linear, estamos interessados em aplicagoes com ao menos uma nao linearidade, ou

lineares por partes.

2.4 'Trajetoria, 6rbita, atrator e transiente

Define-se trajetéria como a sequéncia {X;}; dos pontos no espago de fases V' visi-
tados pelo sistema dinamico em evolucao temporal. Em mapas dissipativos, a evolugao
no tempo leva a trajetorias fechadas e invariantes no espago das variaveis, denominadas
atratores, ou entao a divergéncia, com o crescimento ilimitado do valor absoluto de ao
menos uma das variaveis do sistema. Trajetorias fechadas sao ditas orbitas.

Um atrator o/ é um conjunto fechado, invariante e minimo em V observado em
sistemas dissipativos, para o qual trajetérias iniciadas em um aberto £ O &7 no espaco de
fases convergem assintoticamente. Ser invariante significa que qualquer trajetoria iniciada
em um ponto X; € &/ permanece em /. Por minimo entendemos que # &7’ C o/ que
satisfagca simultaneamente as condi¢oes de invariancia e de convergéncia das trajetérias
iniciadas em Z. Observamos a necessidade de uma métrica d em V', assim sendo, consi-
deramos o espago métrico (V, d).

Para fins numéricos, em mapas dissipativos, transiente é um nimero inteiro positivo

que representa a quantidade necessaria de iteragoes para levar a trajetéria do sistema tao
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perto de um atrator quanto se precise, para que assim seja possivel caracterizar a dinamica

do mesmo.

2.5 Comportamento periédico e ponto fixo

O comportamento dinamico de um sistema a tempo discreto é dito periédico ou
regular quando, para um certo ponto no espaco de parametros, existe p inteiro positivo
minimo tal que X;;, = X;, onde p ¢ definido como o periodo da drbita em questao.
Nesse tipo de sistema, pontos de equilibrio e érbitas de periodo 1 sao a mesma situacao

dinamica, sendo o ponto fixo X* definido por
X* - Xt+1 - Xt- (22)

Identifica-se com um asterisco o ponto fixo e suas coordenadas. Nao havendo risco
de ambiguidade, pode-se omitir o simbolo adicional.

Vale notar que dado p € N tal que Xy, = X;, também se verificard X;;,, = Xy,
com n € N. Dai a necessidade de se caracterizar o periodo por meio do menor p inteiro

positivo que satisfaca a equacao Xy, = X.

2.6 Estabilidade e comportamento cadtico

Uma orbita periddica é dita estavel quando consiste em um atrator. Seja o conjunto

0 ={X;, Xy, ..., X, } uma érbita de periodo p, definimos a matriz

p
M =W, 23)
k=1
sendo W (X}) a matriz jacobiana do sistema aplicada no ponto Xk(xlil), :r;,(f), s x,g")) de

O, onde n é a dimensao do sistema. Lembrando que os elementos da matriz jacobiana de

uma mapa sao dados por

8x§21

Wy =5

(2.4)

A partir dos autovalores A\; de M temos a condigdo de estabilidade: Se |\;| < 1
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com i = 1,...,n, a 6rbita & é estavel. O caso p = 1 acarreta M = W (X*), sendo os
pontos fixos classificados em trés categorias de acordo com os autovalores de W. Como
caso particular do anterior, se |A;| <1 com i =1,...,n, o ponto fixo ¢é atrativo e também
chamado de ponto de equilibrio estavel. Se |A;| > 1 com i =1, ..., n, entdo o ponto fixo é
repulsivo. O caso misto, em que dentre os autovalores de W 3 A, Ap 1 |[Ao] > 1 e [Np] < 1,
implica em um ponto de sela.

Um sistema dinamico apresenta comportamento cadtico se: houver dependéncia
sensivel nas condic¢oes iniciais, for topologicamente transitivo e suas orbitas periddicas
forem densas em seu dominio. A partir do expoente de Lyapunov pode-se avaliar o
quanto duas trajetérias iniciadas infinitesimalmente proximas se afastam com a evolucao
do sistema. Para mapas, o expoente de Lyapunov d, é dado por

1
6 = lim jthAﬁL (2.5)

N—oo

onde \Y é autovalor de M definida ao longo da trajetéria 7 = {X;, X, ..., Xy }. Vale
ressaltar que para um sistema n-dimensional havera n expoentes de Lyapunov. Se o maior
dos expoentes for negativo, o comportamento é regular. Se houver ao menos um expoente
0r > 0, o comportamento é cadtico.

Em sistemas dissipativos a soma de todos dos expoentes d; resulta em um nimero

real negativo, sendo

N
> 6 <0, (2.6)
k=1

onde N é o numero de dimensoes do sistema. Em sistemas conservativos a soma dos

referidos expoentes é nula, j4 que nesses o hipervolume no espaco de fases é constante,

tem-se
N
> G =0. (2.7)
k=1

E imediato que, para mapas conservativos bidimensionais d; = —ds.

Tal caracteristica, para ambos os casos, decorre imediatamente do teorema de
Liouville da Mecanica Cléssica, o qual pode ser generalizado para sistemas quaisquer,

além da Mecanica, contanto que seja possivel uma descricao matematica dos mesmos de
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acordo com o formalismo hamiltoniano.

2.7 Multiestabilidade e bacia de atracao

Um sistema dissipativo apresenta multiestabilidade quando, para os mesmos valo-
res de parametros (um ponto em I'), houver diferentes atratores. Nesse caso, o compor-
tamento assintoético do sistema depende das condigoes iniciais.

Bacia de atragao é o nome dado ao conjunto Z C V' de todos os pontos que levam
ao atrator o C A, ou a divergéncia de ao menos uma das variaveis do sistema. Assim, o
conjunto de pontos no espaco de fases que leva a um determinado atrator é chamado bacia
de atracao desse atrator. Para o caso de divergéncia, o conjunto de pontos no espaco de
estados que leva ao crescimento ilimitado de ao menos uma das variaveis é dito bacia de

atracdo do infinito (ou menos infinito, conforme o caso).

2.8 Bifurcacoes

Mudancas no comportamento assintotico do sistema em funcao da variagao dos
parametros sao ditas bifurcagoes. A evolugao dos parametros ao longo da curva ¢ definida
no espaco de parametros I', pode acarretar em diferentes érbitas estaveis para diferentes
pontos da curva. Também é possivel que nao existam 6érbitas estaveis para alguns pontos.

Diagramas de bifurcacoes sao recursos graficos para o estudo de sistemas dinamicos
onde, ja passado o transiente, representa-se uma das varidaveis do sistema no eixo das
ordenadas e um parametro, em funcao do qual se descreve a curva %, no eixo das abscissas.
Dessa forma, é possivel determinar os periodos por meio da contagem dos pontos de
intersecao entre o diagrama e retas verticais definidas para cada valor de interesse do
parametro representado no eixo das abscissas, também tornam-se evidentes as regioes
nao periddicas.

Os pontos em I correspondentes a bifurcagdes sao aqueles para os quais | A0 = 1,
sendo |[Ajpaez| < 1 em ao menos um ponto vizinho ao ponto de bifurcacdo. Onde A4 €
o autovalor de M com o maior valor absoluto. Para \,,,, = —1, tem-se uma bifurcacao
de dobramento de periodo. Para \,,,, = 1 a bifurcagdo pode ser de um dos trés tipos:
forquilha, sela-n6 ou transcritica. Em sistemas com duas ou mais dimensoes, pode ocorrer

Amaz = €% com 2 = —1 e § # knm, k € Z. Neste caso, em mapas, a bifurcacio é do
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tipo Neimark-Sacker: deixa-se de observar pontos isolados no espacgo das variaveis para

se observar trajetorias ciclicas. Esse tipo de comportamento é dito quasiperiddico.



Capitulo 3

Mapa seno n-dimensional

Neste capitulo apresentamos uma formulagao geral para mapas n-dimensionais do
tipo seno, cujos argumentos sejam funcoes lineares das varidveis. Destacamos uma identi-
dade que permite transformar um produto de senos em uma soma de senos e apontamos
caracteristicas gerais de sistemas desse tipo. Na sequéncia, relacionamos o mapa seno
n-dimensional com o modelo de Kuramoto [19, 20] e também com o sine circle map [31,
32]. Por fim, interpretamos a soma finita de senos como uma série de Fourier truncada, a

partir da qual aproximamos o mapa de Hénon [21, 22, 25].

3.1 O contexto da proposta

Diversos sistemas fisicos apresentam comportamento periédico e podem ser mo-
delados matematicamente por meio de somas finitas de fungoes trigonométricas. Como
exemplos citamos os mapas unidimensionais seno e seno ao quadrado [26, 33]. Sistemas
trigonométricos a tempo discreto com mais do que uma dimensao podem ser construidos
por meio do acoplamento de dois ou mais mapas unidimensionais. Os modelos mais sim-
ples para esses sistemas empregam nos argumentos fungoes lineares das variaveis. Nesse

contexto propomos o mapa

n

o= 303 asen st + 7). &)

J=1 k=1

com ¢ = 1,2,...,n e qjk, Bijk, Vijk, xl(tj) € R. O espaco de parametros associado ao mapa

acima possui 3mn? dimensaes.



28 Capitulo 3. Mapa seno n-dimensional

Na forma proposta, o somatorio em j permite que todas as variaveis estejam pre-
sentes em todas as equagoes, ja o somatorio em k possibilita a representagao de poténcias
e produtos de senos, uma vez empregadas as identidades trigonométricas adequadas a
cada caso. Também pode-se recorrer ao somatorio em k para a insercao de pertubagoes
dependentes das varidveis ou representar séries de Fourier truncadas. Optamos por nao
incluir dependéncia explicita no tempo, mas nada impede a extensao do sistema para um

mapa nao-autonomo por meio do acréscimo de um termo compativel.

3.2 Poténcias e produtos de senos

Quaisquer produtos finitos de senos e cossenos podem ser obtidos por meio de somas
finitas de senos. Nesta secao estabelecemos as relacoes que permitem fazé-lo. Buscamos

as constantes A;, B; e C; expressas em funcao das b; e ¢; tais que

L
sen(b;x + ¢j) = Z A;sen(B;x + Cj). (3.2)
i=1

j=1

Assumimos a possibilidade de que, em geral, ter-se-a4 L # [, mas ha casos em que
serd verificado L = [. Iniciamos pela identidade trigonométrica entre o produto e a soma

de um par de senos [34]

2 sen(py)sen(py) = sen <p1 +p2 — g) + sen (p1 — P2+ g) , (3.3)

a qual aplicamos recursivamente a fim de expressarmos o produto de [ senos! . Uma vez

organizadas as parcelas, para o produto triplo obtém-se a igualdade

dsen(py)sen(py)sen(ps) = sen (p1 + p2 + ps — ) + sen (p1 + p2 — ps)

+sen (p1 — pa + p3) +sen (p1 —pe — ps + ), (3.4)

por meio da qual inferimos sobre a alternancia dos sinais entre os fatores nos arcos e

relacionamos a quantidade de termos da soma com a constante multiplicativa.

A continuidade do procedimento, empregando de forma recursiva a Eq. (3.3) para

No Apéndice A.1 hd uma demonstracao da identidade (3.3).
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produtos com mais elementos, leva & formulacao?

ol—1

t[sen(pj) 51 Zsen <p1 + Z U(irh.j) ( P — g)) . (3.5)

A fungao U(i,1,7) retorna o j-ésimo digito mais significativo na representagao bindria
de (i — 1) com [ casas. Uma comparacao entre as Egs. (3.2) e (3.5) permite estabelecer
L = 271 sendo que a igualdade L = [ é verificada somente para [ = 1 oul = 2. A

obtencao das constantes A;, B; e C; em funcao das b; e ¢; é imediata, resultando

Ay =21 v (3.6)
l
Bi=bi+ > (—1)V0p,, (3.7)
§=2
T l
. J— J— 7‘7l’ )
C; = (1—1) 2 j22 ey +mU(i,1,5)] - (3.8)

A identidade trigonométrica procurada é obtida ao reescrevermos a Eq. (3.2) apli-

cando as constantes precedentes, o que resulta em

211
Hsenbx—l—c] —2llZsenBa:—|—C) (3.9)
J=1 i=1

Devemos frisar que o somatorio em j implicito nas constantes B; e C; implica que a relagao
acima somente faz sentido para 2 < [. Contudo, se fizermos [ = 1 e negligenciarmos o

somatoério em 7 a relacao sera valida.

Consideramos poténcias inteiras positivas como casos particulares do produto. As-
sim, o primeiro membro da Eq. (3.9) apresenta apenas as duas constantes b e ¢ e o segundo
membro pode ser reescrito através da soma de senos com arcos iguais. Neste contexto ha

| arcos diferentes possiveis e torna-se explicito o coeficiente binomial como segue®:

sen(bx + ¢) = 2! Z ( )sen (Brx + Cy), (3.10)

2Uma prova da validade da Eq. (3.5) e esclarecimentos a respeito da funcio U (i, 1, j) sdo apresentados
no Apéndice A.2.
3Vide Apéndice A.3.
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com [ inteiro positivo e as constantes do segundo membro dadas por

By=0b(l—2k+2), (3.11)

Ck:c(l—2k+2)—(l—2k+1)g. (3.12)

Embora existam outras somas que estabelecem identidades trigonométricas com
poténcias de senos, manteremos no presente trabalho apenas a Eq. (3.10) com esse fim,
pois a mesma decorre de um caso particular da Eq. (3.9).

Pode ser 1til expressar as constantes b; e ¢; da Eq. (3.9) em fungao das B; e Cj,
respectivamente. A partir das Eqgs. (3.7) e (3.8) é possivel uma formulacao que envolve

apenas trés constantes por vez e que expressa todas as b; e ¢;, explicitamente

B, + B Ci+C
blzg7 Cl:g’ m L=2" (3.13)
2 2
By — B; C, -G . _j
bjle, Cj:lT_g’ com 1<iei—1=2"77 (3.14)

Ressaltamos que o procedimento de transformar uma soma de senos em um produto,
conforme a Eq. (3.9), somente é vélido se a soma apresentar 2!~! termos e todas as

constantes presentes puderem ser reduzidas as formas obtidas para as A;, B; e C;.

3.3 Existéncia de pontos fixos atrativos

Dividimos em duas etapas a prova de que o mapa seno n-dimensional apresenta
pontos fixos atrativos: inicialmente provamos por indugao matemaética a possibilidade
de ocorréncia de pontos de equilibrio para n inteiro positivo qualquer, posteriormente
estabelecemos uma condicao suficiente para que os pontos fixos sejam atrativos.

Nos pontos de equilibrio temos por definicao $S_)|_1 =) = () consequentemente

a Eq. (3.1) pode ser reescrita® como

n

2@ =3 agsen(Biger? + in), (3.15)
j=1 k=1

4Com intencao de nio poluir a notacio, omitimos o asterisco comumente utilizado para a designacio
das coordenadas do ponto fixo.
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onde entendemos como solucdo para a mesma o ponto X = X(zV, 2@ .. 2) com

coordenadas reais que a satisfacam. Vale lembrar que no mapa (3.1) todas as varidveis
sao reais.
No caso particular n = 1, para quaisquer valores dos parametros havera ao menos
uma solugao: A funcao descrita pelo somatorio finito em k é limitada e continua em R,
assim a reta identidade intercepta a curva daquela em algum ponto do R2.
Considerando algum n = N definido e supondo que para quaisquer valores dos
parametros haja ao menos uma solucao correspondente, o que acarreta haver solucao

N+1) por suposicao havera solucao

para n = N + 1: Para qualquer valor da coordenada !
para as N equagoes precedentes, resta a equacao N + 1, a qual sempre tem solugoes
reais. Concluimos que se o sistema (3.15) for soluciondvel para N dimensoes também o
serd para N + 1 dimensoes. Assim, provamos por induc¢ao mateméatica que o mapa seno
n-dimensional apresenta pontos fixos para quaisquer valores dos parametros e para todos
n e m inteiros positivos.

A estabilidade do sistema no ponto X pode ser avaliada por meio dos mdédulos

dos autovalores da matriz jacobiana W do mapa aplicada em X, sendo os elementos da

mesma dados pela expressao
Wi; = Z aijkﬁijkCOS(ﬁijka(j) + Yijk)- (3.16)
k=1

Empregamos o teorema de Gershgorin [35] a fim de obtermos uma cota superior
para os modulos dos autovalores da matriz W. O teorema de Gershgorin afirma que o
autovalor \; de uma matriz A, x, se encontra em um disco D;(a;;, ;) no plano complexo,

sendo D; centrado em a;; e com raio

ri=>_lagl. (3.17)

J#i

Decorre que o médulo do i-ésimo autovalor de W fica limitado a soma dos valores absolutos

dos elementos da correspondente linha da matriz, ou seja
Il < Wyl (3.18)
j=1

A soma dos médulos de todos os autovalores confere uma relagao de ordem valida para o
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maior dentre eles, de maneira que definimos |\| = maz{|\;|} com

A<D <D D Wyl (3.19)
i=1

i=1 j=1

No que segue, explicitamos W;; e fazemos uso da desigualdade triangular genera-
lizada e das propriedades da funcao médulo. Também levamos em consideracao o fato de

que |cos(q)| < 1 para obtermos

n n

Al < Z Z ||| Bijiel- (3.20)

m
i=1 j=1 k=1

Definimos « e [ como os parametros com os maiores valores absolutos nos respectivos
conjuntos {a;;x} e {fijx}. Empregando ambos na relacao acima e impondo a condicao de
estabilidade para o ponto fixo, ou seja, assegurando que os médulos de todos os autovalores

de W sejam menores do que a unidade, resulta

I\ < mn?|al|B] < 1. (3.21)

Para o = 0 ou § = 0 a condigao de ponto fixo atrativo é automaticamente satisfeita.
Constatacao ja esperada, uma vez que se tratam dos parametros de interesse com os
maiores valores absolutos: Se a = 0, ent@o o sistema (3.1) é identicamente nulo; se § = 0,
entao o sistema (3.1) nao depende de nenhuma coordenada. Sendo |3| # 0, encontramos a
curva no espaco de parametros « x 8 que delimita uma regiao correspondente a ocorréncia

de pontos fixos atrativos, aqui denominada regiao minima e descrita por

! <a< ! (3.22)
—— « —_— . .
mn?|| mn?|f|

A expressao (3.22) significa que a dinamica do sistema convergird para um ponto
de equilibrio estdvel sempre que o parametro c;j;, com maior valor absoluto pertencer

ao dominio delimitado em fungao de |3|, ou seja, em fungao do maior médulo dentre os

2

parametros ;5. A dependéncia em n~“ indica que o aumento na quantidade de dimensoes

diminui a regiao minima de periodo 1 estavel, o mesmo valendo para a dependéncia em
m~! e a quantidade de senos somados para cada coordenada. Provada a existéncia de

pontos de equilibrio para quaisquer valores dos parametros, a condicao encontrada é
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suficiente para a ocorréncia de pontos fixos atrativos.

Uma constatagao similar decorre de definir-se a e b como os dois elementos do
conjunto {a;;x, Bijr} com os maiores valores absolutos, ambos nao nulos. Empregando-os
na expressao (3.20) nao se restringe o intervalo subsequente a relagao entre parametros

do tipo o com 3. A regiao minima obtida mantém a forma anterior, sendo dada por

1 - 1
————<a :
mn?|b) mn?2|b|

(3.23)

Alternativamente, consideramos apenas o parametro com o maior valor absoluto,

o qual denominamos g, no conjunto {ajx, Bijr}. Estabelecemos

1<<1
B avm

o (3.24)

como outra regiao minima, esta delimitada somente em funcao da dimensao n do sistema

e da quantidade m de senos a cada coordenada.

3.4 Uma condicao suficiente para a ocorréncia

de bifurcacoes

Mudangas na dinamica de um dado sistema em regime nao cadtico sao observadas
quando, ao variar-se um dos parametros de controle, o valor absoluto do maior autovalor
de sua matriz jacobiana se iguala a unidade [14]. Nesta se¢ao determinamos uma condigao
suficiente para que o mapa seno n-dimensional apresente tal comportamento. Nas linhas
que seguem estabelecemos uma relagdo entre os parametros do mapa (3.1) que implica
em |A| = 1 e citamos os casos: A= —1, A =1e A =¢¥ com 0 # tr, t € Z. Empregamos
as mesmas defini¢oes e notagao utilizadas na secao precedente.

Iniciamos por determinar uma condicao suficiente para que o mdédulo de A cresca
de uma regiao estdvel até |A| = 1. Supondo que o sistema (3.1) esteja no ponto fixo
estavel X de coordenada () = 0 com Bi11 = 1 e 1111 = 0, sendo os restantes parametros

de f 3 D tai
e fase na equagao para x;,; tais que

gk = —Puka? + /2, (4. k) # (1,1). (3.25)
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Pelo teorema de Gershgorin, A\; = aq11, uma vez que Wi; = 0 para todo j # 1 e Wy =
aq11. Consequentemente, na Eq. (3.17) r; = 0 e o centro do disco D; é o préprio autovalor
correspondente. A mesma conclusao decorre diretamente do polinomio caracteristico da

matriz jacobiana do sistema.

Impondo A = Ay, o que pode ser garantido por meio do ajuste dos parametros® a;;y,
e Bijr com 1 < i, necessariamente o ponto X serd estavel somente enquanto |aq11] < 1. O
ajuste necessario equivale a escolher uma curva % no espago de parametros I' adequada.
Assim, para |aj11| = 1 e os demais parametros conforme as suposigoes enunciadas, temos
uma condigao suficiente para |[A\| = 1. O caso A = ay;; = —1 implica em uma bifurcagao
de duplicagao de periodo, j& A = ay1; = 1 implica em um dos trés tipos de bifurcagoes:
sela-né, forquilha ou transcritica [10, 30].

9 com 0 # tw e t € Z, o qual somente ¢é possivel em sistemas

Resta o caso A = €'
com duas dimensoes ou mais. Seja Wy, = —Weq e (W2 4+ WpW,,) = —1, com a curva
¢ C T escolhida de forma a garantir A = ), (indiferentemente, A = \;) e W,,; = W,; =0
Y j # p,q, tem-se uma condicdo suficiente para a ocorréncia de A = €. Para tornar em
algo mais especifico, consideramos o caso ay, = agr = 0V k > 1, com 2 = (9 =0
€ Yopl = Vgqi = Vpgt = VYgpr = 0. Ainda, com B,,1 = Byn = Bpgt = Bgp1 = 1, temos

2 _ . ~ . . . ~ .
(app1 + apg1agp1) = —1 como uma das condigoes que implicam em uma bifurcagao do tipo

Neimark-Sacker [10, 30], ou seja, que implicam em comportamento quasiperiodico.

3.5 Modelo de Kuramoto e mapa seno n-dimensional

O modelo de Kuramoto é um fluxo que descreve o fenomeno de sincronizagao em
sistemas dinamicos diversos [19, 20]. Inicialmente proposto para uma situagao quimica,
tem sido empregado na descricao de fenomenos biolégicos e redes neurais. Sua forma

matematica é dada por

. K <
B . 2
0; = wi + — ;Sen(ﬁj ) (3.26)

5Como visto na secio precedente, o maior autovalor da matriz jacobiana do mapa seno n-dimensional
é limitado pelos parametros « e 5. Dado que a primeira linha da matriz W tem apenas o elemento
W11 # 0, seu polinémio caracteristico é dado por P(\) = (Wi1 — Aq)det(W’ — X), onde W’ é a matriz
reduzida.
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onde w; representa a frequéncia angular natural do i-ésimo elemento constituinte do sis-

tema e 0; — 0; é uma diferenca de fase.

Por meio de manipulagoes algébricas, estabelecemos uma relagao entre o modelo
expresso na Eq. (3.26) e o mapa seno n-dimensional. Iniciamos definindo o sistema de

equacoes diferenciais

. K <&
Oitn = Wign + - Zl sen(0irn — 0;), (3.27)

J:
com w;,, = w;. Desta forma, para cada QZ ha um 9@'+n correspondente. Subtraimos 91 de
9,;+n e aplicamos a identidade (3.3) e propriedades de paridade das fungoes seno e cosseno,

a fim de obter
éiJrn - 6@ K i+n +n + (9
— 5 = cos ( ) g sen ( Qj) . (3.28)

Adotamos novas variaveis. Para tal empregamos dois novos parametros, um de

nimero de onda j3;; e outro de fase 7;;, sendo

Oiin + 0
Bijxj +vij = +T —0;. (3.29)

Para j = 17, tem-se

Biiwi + i = ———t 2 (3.30)

9 , e Byt = B

Substituindo as expressoes (3.29) e (3.30) na Eq. (3.28), obtemos a equagcao diferencial de

primeira ordem em x;

K
= e cos(Bix; + Yii Z sen(Bi;x; + vij)- (3.31)
'Ll ] 1

Discretizamos a passagem do tempo ¢ por intervalos de mesma duracao 7, onde

t = zT com z € Z. Assim, aproximamos a derivada z; conforme o método de Euler. Neste

(4)

ponto é mais adequado empregarmos outra notacao, sendo xz’ = x;(27). Essa atitude é

justificada pelo excesso de simbolos necessarios para discriminar o tempo discretizado e
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as variaveis do sistema. Ficamos com

i

No limite (Biixg) + i) — 0, onde cos(ﬁiix,(j) +vi) — le sen(ﬁiixg) + i) — 0,

podemos reescrever a Eq. (3.32) como

n

K
nﬁT ZS@H(@J + %), (3.33)
J

@) _ () _ KT
xz—i—l Ty nﬁ” Sen(ﬁ“ + 7’”)

onde o termo —sen(ﬁiix,(;) +;;) cancela o seu idéntico no somatério. Expandindo o mesmo

s . 7 .
em série de Taylor em torno de 2 = 0, com v; = 0 e considerando apenas o termo de

primeira ordem, temos

n

S sen(Bya?) + 7). (3.34)

j=1

Kr

. o T .. .
Definindo os parametros K e 7 de forma que — = 1, elimina-se o termo linear
n

em xii). Por fim, obtemos

z+1 = Zawsen Bz 4 ), com ai; = Bl (3.35)

A Eq. (3.35) é da mesma forma que a Eq. (3.1), feito m = 1. Devido as apro-
ximagoes adotadas, nao devemos nos inclinar a supor que o mapa acima apresenta as
mesmas caracteristicas dinamicas que o sistema de Kuramoto. Porém, podemos em-
prega-lo para o estudo de comportamentos assintoticos do modelo original, uma vez que

sejam atribuidas as condi¢oes que tornam validas as aproximacoes.

3.6 Sine circle map e mapa seno n-dimensional

A partir do sine circle map em uma dimensao, como formulado na Ref. [31], che-

gamos em um caso particular do mapa seno n-dimensional. Iniciamos por apresentar o
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sistema unidimensional

K
Tpy1 = Tp + A — 2—sen(27m:n) (mod 1), (3.36)
m

onde a notagao (mod 1) pode ser interpretada como uma aritmética do relégio estendida
aos numeros reais, neste caso com valores reais no intervalo [0,1): Seja r € R, tem-se
r (mod 1) =r — |r].

Lembramos que a fungao piso || retorna o maior nimero inteiro menor do que

ou igual a r, ou seja
|7| = maz{m € Z :m <r}. (3.37)

Somamos ao sistema a fungao 2, de forma a nao alterar a dinamica se x,; for
nao inteiro e causar apenas uma pequena perturbagao se x,.1 for inteiro. Essa manobra

matematica é necessaria para o que segue. Definimos

Z =0, se xp41 &7,

Z =107 se x,., €7Z. (3.38)

Expandimos a funcao seno em torno de z, = 0, onde consideramos apenas o termo
de primeira ordem na série de Taylor. Posteriormente, reescrevemos o mapa (3.36), ja
incluindo 2 e substituindo a operagao mod 1 pela forma equivalente com a funcao piso.

Ficamos com
o1 =A+(1-K)x,+Z - |A+(1—-K)x, + Z|. (3.39)

Para ntimeros reais nao inteiros, a funcao piso pode ser reescrita como uma série

de Fourier mais um termo linear, sendo

+ % i sen(2mjk). (3.40)

|[R] =R - D

J
Aplicamos a formulac¢do acima na Eq. (3.39), dessa maneira elimina-se o termo
linear em x,. Definimos a; = —(7j)7!, b; = 27(1 — K)j e ¢; = 27Aj com j # 0.

Também, introduzimos a constante 1/2 no somatério por meio de j = 0, onde ag = 1/2,
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bp = 0 e ¢g = w/2. Por fim, desconsideramos a perturbagao 2, resultando em

Tyl = Z ajsen(b;z,, + c;). (3.41)
=0

Fazendo k = 7 — 1 e desprezando os termos de menor amplitude, temos

m
Ty = Z agsen(byx, + cx). (3.42)

k=1
Destacamos que m deve ser suficientemente grande para valer a aproximacao. O
sistema resultante ¢ da mesma forma do mapa seno n-dimensional (3.1) com n = 1 e
1 < m. Assim como dito para a relacao estabelecida com o modelo de Kuramoto, nao
devemos esperar que o sistema acima apresente as mesmas caracteristicas dinamicas do
sine circle map. Contudo, se ambos estiverem em regides no espago de fases em que sejam
validas as aproximagoes feitas e sendo os parametros adequadamente definidos, devemos

observar comportamentos assintéticos similares.

3.7 Uma aproximacao para o mapa de Hénon

Podemos interpretar a soma em k& no mapa (3.1) como uma série de Fourier trun-
cada no m-ésimo termo. A partir dessa ideia aproximamos o mapa de Hénon, conforme
dado na Ref. [25]°, em termos de uma soma de senos. Sendo o mapa de Hénon

2

n’

Tpni1=a+by, —x

Yn+1 = T, (343)

consideramos o intervalo —7 < x,,, vy, < 7 para a representacao em série de Fourier de cada
termo do sistema acima. A parte par da funcao para a variavel x, cuja série trigonométrica
apresenta apenas cossenos, foi escrita de forma equivalente por senos defasados em 7/2
radianos. Assim, obtemos duas somas de séries a serem truncadas e ajustadas ao modelo
proposto para o mapa seno n-dimensional.

A subsequente definicao dos parametros envolvidos adequard o mapa que segue a

6 Aqui mantivemos a forma para o mapa de Hénon adotada pelo autor da referéncia citada, porém na
literatura é possivel encontrar o mapa de Hénon escrito de uma maneira ligeiramente diferente.
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forma enunciada no inicio deste capitulo, sendo

71_2 > (_1)k+1 e (_1)k T
Tpi1 = (a + §> + ZbZ Tsen (kyn) —4 Z L2 sen (kmn + §> )

Ynpr = > ~———sen (kz,,), (3.44)

truncamos em m’ os somatérios, com m = m’ + 1 e definimos os parametros, de forma a

obtermos o mapa seno bidimensional que aproxima o mapa de Hénon. Assim,

[\

T = D > aumsen(Bigna ) + i), (3.45)

7j=1 k=1

onde os parametros sao dados por

(_1)k -1 k+1
a1 = —47, Qo = Qo1 = 2b 0 Q22k = 0, k #m,
T2
Q11m = (a + §> , Q2m = Qo1 = Qg = 0,

Bk = Piok = Pork = k, Poor =0, k # m,
Bllm - 612m = Ble — 622m - 07

(0

5 Y12k = Y21k = Yook = 0. (3.46)

Yk = 5

Ao mantermos os parametros a e b explicitos, tornamos possivel a realizacao da
comparacgao entre as dinamicas do mapa original e a do mapa aproximado por meio da
andlise de espacos de parametros gerados nos mesmos intervalos. Tais resultados sao

apresentados no Capitulo 6 juntamente com a representacao grafica concernente.

Um fator determinante para que o mapa (3.45) apresente uma dinamica similar a
observada no mapa (3.43) é o valor de m, ou seja, deve-se determinar quantos termos sao
necessarios considerar nas séries para que os dois sistemas, original e aproximado, tenham

o mesmo comportamento em uma dada regiao no espago de parametros.

Uma diferenca significativa entre os mapas (3.43)e (3.45) que pode ser adiantada
na presente secao, é o fato de que o mapa de Hénon aproximado nao apresenta divergéncia,
j& que a soma trigonométrica empregada € limitada. Ja o mapa de Hénon original tem
uma caracteristica regiao de divergéncia no espaco de parametros. O que veremos no

capitulo 6 é como a aproximacao proposta mantém as estruturas periédicas, bem como
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substitui a regiao de divergéncia no espaco de parametros por diversas estruturas imersas

em uma larga faixa de dinamica cadtica.



Capitulo 4

Mapa seno unidimensional

Sao vastos os estudos realizados acerca de mapas unidimensionais [14, 17, 18].
Neste capitulo apresentamos alguns resultados analiticos e numéricos a respeito do mapa
seno unidimensional [26]. Investigamos a ocorréncia de pontos fixos atrativos e delimita-
mos analiticamente uma regiao minima no espaco de parametros correspondente aos mes-
mos. Ainda, geramos uma representacao grafica de uma regiao do espaco de parametros
para o mapa seno unidimensional, este conforme proposto nas linhas que seguem, a partir
da qual inferimos sobre as rotas para caos presentes.

Diversos mapas trigonométricos podem ser obtidos a partir do mapa (3.1), bas-
tando que sejam definidos adequadamente o nimero n de dimensoes do espaco das
variaveis, a quantidade m de funcoes do tipo seno empregadas a cada soma em j e os
3mn? parametros presentes no sistema n-dimensional. O caso mais simples se d4 com
n = m = 1, que resulta nos trés parametros ajy;; = a, f111 = b e 111 = ¢. Assim,

definimos o mapa seno unidimensional
21 = asen(bxy + ¢). (4.1)

Outra formulagao possivel apresenta um parametro aditivo d. Essa pode ser obtida
por meio do mapa na forma geral com m = 2 e, para que haja apenas uma func¢ao seno,

P112 = 0. Desta forma d = aq128en(7112) € o mapa é dado por
zy11 = asen(bx, + ¢) + d. (4.2)

Neste ponto chamamos atencao para a equivaléncia entre as duas formulacoes,
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fato evidenciado por meio da transformacao linear X; = z; — d e das substituicoes dos

parametros C' = c+ bd, A = a e B =b. Das referidas transformacoes resulta
Xt+1 = ASQH(BXt + O) (43)

A relacdo acima é da mesma forma da equagao (4.1), logo as duas formulagoes dadas
para o mapa seno unidimensional sao topologicamente equivalentes. Por simplicidade,

nas linhas que seguem estudamos a forma sem o parametro d.

4.1 Pontos fixos

Determinar os pontos fixos para o mapa (4.1) implica encontrar as solugoes da
equagao transcendental x* = asen(bx* + ¢). Para o caso em que o parametro ¢ = 0, temos
a solucao trivial x* = 0. Contudo, nao determinamos se sao possiveis outros pontos fixos
e seus respectivos valores. Com intuito de resolver o problema, valemo-nos de um artificio

matematico definindo a funcao f: R — R
f(z) = asen(bx + ¢) — =, (4.4)

cujas raizes correspondem aos pontos de equilibrio do mapa em estudo.

Dentre as técnicas usuais para se determinar as raizes de fungoes do tipo (4.4),
destacamos a expansao em série de Taylor e o subsequente truncamento da mesma, com a
consequente busca pelas raizes do polinomio obtido. Ao expandirmos em série de Taylor
a parcela trigonométrica da f(z) em torno de x = —¢/b, onde sen(bx + ¢) = 0, temos

% (— 1) (bx + €)%
J@) =—ata), (25 + 1)!

J=0

(4.5)

Separamos o somatoério em dois, um até j = m e outro a partir de 7 = m + 1, o segundo
identificamos como M (x), fator que serd 1til para a determinacao do erro decorrente do

truncamento da série. Assim, reescrevemos a funcao

fle) =~ +aY) “”Z;ﬁ *1)? M@, (4.6)
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com M (x) dado pela expressao

(1) (b + ¢)2H!
M(z) = ajzzm;rl ( )(2(3 n 1)!) : (4.7)

Ao excluirmos M (x) da fungdo f(x) obtemos o polinomio P(x) de grau 2m + 1,
cujas raizes sao aproximagoes para os pontos fixos procurados. O valor estabelecido para
m estd intimamente relacionado a precisao das solugoes encontradas. Vale lembrar que

buscamos x* € R. Valores complexos para z* nao sao solugoes. Explicitamente

b + 25+1
P(z) ——:L‘—I—az 2}‘1 o (4.8)

O erro e(x) devido ao truncamento da série pode ser estimado, com pouca precisao

e ainda assim mantendo interesse pratico, em relacao ao valor absoluto do primeiro termo

de M (z). Definimos

|la|[bx + c|*™*3

=M < 4.9

“(w) = M) < M (1.9
cuja validade se verifica para m suficientemente grande, tal que

bz + c[* < (2m + 5)(2m + 4). (4.10)

Para o caso ¢ = 0 recuperamos a solugao trivial com exatidao, independentemente
do truncamento adotado. Interromper a série em m = 0 é insuficiente para determinar-
mos se ha outros pontos fixos, pois dessa maneira consegue-se um polinomio de primeiro
grau. Por meio da equagao (4.9) podemos atribuir um valor adequado para m e, conse-
quentemente, o grau do polindmio necessario para que se investigue a existéncia de outros
pontos de equilibrio. Iniciamos por definir os intervalos para os parametros a e b, por
exemplo a,b € [—2,2]. Outra informagao relevante é a imagem do mapa (4.1), por meio
da qual temos que |z| < |a|. Assim, assumindo o valor maximo para |z*|, bem como os

valores maximos para os parametros, ficamos com

16™

e(z*) < 128m.

(4.11)
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Um erro nao maior do que 10~* é obtido a partir de m = 7. Valendo-nos dessa

informacao e fazendo P(z*) = 0, chegamos a

2]

7
b—1 *=0. 4.12
2; o (b= D)o =0 (412)

Determinar manualmente as solugoes reais nao triviais para a equagao (4.12) pode
demandar um tempo consideravel. Por sorte, a tecnologia computacional contemporanea
possibilita fazé-lo em poucos segundos. Ilustrativamente, consideramos a = b = 2 e, por

meio de uma rotina computacional, encontramos as duas raizes reais x’y = £1,2373.

Ainda com ¢ = 0, ao assumirmos os intervalos dos parametros a,b € [0, 1], uma
precisao maior do que a anterior pode ser conseguida com um polinémio de grau menor.

A partir do mesmo raciocinio empregado anteriormente, estabelecemos a relagao

e(z*) < m (4.13)

De maneira que um erro nao maior do que 107° é obtido a partir de m = 4. Contudo,
fixaremos m = 1, o que nos conferird um erro menor do que 1072. Tal escolha fica
justificada pelas simplicidade do polinomio decorrente e intencao que nos leva ao calculo:

objetivamos identificar pontos fixos além do trivial.

Analogamente a resolucao precedente, chegamos a equacao

br* 2
[—ab( $6) + (ab — 1)} " =0, (4.14)
cujas solugoes nao nulas sao dadas por
(4.15)

sendo ab® # 0 e ab # 1. Os parametros a e b estao restritos ao intervalo aberto (0, 1).
Para que os x7% sejam nimeros reais, o radiciando na equagao (4.15) deve ser nao
ti ! fvel nos intervalos estabelecid ametros. Concluimos®
negativo, o que é impossivel nos intervalos estabelecidos para os parametros. Concluimos

nao haver, neste caso, outro ponto de equilibrio além de z* = 0.

L0 leitor atento pode colocar em questio a validade desta conclusdo. Se considerarmos um polindémio
de maior grau, ainda obteremos somente raizes nao reais.
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4.2 Estabilidade dos pontos fixos

Com intuito de classificar os pontos fixos quanto a estabilidade, comparamos com
a unidade o valor absoluto da derivada ordinaria da funcao que define o mapa aplicada

no ponto z*. Como ja mencionado no Capitulo 2, ao cumprir-se a condigao

dr,
Entl <1, (4.16)

dz,

Tp=x*

conclui-se que o ponto fixo x* é atrativo. Ao empregarmos a Eq. (4.16) ao mapa seno

unidimensional na forma (4.1) chegamos a desigualdade

la||b]| cos(bz™ + ¢)| < 1. (4.17)

Para que possamos avaliar diretamente a estabilidade de z* a partir dos parametros

a e b, manipulamos algebricamente a desigualdade (4.17). Por meio da identidade trigo-

nométrica | cos(br* + ¢)| = /1 — sen?(ba* + ¢) e substituindo, da defini¢io de ponto fixo,

x* = asen(bxr* + ¢), chegamos a relagao

/a2 — ()2 < 1, (4.18)

a qual nao depende de funcgoes trigonométricas. Para b = 0 temos x* atrativo, uma vez
que o mapa perde a dependéncia em x,. O mesmo acontece para a = 0, que resulta em
x* = 0. Seguimos com a # 0 e b # 0 e, depois de pouco trabalho matematico, destacamos
um resultado que possibilita a rdpida avaliacao da estabilidade do ponto de equilibrio,

para que o mesmo seja atrativo deve cumprir-se

a® —b? < (2*)?, b#£0. (4.19)

A dltima é automaticamente satisfeita para a? — b2 < 0. Em decorréncia, delimi-
tamos uma regidao no espago de parametros (a,b) correspondente a ocorréncia de pontos

fixos atrativos. Para tal, temos o intervalo do parametro b dado por
1 1

— <b<—, a#0. (4.20)
lal lal
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A expressao obtida tem a mesma forma da inequacao (3.23), com n = m = 1. Definimos
as curvas limitrofes by = =+|a|™!, as quais representamos juntamente com o espaco de
parametros (a,b) da Fig. 4.1.

Para 0 < a? — b2 na inequacgao (4.19), a regiao minima de ocorréncia de pontos
fixos atrativos passa a depender de z*. Sendo |z*| # |a|, podemos delimitar os valores de

b correspondentes a pontos de equilibrio estavel como segue:

1 1
I T ——— ) (4.21)
CL2 _ (:C*>2 CL2 _ (ZL’*>2

Evidentemente, esta regiao do espago de parametros (a,b) compreende a regiao definida

pela desigualdade (4.20).

4.3 Espaco de parametros (a,b) do mapa seno

unidimensional

Construimos uma representagao grafica para o espago de parametros (a,b) do
mapa (4.1) com ¢ = 0, associando cada par (a,b) ao correspondente tipo de 6rbita,
caracterizada pelo periodo e identificada em cores. Para tal, utilizamos uma rotina com-
putacional em linguagem Fortran77. A Fig. 4.1 foi gerada com uma grade de 1000 x 1000
pontos equidistantes no intervalo dos parametros —5 < a,b < 5. A contagem de periodos
se deu até o maximo de 64 e estao representados de forma discriminada os pontos corres-
pondentes aos periodos de 1 até 10, conforme legenda. Em branco representamos periodos
maiores do que 64: ja que nao calculamos os expoentes de Lyapunov para esse espaco de
parametros, nao afirmamos que a regiao em branco corresponde a caos. Periodos entre
11 e 64 foram indicados em turquesa. Descartamos 10° iteracoes como transiente e veri-
ficamos as érbitas com uma acurdcia de 1077, Incluimos na Fig. 4.1 as curvas limitrofes
by = +|a|™! definidas na segao anterior (curvas em preto identificadas na figura), desta
forma verifica-se o fato da regiao delimitada por elas corresponder a pontos fixos atrativos.

Além da grande regiao de periodo 1, em azul e com forma de cruz no centro da
Fig. 4.1, destacamos a regiao de periodo 2, em vermelho e adjacente aquela. Nos segundo
e quarto quadrantes, as curvas b, e b_ marcam a linha de dobramento de periodo de 1

para 2. Seguindo radialmente da origem, com excecao dos eixos, em todas as direcoes ha
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sucessivos dobramentos de periodo, uma conhecida rota para o caos [1].

5 BFIH °o ITEA

A\

-5 0 5

Figura 4.1: Espago de pardmetros para o mapa (4.1) com ¢ = 0. Os periodos estdo representados em
cores conforme a legenda. As curvas em preto, by e b_, delimitam uma regido minima de perfodo 1, de
acordo com a expressao (4.20). Grade de 1000 x 1000 pontos equidistantes no intervalo —5 < a,b < 5,
acuracia de 1077 e transiente de 10° iteracdes. Adotado xy = 0,03 como condicdo inicial para cada ponto.

Outra caracteristica a se destacar, é a ocorréncia, ao longo da regiao em branco,
de faixas de forma aparentemente hiperbdlica, cujos periodos 1,2 e 4 sao visualmente
identificaveis, dada a resolugao da imagem. Também encontramos estreitas regides de
periodo 3, em verde escuro, o que, conforme o teorema de Sarkovskii [1, 30], implica caos.

Notamos a aparente simetria do espaco de parametros para com a reta b = —a. De
forma equivalente, aparentemente ha uma simetria de rotacao de 7 radianos, se centrada a
rotacao na origem. Para verificar se tal simetria realmente existe, ou se é apenas aparente,
substituimos os parametros A = —a ¢ B = —b no sistema (4.1) com ¢ = 0. Aplicando
as propriedades de paridade da fungao seno, resulta um sistema com a mesma forma do

original, ou seja, obtemos dois mapas topologicamente equivalentes. Explicitamente
Ty = Asen(Buxy). (4.22)

Concluimos que o mapa seno unidimensional (4.1), com ¢ = 0, apresenta simetria
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de rotacao de 7 radianos no espaco de parametros.
Esse tipo de mapa pode ser estudado a partir de um tnico parametro, ja que uma
transformacao linear leva o sistema com dois parametros em um sistema com apenas um.

Contudo, dispor as informacao em um plano facilita o processo de investigacao.



Capitulo 5

Mapa seno bidimensional

Com intuito de investigar uma dinamica mais rica do que a apresentada pelo mapa
seno unidimensional (4.1), propusemos a partir do sistema n-dimensional (3.1) um mapa
com duas dimensoes, onde n = 2 e m = 1. Fixamos os valores dos parametros de fase 7,
sendo Y111 = Y291 = 1 + 7/2 € 7121 = Y211 = 1. Os demais parametros foram definidos
ainn = o1 = Pra1 = —fann = a e ajpr = a1 = b = —bayy = —b. Desta forma,

obtemos o mapa seno bidimensional

Ty = acos(l — bxy) — b sen(1 + ay,),

Yip1 = acos(l + byy) — b sen(l — azy). (5.1)

O sistema acima tem duas dimensoes em ambos os espagos, de fases e de parametros.
Ao longo deste capitulo determinamos analiticamente dois aspectos do mapa (5.1),
sendo eles uma simetria no plano de parametros e a existéncia de uma regiao minima,
no mesmo plano, correspondente a ocorréncia de pontos fixos atrativos. Esses resultados
analiticos sao corroborados por dados numéricos. Também realizamos uma investigacao
por meio de recursos numéricos, consistindo na analise grafica de regices do espacgo de

parametros (a,b), de bacias de atracao e de atratores.

5.1 Simetria de rotacao no espaco de parametros

O mapa (5.1) apresenta simetria quanto a rotagdo de 7 radianos no espago de

parametros, ou seja, ao efetuarmos a transformacao A = —a e B = —b o espaco de
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parametros transformado se apresentard igual ao original, isso quanto ao comportamento
dinamico relacionado a cada ponto no mesmo. Para verificarmos a simetria proposta,
realizamos a transformacao de coordenadas X; = —ux;, Y; = —y; juntamente com a de

parametros e reorganizamos os termos nas equacoes. Assim obtemos

Xi11 = Acos(l — BX;) — Bsen(1 + AY}),

Y1 = Acos(l + BY;) — Bsen(1l — AX,). (5.2)

O mapa (5.2) apresenta a mesma forma do mapa (5.1), portanto os dois sao to-
pologicamente equivalentes, visto que foram realizadas somente transformacoes lineares.
A rotagao de 7 radianos nos eixos do plano a x b, levando ao espago equivalente (A, B),

sobrepoem as estruturas presentes no primeiro.

5.2 Pontos fixos atrativos e uma correspondente

regiao no espaco de parametros (a,b)

Nos pontos fixos temos © = xy = 2401 = €y = y; = Y1, O que resulta em
um sistema de equacgoes transcendentais, como ja visto para o caso geral no Capitulo 3.
Também sabemos que o sistema de equacoes obtido tem ao menos uma solucao real,
conforme a Se¢ao 3.3. Tratamos entao de determinar uma regiao minima no espaco (a, b)
que corresponde a existéncia de pontos de equilibrio estavel, a qual compararemos com as
obtidas para o caso n-dimensional na mesma secao ja referida. Explicitamos as equacoes

para o ponto fixo

x = acos(l — bx) — bsen(1 + ay),

y = acos(1l + by) — bsen(l — ax). (5.3)

Por meio dos autovalores da matriz jacobiana W do sistema aplicada no ponto fixo,
assim como realizado no caso geral, delimitamos a regiao no espaco (a,b) procurada. Por
se tratar de um sistema bidimensional, existem dois autovalores, a saber A, e A_, raizes

de um polinémio de grau dois, os quais sao facilmente obtidos pelos métodos tradicionais.
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Explicitamos a matriz jacobiana calculada no ponto (z,y) do espaco de fases

W= ab sen(l —bx) —cos(1+ ay) | (5.4)
cos(l —ax) —sen(1l+ by)

O polinomio caracteristico da mesma é dado por

P(X\) = \? + ab[sen(1 + by) — sen(1 — bx)| A+

+a*b*[cos(1 — ax) cos(1 + ay) — sen(1 — bz)sen(1 + by)], (5.5)

cujas raizes assumem a forma conjugada

N|=

A= ab[f(@,y) — gh(@,p)] (5.6)

Ay = ab[f(@,y) + g (@) (5.7)

com as fungoes f(z,y) e g(x,y) definidas como segue:

f(z,y) = sen {b(xz—%—y)] cos [1 + 17(3;2——:1:)] : (5.8)
g(x,y) = sen®(1) cos?(by) — cos(1 — ax) cos(1 + ay). (5.9)

Visto que as fungdes f(z,y) e g(x,y) assumem valores nos intervalos fechados
—1 < f(z,y) <1e —1< g(z,y) < sen?(1) + 1, determinamos o intervalo em que estdo
compreendidos os autovalores Ay. Em decorréncia, para 0 < g(z,y) e a # 0, chegamos a

regiao de pontos de equilibrio estavel:

<b< (5.10)
|al

—1 1
jaf (14 Veen?(1) 1) (1+ Veer2(1) 1)

Ressaltamos que as retas a = 0 e b = 0 estao relacionadas aos pontos fixos atrativos
triviais. A regido minima I'; de ocorréncia dos mesmos compreende o conjunto I} de pares

(a,b) no plano a x b descrito acima unido com a reta a = 0, sendo I'y = I, U {(0,b € R)}.

Neste ponto podemos nos questionar a respeito da possibilidade de g(z,y) < 0, o

que implica A4 nao real. Para tal caso, o maximo valor que os médulos dos autovalores
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assumem 6 |Ai|maz = aby/2, com 0 < a e 0 < b. O que nos leva a

—1 1
—<b< ——, 0<a. 5.11
av?2 a2 ( )

Contudo, nao conhecemos os valores assumidos pelas coordenadas nos pontos fixos, apenas
expressamos por meio do sistema de equagoes transcendentais (5.3) a relagdo entre as
mesmas. Portanto, ndo somos capazes de afirmar se g(z,y) < 0 ou se 0 < g(z,y) para

um dado par de parametros (a, b), mas notemos que, com 0 < a:
—1 —1 1 1

av/2 = a (1 + /sen?(1) + 1) b a <1 + /sen?(1) + 1> = av2 (512)

Assim, o intervalo (5.10) é a melhor escolha para uma regiao que, com certeza, corresponda
a existéncia de pontos fixos atrativos. Para a representagao grafica que segue, definimos

as curvas limitrofes b_ e b, com a € R* em ambas:

B —1
- |al <1 + y/sen?(1) + 1) ’ (513
1

= |al <1 + y/sen?(1) + 1> .

(5.14)

Comparando a regiao (5.10) com o intervalo previsto para o caso geral na Segao 3.3,
dado pela expressao (3.23), constatamos que I} compreende aquele. Sendo assim, a regiao
de orbitas de periodo 1 estaveis se estende para além das curvas limitrofes previstas no
caso geral. Ilustrativamente, para n = 2, m = 1 e adequando os parametros ao presente

caso, a expressao (3.23) nos da

1
bo < b< — <by, a#0. (5.15)

o]~ 4]

Na Fig. 5.1 representamos o espaco de pardmetros do mapa (5.1). Varremos o
intervalo —5 < a,b < 5 com uma grade de 500 x 500 pontos equidistantes e descartamos o
transiente de 10° iteracoes. Em cores distinguimos os comportamentos dinamicos, sendo
ponto fixo atrativo em cinza, érbitas com periodo maior do que 1 em turquesa e com-
portamento nao-periédico em branco. A identificacao das regides de ponto de equilibrio

estavel se deu por contagem de periodo, ja os demais pontos foram diferenciados entre
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periédicos e nao-periddicas por meio do maior expoente de Lyapunov. Nesta abordagem,
nao distinguimos caos de quasiperiodicidade, o que sera realizado na préxima secao. As
curvas by e b_ delimitam a regido minima de periodo 1 dada conforme a expressao (5.10).

Fica assim evidenciado o resultado analitico obtido nesta secao.

L

b.

>1

Caos

, |
5—5 0 5
a

Figura 5.1: Espago de parametros para o mapa (5.1). Os comportamentos dindmicos estéo representados
em cores conforme a legenda. As curvas em preto, by e b_, delimitam uma regiao minima de periodo 1,
de acordo com a expressao (5.10). Grade de 500 x 500 pontos equidistantes no intervalo —5 < a,b < 5,
acuracia de 1077 e transiente de 10° iteracoes. Adotados zg = 0,1123 e 3y = 0, 17 como condicdes iniciais
para cada ponto do plano.

Tendo em vista a regiao (5.11), associada a ocorréncia de autovalores complexo
conjugados, e a existéncia de fronteiras entre a area de ponto fixo e a regiao nao-periddica,
levantamos a possibilidade de bifurcacoes do tipo Neimark-Sacker. KEsse aspecto sera

investigado na préxima secao.

5.3 Espaco de parametros (a,b) do mapa seno

bidimensional

Esta secao esta dedicada aos resultados numéricos obtidos a partir da iteracao

do mapa (5.1) e a decorrente caracterizagao qualitativa de sua dinamica. Para tal, re-
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presentamos graficamente espagos de parametros (a,b) gerados por um misto de duas
abordagens: contagem de periodos e maior expoente de Lyapunov. Em algumas figuras
destacamos curvas ou pontos, aos quais geramos diagramas de bifurcacoes e delimitamos
bacias de atracao. Com isso, evidenciamos as caracteristicas dinamicas do sistema, como

uma regra de formacao de periodos em Arvore de Farey e multiestabilidade [23, 24].

Para todos os espacos de parametros apresentados nesta secao, consideramos como
transiente 10° iteracoes e determinamos os periodos com uma acurécia de 10~7. Mantemos
a mesma escala de cores em todas as figuras, sempre indicada na legenda. Atribuimos
cores diferenciadas aos periodos de 1 até 10, para os periodos maiores do que 10 até
o limite da contagem, indicado na descricao de cada figura, utilizamos a cor turquesa.
Optamos pela cor branca para caos ou periodos maiores do que o maximo da contagem
e cinza para comportamento quasiperiédico. Adotamos g = 0,1123 e yo = 0,17 como

condicoes iniciais para cada ponto do plano a x b.

718 E10[11..32>32
-
|

N

b Of

-5

5 5

2o

Figura 5.2: Espago de parametros para o mapa (5.1). Os periodos foram contados até 32 e estao re-
presentados em cores, conforme a legenda. As caixas ¢ e £ sdo ampliadas nas Fig. 5.3 e Fig. 5.13,
respectivamente. Destaque para a estrutura periédica na caixa £ ampliada no canto inferior direito.
Grade de 500 x 500 pontos equidistantes no intervalo —5 < a,b < 5, acurdcia de 10~7 e transiente de 10°
iteragoes. Adotados xg = 0,1123 e yo = 0,17 como condigbes iniciais para cada ponto.
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Geramos a Fig. 5.2 com intuito de estudar as estruturas periédicas, quanto as
regras de formacao de periodos, investigar a ocorréncia de bifurcagoes do tipo Neimark-
Sacker e evidenciar o cardter multiestavel da dindmica do mapa (5.1). Nela observamos
dobramentos de periodo a partir da grande estrutura de periodo 1 (azul), passando para
periodo 2 (vermelho) e periodo 4 (magenta). Também visualizamos estruturas de periodo
3 (verde escuro), o que implica caos, conforme o ji mencionado teorema de Sarkovskii.
Uma vez que nao calculamos os expoentes de Lyapunov para essa figura, nao denominamos
a regiao de periodo maores do que 32 (branco) de cadtica. Por meio da ampliacao da caixa
&, na prépria Fig. 5.2, destacamos as estruturas periddicas do tipo camarao (shrimp).
Essas estruturas estao relacionadas com a coexisténcia de dois tipos de bifurcagoes [36].
A regiao em questao é mais detalhada na Fig. 5.13, abordada ao final desta se¢ao. A caixa
¢ foi destacada para investigarmos a ocorréncia de linguas de Arnold [10, 24|, estruturas

associadas a quasiperiodicidade. Na Fig. 5.3 temos uma ampliacao da mesma.

_ 6[7]8 EIOI >10 IQuasIICaos\
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Figura 5.3: Ampliacdo da caixa ¢ na Fig. 5.2. Os periodos foram contados até 32 e estdo representados
em cores, conforme a legenda. Caos e quasiperiodicidade (Quasi) foram identificados por meio do maior
expoente de Lyapunov. Nas caixas v, §, € e ( observamos quasiperiodicidade e linguas de Arnold, suas
ampliagoes estao nas Fig. 5.4, Fig. 5.6, Fig. 5.8 e Fig. 5.11, respectivamente. Grade de 1000 x 1000 pontos
equidistantes no intervalo 0,4 < a,b < 2,5, acurdcia de 1077 e transiente de 10° iteracdes. Adotados
xg = 0,1123 e yg = 0,17 como condigoes iniciais para cada ponto.
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A Fig. 5.3, bem como as ampliacoes a partir dela, foi gerada com um misto de
técnicas: contagem de periodos e calculo do maior expoente de Lyapunov. A conta-
gem de periodos foi realizada até 32. Para os casos que nao corresponderam a nenhum
periodo, determinamos numericamente o maior expoente de Lyapunov!' ()\) e classifica-
mos o comportamento do sistema no ponto. Vale lembrar que o comportamento quasi-
periddico ocorre quando o maior expoente de Lyapunov permanece igual a zero enquanto
os parametros variam.

Ainda na Fig. 5.3, observamos que as regides quasiperiédicas (cinza) ocupam as
concavidades formadas na estrutura correspondente a pontos fixos atrativos (azul). Con-
sistindo em uma rota para o caos, caminhando no espago de parametros no sentido da
regiao periédica para a quasiperiddica e avancando, encontramos caos (branco). Desta-
camos as quatro caixas v, 0, € e ( ampliadas nas Fig. 5.4, Fig. 5.6, Fig. 5.8 e Fig. 5.11,
respectivamente. Nessas procuramos evidenciar as linguas de Arnold e buscar uma regra
de formacao de periodos, também pretendemos constatar a ocorréncia de bifurcacoes do
tipo Neimark-Sacker, como proposto anteriormente.

Na Fig. 5.4 vemos as linguas de Arnold, estruturas com formato similar a uma
lingua, iniciando na regiao quasiperiédica e terminando na caética. Por meio do cédigo
de cores, evidenciamos que as maiores linguas estao dispostas em adicao de periodo com
razao 1, sendo, no sentido decrescente do parametro b, os periodos das linguas: 6 (verde
claro), 7 (marrom), 8 (alaranjado), 9 (violeta) e 10 (amarelo). H& continuagdo, mas
distinguimos apenas até o periodo 10. O fato dos periodos aumentarem em uma unidade
por vez é esperado, ja que ha acumulagao proximo a regiao de periodo 1. A infinidade
de estruturas, também linguas de Arnold, entre cada par de linguas de Arnold maiores é
abordada juntamente com a Fig. 5.8. Destacamos o ponto B(0, 556;1,934), localizado no
avanco da lingua de periodo 6 sobre a regiao de periodo 1, um indicio de multiestabilidade,
vide Fig. 5.5. As bacias de atracao para esse ponto sao mostradas na Fig.5.5. A bacia
correspondente a dérbita de periodo 1 estd em azul, e a de periodo 6 em branco. Esse
resultado numérico evidencia o comportamento multiestdvel do mapa (5.1). Para indicar
os periodos na Fig. 5.5 optamos por usar nimeros destacados, ja que o emprego do mesmo

codigo de cores dos espagos de parametros se mostrou inadequado devido ao contraste.

!Nesta secao nao trataremos de autovalores, entao passamos a designar o expoente de Lyapunov pelo
simbolo A tradicionalmente utilizado.



Capitulo 5. Mapa seno bidimensional o7

6] 718 X 10[>10]QuasiCaod

2,05

1,60
0,49 0,73
a

Figura 5.4: Ampliacao da caixa v na Fig. 5.3. Os periodos foram contados até 64 e estao representados
em cores, conforme a legenda. Caos e quasiperiodicidade (Quasi) foram identificados por meio do maior
expoente de Lyapunov. O ponto destacado B(0,556;1,934) estd em uma regiao multiestavel, vide Fig. 5.5.
As maiores linguas de Arnold estdo em adi¢do de periodo de razdo 1. Grade de 1000 x 1000 pontos
equidistantes, sendo os intervalos 0,49 < a < 0,73 e 1,60 < b < 2,05. Acurdcia de 10”7 e transiente de
10° iteracdes. Adotados zg = 0,1123 e yo = 0,17 como condicdes iniciais para cada ponto.
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Figura 5.5: Bacias de atragao para o ponto B(0,556;1,934) na Fig. 5.4. Os periodos séo indicados pelos
numeros destacados. Em azul a bacia de atragao para uma orbita de periodo 1 e em branco a bacia de
atracdo para uma 6rbita de perfodo 6. Acuracia de 10~7 e transiente de 10° iteracdes.
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Na Fig. 5.6, ampliacao da caixa ¢ na Fig. 5.3, observa-se a duplicacao de periodo de
1 (azul) para 2 (vermelho) seguida de uma grande faixa quasiperiddica (cinza), nela inse-
rida uma série de linguas de Arnold (turquesa). Ao longo daretar : b—a+0,05 = 0, trago
continuo em preto, destacamos os quatro pontos: A;(1,015;0,965), As(1,043;0,993),
A3(1,120;1,070) e A4(1,,220;1,170). Para cada um desses representamos os atratores

em diferentes simbolos e cores na Fig. 5.7.
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Figura 5.6: Ampliacdo da caixa é na Fig. 5.3. Os periodos foram contados até 64 e estdo representados
em cores, conforme a legenda. Caos e quasiperiodicidade (Quasi) foram identificados por meio do maior
expoente de Lyapunov. Para os pontos destacados sobre a reta r, A;(1,015;0,965), A2(1,043;0,993),
As(1,120;1,070) e A4(1,220;1,170), foram gerados os atratores mostrados na Fig. 5.7. Observa-se linguas
de Arnold e dobramento de perfodo de 1 (azul) para 2 (vermelho) seguido quasiperiodicidade (cinza).
Grade de 1000 x 1000 pontos equidistantes, sendo os intervalos 0,96 < a < 1,25¢e¢ 0,9 < b < 1,2. Acurécia
de 1077 e transiente de 10° iteracdes. Adotados zg = 0,1123 e yg = 0,17 como condicdes iniciais para
cada ponto.

Constatamos, ao observar a Fig. 5.7, a evolucao da drbita de periodo 2 (triangulos
vermelhos), obtida no ponto A;, para o atrator quasiperiédico (ciclos cor violeta), gerado
para o ponto A,, evidéncia de uma bifurcacao do tipo Neimark-Sacker, a qual ocorre na
linha limitrofe no espaco de parametros entre a regiao de periodo 2 e a quasiperiddica.
O ponto Ajz, localizado em uma lingua de Arnold na Fig. 5.6, esta associado a orbita

de periodo 16 (circulos turquesa). Ao fundo, em preto, representamos o atrator cadtico
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gerado para o ponto Ay.

2

; | Caos

-3 0 2
X

Figura 5.7: Atratores para os pontos destacados na Fig. 5.6. Para o ponto A; tem-se a érbita de periodo
2 (tridngulos vermelhos), do ponto As resulta a trajetéria quasiperiédica (ciclos cor violeta), do ponto
Aj tem-se a 6rbita de periodo 16 (circulos turquesa) e no ponto A4 temos o atrator cadtico (preto, ao
fundo). Transiente de 10° iteracoes e adotados zo = 0,1123 e yo = 0, 17 como condicdes iniciais.

A Fig. 5.8 é uma ampliacao da caixa € destacada na Fig. 5.3. Nela observamos,
assim como nas duas caixas ampliadas anteriormente, uma larga faixa cinza, de comporta-
mento quasiperiddico, de onde emergem linguas de Arnold. Os ntimeros sobre as estrutu-
ras periddicas indicam os respectivos periodos, referindo-se a parcela imersa na regiao qua-
siperiodica. Notamos que os periodos estao simetricamente distribuidos e que, a partir das
linguas de periodo 14 e avangando aos dois extremos, ha uma regra de formagcao por adigao
com razao 4, fato relacionado a ocorréncia dos pontos de acumulacao nas proximidades
da regiao de periodo 4 (magenta). Outra regra de formacao presente se da conforme uma
arvore de Farey [24], onde os periodos das estruturas internas sao a soma dos periodos das
duas estruturas adjacentes. Ao longo da curvas:b—1,73a ' —1,5(a—1,73)>+0,15=0
geramos o diagrama de bifurcagoes e determinamos o valor do maior expoente de Lyapu-
nov, comparados na Fig. 5.10. Para o ponto destacado C'(1,781;0,881) determinamos as
bacias de atracao, conforme Fig. 5.9. Nessa identificamos multiestabilidade entre 6rbitas
de trés periodos diferentes (2, 4 e 6), identificados por meio dos ntimeros circulados dis-

postos sobre a imagem.
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Figura 5.8: Ampliacao da caixa € na Fig. 5.3. Os periodos foram contados até 64 e estdo representa-
dos em cores, conforme a legenda. Caos e quasiperiodicidade (Quasi) foram identificados por meio do
maior expoente de Lyapunov. Os nimeros sobre a imagem indicam os periodos da parte das linguas
mergulhada na regiao quasiperiddica e estao dispostos conforme uma arvore de Farey. O ponto destacado
C(1,781;0,881) estd em uma regido multiestdvel, vide Fig. 5.9. Ao longo da curva s geramos o diagrama
de bifurcagoes e calculamos o maior expoente de Lyapunov, vide Fig. 5.10. Grade de 1000 x 1000 pontos
equidistantes, sendo os intervalos 1,65 < a < 2,00 e 0,75 < b < 0,91. Acurédcia de 10~7 e transiente de
10° iteracdes. Adotados zg = 0,1123 e yo = 0,17 como condicdes iniciais para cada ponto.

3—3 0 3

Figura 5.9: Bacias de atragao para o ponto C(1,781;0,881) na Fig. 5.8. Os periodos sao indicados pelos
numeros destacados. Em vermelho a bacia da érbita de periodo 2, em magenta a da dérbita de periodo 4
e em branco a bacia da érbita de periodo 6. Acurdcia de 10~7 e transiente de 10° iteracdes.
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A comparacao entre o diagrama de bifurcagoes, Fig. 5.10 superior, e o grafico do
maior expoente de Lyapunov, Fig. 5.10 inferior, ambos gerados sobre a curva s indicada
em preto na Fig. 5.8 e com o parametro a no eixo das abscissas, permite a identificacao
de algumas janelas periddicas, as mesmas ja apontadas na Fig. 5.8, identificadas no di-
agrama de bifurcagdes com os nimeros dos respectivos periodos. Ao longo da curva s,
para a maioria dos valores do parametro a no intervalo 1,65 < a < 2,00, observamos
o maior expoente de Lyapunov mantendo-se nulo, fenomeno caracteristico do comporta-
mento quasiperidodico. As pequenas janelas de comportamento regular imersas na faixa
quasiperiédica estao se devem as pequenas linguas de Arnold na Fig. 5.8 sobre as quais

passa a curva s.
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Figura 5.10: Comparagao entre o diagrama de bifurcagdes (superior) e o grafico do maior expoente de
Lyapunov (inferior). Ambos gerados sobre a curva s : b — 1,73 a=* — 1,5(a — 1,73)%2 + 0,15 = 0 em
preto na Fig. 5.8. Dividido o eixo das abscissas em 1000 segmentos de mesmo comprimento no intervalo
1,65 < a < 2,00. Adotados xg = 0,1123 e yy = 0, 17 como condigoes iniciais para cada passo sobre o eixo
a. Na figura superior, os niimeros correspondem aos periodos nas respectivas janelas. Na figura inferior,
a linha vermelha tracejada indica A = 0.

Na Fig. 5.11 ampliamos a caixa 0 na Fig. 5.3. Assim como nas amplia¢oes preceden-
tes, observamos linguas de Arnold e uma faixa quasiperiédica. Também ha uma rota para
o caos por dobramento de periodo, sendo na regiao circular de fora, periodo 4 (magenta),
para dentro, periodo 8 (alaranjado) e seguindo. Destacamos o ponto D(2,289;0,619) na
sobreposi¢ao de uma estrutura de periodo 10 (amarelo), originada por dobramento de
periodo de uma regiao de periodo 5 (bordd), com uma lingua de periodo 8. Na Fig. 5.12

representamos as bacias de atracao para o respectivo ponto.
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Figura 5.11: Ampliacdo da caixa ¢ na Fig. 5.3. Os periodos foram contados até 64 e estdo represen-
tados em cores, conforme a legenda. Caos e quasiperiodicidade (Quasi) foram identificados por meio
do maior expoente de Lyapunov. O ponto destacado D(2,289;0,619) estd em uma regido multiestével,
vide Fig. 5.12. Grade de 1000 x 1000 pontos equidistantes, sendo os intervalos 2,15 < a < 2,45 e
0,53 < b < 0,75. Acuricia de 1077 e transiente de 10° iteracdes. Adotados zo = 0,1123 e yo = 0,17
como condicoes iniciais para cada ponto.
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Figura 5.12: Bacias de atragdo para o ponto D(2,289;0,619) na Fig. 5.11. Os perfodos sao indicados
pelos numeros destacados. Em branco a bacia da orbita de periodo 4, em alaranjado a da érbita de
periodo 8 e em amarelo a bacia da érbita de perfodo 10. Acurdcia de 10~7 e transiente de 10° iteracdes.
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Curiosamente, na Fig. 5.12 predomina uma bacia de atracao para érbita de periodo
4, mas as estruturas visivelmente sobrepostas na Fig. 5.11 sao de periodos 8 e 10, ambos
com as respectivas bacias de atracao representadas na Fig. 5.12. O ponto esta visivelmente
proximo de uma regiao de periodo 5, porém nao ha uma bacia de atracao para este na
regiao do espaco de fases —3 < z,y < 3. Vale lembrar que mantivemos, durante a
determinacao das bacias de atracdo, a mesma precisao de 10~7 adotada para gerar os

espagos de parametros.

Por fim, na Fig. 5.13 ampliamos a caixa ¢ destacada na Fig. 5.2. A rota de
dobramento de periodo margeia a sequéncia de estruturas peridédicas imersas na regiao
cadtica. Os nimeros indicam os periodos em cada regiao, mas nao determinamos a regra
de formagao dos mesmos. Além de camardes, também observamos outro tipo de estrutura
periddica, a qual nao dé continuidade para formar uma espiral, embora a imagem possa

lembrar uma espiral de camaroes. Esse tipo de estrutura estd relatada na Ref. [37].
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Figura 5.13: Ampliacdo da caixa € na Fig. 5.2. Os periodos foram contados até 64 e estdo representados
em cores, conforme a legenda. Caos e quasiperiodicidade (Quasi) foram identificados por meio do maior
expoente de Lyapunov. Destaque para as estruturas periddicas (turquesa) imersas na regido cadtica
margeada por uma rota de dobramento de periodo. Os nimeros indicam periodos. Grade de 1000 x 1000
pontos equidistantes, sendo os intervalos 1,57 < a < 1,82 e —1,57 < b < —0,86. Acuracia de 1077 e
transiente de 10° iteracdes. Adotados z¢ = 0,1123 e yy = 0, 17 como condicdes iniciais para cada ponto.
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Neste capitulo tratamos do mapa seno em duas dimensoes, exploramos as riqueza
e complexidade dinamicas do mesmo. Destacamos a presenca de multiestabilidade e
quasiperiodicidade, caracteristicas evidenciadas por meio de representacoes graficas de
bacias de atracao e espagos de parametros, respectivamente. As regras de formagao de
periodos encontradas, em arvores de Farey e formacao por adi¢ao, corroboram estudos ja
conhecidos na literatura. Também corroboramos os resultados analiticos apresentados no
capitulo 3, isso quanto a existéncia de uma regiao minima correspondente a ocorréncia de

pontos fixos atrativos, bem como a ocorréncia de bifurcacoes do tipo Neimark-Sacker.



Capitulo 6

Mapa de Hénon aproximado por

uma soma finita de senos

Neste capitulo fazemos uma comparacao entre os espacos de parametros para o
mapa de Hénon, dado conforme a Ref. [25], e uma aproximagao em soma finita de senos
para o mesmo, de acordo com a Secao 3.7. Evidenciamos as distorcoes, no plano de
parametros gerado para o mapa aproximado, das estruturas periddicas caracteristicas do
mapa de Hénon. Sendo a soma finita de senos limitada nos reais, o sistema obtido nao

apresenta divergéncia. Sendo o mapa de Hénon

2
Tpy1 = a+ by, — x,,,

Yn+1 = T, (61)

o mapa seno bidimensional (6.2) representa o truncamento em m’ = m — 1 das séries
de Fourier para cada termo do sistema acima. Os parametros ok, Bijr € Vijx do mapa
a seguir foram definidos de forma a manter identificiveis os parametros a e b do mapa
original. Assim, os espacos de parametros de ambos podem ser comparados nos mesmos

intervalos. Temos

2 m
n+1 Z Z aijrsen (Bt + vie), (6.2)

7j=1 k=1
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com os parametros seguindo a forma prescrita no capitulo 3, dados como segue:

(_1)k -1 k+1
Q11 = —477 Qo) = Qo1 = QbT’ Qo) = 0; k 7£ m,
-
Q11m = (CL + ?) , Q2 = Qo1 = Qg = 0,

Bk = Brok = Pork =k, Poor =0, k 7’£ m,
ﬁllm = ﬁ12m = B21m = 522771 = 07

™

Nk = 55 N2k = Yark = Yo2k = 0. (6.3)

Fizemos m = 11 na equagao (6.2), o que resulta na soma de uma constante e
10 senos para cada variavel dinamica do mapa aproximado. Realizamos a investigagao
numérica nos intervalos dos parametros 0,0 < a < 1,7 e 0 < b < 0,5, a mesma regiao
estudada na Ref. [25]. Para gerar as Fig. 6.1(a) e (b), utilizamos uma grade de 1500 x 1500
pontos equidistantes e identificamos os periodos, contados até 10, com acurécia de 1077
e transiente de 5 x 10* iteracoes. Para os pontos ndo correspondentes as drbitas de
periodos menores do que ou iguais a 10, calculamos o maior expoente de Lyapunov,
assim os caracterizamos como periddicos ou caodticos. Para o mapa 6.1 hd uma regiao
de divergencia, a qual foi identificada em cinza. As regides periddicas imersas em caos
observadas na Fig. 6.1(a), gerada para o mapa de Hénon (6.1), sdo ampliadas e distorcidas

na Fig. 6.1(b), gerada para o mapa (6.2) com m = 11.

A grande faixa de divergéncia na Fig. 6.1(a) da lugar a uma regido cadtica na
Fig. 6.1(b), permeada pelas continuagoes das grandes estruturas periddicas e vestigios de
periodos diversos. A rota para o caos por dobramento de periodo, que ocorre no canto

inferior esquerdo na Fig. 6.1(a), ¢ mantida com poucas distor¢oes na Fig. 6.1(b).

Chamamos a atengao para a estrutura de periodo 5 (bord6) préximo ao centro
de ambas as figuras. Essa sofre pequenas distor¢oes no mapa aproximado, mas mantém
a sua forma bésica. J& a estrutura de periodo 6 (verde claro) que margeia a faixa de
divergéncia na primeira figura sofre grandes distor¢oes na segunda figura, alongando-se
e a ela sendo adicionadas “antenas”. Outra grande diferenca consiste na larga faixa de
periodo 6 presente na Fig. 6.1(b), a qual se origina do alongamento de uma antena do

mesmo periodo vista na Fig. 6.1(a).
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Figura 6.1: Espacos de parametros a x b gerados com grade de 1500 x 1500 pontos equidistantes, sendo os
intervalos 0,0 < a < 1,7e 0 < b < 0,5. Acuracia de 1077 e transiente de 5 x 10*. Adotadas as condicdes
iniciais zo = 0,03 e yo = 0,001. As cores representam os comportamentos dindmicos, conforme legenda.
(a) Figura gerada a partir do mapa de Hénon (6.1). Observa-se uma larga faixa de divergéncia (cinza)
e estruturas periédicas imersas na regido caética. (b) Figura gerada a partir o mapa aproximado (6.2)
com m = 11. A regiao de divergéncia é suprimida e as estruturas periédicas presentes no mapa original
sao distorcidas.
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Como evidenciado, o mapa seno n-dimensional pode ser empregado para aproxi-
mar o mapa de Hénon, mantendo muitas caracteristicas dinamicas do mapa polinomial e
eliminando a divergéncia. Tal aproximacao pode ser de interesse pratico em aplicagoes na

eletronica, ja que se passa a trabalhar com um sistema onde as varidveis sao limitadas.



Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho propusemos uma forma geral para mapas de senos n-dimensionais
com argumentos lineares nas variaveis dinamicas. Investigamos analiticamente a existéncia
de pontos de equilibrio estavel e determinamos uma regiao correspondente no espaco de
parametros, cujos limites sao dados em fun¢ao da dimensao do sistema. Estabelecemos,
por meio de aproximacoes e manipulacoes algébricas, uma relacao com o mapa seno n-
dimensional e o modelo de Kuramoto. Também o fizemos para o sine circle map. Um
importante resultado advém da interpretacao do mapa de soma de senos como uma série
de Fourier truncada, por meio da qual aproximamos o mapa de Hénon. Estudamos os
mapas seno unidimensional e seno bidimensional. Em ambos corroboramos os resulta-
dos obtidos para o mapa na forma geral. Por meio de recursos numéricos, como espagos
de parametros e bacias de atracao, evidenciamos o carater multiestavel do mapa seno em
duas dimensoes. Outro resultado a destacar, é a ocorréncia de quasiperiodicidade no mapa
bidimensional, para o qual representamos atratores e pudemos constatar a bifurcagao de
uma Orbita de periodo 2 para dois ciclos, bifurcacao do tipo Neimark-Sacker. Também
identificamos a ocorréncia de linguas de Arnold em regra de formacgao de periodos con-
forme uma &rvore de Farey. Também destacamos uma espiral de camarodes (shrimp) no
espaco de parametros gerado para o mapa seno bidimensional, estrutura normalmente

encontrada em sistemas a tempo continuo.

A aproximagao feita para o mapa de Hénon se mostrou promissora, as estruturas
existentes no mapa original sofrem deformagdes mas continuam a existir no mapa apro-
ximado. Uma vantagem da forma em senos para mapas polinomiais, é a supressao da

divergéncia. No caso estudado, a regiao de divergéncia presente no espaco de parametros
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do mapa de Hénon foi substituida por uma regiao cadtica permeada por vestigios de
estruturas periddicas diversas.

A versatilidade do mapa seno n-dimensional, quanto a possibilidade de aproximar
outros sistemas, e a riqueza de estruturas periddicas e comportamentos dinamicos identi-
ficada ao longo desta dissertacao deixa como perspectiva de estudo a aplicacao do mapa
aqui proposto, dadas as formas de aproximacao e identidades trigonométricas apresenta-
das nos capitulos precedentes, a outro sistemas dinamicos, sejam eles nao trigonométricos,
a serem aproximados por séries de Fourier truncadas, ou trigonométricos, a terem suas
equacoes devidamente manipuladas a fim de serem reescritas na forma de um mapa seno

n-dimensional.
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Apeéendice A

Trés identidades trigonométricas

A.1 Produto de um par de senos

No que segue demonstraremos a identidade

2 sen(py)sen(py) = sen (p1 + po — g) + sen <p1 —po+ %) ) (A.1)

Aplicando a identidade conhecida sen(a + b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b) no se-

gundo membro da equacao acima, de forma que p; e ps se mantenham reunidos, resulta

2 sen(pi)sen(pz) = —cos (p1 + p2) + cos (p1 — p2) (A.2)

Recorrendo a identidade cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) e aplicando as proprie-

dades de paridade das fungoes seno e cosseno, temos

2 sen(py)sen(py) = —cos(pr)cos(pa) + sen(py)sen(ps)
+ cos(py )cos(p2) + sen(py )sen(pa), (A.3)

2 sen(py)sen(py) = 2sen(py)sen(ps). (A4)

Como se tratava de demonstrar.
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A.2 Produto de [ senos

Provaremos por indugao matematica a validade da identidade

9l—1

ﬁsen(pj) o1 Zsen <p1 + Z U (isl5) < pj— g)) : (A.5)

Iniciamos pelo entendimento da funcao U(i,l, ). Esta retorna o j-ésimo digito
mais significativo da representacdo bindria de (i — 1) com [ casas decimais. Para que a
mesma faca sentido, i deve ser um nimero inteiro positivo no intervalo 1 < i < 2=!, bem
como j, também inteiro, deve estar no intervalo 1 < j <. Como exemplos U(2,2,2) =1,

U(3,3,2) =0e U(7,3,3) = 0.

A Eq. (A.5) se verifica para | = 2, caso em que retorna a Eq. (A.1). Supondo que

seja valida para algum [ = L e multiplicando ambos os membros por sen(p1), obtemos

1;[1 sen(p;) = 2L1 1 Z sen (p1 + Z v ( pj — g)) sen(pr+1)- (A.6)

Aplicando a identidade (A.1) ao i-ésimo termo da soma em i do segundo membro,

T
sen (pl + Z UG.Ly) <pj - 5)) sen(pr41) =
L+1 L+1 -
_ _Sen <p1 " Z 1)U i-LL4L) (p _ §>>+ sen <p1 n Z U(2i,L+1,5) <pj _ 5))

Substituindo a relacao acima na Eq. (A.6) e compactando a soma, resulta

(L+1)-
L+1 1 2(L+1)—1 L+1 U(Z L) -
H sen(p;) ST Z sen | p1 + Z (pj — 5) . (A.7)

Assim, se a Eq. (A.5) se verifica para algum [ = L, entao também ¢é valida para [ = L+ 1.

Concluimos que a referida identidade é verdadeira para 1 < [.
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A.3 Poténcias inteiras positivas de senos

Provaremos por indugao matematica a identidade trigonométrica

I
[—1
I _ ol
sen'(bx +¢) =2 kgl (k B 1) sen(Bgz + Ck), (A.8)

com [ inteiro positivo e as constantes do segundo membro dadas por

By=b(l—2k+2), (A.9)
cazcu—ak+2y—a—2k+ng. (A.10)

Para [ = 1 a igualdade é imediatamente verificada. Supondo que a mesma seja
vélida para algum [ = L e multiplicando ambos os membros da equagao por sen(bzx + c¢),

temos

L
L—1
st 300 =203 (E B st 0 (4

k=1

Aplicando a identidade (A.1) ao k-ésimo termo da soma no segundo membro da

equacao acima, obtemos

L—-1

kE—1

L—-1 1
(k B 1)Sen(ka + Cy) sen(bx + ¢) = 5(

) [sen(Byjz + Cy,) + sen(Byx + C})],

com as constantes linhadas definidas

B, =b[(L+1)—2k+2], (A.12)
Bl=b[(L+1)—2(k+1)+2], (A.13)
c,;:c[(L+1)—2k+2]—[(L+1)—2k;+1]g, (A.14)
Cl=c[(L+1)—2(k+1)+2] — [(L+1) —2(k + 1) + 1] g (A.15)

Substituindo a equagao obtida no somatério e somando os termos com 0s mesmos argu-

mentos, resulta

L+1

) L+1)—1
L+1 o1—(L+1) (

sen”"(bx + ¢) = E k1

k=1

)Sen(Bk:U + C),
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sendo as constantes dadas como na forma inicial

By =b[(L+1)—2k+2], (A.16)

Ck:C[(L+1)—2k+2]—[([/+1)—2k+1]2

(A.17)

Assim, se a Eq. (A.8) é verificada para algum | = L, entdao também o serd para [ =
L + 1. Concluimos, ja que a mesma é valida para [ = 1, que se trata de uma identidade

trigonométrica, com [ inteiro positivo, como se tratava de demonstrar.
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