Um dos sistemas dindmicos amplamente investigados é o circuito RLC cadtico
de Chua, projetado em 1983. Neste trabalho investigamos as implicacdes de um
forcamento periddico e assimétrico (trigonométrico) na dinamica deste circuito.
Para tal, através das leis de Kirchhoff encontramos as equag¢des diferenciais
ordindrias autébnomas de primeira ordem que regem a dindmica do sistema, e
aplicamos algumas transformac¢des para torna-las adimensionais, a fim de
realizar um tratamento numérico adequado. Para encontrar os pontos de
equilibrio do sistema, expandimos em série de Taylor o forgamento
trigonométrico e, para facilitar o estudo analitico, usamos apenas o primeiro
termo da expansdo, tornando o forcamento linear. Realizamos um estudo
analitico sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio usando o critério de
Routh-Hurwitz para o forcamento linear, com isso mostramos que certos
pontos de equilibrio sempre serdo instaveis, e para outros, encontramos
algumas regides de interesse onde sua estabilidade muda dependendo dos
valores dos parametros. Realizamos um estudo numérico a fim de
compararmos os forgamentos trigonométrico e linear, usamos as seguintes
ferramentas: (/) Maior expoente de Lyapunov no plano de parametros, para
caracterizar regides periddicas e caodticas; (ii) Os diagramas de isospikes, que
medem o numero de maximos locais em um periodo das oérbitas e (iii) a
representacdo dos atratores, a fim de evidenciar os tipos de comportamentos
presentes no sistema. Para obtermos os planos de parametros, fixamos alguns
valores de um determinado parametro e variamos o outro, para determinar
gue mudancas acontecem na dinamica do sistema quando aumentamos o valor
de um desses em ambos os forgamentos. Os resultados mostram que o
forcamento trigonométrico suprime as estruturas periédicas no dominio
cadtico, enquanto que o forcamento linear gera um deslocamento dos
dominios regulares e cadticos. Mostramos que estas mudancgas ocorrem devido
a influéncia dos forgamentos na nao-linearidade do sistema. Estes resultados
também indicam que a aproximacdo linear para o forcamento é valida para
alguns valores dos parametros K e A.
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“E preciso ter um caos dentro de si para dar a luz a uma estrela cintilante.”
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Resumo

Neste trabalho investigamos as implicagoes de um forgamento periédico e assimétrico (trigo-
nométrico) na dinamica do circuito de Chua. Para tal, através das leis de Kirchhoff encontramos
as equagoes diferenciais ordindrias autonomas de primeira ordem que regem a dinamica do sis-
tema, e aplicamos algumas transformacoes para torna-las adimensionais, a fim de realizar um
tratamento numérico. Para encontrar os pontos de equilibrio do sistema, expandimos em série
de Taylor o forcamento trigonométrico e, para facilitar o estudo analitico, usamos apenas o pri-
meiro termo da expansao, tornando o forcamento linear. Realizamos um estudo analitico sobre
a estabilidade dos pontos de equilibrio usando o critério de Routh-Hurwitz para o for¢amento
linear, com isso mostramos que certos pontos de equilibrio sempre serao instaveis, e para ou-
tros, encontramos algumas regioes de interesse onde sua estabilidade muda dependendo dos
valores dos parametros. Com isso, a fim de compararmos os forcamentos trigonométrico e
linear, usamos as seguintes ferramentas numéricas: (i) Maior expoente de Lyapunov no plano
de parametros, para caracterizar regioes periddicas e cadticas; (i#7) Os diagramas de isospikes,
que medem o nimero de méximos locais em um periodo das érbitas e (4ii) a representagao
dos atratores, a fim de evidenciar os tipos de comportamentos presentes no sistema. Para
obtermos os planos de parametros, fixamos alguns valores de um determinado parametro (K)
e variamos o outro (A), a fim de determinar que mudangas ocorriam na dinamica do sistema
quando aumentamos o valor de um determinado parametro dos forcamentos trigonométrico e
linear. Os resultados numéricos mostram que, para valores de K < 1 x 1072 s6 existe uma
mudanca significativa entre os forcamentos quando A = 1 x 107!, onde para o forcamento tri-
gonométrico as estruturas periodicas no dominio cadtico comegam a ser suprimidas, enquanto
que para o forcamento linear gera um deslocamento dos dominios regulares e cadticos. Para
K =1x10"1'e A > 0, notamos uma grande diferenca na dinamica do sistema quando compa-
ramos os for¢amentos. O forcamento trigonométrico faz com que a regiao periédica invada a
regiao de regime cadtico, suprimindo as estruturas periédicas no mesmo. Ja para a aproximagao
linear, as estruturas periddicas sao preservadas e o plano de parametros se desloca conforme
aumentamos A. Estes resultados indicam que a aproximacao linear para o forcamento é valida
para valores de K < 1x1072e A <1x 1072 e que o forcamento trigonométrico é um bom
supressor de estruturas periédicas para valores de K >1x 1072 e A>1x 1071,

Palavras chaves: Circuito de Chua. Plano de Parametros. Expoentes de Lyapunov.
Diagramas de Isospikes. Critério de Routh-Hurwitz. Supressao de Estruturas
Periodicas






Abstract

We investigate the implications of a periodic and asymmetric (trigonometric) perturbation in
the dynamics of the Chua circuit. For this purpose, we use the Kirchhoff’s laws to find the
set of autonomous first-order differential equations that govern the dynamics of the system.
In order to perform an appropriated numerical investigation we obtain a dimensionless form
for the differential equations. In addition, to find the equilibrium points of the system, we
expand in Taylor series the trigonometric forcing and, by using only the first term of the
expansion, making the linear forcing, our calculation becomes simpler. An extensive analytical
study on the stability of the equilibrium points using the Routh-Hurwitz criterion for linear
forcing was performed: Thereby we show that some equilibrium points are always unstable,
and for others we find some particular regions where their stability changes depending of
parameter combinations. Thus, in order to compare the trigonometric and linear perturbations,
we use the following numerical tools: (i) The parameter plans of largest Lyapunov exponent,
to characterize periodic and chaotic regions; (ii) The isospike diagrams, used to determine the
number of the local maxima in a period of orbits; (iii) The plot of the attractors, to highlight
the different behaviors presented in the system. To investigate the effect on the dynamics
due the periodic and assimetric perturbation throuth of two-dimensional parameter plans, we
choice some values of the forcing strengh (K) and varied the assymmetry controled by (A).
Trigonometric forcing supress stable periodic structures in parameter plans and with the linear
one is only possible to move the stable periodic structures. On the other hand, our numerical
results show a huge difference between the two types of perturbation for K = 1 x 107! and
A > 0. For the trigonometric perturbation the periodic domains increase and consequently
the chaotic ones decrease. In addition, there is a supression of stable periodic structures while
for the linear perturbation only move the parameter plane’s domains as A is increased. Based
on these results we conclude that the linear approximation is only valid to K < 1 x 1072
and A <1 x 1072 and the trigonometric perturbation is a great suppressor of stable periodic
structures in Parameter space for K > 1 x 1072 and A > 1 x 1071,

Key words: Chua’s Circuit. Parameter Plans. Lyapunov Exponents. Isospike Dia-
grams. Routh-Hurwitz Criterion. Periodic Structures Suppression.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O procedimento de modelar sistemas reais utilizando conjuntos de equagoes diferenciais tem
aplicagoes em diversas areas de pesquisa como Fisica, Quimica, Biologia, Economia e outras
mais. Até mesmo um sistema cuja solucao é demasiadamente complexa pode ser modelada
por simples equagcoes que permitem um estudo qualitativo do sistema. Varios modelos foram
estudados em detalhes, mas ainda continuam sendo investigados e modificados levando, assim,

a novas descobertas e a criagao de novos conhecimentos [1 - 14].

Um modelo de determinado sistema dinamico consiste na formulacao matematica do aspecto
cientifico de um processo deterministico. Os estados futuros de muitos sistemas fisicos podem
ser previstos através dos estados passados (condigoes iniciais) e das leis que regem sua evolugao
(equagoes). Se estas leis sdo imutdveis no tempo, o comportamento da dinamica do sistema é
inteiramente definido pelo seu estado inicial [15]. Os sistemas dinamicos podem ser classificados
de duas formas, de acordo com a sua evolugao temporal: (i) o tempo pode variar continuamente
(fluxo); (i) ou assumir valores discretos inteiros (mapas). Neste trabalho, trataremos de
sistemas dinamicos continuos, cujas implicacoes estao evidenciadas no Cap. 2.

Segundo o filésofo G. Santayna (1863-1952), caos é o nome dado a qualquer ordem que
produza confusdo em nossas mentes. E, de acordo com o psiquiatra C. G. Jung (1875-1961),
em toda a desordem ha uma ordem secreta. Esses pensamentos sobre a natureza humana foram
formulados depois do trabalho tedérico sobre dinamica cadtica, realizado pelo matematico J. H.
Poincaré (1854-1912), mas antes da simula¢do numérica feita pelo matemético E. N. Lorenz
(1917-2008) e sugerem que uma evolugao temporal sem um padrao (aperiddico) pode decorrer
da ordem de um sistema governado por regras claras e precisas. De fato, caos é um dos
comportamentos dinamicos que podem ser gerados por equagoes deterministicas [16]. Todo
sistema dinamico que descreve um sistema fisico real depende de parametros. Sao chamados

de parametros de controle, tal que um sistema pode ser entendido como uma funcao desses
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parametros. Com isso, alterando o valor destes, podemos modificar o comportamento da
dinamica do sistema. Para a existéncia de comportamentos cadticos em sistemas dinamicos
continuos, o mesmo deve conter no minimo trés equagoes diferenciais ordinarias autonomas de
primeira ordem no tempo linearmente independentes e possuir, no minimo, uma nao-linearidade
em uma de suas equagoes [16]. Além disso, o sistema deve apresentar alta sensibilidade nas
condicoes iniciais, isto é, condigoes iniciais infinitesimalmente proximas podem gerar dinamicas
diferentes ao evoluir temporalmente o sistema.

Um dos sistemas a tempo continuo mais estudados nas ultimas décadas é o circuito de
Chua [17 - 22], proposto originalmente por L. O. Chua em 1983 a fim de evidenciar a existéncia
experimental do comportamento cadtico gerado pelo sistema de conveccao proposto por Lorenz
em 1962. O circuito eletronico é composto por trés elementos de armazenamento de energia:
dois capacitores (C7 e Cy) e um indutor L com uma resisténcia interna r; e um resistor R
com um valor previamente definido. A nao-linearidade do circuito esta presente no dispositivo
chamado diodo de Chua, como representado na Fig. 1.1. As varidveis x, y e z do sistema
sao as diferencas de potencial nos capacitores C'} e Cs e a corrente que passa pelo indutor
L respectivamente, a corrente iy ¢ uma funcao linear por partes baseada nas caracteristicas
elétricas do diodo de Chua, muito usada em trabalhos cientificos devido a sua forma linear e a
facilidade experimental [3, 4, 5, 9, 12, 13, 14, 21, 22]. O tratamento matemético deste circuito

via leis de Kirchhoff foi realizado e esta evidenciado no Cap. 3.
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Figura 1.1: Representacao esquematica do circuito RLC' cadtico de Chua, formado por trés
malhas (1, 2 e 3) e dois nds (A e B), contendo um resistor R, dois capacitores C;, Cy € um
indutor L com uma resisténcia interna 7. As varidveis x e y correspondem as tensoes nos
capacitores C e (5 respectivamente e a variavel z a corrente que atravessa o indutor.
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Neste trabalho propomos uma realimentagao trigonométrica, periédica e assimétrica F'(X),

representada pela equagao

F(X) = K [sin(B,X) + Acos(2B,X)], (1.1)

que descreve o funcionamento de um dispositivo colocado em série com o indutor, com o
intuito de caracterizar analiticamente e numericamente o efeito deste forcamento na dinamica
do circuito de Chua, sendo a variavel X proporcional a diferenca de potencial no capacitor 7,
B, um parametros relacionado ao diodo de Chua, K e A as amplitudes do forcamento. Para

tal, expandimos a fungao F'(X) em série de Taylor, dada por

P =3 [(—4)JKAX i (=1)[B,K X (B,X)%] 12)

o BCT 1) R (T} |

e para facilitar o estudo analitico do circuito de Chua forcado, usamos apenas o primeiro termo

da expansao, tornando a fungao F'(X) linear, conforme a equagao,

F(X)=K(A+ B,X). (1.3)

Com a aproximagao linear, calculamos analiticamente os pontos de equilibrio e analisamos
sua estabilidade utilizando o critério de Routh-Hurwitz a fim de investigar o sinal dos coefi-
cientes das equagoes caracteristicas [23]. Deste modo, encontramos as regides (no espago de
parametros) onde os pontos de equilibrio sao estaveis e instaveis. Investigamos numericamente
a influéncia dos forcamentos trigonométrico e linear na dinamica do sistema e, depois compara-
mos os resultados a fim de evidenciar suas diferencas para diferentes valores das amplitudes K
(parte periddica) e A (parte assimétrica) dos mesmos. Para isto, usamos o plano de parametros
(v X 7y) para o maior expoente de Lyapunov e os diagramas de isospikes, que indicam o actiimulo
de maximos locais contidos em cada ponto do plano de parametros. De forma geral, os resul-
tados mostram que: (7) para valores de K <1 x 1072 e A <1 x 1072 nao hd uma mudanga
significativa entre o forcamento trigonométrico e a aproximacao linear aplicados ao sistema.
Os dominios regulares e cadticos sofrem pequenos deslocamentos, diferentes em cada caso, mas
preservando suas estruturas periédicas e as regides cujo comportamento é caético; (i) para
valores de K > 1 x 107! e A > 0 existem diferencas entre os espacos de parametros para o
forcamento trigonométrico e linear, certamente devido ao fato de a aproximagao ser linear e nao
possuir parte assimétrica, diferentemente do caso geral. Especificamente, para o forcamento

trigonométrico, quando K = 1 x 107! e variamos (aumentamos) o valor de A, ocorre su-
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pressao das regioes periddicas imersas no regime caético por causa da influéncia do forgamento
na nao-linearidade do sistema. Para a aproximagao linear, usando os mesmos valores de K
e A, mesmo com um comportamento totalmente diferente do trigonométrico, as estruturas
periddicas sao preservadas ocorrendo um deslocamento dos dominios regulares e cadtico de-
vido ao fato do forcamento linear alterar a inclinacao da nao-linearidade. Nos diagramas de
1s0spikes mostramos que os periodos das estruturas imersas no dominio cadtico nao sofrem
alteragao quando aplicamos ambos os forcamentos, resultado confirmado com a representacao
dos atratores. Encontramos uma rota para o caos via dobramento de periodo na regiao onde
o atrator é periddico, partindo do periodo 1, passando para periodo 2, periodo 4 até chegar no
dominio cadtico. Estes resultados indicam que a aproximacao linear para o forcamento F'(X) é
valido para valores de K <1x1072e A <1x 1072, Porém, estes resultados também mostram
que ambos os forcamentos servem para deslocar os regimes periddico e cadtico do sistema e que
a parte assimétrica do forcamento trigonométrico ¢ um bom supressor de estruturas periddicas
imersas em dominios cadticos.

Esta dissertacao é constituida de cinco Capitulos e um Apéndice. O Capitulo 2 aborda, de
forma sucinta, os conceitos e definigoes utilizados no estudo de sistemas dinamicos continuos,
assim como os atratores, expoentes de Lyapunov, diagramas de isospikes e de bifurcagoes. No
Capitulo 3 apresentamos o circuito de Chua e evidenciamos a proposta do forcamento, em
seguida deduzimos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias autonomas de primeira ordem.
Calculamos os pontos de equilibrio e realizamos a analise analitica de sua estabilidade para as
regioes limitadas utilizando o critério de Routh-Hurwitz. No Capitulo 4, apresentamos o estudo
numeérico via integracao das equagoes diferenciais ordinarias pelo método de Runge-Kutta de
quarta ordem, usando os planos de parametros para o maior expoente de Lyapunov, diagramas
de isospikes e atratores, evidenciamos as implicagoes do forgcamento trigonométrico e linear
na dinamica do sistema. O Capitulo 5 destina-se a listagem dos resultados, discussoes das
conclusoes e viabilizacao de projetos futuros, dando continuidade a pesquisa sobre o circuito
de Chua. As Referéncias Bibliograficas aparecem logo em seguida. O Apéndice A, refere-se ao
circuito de Chua original, contendo os calculos para os pontos de equilibrio e a analise analitica

da estabilidade destes pontos usando o critério de Routh-Hurwitz.



Capitulo 2

SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados por alguma interacao,
de modo que existam relacoes de causa e efeito nos fenomenos que ocorrem com os elementos
desse conjunto. Um sistema é dinamico quando algumas grandezas que caracterizam seus

objetos constituintes variam no tempo [16].

De forma simplificada, um sistema dinamico pode ser representado por um conjunto de
equagoes que mostram a sua evolucao conforme o tempo passa. O estado futuro de um sis-
tema fisico, quimico, bioldgico, economico e social pode ser previsto apenas conhecendo seu
estado atual e as leis que governam a sua evolucao. Se estas leis sao imutaveis no tempo, o
comportamento da dinamica do sistema é inteiramente definido pelo seu estado inicial. Assim,
o conjunto de todos os estados possiveis (espaco de estados) junto com as lei de evolucao do

estado no tempo formam um conjunto que define um sistema dinamico [15].

Existem dois tipos de sistemas dinamicos que sao classificados de acordo com a variacao
temporal. Os sistemas continuos, cujo tempo ¢ uma variavel continua (fluxos) e é representado
por um conjunto de equacoes diferenciais, e os sistemas discretos com a qual a variacao temporal
se da de forma discreta, ou seja, a variavel tempo assume valores inteiros. Esse tltimo tipo de
sistema é representado por um conjunto de equagoes de diferenca (mapas) [16]. Neste trabalho
o tempo assume valores continuos, com isso o foco deste capitulo relaciona aspectos tedricos

de sistemas dinamicos continuos.

2.1 Sistemas Dinamicos Continuos

A maneira mais comum de definir um sistema dinamico continuo é através de equagoes
diferenciais. Um sistema n-dimensional nao linear auténomo (ndo depende explicitamente do

tempo) pode ser escrito da seguinte forma
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dxr™
flt _jjl :Fl(xlaxza ,xn),

dr®
:flt = X2 FQ(x 7$27‘ 71:”)7 (2 1)
(n)

dg;t = Tn Fn(l'l,l‘Q, ’:L,n)’

que pode ser escrito na forma compacta, utilizando notagao vetorial

di =
— = Flz()], (2.2)

onde 7 é um vetor n-dimensional e F' uma funcao vetorial desta varidvel [24]. Este conjunto
de equacgoes representa um sistema dinamico pois, para um estado inicial #(0), a principio

podemos sempre resolver as Eq. (2.1) e obter o estado final Z(t) para qualquer ¢ > 0.

H4 dois caminhos para se solucionar um conjunto de equagoes diferenciais: (i) pode-se
tentar integra-lo analiticamente, determinando as solugoes em termos de formulas gerais e assim
obtém-se solucoes validas para quaisquer condigoes iniciais e qualquer conjunto de parametros
de controle, porém sé é possivel em casos especiais (sistemas integraveis). (i7) Resolvé-lo
numericamente, calculando valores para as varidveis Z(t), para determinados valores da varidvel
independente . Com o método (i), todo trabalho é realizado pelo computador e o conjunto
de sistemas de equacoes solucionaveis é infinitamente maior que o da técnica analitica, porém

as solugdes sao especificas para um conjunto de parametros e condigoes iniciais [16].

As vezes, o que deseja-se saber nao é a forma exata da solugao, mas sim, seu comportamento
qualitativo. Nesse caso, tenta-se descobrir que familias de solu¢oes podem ser associadas a de-
terminados valores dos parametros e/ou das condigoes iniciais do sistema dinamico em questao

[16).

2.2 Espaco de Fases e Atratores

O espaco de fases ou espaco de estados, é um espaco n-dimensional formado pelas variaveis

dinamicas do sistema, modelado por n equacoes diferenciais. Um estado é representado como
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um ponto com coordenadas x(t), za(t),...,x,(t) nesse espago. Com o passar do tempo, esse
ponto move-se de acordo com o sistema de equagoes (2.1) [16]. Como definimos a velocidade
instantanea sendo Cf% = F (Z,t) entdo, as funcoes F definem o campo vetorial ou campo de
velocidades, e as variaveis dependentes x,, sao chamadas de varidveis de estado. A dimensao
do espaco de fase equivale ao niimero de equacoes de primeira ordem necessarias para descrever
o sistema, sendo igual ao niimero de variaveis de estado. Por exemplo, para o circuito de Chua
(usaremos a abreviacdo cChua daqui por diante) composto por trés equagoes diferenciais de
primeira ordem, definido no Cap. 3 e no apéndice, a dimensao do espago de fase é igual a trés
[17 - 20].

Denomina-se retrato de fases o conjunto de curvas obtidas pela evolugao temporal do sistema

a partir de condicoOes iniciais nas quais a funcao F' é definida. Pode-se dizer que uma solugao

Z(t) para o sistema (2.1) corresponde a uma trajetéria no espago de fases percorrida com

dZ(t)

=, que coincide com o campo de velocidades F(Z,1).

velocidade

A Fig. 2.1 mostra um caminho hipotético seguido por um sistema com n = 3 quando ele
evolui no tempo. O espaco gerado pelas variaveis x, y e z é chamado de espaco de fases, sendo
7(0) o conjunto de condigbes iniciais e 7(¢) a solu¢ao apds evoluir temporalmente. O caminho
gerado pelo sistema nesse espaco ao passar do tempo é chamado de orbita ou trajetoria. Para

sistemas dinamicos continuos, essa trajetéria é chamada de fluxo [24].

X

Figura 2.1: Esbogo de uma trajetéria (fluxo) em um sistema dinamico continuo tridimensional.

Os sistemas dinamicos também podem ser classificados como conservativos ou dissipativos.
Se o fluxo preservar o volume do espaco de fases, o sistema é dito conservativo. Assim, os
pontos num dado volume movem-se, com o passar do tempo, de forma que, num instante
posterior o volume ocupado por esses pontos permanece inalterado. Num sistema dissipativo,

esse volume sofre uma contracdo conforme evolui temporalmente [16].
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Considere o sistema descrito pela Eq. (2.2). Tome uma superficie fechada arbitraria S(¢) de
volume V' (t) no espaco de fases. Os pontos na superficie de S e no seu interior sao as condigoes
iniciais das trajetérias. Fazendo o sistema evoluir num tempo infinitesimal dt, a superficie S(t)
evolui para uma nova superficie S(t+dt). Nesse intervalo de tempo infinitesimal, a evolugao de
um segmento infinitesimal de drea dS cria um volume (7 - F dt)dS, sendo 7i um vetor unitario
que aponta perpendicularmente para fora do volume V. Com isso, podemos relacionar o novo

volume da seguinte forma:

V(t+dt) =V (t) + / (7t - Fdt)dsS, (2.3)
S

que podemos rearranjar aplicando o teorema do divergente na integral:

V(t+dt)—V(t av - I
(t +dt) ():—:/ﬁ-FdS:/V-FdV. (2.4)
dt dt s v
Note que o sistema ¢é conservativo se % = 0, ou seja, quando o divergente do campo vetorial

F for nulo. Desta maneira, a integral na Eq. (2.4) ¢ nula independentemente do volume V

escolhido. Por outro lado, o sistema é dissipativo quando % < 0, isto é, V.F < 0. Uma
definicao importante na dinamica de sistemas dissipativos, é o conceito de atrator. Um atrator
¢ um conjunto invariante no espago de fases, para o qual 6rbitas proximas convergem depois de
um tempo suficientemente longo. Em sistemas autonomos continuos tridimensionais, pode-se

ter os seguintes tipos de atratores ilustrados na Fig. 2.2 [16]:

1. ponto de equilibrio, que corresponde a um ponto no espago de fases para o qual o com-
portamento do sistema converge e independe do tempo. Na Fig. 2.2(a) esta representado

o ponto de equilibrio do sistema de Rossler;

2. ciclo-limite ou atrator periédico, que exibe um comportamento periédico no tempo
(movimento regular), com amplitude e periodo determinados pela forma das equagoes
diferenciais e pelos valores dos parametros. A Fig. 2.2(b) mostra o ciclo-limite do sistema

de Rossler;

3. atrator quase-periddico, que descreve um comportamento quase-periédico com 2 frequéncias

fundamentais, que sugere um cenario no qual trajetérias nunca se fecham sobre si mesmas,

conforme representado pela Fig. 2.2(c), gerado por equagdes arbitrarias;
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4. atrator cadtico, que apresenta um comportamento aperiédico e uma dependéncia sensivel
as condigoes iniciais, que sera tratado na proxima secao. Um sistema dinamico dissipa-
tivo que apresenta esse tipo de atrator possui um comportamento cadtico. A Fig. 2.2(d)

mostra o atrator cadtico de Lorenz.
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Figura 2.2: Possiveis atratores em sistemas dinamicos continuos dissipativos tridimensionais.
As figuras (a) e (b) representam os atratores do sistema de Réssler com o = 0, ponto de
equilibrio e a = 0,25, ciclo-limite, respectivamente [24]. Na figura (c) esta representado um
atrator quase-periédico de um sistema arbitrario e na figura (d) o atrator cadtico do sistema
de Lorenz.

Para que em um sistema dinamico autonomo dissipativo e de tempo continuo apresente um
comportamento cadtico, é necessario que ele seja nao-linear e, no minimo, tridimensional, ou
seja, um conjunto com trés equacoes diferenciais. Para um sistema bidimensional, podemos
escrever as duas equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem como uma Unica equagao
diferencial de segunda ordem, com isso o sistema nao apresentaria um comportamento cadtico.
Nas préximas secoes identificamos as ferramentas usualmente utilizadas para caracterizar o

comportamento cadtico em sistemas dinamicos continuos.
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2.3 Caracterizacao da Dinamica Cadtica

Uma das principais caracteristicas de um atrator cuja a dinamica é cadtica, é a dependéncia
sensfvel as condigoes inicias. Considere duas condigoes inicias préximas, 71 (0) e Z2(0) = 71(0)+
A(0), sendo A(0) uma variagao infinitesimal nas condigoes iniciais, e imaginamos que elas

evoluem no tempo por um sistema continuo gerando érbitas 71 (t) e @2(t) como mostrada na

Fig. 2.3 [24].

%)

A(f)

%,(0)
0

A(0)
%,(0)

Figura 2.3: Orbitas esquematicas 7 (t) e Zo(t) geradas evoluindo temporalmente o sistema a
partir de duas condigoes iniciais proximas #1(0) e Z5(0).

No instante ¢ > 0, a separagao entre as duas orbitas é A(t) = Z5(t) — Z1(t). Se, em
média, o médulo da diferenca entre as dérbitas cresce exponencialmente com o tempo, ou seja,
se |A(t)| = |A(0)]eM com A > 0, dizemos que o sistema apresenta dependéncia sensivel as
condigbes iniciais, logo, apresenta comportamento caético [24]. Essa dependéncia sensivel nas
condigoes iniciais resulta das nao-linearidades presentes no sistema, as quais amplificam ex-
ponencialmente pequenas diferencas nas condigoes iniciais. Uma maneira de quantificar esse
afastamento de trajetérias e qualificar a caoticidade do sistema, é utilizando os expoentes de

Lyapunov.

2.3.1 Expoentes de Lyapunov

Aqui nés calculamos o espectro de Lyapunov, porém usamos apenas o maior deles para cada
ponto no espaco de parametros. Essa ferramenta provou ser o diagndstico dinamico mais 1til
para sistemas caoticos pois, qualquer sistema continuo apresentando pelo menos um expoente
de Lyapunov positivo é considerado cadtico, com a magnitude do expoente refletindo a escala de
tempo em que a dindmica do sistema torna-se imprevisivel [25]. Os expoentes de Lyapunov sao

as taxas exponenciais médias de afastamento ou aproximacao de trajetdrias préximas no espago
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de fases e sao obtidos fazendo a andlise do afastamento dessas trajetérias em cada direcao do
sistema, ou seja, para sistemas /N-dimensionais temos N expoentes de Lyapunov, um para cada
direcao. Seja um sistema n-dimensional, ou seja, n equacoes diferenciais ordinarias. Considere
uma hiperesfera de condigbes iniciais centrada num ponto Z(¢y) [24]. Ao passar do tempo, esse

volume se deforma conforme mostrado na Fig. 2.4.

Figura 2.4: Tlustracao da deformacao do volume de uma hiperesfera de condigoes iniciais ao
evoluir o tempo.

Suponha que, ao longo da j-ésima diregao (j = 1,2,...,n), o raio inicial d;(t) varie expo-
nencialmente no tempo, de forma que a relagao entre o raio inicial e o seu valor assumido num

instante t > ty, dado por d;(t), seja da forma

d;(t) = d;(to)e ), (2.5)
que pode ser reescrita como
1 ,
Aj= lim lim In 4;(1) : (2.6)
d;(to)—0t—00 (t — to) dj (to)

sendo os A; os expoentes de Lyapunov e o indice j representa a diregao em questao. Assim, os
expoentes de Lyapunov estao relacionados com a expansao ou contracao de diferentes diregoes
no espaco de fase. Uma vez que a orientacao muda continuamente a medida que o sistema
evolui, as direcoes associadas a um expoente variam de uma maneira complicada através do
atrator [25]. Nao se pode, portanto, falar de uma diregdo bem definida associada a um expoente.

Pode-se determinar o volume da hiperesfera num instante ¢ > ¢y, que deve ser proporcional

ao produto das distancias d;(t) que o caracterizam, isto é
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V(t) oc [ [ ds(t) = V(tg)e! o) o=y, (2.7)

sendo V' (ty) o volume no instante ¢y. Para um sistema conservativo, onde o volume do espago

de fases é conservado, ou seja, V(t) = V(ty), temos que

d N =0 (2.8)

Se o sistema ¢é dissipativo, o volume do espaco de fases sofre uma contracao, ou seja,

V(t) < V(to) para t > ty, que equivale a escrever

d <o (2.9)
j=1

Numa orbita periddica fechada, a distancia entre duas condigoes iniciais se mantém em
média constante ao passar do tempo, de modo que o expoente de Lyapunov associado a essa
direcao ¢ nulo. Nas diregoes perpendiculares a um atrator periddico, o volume do espaco
de fases sofre uma contragao, logo os expoentes de Lyapunov correspondentes a essa dire¢ao
sao negativos. O comportamento cadtico é caracterizado pelo afastamento exponencial de
trajetorias vizinhas, o que implica dependéncia sensivel as condigoes iniciais e a existéncia de
um atrator cadtico. Nesse caso, ha pelo menos um expoente de Lyapunov positivo [16].

Nesse trabalho, vamos calcular o espectro de Lyapunov porque a partir desse podemos
classificar os diferentes tipos de atratores. Num sistema tridimensional, como no circuito de
Chua, existem trés expoentes de Lyapunov, um para cada direcao que podem gerar até quatro

tipos de atratores, conforme mencionado na Secao 2.2:

e ponto de equilibrio: tem-se \; < 0, Ay < 0 e A3 < 0, pois o volume do espaco de fases
sofre uma contracao ao longo das trés direcoes, a fim de que a trajetoria convirja para o

ponto;

e ciclo-limite ou atrator periddico: tem-se A\; < 0, Ay < 0 e A3 = 0, sendo que o

expoente nulo corresponde a direcao ao longo da trajetoria fechada;

e atrator quase-periddico: tem-se A\; < 0, Ay =0 e A3 = 0, de modo que as trajetorias

atratoras situam-se sobre uma superficie;
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e atrator cadtico: tem-se A\ > 0, Ay = 0 e A3 < 0, um expoente deve ser positivo para
que exista dependéncia sensivel as condigoes iniciais; ao longo da trajetéria o expoente
de Lyapunov tem que ser nulo; o terceiro deve ser negativo e maior, em mdédulo, do que

o primeiro, para que o sistema seja dissipativo, isto é, > A; = A\ + A3 < 0.

2.4 Espaco de Parametros

Todo sistema dinamico que descreve um sistema fisico real depende de parametros. Sao
chamados de parametros de controle do sistema, tal que um sistema pode ser pensado como
uma fungao desses parametros. Com isso, alterando o valor destes, podemos modificar o
comportamento dinamico do sistema. O plano de parametros é um grafico tridimensional, onde
a representacao bidimensional equivale a variagao de quaisquer dois parametros que compoem
o sistema, associado a magnitude do maior valor do expoente de Lyapunov utilizando um
gradiente de cores para representar o seu valor em relacao ao par de parametros escolhidos
[26]. Esta variacao de cores associadas ao maior expoente de Lyapunov permite verificar onde
o sistema apresenta regioes de equilibrio, regides periddicas, regices de divergéncia e as regioes
cadticas. Na Fig. 2.5 esta representada o plano de parametros (« x =) para o cChua original.
A paleta de cores esta associada aos valores dos expoentes de Lyapunov, sendo a cor azul para
regiao de divergéncia, a cor branca representa atratores tipo ponto de equilibrio, preta para
regioes periddicas e o gradiente de amarelo para vermelho, onde estao localizados os maiores

expoentes de Lyapunov, o regime cadtico apresentado no sistema.

0,6
m 00
Y 0
-0,6 —1-2,0
5 Q. 10

Figura 2.5: Plano de parametros do maior expoente de Lyapunov para o cChua. As cores
representam o valor do maior expoente de Lyapunov, sendo a cor azul para divergéncia, branco
para pontos de equilibrio, preto para comportamentos periddicos e o gradiente do amarelo para
o vermelho dominios cadticos.
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Para facilitar o estudo dos espacos de parametros, variamos dois parametros e fixamos os
demais. Resolvemos numericamente o conjunto de equacoes diferenciais obtidos a partir do
circuito de Chua, utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, com passo fixo de
1x 1072 e um tempo de integracao de 2 x 10%, em uma malha discretizada de 600 x 600 pontos

igualmente espacados. Estes resultados se encontram no Cap. 4.

2.4.1 Diagramas de Isospikes

Além de caracterizar a dinamica do cChua com o espectro de Lyapunov, usamos também os
diagramas de isospikes, que representam o nimero de picos maximos contidos em um periodo
de oscilacgoes regulares para cada ponto do plano de parametros. Essa abordagem além de exi-
bir as mesmas informacgoes fornecidas pelo diagrama de Lyapunov, os diagramas de isospikes
apresentam duas informagoes adicionais conforme apresentados em [26, 27, 28]: Em primeiro
lugar, suas cores exibem o nimero de picos contidos em cada oscilagao periddica, como exem-
plificado na Fig. 2.6 em que as regioes coloridas ilustram a forma e a extensao caracteristicas
das oscilagoes estaveis no cChua original, com um numero constante de picos. Em segundo
lugar, os limites entre distintos dominios periddicos, permitem visualizar como o nimero de
picos das oscilagoes periddicas evoluem quando os parametros de controle sao alterados. Em
outras palavras, os diagramas de isospikes exibem o acumulo sistematico do niimero de picos,
isto é, quao rapido e onde no espaco de parametros do sistema o ntimero minimo de picos se

acumula [27].

14 1. 6|7 [E 911.14

6,4

Figura 2.6: Diagrama de isospikes (a x ) para o cChua. As cores representam o numero de
maximos locais contidos em um periodo das orbitas, sendo a cor branca para divergéncia e
preto para comportamentos cadticso ou periodos maiores que 14.
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Determinamos a periodicidade do atrator assintotico correspondente a cada condigao inicial,
para um conjunto de valores fixos de parametros da seguinte forma: Primeiro, descartamos um
tempo transitério (transiente) necessario para chegar perto o suficiente do atrator assintdtico
correspondente a condi¢ao inicial usada [28]. Com isso, determinamos se a érbita é periddica,
levando em conta a contagem de periodos até um valor maximo, por exemplo, um ponto (x*, y*)
¢é considerado pertencendo a uma érbita de periodo k, se k for o menor inteiro tal que, para

todos os pontos da érbita, tivermos,

X1k — X¢|| < €q (2.10)

sendo €; um nimero pequeno que representa a precisao numérica do teste [28]. Logo, de-
terminamos os periodos das estruturas periddicas no plano de parametros do cChua forcado,
utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Discretizamos uma malha quadrada
400 x 400 e integramos o sistema com passo fixo de 2 x 10~* e um tempo de integracao de
1 x 109, descartando um transiente de 1 x 107 para encontrar os periodos com uma precisao de
5 x 107%, que ser4 apresentado no Cap. 4, referente aos resultados numéricos.

Na secao seguinte mostramos os diagramas de bifurcagoes, embora neste trabalho nao foram
caracterizados, achamos interessante evidenciar as diferentes bifurcagoes que podem aparecer

em um sistema continuo, como no cChua.

2.4.2 Diagramas de Bifurcagoes

Um diagrama de bifurcacao é a representacao grafica do comportamento qualitativo das
orbitas para cada valor de um determinado parametro, é construido evoluindo uma das variaveis
em funcao de um parametro de controle. Sao utilizadas para estudar de maneira global a
periodicidade e investigar os tipos de rotas para o caos existentes no sistema. Em outras
palavras, os diagramas de bifurcacao ilustram como a dinamica de um sistema muda quando
variamos um parametro de controle [29, 30].

Em sistemas dinamicos continuos, a estrutura qualitativa do fluxo pode mudar ao variar
alguns parametros. Em particular, pontos de equilibrio podem ser criados ou destruidos, ou
alterar sua estabilidade. Estas mudancas qualitativas na dinamica sao chamadas bifurcagoes e
os valores dos parametros no qual elas ocorrem sao chamados pontos de bifurcagoes. Em outras
palavras, bifurcacao é uma mudanca do tipo topoldgica do sistema quando seus parametros

passam por um valor critico [15].
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Existem quatro tipos de bifurcacao em sistemas dinamicos continuos tridimensionais, ao
qual pontos de equilibrios podem ser criados ou destruidos, ou ter sua estabilidade alterada
ao variar um ou mais parametros. Sao identificadas na referéncia [16] a partir da andlise dos

autovalores da matriz jacobiana do sistema:

1. Bifurcagao sela-noé: E 0 mecanismo bésico de criacao e destruicao de pontos de equilibrio,
também chamada de bifurcagao de dobra, ponto limite ou ponto de retorno. Este tipo

de bifurcagao aparece quando um autovalor da matriz jacobiana é nula, isto é, A = 0.

2. Bifurcacao transcritica: Ha situacoes em que dois pontos de equilibrio existem para
todos os valores de um parametro, embora as estabilidades desses pontos sejam trocadas
quando o parametro passa por um valor critico. Esta bifurcacao é o mecanismo associado

a esse tipo de mudanca.

3. Bifurcacao de forquilha: Essa bifurcacao aparece em sistemas que apresentam algum
tipo de simetria. Em tais sistemas, um par de pontos de equilibrio de mesma estabilidade
pode aparecer ou desaparecer simultaneamente, quando o parametro de controle passa

por um valor critico.

4. Bifurcacao de Hopf: E uma bifurcagao que liga equilibrio a movimento periddico.
Implica no surgimento de um ciclo limite apresentando duas formas, subcritica ou su-
percritica Essa bifurcacao é caracterizada pela existéncia de um par de autovalores pu-

ramente imaginarios no ponto de bifurcacao.

A diferenca entre as bifurcagoes discutidas anteriormente e a bifurcacao de Hopf é que, para
os primeiros casos todos os ramos obtidos representam equilibrio. Por sua vez, na bifurcacao
de Hopf o sistema antes representado por um equilibrio passa a ser por um ciclo-limite onde as
oscilacoes sao regulares, logo esta bifurcacao liga equilibrio a movimento periédico. Um ciclo
limite gerado por uma bifurcacao de Hopf pode crescer variando adequadamente os parametros
do sistema. Esses ciclos podem gerar bifurcagoes de codimensao 1 (codimensao é o nimero
de parametros cujos valores sdo variados a fim de se produzir a bifurcacdo em estudo), por
exemplo a bifurcacdo de dobramento de periodo, como identificadas na referéncia [16].

A partir de agora entraremos no problema em questao estudado, mostrando os resultados
obtidos. Primeiramente ilustramos o circuito de Chua, em seguida identificamos a modificacao
(forgamento) proposta nesse trabalho e mostramos os resultados analiticos obtidos para os

pontos de equilibrio, usando uma aproximacao linear para o forcamento.



Capitulo 3

O CIRCUITO DE CHUA FORCADO

Um dos sistemas dinamicos amplamente investigados é o circuito de Chua (cChua). O cChua
foi projetado em 1983 por Leon O. Chua baseado em um circuito eletronico RLC', construido
originalmente para mostrar que o caos modelado pelas equacoes de Lorenz ¢é realmente um
fenomeno fisico e nao um resultado devido a simulacao numérica. Na década de 1980 havia uma
intensa busca para tentar montar um circuito cadtico que apresentasse evidéncias experimentais
de comportamentos cadticos [18]. O raciocinio de Leon O. Chua foi que para a existéncia de
comportamentos cadticos em sistemas tridimensionais é necessario pelo menos dois pontos de
equilibrio instavel, como acontece nos sistemas de Lorenz e Rossler [2], com isso, ele projetou um
circuito autonomo, experimentalmente possivel, com trés pontos de equilibrio instavel formado
por dois capacitores C e Cy, um resistor R, um indutor L com uma resisténcia interna r, e
um diodo de Chua [17], conforme mostrado na Fig. 3.1.

Por definicao um sistema dinamico é dito autonomo quando seu conjunto de equacgoes
diferencias ordindrias de primeira ordem nao dependem explicitamente do tempo. Para este
tipo de sistema dinamico apresentar comportamento cadtico é necessario um conjunto com no
minimo trés equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, ou seja, o sistema tem que
ter dimensao no minimo igual a trés. Sabendo disso, Chua implementou trés elementos de
armazenamento de energia, uma resisténcia nao-linear e uma resisténcia com valor ja definido.
A nao-linearidade do circuito estd presente no diodo de Chua [17]. A Fig. 3.1 ilustra o esquema
elétrico do cChua, sendo as varidveis x, y e z, as diferengas de potencial nos capacitores C) e
Cy e a corrente que passa no indutor L respectivamente, e i4(z) a corrente no diodo de Chua

3, 4, 6].
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3.1 O Circuito de Chua

Nos: A B
L 4 = Z } . 2

ifx) + +

5 x y %L
k=

@]

3 N S

S — G — G

K=l

a

L
z
Malhas: 1 B 2 - 3
& L 2

Figura 3.1: Representagao esquematica do circuito RLC' cadtico de Chua, formado por trés
malhas (1, 2 e 3) e dois nds (A e B), contendo um resistor R, dois capacitores C7, Cy e um
indutor L com uma resisténcia interna 7. As varidveis x e y correspondem as tensoes nos
capacitores C e (s respectivamente e a variavel z a corrente que atravessa o indutor.

Para entendermos melhor o funcionamento do ¢cChua, podemos estudar cada malha separa-
damente de forma isolada. Na malha 3 imagine que C5 esteja carregado, essas cargas elétricas
armazenadas em Cy circulam pelo indutor L. Essa corrente gera uma diferenga de potencial
entre os terminas de L, gerando assim uma corrente contraria a corrente inicial até anuld-la.
Com isso, a corrente inverte seu sentido passando a carregar novamente o capacitor. KEsse
processo é, entao, periddico gerando um sinal oscilatério. Suponha agora que na malha 1, C}
tenha uma pequena carga (pouco carregado), de modo que a tensdo sobre ele seja levemente
positiva, isso acarreta em uma tensao também positiva no diodo de Chua, implicando em uma
resposta com uma corrente i4(x) negativa. Assim, essa corrente alimentara o capacitor que au-
mentard sua tensao. Uma diferenga de potencial maior em C gera uma corrente i4(z) negativa
também maior. Nao existindo um mecanismo que dissipe energia, esse sistema isolado tende a
saturacao, ou seja, a um limite méaximo de energia. A funcao do resistor R é proporcionar um
acoplamento entre essas duas malhas. O comportamento cadtico ocorre pois o funcionamento
periédico nao depende somente do capacitor C; e do indutor L, mas sim do conjunto das
malhas 1 e 3, e o resistor R. Se este conjunto mostrar instabilidade, temos o comportamento

caotico proposto pelo Chua.
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Neste trabalho propomos a adi¢ao de uma fungao periédica e assimétrica F'(x) em série com
o indutor, como mostra a Fig. 3.2, e verificarmos como esse forcamento modifica a dinamica
do cChua original. Para isso, estudamos a consequéncia deste forgamento no cChua através de

um andlise numérica e analitica. A funcao F'(x) é definida como:

F(x) = K [sin(z) + Acos(22)], (3.1)

Nos: A B

id(-x) + A +

Diodo de Chua
| |
| |
0
| |
| |
0

R

Malhas: 1 Y 2 \ 3 m
L @

N4

F(x)

Figura 3.2: Representagao do circuito RLC cadtico de Chua forcado, contendo um resistor
R, dois capacitores C, Cy e um indutor L com uma resisténcia interna r; em série com
o forcamento F(x). As varidveis x e y correspondem as tensoes nos capacitores C e Coy
respectivamente e a variavel z a corrente que atravessa o indutor.

sendo K a amplitude da realimentagao, A a amplitude da parte assimétrica e x a diferenca
de potencial no capacitor . Esta funcao é periédica pois, existe um ntmero real T', que é
o perfodo da fungao, tal que F(x +T) = F(x), V = € R, assimétrica em relagdo ao eixo da
abcissa, isto é, seja F' : R — R; G(z, F(x)) o grafico de F' no plano, temos G(z,—F(z)) #
Glx+t,F(x+1t), YVt e R eem relagdo ao eixo da ordenada, F(x) # F(—x). A Fig 3.3,
mostra as configuragoes desta fungao para K = 1,0 e diferentes valores de A e demonstra como

a parte assimétrica acentua-se para pequenas variagoes de A.
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Figura 3.3: Gréficos z x F(z), fixando K = 1,0 e variando o parametro A gradativamente.
Nesta figura nota-se como a parte assimétrica do forgamento F'(z) acentua-se conforme aumen-
tamos o valor do parametro A.

A corrente ig(x) é uma funcao das caracteristicas elétricas do diodo de Chua. A Fig. 3.4
apresenta as trés regioes lineares, R1, R2 e R3, que a corrente i4(x) possui: duas externas
com o mesmo coeficiente angular m( e uma central com inclinacao mais acentuada m;. Os
parametros mg € m; possuem dimensao de admitancia (inverso de resisténcia) e B, refere-se a

mudanga da inclinagao da curva i4(z) e tem dimensao de tensao, conforme definido abaixo:
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iq(x) = mox + %(ml —mo)(|z + By| — |x — Byl). (3.2)

iy (x)

~

R1

R2

Figura 3.4: Gréfico x xi4(x). Esta figura evidencia as trés regioes (R1, R2 e R3) lineares da Eq.
(3.2). Os parametros mg e my, que sao os coeficientes angulares, tem dimensao de admitancia
e o parametro B, onde a inclinagao muda, tem dimensao de tensao.

Conforme discutimos brevemente acima, o principal objetivo deste estudo é caracterizar as
implicagoes na dindmica do ¢Chua devido & presenca de um forgamento F'(z), dado pela Eq.
(3.1), em série com o indutor L. Para isso, realizamos varias simulagoes numéricas com o célculo
do espectro de Lyapunov, que caracteriza os dominios cadticos e periédicos, além do calculo
dos sospikes usado para estimar o nimero de maximos locais em um periodo das érbitas.
Maiores detalhes sobre estas medidas serao apresentados em detalhes no Cap. 4. Além disso,
realizamos também um breve estudo analitico sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio
do cChua forcado. Através destas andlises, mostramos como determinados comportamentos

periédicos do ¢cChua original sao suprimidos devido ao forcamento periddico e assimétrico.

3.2 Resultados Analiticos

O sistema de equacoes diferencias que descreve a dinamica do c¢Chua forcado é obtido
através das leis de Kirchhoff, analisando as tensoes e as correntes nas malhas 2 e 3, e nos nés
A e B da Fig. 3.2. A diferenca de potencial no indutor é diretamente proporcional a taxa
de variacao da corrente, com a constante de proporcionalidade definida como a indutancia L,

e a corrente em um capacitor é proporcional a taxa de variacao da tensao, cuja constante de
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proporcionalidade definida como a capacitancia C, de tal forma que:

dz . dVe
Ve = — = — == )
L a’ 'C ¢ dt (33)

Sabendo disto e aplicando a lei dos nés em A e B, obtemos,

d
in—ic, —iq(x) =0 = ic, =ip—ig(z) = Cld—f = ip — ig(2), (3.4)

z—z‘og—iR:O;»zCQ:z—iR:»CZd—izz—z’R, (3.5)
e aplicando a lei das malhas em 2 e 3, podemos identificar a corrente que passa no resistor R

tal que,

y—x

y—Ve—2=0 = y—igR—2x=0 = ig= 7

(3.6)

dz_

y—Vo+V,, +F(x)=0 :>—Ldt—

Vi, +y+ F(x). (3.7)

Com isso, encontramos o conjunto de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem

autonomas, que descreve a dinamica do sistema,

( i_d_x_(y—:r)_id(x)
dt RO, cy

d _
PO Gl ) S (3.8)
dt RCy Cy

\ T w1

_dz oy rL F(z)
o (f) L

Fazendo K — 0, voltamos para o cChua original sem a realimentagao (3, 4, 5, 6, 9]. Este
conjunto de equagoes diferenciais pode ainda ser simplificado e admensionalizado a partir da es-
colha conveniente de varidveis paramétricas, que permitem a reducao do numero de parametros
envolvidos sem mudar o comportamento da dinamica do sistema. Nessa situacao, as variaveis

de estado X, Y e Z sdo obtidas medindo apenas as tensoes nos capacitores e no indutor [11],
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T Y z
X=—,Y== 7=—R
Bp’ Bp’ B, ’
. CQ . R202 . RTLCQ
a_a7 - L ) 7_ L ) (39)
t 1q(x
T:RCQ’ I(X)—%I))R, a=Rmy; e b= Rmy.

Aplicando essas transformagoes nas Egs. (3.1) e (3.2) no conjunto de Eqs. (3.8), conse-
guimos diminuir o nimero de parametros que antes eram dez (R,Cy,Cs, L,rp, mg, my, K, A
e B,) para oito («,f3,7,a,b, K,A e B,). Chegamos nas seguintes relacoes para as varidveis

adimensionais do sistema, o forcamento F'(z) e para a fungao I(X) linear por partes,

Rmoxr R
1) = 00 Iy o) (B, X + By~ |B,X By, (3.10)

» 2

R

P

1
I(X):bX+§(a—b)(|X+1|—|X—1|), (3.12)
no forcamento F(x),

F(X) = K[sin(XB,) + Acos(2X B,)], (3.13)

eem T,

drdT  B,X By(Y =X) ia(x)

_ dwal 14

YT Urdt T RG, RC, c, (3.14)

Oy R

X=2Z2|(y—Xx)— & 3.15
|0 =X - ). (.15

X=aly - X - I(X)], (3.16)
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e em g,
Y=X-Y+7Z (3.18)
eem z,
7= —RQ%Y - RTLLO 22 _ IZ%F(X), (3.20)
Z=—BY —~y7Z — (ﬂ> F(X). (3.21)

B

p

As Egs. (3.16), (3.18) e (3.21), formam o conjunto de equagoes diferencias auténomas e adi-

mensionais de primeira ordem, que descreve o comportamento da dinamica do cChua forcado,

(

com,

. dX
- dY
Y=—"=X-Y+Z7

a7 S
. dZ 3
— - py vz (2 FPx
Z=-n=—hY = (Bp>(),

bX +a—0b, se X > 1,0 (Regiao R1),

aX, se |X| <1,0 (Regiao R2),

bX —a+0b, se X < —1,0 (Regiao R3).

(3.22)

(3.23)

O conjunto de Egs. (3.22) junto com as Eqs. (3.13) e (3.23), foram utilizados nas simulagoes

numéricas para os calculos dos espectros de Lyapunov e diagramas de isospikes, apresentados

no Cap. 4. Além disso, usamos estes para encontrar e analisar a estabilidade dos pontos de
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equilibrio do sistema, utilizando o critério de Routh-Hurwitz mostrado na Secao 3.2.2.

3.2.1 Pontos de Equilibrio

Os pontos de equilibrio sao calculados fazendo o conjunto de Eqgs. (3.22) ser nulo. Esses
pontos representam as solugoes estacionarias, isto €, quando os valores de w forem iguais aos
pontos de equilibrio, o sistema para de se mover no espago de fases, e logo duwi/dt = 0. Para
a analise da estabilidade destes pontos de equilibrio, expandimos em série de Taylor a Eq.
(3.13) e, para facilitar as contas, sé usamos o primeiro termo da expansao, ou seja, para j = 0.
Assim, conseguimos isolar as variaveis X, Y e Z e calcular os pontos de equilibrio para as
regioes delimitada pela Eq. (3.23) e, com isso, fazer o estudo da estabilidade do sistema para

as regioes R1, R2 e R3,

— [(—4)/KAX* (=1)[B,KX(B,X)¥]
F(X)=> { T o0 , (3.24)

que para j = 0 temos:
F(X) = K(A+ B,X). (3.25)
Fazendo X = 0 e a # 0 no conjunto de Egs. (3.22), teremos:
Y- X —I(X)=0=Y =X + I(X), (3.26)
com Y =0 e usando a Eq. (3.26),
X-Y+2Z=0=Z=I(X), (3.27)
e com Z =0 e usando as Eqs. (3.26) e (3.27),
g

VB Zy- KA BX) =0 X = _BKAB;;((ﬁ%“”).

(3.28)

Substituindo a Eq. (3.28) na Eq. (3.26), obtemos os pontos de equilibrio do sistema em

fungao da corrente I(X),
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[ _ PEA-IX)By(f+7)
B,A(1+K) ’
y = “BEA-I(X)B,(y - fK) (3.29)
B,A(1+ K) ’
Z = I(X).

A andlise da estabilidade foi feita para cada regiao delimitada pela Eq. (3.23) utilizando a

matriz jacobiana do conjunto de Eqgs. (3.22), que serd entao dada por [16]:

oxX oY o7 —a(l+g%) o 0
J=| oY oY ov | _ 1 11|, (3.30)
oxX oY 0Z
0z 0z 0z —BK -8 -
L X oy oz 1 -

dl
sendo que, o termo — obtemos derivando a Eq. (3.23),

dX
b, se X > 1,0 (Regiao R1),

dl

ax - a, se | X| < 1,0 (Regiao R2), (3.31)

b, se X < —1,0 (Regiao R3).
Para isso, obtemos os trés pontos de equilibrio, um para cada regiao delimitada pela Eq.
(3.23). Assim conseguimos isolar as trés variaveis X, Y e Z do sistema:

para a regiao R1 temos I(X) = bX + a — b, o ponto de equilibrio ficam,

( ¥ _ —BKA = By(a—10)(B+7)
BB+ KB+bB+by]

_ —BKA(+b) - By(a = b)(y - Kf)

Y BB+ KB+ bB + b :

(3.32)

,_ ~BEAb+ B)B(a—b)(1 + K)
. 7 BB+KB+b+]
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para a regiao R2 temos [(X) = aX, ficamos com,

( X —BKA
BB+ KB+ aB+ay]
B —BKA(1+a)
- BB+ KB+ aB +ay] (3:33)
7 —BK Aa
| BB+ KB+ap+ay]
e para a regiao R3 temos I(X) = bX — a + b, o ponto de equilibrio ficam,
(o ZBEA+B(a=b(E17)
BB+ KB+b3+by]
 —BKA(1+b)+ Byla—b)(y— KpB)
Y= By[B+ KB+ b3+ by] ’ (3:34)
7 —BKAb— B,B(a—b)(1+ K)
(|~ BB+ES+IE+b]

Geramos os graficos de cada ponto de equilibrio para as trés regices, conforme mostrado
nas Figs. 3.5 e 3.6 variando os parametros K e A respectivamente, visando identificar como

esses pontos sao caracterizados variando os mesmos separadamente em um intervalo [0,1].

32 -18 -38

26+ 20 -42

> > N
20+ -221 -46
14 . 24 - 50 -
0,0 0.5 1.0 0,0 0.5 1,0 0,0 0.5 1,0
A
(a) Varidvel X na regiao R1. (b) Varidvel Y na regido R1. (¢) Varidvel Z na regiao R1.
0 1,5 12
-3 1,0t 8t
> > N
6 0,5 4
-9 0,0 0
0,0 0.5 1,0 0,0 0.5 1.0 0,0 0,5 1,0
A A A

(d) Varidvel X na regido R2. (e) Varidvel Y na regido R2. (f) Varidvel Z na regido R2.
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2 19 62
36} 7} 58
> >~ N
431 151 54
-50 13 50
0.0 0.5 1,0 0.0 0.5 L0 0,0 0.5 L0
A A A
(g) Varidvel X na regiao R3. (h) Varidvel Y na regido R3. (i) Varidvel Z na regido R3.

Figura 3.5: Graficos dos pontos de equilibrio fixando K = 1,0 e variando A para cada regiao
delimitada pela Eq. (3.23).

24 0 0

20 20 -30

16 40+ -60

X
Y
Z

12 60 - 90
0.0 0.5 L0 0,0 0.5 L0 0.0 0.5 L0
K K K
(a) Varidvel X na regiao R1. (b) Varidvel Y na regido RI. (c) Varidvel Z na regiao R1.

10 3,0 20

ot

10

0,0

X
Y
Z

-20 —-1,5 -10
0,0 0.5 L0 0,0 0.5 1,0 0,0 0.5 10
K K K
(d) Varidvel X na regido R2. (e) Varidvel Y na regido R2. (f) Varidvel Z na regidgo R2.
0 43 126

32t 84

42

X
Y
A

0
),0 0.5 1.0 0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0

K K K
(g) Varidvel X na regido R3. (h) Varidvel Y na regido R3. (i) Variavel Z na regigo R3.

Figura 3.6: Graficos dos pontos de equilibrio fixando A = 1,0 e variando K para cada regiao
delimitada pela Eq. (3.23).
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3.2.2 Analise da Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

O objetivo dessa secao é encontrar as regioes no espaco de parametros onde os pontos de
equilibrio de cada regiao sao estaveis, em outras palavras, queremos determinar os intervalos
dos parametros K, a e v para que os pontos de equilibrio das regioes R1, R2 e R3 sejam

estaveis e, com isso, delimitar as regioes de estabilidade.

Para isso, usando a matriz jacobiana (3.30), conseguimos encontrar as equagoes carac-
teristicas para cada regido delimitada pela Eq. (3.31), fazendo det(J — A\) = 0, sendo I a
matriz identidade. Como a matriz jacobiana independe das variaveis do sistema e % possui o
mesmo valor para duas regioes distintas, ficamos com duas equagoes caracteristicas, uma para

as regioes R1 e R3, e outra para a regiao R2. Entao, temos a equacao caracteristica dada por:
azA® + ax\? + a1\ + ag = 0. (3.35)
Para as regioes R1 e R3, temos a equagao caracteristica
NMANa(l+b) +1+9]+ A Na(y+b+0y) +7+ B+ alB(l+b+ K)+by] =0, (3.36)
sendo os coeficientes,

a3:1,
az =a(l+0)+1+7,
ay =a(y +b+by)+v+ 5,

ap=a[f(1+b+ K) + by,
e para a regiao R2 ficamos com a equacgao caracteristica
M+ Xa(l+a)+1+9]+ANa(y+a+ay)+y+ 6] +a[f(l+a+K)+ay] =0, (3.37)
sendo os coeficientes,

a3:1,
as=a(l+a)+1+7,
ay = aly+a+ay)+v+p,

ap = a[f(l+a+ K) + ay].
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O estudo da estabilidade foi feito usando o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz (RH)
(12, 13, 23]. E um método que serve para determinar a estabilidade do sistema examinando os
coeficientes da equagao caracteristica calculada em cada um dos pontos de equilibrio, nesse caso,
em cada regido delimitada pela Eq. (3.23). Esse método é qualitativo e nao envolve o calculo
explicito das raizes do polindémio (3.35) porém, nos diz basicamente que, um sistema é estével
se, e somente se, todos os elementos da primeira coluna do arranjo de RH forem positivos. Para

determinar a estabilidade do sistema usando o critério de RH, temos que checar duas condigoes:
1% condi¢cao: Dois argumentos necessarios, mas nao suficientes, para todas as raizes possuirem
parte real negativa sao:
1. Todos os coeficientes do polinomio devem ter o mesmo sinal.
2. Todos os coeficientes do polinomio devem ser diferentes de zero.

Se a 1* condigao for satisfeita, entao calculamos a série de Routh-Hurwitz:

A" an QAp—9

Al Qp—1  Qp—3

A2 by by

A3 c1 cy e (3.38)
AL
20

sendo os a) s os coeficientes do polindémio e os coeficientes restantes sao calculados da seguinte

forma:

—1
bl = (anan—?) - an—2an—1)a (339)
Ap—1
—1
62 = (CLnCLn,5 - a/nf4an71)7 (340)
An—1
—1
Cc1 = b—(bgan_l - blan_g), (341)
1
—1
Cy = —(bgan_l — blan_g,). (342)

by

2% condi¢ao: O argumento necessario para todas as raizes possuirem parte real negativa, é
que todos os elementos da primeira coluna da série devem possuir o mesmo sinal. O niimero

de mudancas de sinal é igual ao nimero de raizes com parte real positiva.
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O critério de RH possui ainda um caso especial, que contempla a situagao na qual todos
os elementos de uma mesma linha sao zeros. Neste caso, o polindbmio possui um par de raizes
puramente imagindrias. A linha nula ocorrerd associada com uma poténcia impar de A [31].

A Fig. 3.7 representa o plano complexo das raizes da equacao caracteristica. Para pontos
de equilibrio que possuem raizes reais negativas, ou raizes complexas cuja parte real é negativa,
sao ditos estaveis. Ja, quando os pontos de equilibrio possuem raizes reais positivas, ou raizes
complexas cuja parte real é positiva, sao ditos instaveis. Em outras palavras, quando os pontos
de equilibrio estiverem no lado esquerdo do plano complexo, sao estaveis e, para os que estao

no lado direito sdo instéveis.

Parte Imagindria

REGIAO ESTAVEL REGIAO INSTAVEL

Parte Real

Figura 3.7: Regioes de estabilidade no plano complexo das raizes da equacao caracteristica.
Os pontos de equilibrio com parte real negativa estao no lado esquerdo do plano complexo e
sao estaveis. Ja os pontos de equilibrio que possuem parte real positiva, ditos instaveis, estao
a direita do plano.

O estudo da estabilidade usando o critério de RH apresentado a seguir, foi feito para as

regioes R1, R2 e R3, usando os seguintes valores para os parametros do sistema:

a=—1,13996128, b= —0,712000613, [ =9,701,
(3.43)

-1<y<1, K>0 e a>0,

esses valores foram calculados utilizando as transformagoes (3.9) e os dados da referéncia [11]

para os valores de R, mg e m;.

3.2.3 Regioes R1 e R3

Para que a 1* condicao do critério de RH seja satisfeita usando os valores ja mencionados
dos parametros b e 3, no intervalo —1 < v < 1, K > 0 e para a > 0, as seguintes relagoes

devem ser satisfeitas:
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a3 =1>0,

—-1—=
a=al+b)+14+7>0=a> 1+b7:>a>0, (3.44)
alza(7+b+b’y)+’y+ﬁ>0:>oz>ﬂ:>Oz>25,23813457, (3.45)
v+ b+ by
—by — B(1+0b)

a=a[fl+b+K)+by]>0= K > — K > —0,361393945.  (3.46)

B

Uma vez que a 1* condicao ¢ satisfeita, calculamos os demais termos da série de RH descritas

pelas Egs. (3.39) a (3.42),

Py(1+b) +0](1+0b) —a[SK —y(y+2)(1+b) — b+ (v + B) (1 +7)

b = :
! a(l+D)+1+47
b2 = 07
(3.47)
a =ay=alf(l+b+ K)+ by,
Cy = 0,
que pode entao ser construida, resultando,
A3 1 a(y+b+by)+v+p
A2 a(l+b)+1+ alf(1+b+ K)+b
(1+0) gl [B( )+ b7] (3.48)
Al b1 0
A0 alf(1+b+ K) + b 0.

Aplicando a 2* condic¢ao do critério de RH, analisamos o sinal do coeficiente b; e encontramos
uma nova condi¢ao para o parametro K que, juntamente com as Eqs. (3.44), (3.45) e (3.46) dao

as condicoes de estabilidade dos pontos de equilibrio, em termos dos parametros, nas regioes

R1 e R3.
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—1—7 -8
a> T s 0 (3.49)
Py () (3.50)
B
K < @D+ ++) +aly(y +2)(L+6) +8+ (v +B)(1+7) (3.51)

af '

Nas Figs. 3.8(a) e 3.8(b), estao representadas as andlises de sinais dos coeficientes a; e by
respectivamente. Os insets sao ampliagoes dos retangulos sendo que, as regides cujos sinais
dos coeficientes sao positivos (CP) estao pintadas de roxo e as regides para a qual os sinais sao
negativos (CN) estao pintadas de ciano. Para a ocorréncia de pontos de equilibrio estaveis os
valores dos coeficientes devem ser positivos, entao os valores dos parametros devem estar na

regiao pintada de roxo.

200 . . 10
1 ! L L
CP
100+ ] [ 5t
CN
v -1 — K
9 13 17 21 25
0 : ; 0
-100 . L 5 . .
-10 0 10 20 30 -10 0 10 20 30
« (83
(a) Sinal do coeficiente a; para Eq. (3.45). (b) Sinal do coeficiente b; para Eq. (3.51).

Figura 3.8: Analises dos sinais dos coeficientes a; e b; no plano de parametros para as regioes
R1 e R3. Os insets sao ampliagoes dos retangulos de cada regiao e mostram os intervalos de
interesse para cada parametro. Regiao pintada de roxo, coeficientes positivos (CP) e regiao em
ciano, coeficientes negativos (CN).

As Figs. 3.9(a) e 3.9(b) mostram as regides de estabilidade dos pontos de equilibrio no
plano de parametros (v x K) dada pelas Eqgs. (3.46) (linha vermelha) e (3.51) (linha azul)
respectivamente. As regides em que os pontos sao estaveis (PEE) estao pintadas de verde e
para pontos instaveis (PEI) em azul. Exite uma inversao de regices de estabilidade entre essas
equagoes, como mostrada na Fig. 3.9(c), porém nao existe uma superposicao de regioes estéveis

para os valores de interesse dos parametros, K >0 e —1 <« < 1. Ainda na Fig. 3.9(c), existe
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um ponto onde as curvas das Egs. (3.46) e (3.51) se encontram, evidenciada no gréafico com
um ‘¥, porém como o valor de parametro K é negativo neste ponto (e estamos interessados
nos valores positivos de K), o sinal do coeficiente b; é negativo, entdao ocorrem duas mudangas
de sinais nos elementos da primeira coluna da série de RH: as — by e by — ag, concluimos
que o sistema tem dois polos do lado direto do plano complexo, logo os pontos de equilibrio

das regioes R1 e R3 sao instaveis para os valores e intervalos de parametros de interesse.

A3 az >0 ai
A2 as >0 ap
(3.52)
Al b1 <0 0
A0 apg >0 0.
0,0 - - - 0,0
PEE
// PEI
0,51 K-0.5
PEIL PEE
1,0 : . . 1,0 : : ,
-1,0 —0,5 0,0 0,5 1,0 -1,0 —-0,5 0,0 0,5 1,0
Y Y
(a) Regido de estabilidade dos pontos de equilibrio (b) Regido de estabilidade dos pontos de equilibrio
para Eq. (3.46). para Eq. (3.51).
0,0

~1,0 : : :
~1,0 ~0,5 0,0 0,5 1,0
7

(c) Intersecao das regides de estabilidade dos pontos
de equilibrio para as Eqgs. (3.46) (linha em vermelho)
e (3.51) (linha em azul).

Figura 3.9: Anadlises de estabilidade dos pontos de equilibrio para as Regides R1 e R3 no plano
de parametros (v x K) gerado pelas Eqgs. (3.46) (linha em vermelha) e (3.51) (linha em azul).
Regiao cujos pontos de equilibrio sao estdveis (PEE) estao pintada de verde e instaveis (PEI)
de azul.
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Passamos agora a analisar a estabilidade do ponto de equilibrio da regiao R2. Aplicando a
1?* e a 2% condicao do critério de RH usando os mesmos valores ja mencionados dos parametros
para determinar os sinais dos coeficientes da equacao caracteristica e, com isso, determinar as

regioes de estabilidade.

3.2.4 Regiao R2

Para que a 1* condicao do critério de RH seja satisfeita usando os valores ja mencionados
dos parametros a e (3, no intervalo —1 < v < 1, K > 0 e para a > 0, as seguintes relagoes

devem ser satisfeitas:

a3 =1>0,

—1—x
1+a

aw=al+a)+14+7>0=a> = a >0, (3.53)

—y—f

a=alytatay) +y+B>0=a> 2" — o> 8 36066207, (3.54)
v+ a+ ay
—ay - B(1
a=afl+a+K)+ar]>0= K> 1 ? 9 K5 0.957470047.  (3.55)

Satisfazendo a 1* condicao, calculamos os demais termos da série de RH de acordo com as
Egs. (3.39) a (3.42),
?[y(1+a) +a](1+a) —a[fK —y(y+2)(1+a) —a]+ (v + B)(1 +7)

by = ,
' a(l+a)+1+7~y

(3.56)

cg=ag=alf(l+a+ K)+ avl,

62:0,

Com esse resultado, aplicamos a 2* condicao do critério de RH e analisamos o sinal do
coeficiente b;. Com isso, encontramos uma nova condi¢ao para o parametro K que, juntamente
com as Eqs. (3.53), (3.54) e (3.55) dao as condigoes de estabilidade do ponto de equilibrio, em

termos dos parametros, na regiao R2.



o4 Capitulo 3. O CIRCUITO DE CHUA FORCADO

—1—7 -8
e e (3.57)
K> —a'y—ﬂ(1+a)7 (358)
g
i @bt +d(l+a)+aly+2)A+a)+a+G+AL+Y) (3.59)

af

As Figs. 3.10(a) e 3.10(b) mostram a evolugao das Eqs. (3.54) e (3.59) e evidenciam
os intervalos para os quais ha uma troca de sinais dos coeficientes a; e b; respectivamente.
Os insets sao ampliagoes dos retangulos sendo que, as regioes cujos sinais dos coeficientes sao
positivos (CP) estao pintadas de roxo e as regides para a qual os sinais sao negativos (CN) estao
pintadas de ciano. Para a ocorréncia de pontos de equilibrio estaveis os valores dos coeficientes

devem ser positivos, entao os valores dos parametros devem estar na regiao pintada de roxo.

10
CP CN
Y\ ——
51 1 L
CN CP
: K —
85 86 87 0 4 20 26
; I —
L _5 1 L
20 30 -10 0 10 20 30
87 (87
(a) Sinal do coeficiente a; para Eq. (3.54). (b) Sinal do coeficiente b; para Eq. (3.59).

Figura 3.10: Analises dos sinais dos coeficientes a; e b; no plano de parametros para a regiao
R2. Os insets sao ampliagoes dos retangulos de cada regiao e mostram os intervalos de interesse
para cada parametro. Regiao pintada de roxo, coeficientes positivos (CP) e regiao em ciano,
coeficientes negativos (CN).

As Figs. 3.11(a) e 3.11(b) mostram as regioes de estabilidade do ponto de equilibrio no
plano de parametros (y x K) dada pelas Egs. (3.55) (linha vermelha) e (3.59) (linha azul)
respectivamente. As regides em que o ponto ¢ estavel (PEE) estao pintadas de verde e instéveis
(PEI) em azul. Existe uma regido onde hd uma superposicao das regices estaveis, mostrada na

Fig. 3.11(c) no retangulo (a), para os valores de parametros desejados, K >0 e —1 <~y < 1.
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Para essa regiao de superposicao, o ponto de equilibrio é estével, fora desta area é instavel. Na
Fig. 3.12(a) est@o representadas as intersegoes entre as curvas das Egs. (3.55) (linha vermelha)
e (3.59) (linha azul), a regiao estavel é aquela onde a curva em azul estd acima da curva em
vermelho, representado nas Figs. (3.12)(b) a (3.12)(d), que s@o os insets da Fig. (3.12)(a).
Na Fig. (3.12)(b), como a linha vermelha esta acima da azul, ndo ha superposicao de regioes
estaveis. Ja na Fig. (3.12)(c), a linha azul comega a ultrapassar a linha vermelha, gerando
uma regiao estavel que vai até um determinado ponto, como mostrado na Fig. (3.12)(d). Logo
depois, a curva em vermelho volta a passar a curva azul, tornando os pontos de equilibrio

instaveis novamente.

0,3 . . . 0,3
0,21 PEE L 0,2 PEI
K K
0,1 - L 0,14
PEI PEE
0,0 T . . 0,0 r : :
1 05 0 0,5 1 ~1,0 0,5 0,0 0,5 1,0
Y Y
(a) Regido de estabilidade dos pontos de equilibrio (b) Regido de estabilidade dos pontos de equilibrio
para Eq. (3.55). para Eq. (3.59).
1,0
K 0,01 (&)
~1,0 : .
10,0 5,0 0,0 5,0 10,0
Y

(c) Intersecdo das regides de estabilidade do ponto de
equilibrio para as Egs. (3.55) (linha em vermelha) e
(3.59) (linha em azul).

Figura 3.11: Anélises de estabilidade do ponto de equilibrio da Regiao R2 no plano de
parametros (v x K) gerado pelas Egs. (3.55) (linha em vermelha) e (3.59) (linha em azul).
Regiao cujos pontos de equilibrio sao estéveis (PEE) estao pintada de verde e instaveis (PEI)
de azul.
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0,3 - : 0,12
d
0,2 - @) 0,08 -
K & K

0,1 / L 0,04

0,0 : : 0,00 : : . :
~1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 1,0 -0,8 0,6 0,4 0,2 0,0
gl Y
(a) Os insets sao ampliagoes dos retangulos e estao (b)

representados ao lado.

0,20 . . . 0,26

0,19 1
0,24

0,18 1

K K

0,17 1
0,22 4

0,16 -

0,15 . . , 0,20 : : : ,

0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,50 0, 60 0,70 0,80 0,90 1,00
Y Y
(c) (d)

Figura 3.12: Intersecao das regides de estabilidade do ponto de equilibrio para as Eqgs. (3.55)
(linha em vermelho) e (3.59) (linha em azul).

Estes resultados mostram que os pontos de equilibrio das regioes R1 e R3, para os valores e
intervalos de parametros usados, sao sempre instaveis. Para a regiao R2, existe um intervalo dos
parametros K e « tal que o ponto de equilibrio ¢ estavel. Nossas conclusoes analiticas, usando
uma aproximacao linear para o forcamento F'(X) e o critério de RH, indicam que o sistema
tem comportamento instavel em R1 e R3 e para a regiao R2, existe uma “faixa”’de valores
dos parametros onde o sistema ¢é estavel, fora desta “faixa”o sistema tem um comportamento
instavel.

O préximo passo deste trabalho é obter e analisar os resultados numéricos do ¢Chua forgado,
foram gerados os planos de parametros para o maior expoente de Lyapunov e os diagramas de
1sospikes tanto para o forcamento trigonométrico quanto para a aproximacao linear, a fim de
comparar os resultados entre si, e determinar qual a influéncia do forgamento (trigonométrico

e linear) na dindmica do c¢Chua.
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RESULTADOS NUMERICOS

O objetivo desta secao € investigar numericamente a influéncia do forcamento trigonométrico,
dada pela Eq. (3.13), na dinamica do sistema gerado pela Eq. (3.22) e comparar com a apro-
ximagao em primeira ordem dada pela Eq. (3.25). Para evidenciar isto, usamos o plano de
parametros (a x ) = [5,0 : 10,0] x [—0,6 : 0,6] para o maior expoente de Lyapunov e os
diagramas de isospikes. Integramos numericamente o sistema através do método de Runge-
Kutta de quarta ordem e usamos (X = 0,1;Y = 0,0;Z = 0,0) como condi¢ao inicial, para
as simulacoes numéricas, discretizamos uma malha quadrada de 600 x 600 pontos igualmente
espacados e integramos o sistema com passo fixo de 1 x 1072 e um tempo total de integracao de
2 x 10°. Os digramas de isospikes foram obtidos também utilizando o método de Runge-Kutta,
com passo fixo de 2 x 1074, removendo um transiente de 1 x 107 e com 1 x 10°® integracoes para
encontrar o periodo com uma precisao de 5 x 107%, em uma malha discretizada de 400 x 400.

Todos as figuras foram construidas utilizando o software Gnuplot versao 4.2.

4.1 Diagramas de Lyapunov

Em cada um dos diagramas a seguir, estao representados os planos de parametros do maior
expoente de Lyapunov para o cChua: a esquerda para o for¢amento trigonométrico e a direita
para a aproximacao linear. As cores estao associadas a magnitude do maior expoente de

Lyapunov gerado pelo sistema:

Branca - Expoentes de Lyapunov mais negativos: regiao de pontos de equilibrio;

Preto - Expoentes nulos: regioes de atratores periddicos;

Amarelo para Vermelho - Expoentes de Lyapunov positivos e crescentes: atratores cadticos;

Azul - Regiao de divergeéncia;
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Primeiramente apresentamos o plano de parametros do maior expoente de Lyapunov para
o cChua nao forcado (K = 0 e A = 0), representado na Fig. 4.1. Percebemos a existéncia
de regioes de pontos de equilibrio (branco), atratores periddicos (preto), divergéncia (azul) e
onde a dinamica é cadtica (amarelo e vermelho), com o maior expoente de Lyapunov variando
entre (0,05 : 0,5), de acordo com a barra de cores. Notamos, também, uma espiral de regioes

periddicas interligadas, mergulhadas no regime caotico.

0,6

m 00

5 10
04

Figura 4.1: Plano de parametros do maior expoente de Lyapunov para o cChua. As cores
representam o valor do maior expoente de Lyapunov, sendo a cor azul para divergéncia, branco
para pontos de equilibrio, preto para comportamentos periddicos e o gradiente do amarelo para
o vermelho dominios cadticos.

A seguir na Fig. 4.2, aplicamos apenas parte senoidal do forgamento trigonométrico (K # 0
e A = 0), para caracterizar a dinamica do sistema e comparar-l4 com a aproximacgao linear
(também com K # 0 e A = 0). Usamos K =1 x 107° [Figs. 4.2(a) e 4.2(b)], K =1 x 1072
[Figs. 4.2(c) e 4.2(d)] e K = 1 x 107" [Figs. 4.2(e) e 4.2(f)]. Notamos que para K # 0 e
A = 0 os dominios regulares e cadticos sofrem deslocamentos para valores de K < 1 x 1072,
diferente entre os forcamentos trigonométrico e linear. Para valores de K > 1x 107! existe uma
grande diferenca na dinamica do sistema quando comparados a valores maiores de K e entre os
forgamentos, como mostrado nas Figs. 4.2(e) e 4.2(f). O forgamento trigonométrico suprime
as estruturas imersas em dominios cadticos para K = 1 x 107!, enquanto que a aproximacao

linear desloca os dominios regulares e cadticos mantendo as estruturas intactas.
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(e) F(X) trigonométrico com K =1 x 1071, (f) F(X) linear com K =1 x 10~ 1.

Figura 4.2: Planos de parametros (o x 7) para o cChua, variando K e fixando A = 0. A
esquerda para o forcamento trigonométrico e a direita para o linear.

A supressao das estruturas peridédicas no forgamento trigonométrico e o deslocamento dos
dominios causados pela aproximacao linear, estao relacionados com o fato de a nao-linearidade
I(X) presente no diodo de Chua sofrer alteragoes devido da presenca do forgamento, recebendo

a implementacao de F'(X) na curva X x I(X), da forma [14]
i(X) =1(X)+ F(X), (4.1)

sendo i(X) a nova corrente do diodo de Chua, I(X) a corrente original do diodo de Chua
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adimensional e F(X) o forgamento aplicado. Na Fig. 4.3 esta representada a curva X X
I(X) para diferentes valores do parametro K e A = 0, com o forcamento trigonométrico
a direita (linha em azul) e o linear a esquerda (linha em vermelho), a linha pontilhada em
preto representa a curva da cChua sem o forgamento. Notamos que, quando o forgamento
trigonométrico suprime as estruturas periédicas contidas em dominios cadticos (K = 1x1071),
a curva X x I(X) torna-se assimétrica sem regices lineares, conforme Fig. 4.3(e) e para a
aproximacao linear com K = 1 x 107!, o deslocamento dos dominios regulares e cadticos é

devido a mudanga na inclinagao da curva X x I(X) demostrada na Fig. 4.3(f).
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6: i(X) —— 62
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O o
—5,0 - . . —5,0 . . .
5,0 9.5 0,0 2,5 5,0 5,0 9.5 0,0 2,5 5,0
X X

(a) F(X) trigonométrico com K =1 x 107°. (b) F(X) linear com K =1 x 107°.
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(c) F(X) trigonométrico com K =1 x 1072, (d) F(X) linear com K =1 x 1072,

5,0 5,0

Corrente no Diodo de Chua
orrente no Diodo de Chua

—2,5¢
—5,0 s . . —5,0 . . .
—5,0 —2,5 0,0 2,5 5,0 —5,0 —-2,5 0,0 2,5 5,0
X X
(e) F(X) trigonométrico com K =1 x 1071, (f) F(X) linear com K =1 x 1071

Figura 4.3: Gréficos X x I(X), variando K e fixando A = 0. A esquerda para o forcamento
trigonométrico (linha em azul) e & direita para o linear (linha em vermelha). A linha pontilhada
em preto representa a curva da corrente para o cChua sem o forcamento.
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Para determinar qual a funcao do forcamento senoidal na dinamica do ¢cChua e comparar
com a aproximacao linear, variamos 1 x 1072 < K < 1 x 107! e usamos A = 0 em ambos,
conforme a Fig. 4.4. Usamos K =5 x 1072 [Figs. 4.4(a) e 4.4(b)], K =7 x 1072 [Figs. 4.4(c)
e 4.4(d)] e K =9 x 1072 [Figs. 4.4(e) e 4.4(f)]. Notamos que o forcamento linear (& direita)
serve para deslocar o plano de parametros do sistema para cima e para a direita, conforme
aumentamos o valor de K. Enquanto que, para o forgamento senoidal (a esquerda), a regiao

periédica (preto) “invade”a regiao de regime cadtico e, com isso, vai suprimindo as estruturas

0,5
u 0,0

periddicas presentes no mesmo.

5 o 10

(a) F(X) trigonométrico com K =5 x 1072. (b) F(X) linear com K =5 x 1072,

5 o 10

(c) F(X) trigonométrico com K =7 x 1072, (d) F(X) linear com K =7 x 1072,

5 o 10

(e) F(X) trigonométrico com K =9 x 1072, (f) F(X) linear com K =9 x 1072

Figura 4.4: Planos de parametros (a x v) para o cChuacom 1 x 1072 < K <1x 107t e A =0.
A esquerda para o forcamento trigonométrico e a direita para o linear.

Conforme aumentamos o valor de K, para o forcamento trigonométrico, a curva X x I(X)

vai sendo deformada e com isso, perdendo sua linearidade local (por partes), mostrada na Fig.
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4.5, esta deformacao estd relacionada com a supressao das estruturas periédicas presentes no
regime cadtico. J& para o forcamento linear, quando aumentamos o valor de K, a inclinacao
da curva em vermelho diminui, de acordo com a Fig. 4.5, indicando um deslocamento dos

dominios cadtico e regulares.
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—5,0 —-2,5 0,0 2.5 5,0 —5,0 —-2,5 0,0 2,5 5,0
X X
(a) F(X) trigonométrico com K =5 x 1072. (b) F(X) linear com K =5 x 1072,
5,0 T T T 5,0

Corrente no Diodo de Chua
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-5, ' ' : ~5,0 - ' '
5,0 9.5 0,0 2,5 5,0 5,0 9.5 0,0 2,5 5,0
X X
(c) F(X) trigonométrico com K =7 x 1072 (d) F(X) linear com K =7 x 1072,
5,0 5,0

Corrente no Diodo de Chua
Corrente no Diodo de Chua

~5,0 - - ' ~5.0 : : -
=5,0 —2,5 0,0 2,5 5,0 —5,0 -2,5 0,0 2,5 5,0
X X
(e) F(X) trigonométrico com K = 9 x 1072 (f) F(X) linear com K =9 x 1072

Figura 4.5: Graficos X x I(X), variando 1x 1072 < K < 1x 10! e fixando A = 0. A esquerda
para o forgamento trigonométrico (linha em azul) e a direita para o linear (linha em vermelha).
A linha em preto representa a curva da corrente para o cChua sem o forcamento.

Para caracterizarmos a influéncia do forcamento como um todo, na dinamica do sistema,
fixamos dois valores de K e variamos o parametro A. Para valores de K < 1x107° nao notamos
uma diferenca visivel na dinamica do sistema. Primeiramente escolhemos o valor K = 1 x 1072

e variamos o parametro A, que estao representados na Fig. 4.6. Usamos A = 1 x 1075 [Figs.
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4.6(a) e 4.6(b)], A =1x 1072 [Figs. 4.6(c) e 4.6(d)] e A =1 x 107! [Figs. 4.6(e) e 4.6(f)].
Nao existe, também, uma diferenca significativa no plano de parametros entre os forcamentos,
porém percebemos que no forcamento trigonométrico, as estruturas periédicas vao diminuindo
conforme aumentamos o valor de A, indicando que este forcamento serve para suprimir estas
estruturas. Ja para o forcamento linear, as estruturas periédicas permanecem inalteradas,

ocorrendo um deslocamento dos dominios regulares e cadticos.

0,6 4

0,6

’YO

(e) F(X) trigonométrico com A =1 x 10~ 1. (f) F(X) linear com A =1 x 1071

Figura 4.6: Planos de parametros (o X 7) para o cChua com K = 1 x 1072 e variando A. A
esquerda para o forcamento trigonométrico e a direita para o linear.
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Quando fixamos o valor de K = 1 x 1072 e variamos o parametro A, para o forcamento
trigonométrico, a curva X x I(X) permanece inalterada, conforme a Fig. 4.7. J4 para o
forcamento linear, usando os mesmos valores de K e A, a inclinacdo da curva em vermelho

sofre uma pequena diminuicao, indicando um Pequeno deslocamento dos dominios cadtico e

regulares.
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(e) F(X) trigonométrico com A =1 x 107

(f) F(X) linear com A =1 x 1071

Figura 4.7: Gréficos X x I[(X) com K = 1x 1072 e variando A. A esquerda para o forcamento
trigonométrico (linha em azul) e a direita para o linear (linha em vermelho). A linha em preto
representa a curva da corrente para o cChua sem o forgamento.
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Como vimos que para valores do parametro X < 1 x 1072, nao ocorre uma mudanca
aparente na dinamica do sistema, aumentamos o valor para K = 1 x 107!, a fim de investigar
as implicagoes dos forgamentos quando variamos o parametro A, conforme a Fig. 4.8. Usamos
A =1x107° [Figs. 4.8(a) e 4.8(b)], A =1 x 1072 [Figs. 4.8(c) e 4.8(d)] e A =1 x 107*
[Figs. 4.8(e) e 4.8(f)]. Aqui, notamos uma grande diferenca na dinamica do sistema quando
comparamos os forcamentos trigonométrico e linear. Para esses valores de K e A, os dominios no
plano de parametros para o forcamento linear sofrem um deslocamento se comparado aos outros
valores usados para os mesmos, enquanto que para o trigonométrico nao ha um deslocamento
aparente. Conforme aumentamos o valor de A no forcamento trigonométrico, notamos que a
regiao de pontos de equilibrio (branco) vai aumentado e, com isso, a regidao periddica (preto)
“invade”a regiao de regime caotico, suprimindo as estruturas periédicas presentes no mesmo.
No caso do for¢amento linear, nao notamos uma diferenca significativa no plano de parametros

conforme aumentamos o valor de A, apenas um grande deslocamento dos dominios.

5 10
o

0,6

(c) F(X) trigonométrico com A =1 x 1072 (d) F(X) linear com A =1 x 1072
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(e) F(X) trigonométrico com A =1 x 10~ 1.

o 10

(f) F(X) linear com A =1 x 1071

Figura 4.8: Planos de parametros (o X 7) para o cChua com K = 1 x 107! e variando A. A
esquerda para o forcamento trigonométrico e a direita para o linear.

Quando fixamos o valor de K = 1 x 107! e variamos o parametro A, para o forcamento

trigonométrico, a curva X x I(X) vai sendo deformada e com isso, perdendo sua linearidade

local (por partes), mostrada na Fig. 4.9, esta deformagao estd relacionada com a supressao

das estruturas periddicas presentes no regime cadtico. Ja para o forcamento linear, quando

aumentamos o valor de K, a inclinagao da curva em vermelho diminui, de acordo com a Fig.

4.9, indicando um deslocamento dos dominios cadtico e regulares.
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Figura 4.9: Gréficos X x I[(X) com K =1x 107! e variando A. A esquerda para o forcamento
trigonométrico (linha em azul) e a direita para o linear (linha em vermelho). A linha em preto
representa a curva da corrente para o cChua sem o forgamento.

Os resultados mais significativos sao mostrados na Tabela 4.1. Vimos que nao exite uma di-
ferenca qualitativa na dinamica do sistema quando comparamos os forcamentos trigonométrico
e linear para K < 1 x 1072, s6 existindo uma mudanca significativa no plano de parametros
entre eles para valores de K > 1x 1072, Quando ligamos apenas a parte senoidal do forcamento
(K #0e A=0)eusamos K > 1x 1072, notamos que o forcamento trigonométrico suprime as
estruturas periddicas enquanto que para o linear, as mesmas sao preservadas, existindo apenas
um deslocamento dos regimes regulares e cadticos no plano de parametros, como mostrado na
Fig. 4.4. Fixando o valor de K = 1 x 107! e variando A, conforme a Fig. 4.8, notamos que
nao exite mais uma semelhanca no plano de parametros entre os forcamentos. Para o trigo-
nométrico, conforme aumentamos o valor de A a regiao periddica “invade”a regiao de regime
cadtico e suprime as estruturas peridédicas presentes, enquanto que o forcamento linear desloca
os dominios regulares e cadticos. Nossos resultados indicam que a supressao das estruturas
periddicas devido ao forcamento trigonométrico, esta relacionado com a perda da linearidade
local na curva X x I(X) causado pelo mesmo e que, o deslocamento dos dominios regula-
res e cadticos no espaco de parametros com o forcamento linear, é resultado da mudanca na
inclinagao na curva X x I(X) quando aplicamos o mesmo.

Na Secao 4.2 a seguir, expomos os diagramas de isospikes para analisar o numero de
maximos locais presentes em cada ponto do plano de parametros e tentar identificar os periodos
das estruturas periddicas existentes no regime cadtico. Para isso ampliamos algumas regioes de
interesse nos planos de parametros do maior expoente de Lyapunov, para ambos os forcamentos,

e comparamos com os seus respectivos diagramas de isospikes.
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Amplitudes/Forgamentos Trigonométrico Linear
K <1x107° Sem mudancas Sem mudancas
eA>0 significativas. significativas.
K <1x1072 Pequeno deslocamento dos Pequeno deslocamento dos
eA=0 dominios regulares e cadticos. | dominios regulares e cadticos.
K=1x10" Supressao das estruturas Deslocamento dos
eA=0 periédicas no regime caotico. | dominios regulares e cadticos.
1x1072 < K <1 x 107! | Supressao das estruturas Deslocamento dos
eA=0 periédicas no regime caotico. | dominios regulares e cadticos.
K=1x10"? Sem mudancas Pequeno deslocamento dos
e A<1x1072 significativas. dominios regulares e cadticos.
K=1x10"? Supressao das estruturas Pequeno deslocamento dos
e A=1x10"1 periédicas no regime caotico. | dominios regulares e cadticos.
K=1x10"! Supressao das estruturas Deslocamento dos
e A>0 periddicas no regime caodtico. | dominios regulares e cadticos.

Tabela 4.1: Resumo dos resultados numeéricos para os forcamentos trigonométrico e linear.

4.2 Diagramas de Isospikes

Nos diagramas a seguir, as cores estao associadas ao numero de maximos locais contidos
em um periodo das orbitas, que podemos associar a periodicidade de cada regiao do plano de
parametros, sendo a cor branca para quando o sistema diverge e preta para comportamento

cadtico ou para periodos maiores que 14, conforme a Fig. 4.10.

Figura 4.10: Paleta de cores e seus respectivos periodos para os Diagramas de isospikes. Sendo
a cor branca para regiao onde o sistema diverge e a regiao em preto onde o sistema apresenta
comportamento cadtico ou periédico com periodos maiores que 14.

13 pE

Primeiramente apresentamos as ampliacoes do plano de parametros do maior expoente de
Lyapunov para o cChua com o forcamento trigonométrico usando K =1 x 1072 e A > 0 e
seus respectivos diagramas de isospikes, conforme Fig. 4.11. Nesta figura identificamos uma
rota para o caos via dobramento de periodo na regiao onde o atrator é peridédico (regidao onde
o maior expoente de Lyapunov é nulo), partindo do periodo 1 (azul), passando para periodo
2 (verde), perfodo 4 (vermelho) até chegar no dominio cadtico (preto). Notamos, também, os
periodos das estruturas imersas no regime caético: Primeira estrutura, periodo 5 (magenta);
Segunda estrutura, periodos 5 (magenta) e 7 (ciano); Terceira estrutura, periodo 7 (ciano).
Vamos falar mais sobre os perfodos na Secao 4.3. Para K =1 x 1072 e A =1 x 107! ocorre

supressao das estruturas peridédicas no regime cadtico mencionadas na se¢ao anterior.
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(c) F(X) trigonométrico com A =1 x 1075, (d) isospikes para A =1 x 1075,

5,6 6,4 56 6,4
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(f) isospikes para A =1 x 1072,

5,6 6,4 56 6,4
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(g) F(X) trigonométrico com A =1 x 1071, (h) isospikes para A =1 x 1071

Figura 4.11: Insets dos planos de parametros (« x 7) para o cChua com o forgamento trigo-
nométrico usando K = 1 x 1072 e variando A com os seus respectivos diagramas de isospikes.
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A seguir na Fig. 4.12, ampliamos o plano de parametros para o maior expoente de Lyapunov
com o forcamento linear usando K = 1x1072 e A > 0 e seus respectivos diagramas de isospikes,
gerados utilizando uma malha discretizada de 1000 x 1000. Percebemos a mesma rota para o
caos via dobramento de periodo presente quando usamos o forcamento trigonométrico, porém
com cada dominio deslocado no plano de parametros para cima devido ao forcamento. Contudo,
diferentemente para o caso do forgamento trigonométrico, a aproximagao linear preserva as
estruturas periddicas imersas no regime cadtico, com os seus respectivos periodos: Primeira
estrutura, periodo 5 (magenta); Segunda estrutura, periodos 5 (magenta) e 7 (ciano); Terceira

estrutura, periodo 7 (ciano); Quarta estrutura, periodo 9 (verde escuro).

0,5
U 0‘0

(e) F(X) linear com A =1 x 1072 (f) isospikes para A =1 x 1072
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(g) F(X) linear com A =1 x 1071, (h) isospikes para A =1 x 1071

Figura 4.12: Insets dos planos de parametros (a x «) para o cChua com o for¢amento linear
usando K =1 x 1072 e variando A com os seus respectivos diagramas de isospikes.

Como discutido anteriormente, as mudancgas mais significativas ocorrem para valores de
K > 1 x 107!, entdo ampliamos o plano de parametros para o maior expoente de Lyapunov
com os valores K = 1 x 107 e A > 0 e geramos seus respectivos diagramas de isospikes,
primeiramente sob a a¢ao do forcamento trigonométrico, conforme Fig. 4.13. Percebemos
uma “invasao”da regiao periddica no dominio cadtico, ocorrendo a supressao das estruturas
periodicas. Determinamos os periodos dessas estruturas, que basicamente sao as mesmas da-

quelas discutidas nas Figs. 4.11 e 4.12.

-0,25

(c) F(X) trigonométrico com A =1 x 1075, (d) isospikes para A =1 x 107°.
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6,7 7.3 6,7 a 7.3
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6,7 7.3

(g) F(X) trigonométrico com A =1 x 1071 (h) isospikes para A =1 x 1071,

Figura 4.13: Insets dos planos de parametros (a x ) para o ¢cChua com o forgamento trigo-
nométrico usando K =1 x 107! e variando A com os seus respectivos diagramas de isospikes.

Em seguida, conforme Fig. 4.14, aplicamos o forcamento linear usando K = 1 x 107! e
A > 0 e ampliamos o plano de parametros do maior expoente de Lyapunov e geramos seus
diagramas de isospikes. Notamos o grande deslocamento dos dominios no plano de parametros
mencionado na secao anterior e percebemos que as estruturas periodicas sao preservadas com
os seus respectivos periodos: Primeira estrutura, periodo 9 (verde escuro); Segunda estrutura,

periodo 7 (ciano); Terceira estrutura, periodo 5 (magenta).

-0,10

-0,10

o
(a) F(X) linear com A = 0. (b) isospikes para A = 0.



Capitulo 4. RESULTADOS NUMERICOS 73

0,04

o

0,04

-0,10

o

(f) isospikes para A =1 x 1072,

0,0/{] 1 1 Il Il Il 1 1 0,5 0.04

0§

-0,10

(g) F(X) linear com A =1 x 1071, (h) isospikes para A =1 x 1071,

Figura 4.14: Insets dos planos de parametros («a x «) para o cChua com o for¢camento linear
usando K =1 x 107! e variando A com os seus respectivos diagramas de isospikes.

Os resultados discutidos nesta secao mostram que os forcamentos trigonométrico e linear
nao alteram os periodos das estruturas periddicas imersas em dominios cadticos, embora (i)
haja a supressao de caos (para K > 1 x 1072 e A > 0) devido ao primeiro tipo de forgamento
e; (11) a aproximagao linear desloca os dominios regulares e caéticos no plano de parametros.
Esta conclusao é reforcada através da andlise dos atratores apresentados na proxima secao
e relacionados as estruturas periédicas discutidas aqui. Além disso, usando os diagramas
1sospikes caracterizamos também uma rota para o caos via dobramento de periodo na regiao
onde o atrator é periédico. Tal resultado nao pode ser obtido utilizando os planos de parametros

do maior expoente de Lyapunov.



74 Capitulo 4. RESULTADOS NUMERICOS

Na Secao 4.3 a seguir, expomos as representagoes dos atratores a fim de confirmar os
periodos das estruturas periddicas existentes no regime cadtico. Para isso, repetimos algumas
ampliagoes das regioes de interesse dos planos de parametros do maior expoente de Lyapunov,

para ambos os forcamentos, e comparamos com os seus respectivos atratores.

4.3 Atratores

Para a construcao dos atratores, integramos o sistema (3.22) utilizando o algoritimo Runge-
Kutta de quarta ordem com passo fixo 1 x 1073, considerando 1 x 10° passos, descartando um
transiente de 1 x 10° e usando como condigao inicial (X =0,1;Y =0,0; Z = 0,0).

Inicialmente expomos os diferentes atratores presentes no cChua nao forgado (K = 0 e
A = 0). Estao representados os atratores: (i) Ciclo-limite (o« = 6,0 e v = 0,0), representado
na Fig. 4.15(a); (i) Periddico (v = 5,05 e v = —0,59), exposto na Fig. 4.15(b); e (i) cadtico
(¢ =5,4 ey =—0,4), mostrado na Fig. 4.15(c).

05 ¢ 30 ¢
zZ zZ
0L 30
0.4 0.6
04 2,0
X 22 20,4 X 20 0,6
(a) Ciclo-limite (o« = 6,0 ey =0,0). (b) Atrator periédico (o = 5,05 e v = —0,59).

(c) Atrator cadtico (o =5,4 e v = —0,4).

Figura 4.15: Atratores do ¢cChua nao forgado (K = 0 e A = 0). Na figura (a) atrator ciclo-
limite, (b) periédico e em (c) atrator cadtico.
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Agora aplicamos os forcamentos trigonométrico e linear, com K = 1x 1072 e A=1x 1071,
e geramos os atratores das trés estruturas periddicas e um cadtico. Para facilitar a observagao,
repetimos as figuras dos planos de parametros para cada forcamento, expostos na Fig. 4.16,
com o trigonométrico a esquerda e o linear a direita. Os respectivos atratores estao evidenciados

na Fig. 4.17.

(a) Forcamento trigonométrico. (b) Forgamento linear.

Figura 4.16: Insets dos planos de parametros (a x ) para o cChua com o forgamento trigo-
nométrico & esquerda e linear & direita, usando K =1 x 1072 e A=1x 1071

Como apresentado anteriormente, o forcamento trigonométrico suprime as estruturas periodicas
no regime caotico e o forcamento linear desloca os dominios no plano de parametros. A partir
da Fig. 4.17 percebemos que, apesar deste deslocamento, os atratores permanecem os mesmos
para ambos os forcamentos, indicando que estes nao alteram os periodos destas estruturas. Os
atratores indicam que os periodos sao: Primeira estrutura, Figs. 4.17(a) e 4.17(b), periodo
5; Segunda estrutura, Figs. 4.17(c) e 4.17(d), periodo 7; Terceira estrutura, Figs. 4.17(e) e
4.17(f), periodo 9, diferentemente dos diagramas de isospikes, que mostraram um periodo 7.
Os atratores das Figs. 4.17(g) e 4.17(h) sao cadéticos. Como mencionado anteriormente, para
estes valores dos parametros K e A, nao hd uma mudanga significativa na dinamica do sistema,

quando comparamos os forcamentos entre si.

3.0 30 -

-3,0 + -30 b

-2,0 -2,0

X 20,5 X 0,5

(a) Atrator periédico (o = 5,75 ¢ v = —0,35) (b) Atrator periédico (o« = 5,70 e v = —0,32)
para o forgamento trigonométrico. para o forgamento linear.
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30 - 30 -
Z Z
-3,0 : -3,0 :
05 05
2,0 2,0
X 5505 X 5505
(¢) Atrator periédico (o = 6,03 e v = —0,26) (d) Atrator periédico (ax = 6,00 e v = —0,22)
para o forgamento trigonométrico. para o forgamento linear.
30 - 30 -
Z Z
30 30
0,5 05
25 2,0
X 25 02 X 20 02

(e) Atrator periédico (« = 6,26 e v = —0,19) (f) Atrator periédico (o = 6,21 e v = —0,16)
para o forgamento trigonométrico. para o forgcamento linear.

(g) Atrator caético (o = 5,7 e v = —0,3) para (h) Atrator cadtico (a = 5,70 e vy = —0, 25) para
o forcamento trigonométrico. o forcamento linear.

Figura 4.17: Atratores do ¢cChua com o forcamento trigonométrico a esquerda e linear a direita,
usando os valores K =1 x 1072 e A =1 x 1071

Agora aplicamos os forcamentos trigonométrico e linear, com K = 1x 1071 e A =1 x 1072,
e geramos os atratores das trés estruturas periddicas e um cadtico. Para facilitar a observagao,
repetimos as figuras dos planos de parametros para cada forcamento, exposto na Fig. 4.18, com

o trigonométrico a esquerda e o linear a direita. Os respectivos atratores estao evidenciados

na Fig. 4.19.
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-0,25

-0,45-F

(a) Forgamento trigonométrico. (b) Forcamento linear.

Figura 4.18: Insets dos planos de parametros (a x ) para o cChua com o forgamento trigo-
nométrico a esquerda e linear & direita, usando K =1 x 107t e A =1 x 1072

Notamos uma grande diferenga na dinamica do sistema quando comparamos os forcamentos.
Como dito anteriormente, no forcamento trigonométrico, conforme aumentamos o valor de A, a
regiao periddica invade o regime cadtico e, com isso, suprime as estruturas periédicas contidas
no mesmo. Ja para o forcamento linear, ocorre um deslocamento dos dominios regulares e
cadticos ao variarmos os valores do mesmo. Os atratores indicam que os periodos sao, (i) Para
o forcamento trigonométrico: Primeira estrutura, Fig. 4.19(a), periodo 5; Segunda estrutura,
Fig. 4.19(c), periodo 7; Terceira estrutura, Fig. 4.19(e), periodo 9. (i) Para o forcamento
linear: Primeira estrutura, Fig. 4.19(b), periodo 9; Segunda estrutura, Fig. 4.19(d), periodo 7;
Terceira estrutura, Fig. 4.19(f), periodo 5. Os atratores das Fig. 4.19(g) e 4.19(h) s@o cadticos.

25 2,0 -
zZ VA
-2,5 : -2,0 :
04 04
2,0 1,5
X 20 04 X 15 04
(a) Atrator periédico (o = 6,880 e v = —0,375) (b) Atrator periédico (o = 6,280 e v = —0,055)
para o forgamento trigonométrico. para o forgamento linear.
2,5 ¢ 2,0
V4

25 F

-2,0

20 |

-1,5

(c) Atrator periddico (o = 7,020 e v = —0,325) (d) Atrator periédico (o = 6,320 e v = 0,005)

para o forgamento trigonométrico.

para o forcamento linear.
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25 ¢ 20
Z Z

25 ) 201

04 04
-2,0 1,5

X 20 04 X 15 04
(e) Atrator periddico (v = 7,142 e v = —0,287) (f) Atrator periddico (a = 6,360 e v = —0,005)
para o forgamento trigonométrico. para o forgamento linear.

(g) Atrator cadtico (a = 7,2 e v = —0,3) para (h) Atrator caético (o« = 6,40 e vy = —0,08) para
o forcamento trigonométrico. o forcamento linear.

Figura 4.19: Atratores do cChua com o forgamento trigonométrico a esquerda e linear a direita,
usando os valores K =1 x 1071 e A =1 x 1072
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, estudamos as implicagoes de um for¢camento periédico e assimétrico (trigo-
nométrico) na dinamica do circuito de Chua. Aplicamos as leis de Kirchhoff para encontrar as
equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, que regem a dinamica do sistema. Efetu-
amos um estudo analitico sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio nas regides R1, R2 e
R3, limitadas pela Eq. (3.23). Para tal expandimos o forgamento em série de Taylor e, a fim
de facilitar os calculos, usamos apenas o primeiro termo da expansao, tornando o forcamento
linear. Entao, para o estudo numérico, investigamos as consequéncias dos forcamentos trigo-
nométrico e linear na dinamica do circuito de Chua, para diferentes valores dos parametros
K e A no sistema de equagoes (3.22). Usamos como ferramentas os planos de parametros do

maior expoente de Lyapunov, diagramas de isospikes e a representacao dos atratores.

Através dos resultados analiticos, encontramos os pontos de equilibrio e estudamos a sua
estabilidade. Utilizando o critério de Routh-Hurwitz (RH) investigamos os sinais dos coefici-
entes das equagoes caracteristicas. Com isso, concluimos que como ha uma inversao de sinal
do coeficiente b; nas regioes R1 e R3 e nao existe uma superposicao de estabilidade nas Egs.
(3.46) e (3.51), representada na Fig. 3.9, entao ocorrem duas mudancas de sinais nos elementos
da primeira coluna da série de RH: ay — by e by — ag, logo o sistema tem dois polos do lado
direito do plano complexo, resultando em uma instabilidade dos pontos de equilibrio nessas
regioes para os intervalos do parametros K > 0, a > 0e —1 < v < 1. J4 para a regiao R2,
existe uma superposicao de estabilidade nas Eqs. (3.55) e (3.59), representada na Fig. 3.12,
para os mesmos intervalos dos parametros acima. Para essa regiao de superposicao o ponto de
equilibrio é estavel, fora desta drea é instavel.

Investigamos numericamente a influéncia dos forgamentos trigonométrico e linear na dinamica
do sistema e comparamos os resultados para diferentes valores das amplitudes K (parte periédica)

e A (parte assimétrica). Os resultados mostram que: (i) para valores de K < 1 x 1072 e di-
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ferentes valores de A nao ha uma mudanca significativa entre o forcamento trigonométrico e
a aproximacao linear na dinamica do sistema e os dominios regulares e cadticos sofrem pe-
quenos deslocamentos diferentes em cada caso, mas mantendo as estruturas periddicas e as
regioes cujo comportamento ¢é cadtico. Uma mudanca é vista para A = 1 x 107!, onde as
estruturas periddicas presentes no regime cadtico comecam a ser suprimidas para o forgamento
trigonométrico devido a influéncia do mesmo na corrente I(X) do diodo de Chua, destruindo a
linearidade local (por partes) presente; (4i) para valores de K = 1 x 107! e A # 0 existem dife-
rengas no espago de parametros para o forcamento trigonométrico e linear, certamente devido
ao fato de a aproximacao ser linear e nao possuir parte assimétrica, diferentemente do caso
geral. Com o forcamento trigonométrico, a regiao periddica invade a regiao de regime cadtico
e suprime as estruturas periodicas presentes no mesmo, este comportamento esta relacionado
com a destrui¢do da linearidade (por partes) presente na corrente do diodo de Chua. Para
a aproximacao linear, usando os mesmos valores de K e A, mesmo com um comportamento
totalmente diferente do trigonométrico, as estruturas periddicas sao preservadas e os dominios
regulares e cadticos sofrem um deslocamento no plano de parametros conforme aumentamos
A, fato ligado & mudanca na inclinagao das regioes lineares da corrente I(X). Nos diagramas
de isospikes mostramos que os periodos das estruturas imersas no dominio cadtico nao sofrem
alteracao quando aplicamos ambos os forcamentos, resultado confirmado com a representagao
dos atratores. Encontramos uma rota para o caos via dobramento de periodo na regiao onde
o atrator ¢é periodico, partindo do periodo 1, passando para periodo 2, periodo 4 até chegar
no dominio caodtico. Com todos esses dados, concluimos que a aproximacgao linear para o
forgamento F'(X) é valido para os valores de K < 1 X 1072 e A < 1 x 1072 das amplitudes,
enquanto que, para valores maiores ela deixa de ser uma aproximagao véalida. Porém, também
mostram que ambos os forcamentos servem para deslocar os dominios presentes no espaco de
parametros do sistema, principalmente com a aproximacao linear, e que a parte assimétrica
do forcamento trigonométrico é um bom supressor de estruturas periddicas, para valores de
K>1x102eA>1x10"%

Para trabalhos futuros, podemos realizar um estudo via continuacao numérica utilizando o
software MATCONT [7], a fim de obter as curvas de bifurca¢oes do cChua com os forgamentos.
Propomos analisar ainda, via o critério de Routh-Hurwitz, a dinamica do cChua quadridimen-
sional com apenas trés malhas, adicionando uma componente de armazenamento de energia.
Efetuaremos um estudo numérico sobre a dinamica deste circuito, usando como ferramentas os
planos de parametros para os dois maiores expoentes de Lyapunov, para caracterizar as regioes

periddicas, cadticas e hipercadticas, os diagramas de isospikes e a representagao dos atratores.
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Apeéendice A
O CIRCUITO DE CHUA

O objetivo deste apéndice é analisar o comportamento da dinamica do cChua original,
mostrado na Fig. A.1. Para isso, partimos do conjunto de equagoes diferenciais ordindrias
de primeira ordem autonomas que descreve o comportamento da dinamica do circuito, e en-
contramos os pontos de equilibrio a fim de analisar a estabilidade do sistema nas trés regioes
delimitadas pela Eq. (3.23).

A.1 O Circuito de Chua Original

F R
Nos: A B
» /1 »
ifx) + +
L
] X / §
E y
@]
3 1
3 G m—
R=]
Q H
L
z
Malhas: 1 B 2 B 3
* *

Figura A.1: Representacao do circuito RLC cadtico de Chua, contendo um resistor R, dois
capacitores C7, Cy e um indutor L com uma resisténcia interna r;. As variaveis x e y cor-
respondem as tensoes nos capacitores C; e C5 respectivamente e a variavel z a corrente que
atravessa o indutor.

Para encontrar o sistema de equacoes diferencias que descreve a dinamica do ¢Chua, aplica-
mos as leis de Kirchhoff nas malhas 2 e 3, e a lei dos nés em A e B. Como todos esses calculos
ja foram feitos no Cap. 3, e a fim de evitar repetir célculos em excesso, partiremos da Eq. (3.8)

fazendo K' — 0, e aplicamos as transformagoes (3.9) para encontrar o conjunto de equagoes
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diferencias autonomas e adimensionais de primeira ordem, que descreve o comportamento da

dinamica do cChua original,

( . dX
X:d—T:a[Y—X—I(X)],
. dY
Y=—=X-Y+~7 Al
o +Z, (A1)
. dz
[ =—=-08Y —~7
L dT /8 P)/’

com,
([ bX +a—b, se X >1,0 (Regido R1),

I(X) = aX, se|X|<1,0 (Regido R2), (A.2)

bX —a+b, se X < —1,0 (Regiao R3).

\
O conjunto de Eqgs. (A.1) junto com a Eq. (A.2), foram utilizados para encontrar e analisar
a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema, utilizando o critério de Routh-Hurwitz

mostrado na Secao 3.2.2.

A.1.1 Pontos de Equilibrio

Os pontos de equilibrio sao calculados fazendo o conjunto de Eqs. (A.1) ser nulo. Assim,
conseguimos isolar as varidaveis X, Y e Z e calcular os pontos de equilibrio para as regioes
delimitada pela Eq. (A.2) e, com isso, fazer o estudo da estabilidade do sistema para as regides

R1, R2 e R3. Os pontos de equilibrio sao:

( _ —IX)(B+7)
X = 5 ,
_ —I(X)y (A.3)
Y T
| Z=1(X).

Substituindo a Eq. (A.2), encontramos os pontos de equilibrio para cada regiao delimitada:

para regiao R1 temos I(X) = bX + a — b, o ponto de equilibrio fica,

( _ —(a=b)(B+)
X = B+b8+by

~ —(a—10)y
Y=t (A4)

_ (a=b)p
L RN
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para regiao R2 temos I(X) = aX, ficamos com,

([ X =0,
Y =0, (A.5)
| Z=0,

e para regiao R3 temos I(X) = bX — a + b, o ponto de equilibrio fica,

( _(a=b)(B+)
X = B4bB+by

(a—0b)y

WEC L) A0

_ —(a-b)B
\ B+b8+by

Geramos os graficos de cada ponto de equilibrio para as regioes R1 e R3, visando identificar

como esses pontos sao caracterizados variando o parametro v em um intervalo [-1,1]. A Fig.

A.2 mostra essa evolucao para as regiao R1 e a Fig. A.3 para a regiao R3.

2
b sobp 1N

-1 0 1 s 0 1 s 0 1
Y Y Y

(a) Varidvel X na regiao R1. (b) Varidvel Y na regido RI1. (c) Varidvel Z na regiao R1.

Figura A.2: Graficos do ponto de equilibrio da regiao R1.

0 1 2

x\ sof T | N

1 0 1 1 0 1 1 0 1
v Y v

(a) Varidvel X na regiao R3. (b) Varidvel Y na regido R3. (c) Varidvel Z na regiao R3.

Figura A.3: Graficos do ponto de equilibrio da regiao R3.
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A.1.2 Analise de estabilidade dos pontos de equilibrio

O objetivo é encontrar as regides no espago de parametros onde os pontos de equilibrio de
cada regiao sao estaveis, em outras palavras, queremos determinar os intervalos dos parametros
a e vy, para que os pontos de equilibrio das regioes R1, R2 e R3 sejam estaveis e, com isso,
delimitar as regioes de estabilidade usando o critério de RH [12, 13]. Para isso usamos a matriz
jacobiana descrita pela Eq. (A.7) para encontrar as equagdes caracteristicas de cada regiao
delimitada pela Eq. (A.2), fazendo det(J — AI) = 0, sendo I a matriz identidade. Como a
matriz jacobiana independe das variaveis do sistema e % possui mesmo valores para as regioes
R1 e R3, de acordo com a Eq. (A.8), ficamos com duas equagoes caracteristicas, uma para as

regioes R1 e R3 e outra para a regiao R2.

0X oY 0Z —a(1+4) o 0
J=| oY o v | _ 1 11|, (A7)
X oY 0Z
oz 0z 0z | L0 8o
L 0X 9y 07 -

drl
sendo que, o termo e obtemos derivando a Eq. (3.23),

(b, se X >1,0 (Regiio R1),

dl
. .
ax a, se | X| < 1,0 (Regiao R2), (A.8)

[ b, se X < —1,0 (Regiao R3).
Entao, temos a equagao caracteristica dada por:
as\® + ap\? + a1\ +ag = 0, (A.9)
que, para as regioes R1 e R3 temos,
N4+ Na(lL+0) +1+9]+ Aa(y+b+by) +v+ 8]+ a[B8(1+b) +by] =0, (A.10)
sendo os coeficientes,

ag =1,

as =a(l+b)+1+7,
ar=a(y+b+by)+v+ 5,
ap = af5(1+b) + b7],
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e para a regiao R2 fica da seguinte forma,
N+ XNa(l4+a)+1+9] +Ma(y+a+ay) +v+ 8] +a[f(1+a) +ay] =0, (A.11)
sendo os coeficientes,

az =1,

ay=a(l+a)+ 147,

a1 =a(y+a+ay)+v+B,
ag = a[f(1 + a) + ar].

O estudo da estabilidade usando o critério de RH apresentado a seguir, foi feito para as

regioes R1, R2 e R3, usando os seguintes valores para os parametros do sistema:

a=—1,13996128, b= —0,712000613, [ =9,701,
(A.12)
—-1<yv<1 e a>0,

esses valores foram calculados utilizando as transformagoes (3.9) e os dados da referéncia [11]

para os valores de R, mg e m;.

A.1.3 Regioes R1 e R3

Para que a 1* condigao do critério de RH seja satisfeita usando os valores ja mencionados
dos parametros a, b e 5, no intervalo —1 < 7 < 1 e para a > 0, as seguintes relagoes devem

ser satisfeitas:

a3:1>0,

145

a=cl+b)+14+7>0=a> = a >0, (A.13)

-y =B

— a > 25, 23813457, (A.14)
v+b+by

a=a(y+b+by)+7+8>0=a>

B(1+b)

ag = (1 +b)+by] >0 =~ > — =7 > 3,92308827. (A.15)

Uma vez que a Eq. (A.15) indica que, para todas as raizes possuirem parte real negativa,
tem que ser maior que 3, 92398827. Concluimos que, para os valores e intervalos dos parametros

de interesse, os pontos de equilibrio nas regioes R1 e R3 sao instaveis para —1 <y < lea > 0.
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A.1.4 Regioes R2

Passamos agora a analisar a estabilidade do ponto de equilibrio da regiao R2. Aplicando
a 1* condicao do critério de RH usando os mesmos valores ja mensionados dos parametros,

obtemos as relagoes:

CL3:1>O,

w=al+a)+14+7>0=a> a = a >0, (A.16)
alza(7+a+a7)+7+6>02>oz>L_B:>oz>8,36066207, (A.17)
Y +a+ay
—B(1
ap = aff(1+a)+ay] >0 =~ > —fl+a) v > —1,191061838. (A.18)
a

Satisfazendo a 1* condicao, calculamos os demais termos da série de RH de acordo com as

Eqs. (3.39) a (3.42),

2y(1+a)+all+a)+ay(y+2)(1+a)+a+ (v +B)(1+7)

b = ?
' a(l+a)+1+7~y
b2 - 07
(A.19)
1 =ag = a[f(l+a)+ ayl,
Co = 07
que pode entao ser construida, resultando,
A3 1 aly+a+ay)+v+p
A2 a(l+a)+1+7~ alf(1+a) + av] (A.20)
Al by 0
A0 a[f(1+ a) + av] 0.

Com esse resultado, aplicamos a 2* condi¢ao do critério de RH e analisamos o sinal do coe-
ficiente b;. A Fig. A.4 expressa os comportamentos do coeficiente b; em termos dos parametros
a (Fig. A4(a)) e v (Fig. A.4(b)). Para by < 0 (linha em azul abaixo da linha em vermelha)
o ponto de equilibrio é instavel (PEI), ja para os valores de b; > 0 (linha em azul acima da
linha em vermelha), e usando os intervalos de interesse para os parametros (—1 < v < 1 e
a > 8,36066207), encontramos as regides onde o ponto de equilibrio é estavel (PEE), que sao

as regioes dentro do retangulo preto na Fig. A.4.
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20 T T T 50
15t
25+ PEE PEE
10+ PEE /
< Of S0
0
PEI PEIL 25t
=l ] 7 PEI
10 : : : . 50 - - - -
-10 -5 0 5 10 15 -5 -3 -1 1 3 5
« Y
(a) Regices de estabilidade do ponto de equilibrio (b) Regides de estabilidade do ponto de equilibrio
(0,0,0). (0,0,0).

Figura A.4: Gréficos das andlises dos sinais do coeficiente b; para a regiao R2. Para toda a
regiao na qual a linha azul estd acima da linha vermelha, o ponto de equilibrio é estavel. Para
valores negativos de b; o ponto de equilibrio é instavel.

Esses resultados mostram que os pontos de equilibrio das regioes R1 e R3, sao sempre
instaveis. Para a regiao R2, e necessario que a > 836066207 para que o ponto de equilibrio
seja estavel. Nossas conclusoes analiticas indicam que o sistema tem comportamento instavel
nas regioes R1 e R3. J4 na regiao R2 o sistema é estdvel dentro dos intervalos de interesse dos

parametros de controle.



