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Resumo

A dinamica de Nosé-Hoover é deterministica e reversivel no tempo e
realiza uma amostragem estatistica de um sistema de muitos corpos no
ensemble canonico diretamente a partir da dindmica do sistema. Esse
sistema é acoplado a um grau de liberdade extra (sistema estendido)
que desempenha o papel de um reservatorio térmico. Neste traba-
lho, estudamos a dindmica do sistema protétipo minimo: o oscilador
harmonico na dindmica de Nosé-Hoover. Observamos trajetorias re-
gulares periodicas e quase periodicas no espago de fase para diferentes
condigoes iniciais. Embora, o oscilador nao seja ergoédico e nao repro-
duza as médias do ensemble canonico na dinAmica de Nosé-Hoover, ao
adicionarmos mais um grau de liberdade ao reservatorio (cadeia de ter-
mostatos), a distribuicdo de momentos tende a canoénica. O segundo
sistema estudado é um géas de Argonio constituido de 4000 particu-
las que interagem segundo um potencial de Lennard-Jones. Para esse
sistema, observamos transicoes de fase, distribui¢coes de momento em
concordancia com o ensemble candnico, assim como a eficiéncia do ter-
mostato de Nosé-Hoover em manter a temperatura média constante.






Abstract

The Nosé-Hoover dynamics is deterministic and time-reversible and
performs a statistical sampling of the canonical ensemble of a many-
body system directly from the system dynamics. This system is coupled
to one extra degree of freedom (extended system) acting as a heat
reservoir. In this work, we study the dynamical of the prototype system:
the harmonic oscillator thermalized in the Nosé-Hoover dynamics. We
observe periodic and quasi periodic regular trajectories in the phase
space for different initial conditions. However, the oscillator is non-
ergodic and non-canonical in the Nosé-Hoover dynamics, when we add
one reservoir degree of freedom (thermostats chain), the momentum
distribution tends to the canonical one. The second system studied
is an Argonne gas with 4000 particles which interact by means of a
Lennard-Jones potential. For this system, we observe phase transitions,
momentum distributions in agreement of canonical ensemble, as well,
the thermostat efficiency to keep constant the average temperature.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo contextualizaremos a importancia das simulacoes com-
putacionais nos dias de hoje, dando especial énfase na sua relagdo com
a teoria e experimentagdo em fisica. Em seguida abordaremos aspectos
gerais da dindmica molecular, algumas de suas aplicagcoes e qualitati-
vamente como diferentes propostas de termostatos podem ser incorpo-
radas as simulacoes de dinamica. Por ultimo, apresentaremos os prin-
cipais objetivos desse trabalho, assim como, um roteiro da dissertacao
detalhando cada capitulo.

1.1 Simulagoes Computacionais

As simulagbes computacionais ou experimentos computacionais pos-
suem um importante papel na ciéncia hoje em dia. Elas sao feitas
para otimizagao do trafego em grandes cidades [1], permitem estudar o
comportamento de um farmaco antes de sua sintese experimental eco-
nomizando tempo e recursos [2], sdo usadas para entender a dispersiao
de epidemias [3], para prever o comportamento climéatico [4], compre-
ender a dinAmica de nichos ecolégicos [5], entre outros. A sua presenca
e utilidade sao reconhecidas em diferentes areas do conhecimento com
inumeras aplicagoes. Em especial, a fisica computacional é uma area
de pesquisa da fisica responsavel por modelar e testar conceitos fisicos
através de simulagoes computacionais [6].

Na experimentacao em fisica, um sistema é sujeito a observagcao,
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Teoria

Simulagao H Experiéncia

Figura 1.1: Relacao entre teoria, experimentacao e simulacoes compu-
tacionais.

realizam-se medidas e resultados numéricos sao obtidos dentro da pre-
cisao experimental. Na teoria, um modelo é construido usualmente na
forma de equagoes matematicas e sua validade consiste na habilidade
de descrever o comportamento de um sistema em certas circunstancias
fisicas para as quais o modelo se aplica. Na perspectiva do experi-
mentalista, as simulagoes computacionais permitem observar detalhes
da dinamica do sistema, estudar regioes nao acessiveis ou que implica-
ria em experimentos muito caros, tais como em condigoes de extrema
pressdo e temperatura [7], além de possibilitar a interpretacao de seus
resultados a partir de um modelo teorico [6].

Qualquer simulagdo computacional é feita a partir de um modelo
fisico teorico descrito em forma de um algoritmo computacional. A uti-
lizagao de um modelo e sua viabilidade enquanto um algoritmo, abrange
desde aproximacoes sem comprometer a informacao fisica do que se de-
seja estudar, a escolha de métodos numeéricos eficientes, assim como a
avaliagao entre custo e beneficio no que tange aos recursos computa-
cionais e tempo disponiveis. Se o modelo escolhido for bom o sufici-
ente, permitindo uma comparacgao direta do que se obtém através da
simulagao com o que se observa experimentalmente, essa simulagao é
chamada de realistica [6]. Em simula¢des desse tipo, ¢ comum predizer
novos fenémenos ao simular o que nao foi medido ou que nao é ainda
tangivel experimentalmente.

Nao é exagero dizer que o desenvolvimento dos experimentos com-
putacionais alcancado gracas ao proprio desenvolvimento da capaci-
dade de processamento computacional, alterou de forma substancial
a relacao entre teoria e experimento. A propria busca por simulagoes
computacionais mais realisticas aumentou a demanda por modelos mais
precisos e dispendiosos computacionalmente. Por exemplo, uma simu-
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lacao de dindmica molecular nos permite obter a temperatura de fusao
de um material que interage segundo um dado potencial, o que consiste
num teste dificil para um modelo tedrico. Portanto a simulacao "traz
vida"aos modelos teodricos [7] e em muitas circunstancias conectam a
teoria com a experiéncia (Fig. 1.1).

1.2 Dinamica Molecular em Diferentes En-
sembles

A Dinamica Molecular (DM) é uma técnica util para estudar proprie-
dades mecénicas e termodinamicas de sistemas de muitos corpos tais
como soélidos, fluidos, superficies, aglomerados atémicos, entre outros.
As simulagoes de DM permitem obter uma relagao direta entre carac-
teristicas microscopicas (massas dos atomos constituintes do sistema,
interacao entre eles, geometria molecular, etc) com propriedades ma-
croscopicas do sistema de interesse experimental tais como equacao de
estado, coeficientes de transporte, parametros de ordem estrutural, etc
8]

Em sua forma padrao, o método da DM consiste em integrar as
equacoes classicas do movimento para um sistema de muitos corpos
mantendo o nimero de 4&tomos N constante confinados em uma caixa
de simulagdo (supercélula) de volume V fixo e a energia total £ do
sistema (isolado) é conservada. Isso implica que sua hamiltoniana in-
depende do tempo e é invariante sobre translacao ou rotacao de todo
o sistema [9]. Portanto, a amostragem estatistica do sistema ¢ feita no
ensemble microcanonico ou NVE. E importante salientar que na DM
nao apenas quantidades estatisticas sao obtidas, mas também quanti-
dades dinamicas tais como fungdes de correlagdo (no espago e tempo)
consistindo numa clara vantagem sobre métodos estocasticos tal como
o método de Monte Carlo, por exemplo.

As simulagdes de DM realizam uma amostragem no ensemble mi-
crocanonico (NVE), no entanto uma amostragem nesse ensemble nao
possui uma conexao direta com o tipo de informacao obtida através
dos experimentos. Nas condi¢Oes experimentais, normalmente o ex-
perimentalista controla a temperatura 1" e/ou pressao P, logo é na-
tural pensar que uma amostragem nos ensembles canoénico (NVT) ou
isotérmico-isobarico (NPT) oferecem uma maior perspectiva de com-
paragao experimental. Realizar uma simulagao de dindmica molecular
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em outro ensemble que ndo o microcandnico, significa manter cons-
tante (em meédia) pelo menos uma das quantidades intensivas durante
a simulacdo. A modificacdo das equacoes da DM com o propésito de
gerar um ensemble a temperatura constante consiste num algoritmo de
termostato [9].

Além da correspondéncia com as condigdes experimentais que nor-
malmente termalizam o sistema em vez de isola-lo, o uso do termostato
pode ser motivado também para estudar processos dependentes de tem-
peratura (obtencéo de coeficientes térmicos ou transicoes de fase), para
simular dissipacao de calor, para melhorar a eficiéncia de uma busca
conformacional (por resfriamento simulado ou annealing, por exemplo)
ou para evitar desvios de energia causados pela acumulacao de erros
numéricos durante as simulagoes [9]. Na segdo seguinte, falaremos de
maneira geral sobre algumas das principais propostas de termostato
da literatura, destacando as vantagens e desvantagens na utilizacao de
cada modelo de termostato.

1.3 Propostas de Termostatos

Na literatura, existem alguns métodos [10-14| propostos para manter a
temperatura de um sistema em média constante descritos em forma de
um algoritmo. Os algoritmos de termostatos utilizam técnicas tais como
reescalamento de velocidade a cada passo de tempo [10], retermalizagao
por processos de colisoes estocasticas [11], acoplamento do sistema a um
banho térmico [12], adi¢io de um grau de liberdade extra (reservatorio
de calor) cuja interacdo entre o sistema é dado por escalamento das
velocidades das particulas [13, 14].

Reescalar as velocidades a cada passo de tempo foi a técnica utili-
zada por Woodcock [10]. Esse método implica em manter a tempera-
tura em um valor fixo, correspondente a temperatura do banho térmico,
durante toda a simulagdo, sem permitir flutuacoes. Para que isso ocorra
uma quantidade que depende explicitamente da temperatura é adicio-
nado a equacao de forca obtida a partir das equacgoes de movimento de
Hamilton. O método de reescalar as velocidades permite que as equa-
¢oes de movimento sejam deterministicas, reversiveis no tempo, suaves
e gera uma distribuicao canonica de configuracoes [9, 10]. Entretanto,
a dindmica gerada por esse método tende a nao ser realista, uma vez
que a energia do sistema é impedida de oscilar.



1.3. PROPOSTAS DE TERMOSTATOS

A técnica de retermalizacdo por processos de colisoes estocésticas,
foi proposta por Andersen em 1980 [11]. Neste método, a evolucao do
sistema ocorre de acordo com as equacoes de movimento de Hamilton
com uma pequena alteracao: um termo estocastico de colisao é adi-
cionado na equagao correspondente a forca. Cada colisao estocastica
altera instantaneamente o momento de apenas uma particula, de forma
que o momento apds uma colisao é determinado aleatoriamente a partir
de uma distribuicao de Boltzmann com uma dada temperatura. Apos
todas as particulas sofrerem colisdo o sistema passa a ter uma energia
cinética correspondente a temperatura desejada [11]. Uma frequéncia
de colisoes pequena garante, em principio, a geracao de um ensem-
ble candnico. Mas se essa frequéncia for muito pequena a distribuicao
canonica sera alcancada apenas ap6s muitos passos de simulagao [9].

Berendsen em 1984, propos acoplar o sistema de particulas a um
banho térmico com uma dada temperatura [12]. Esse acoplamento é
feito alterando a equagdo de movimento de Langevin, de modo que o
termo relacionado ao ruido estocastico é excluido. Assim as equagoes
de movimento do termostato de Berendsen envolvem apenas o termo
da forca derivada do potencial de interacdo entre as particulas somado
a uma for¢a dissipativa yv; (fricgdo). A quantidade 7 ¢ igual para to-
das as particulas e depende da temperatura instantinea do sistema.
Dependendo da temperatura instantdnea do sistema, o banho térmico
atuara amortecendo (retirando calor) ou forcando o movimento de cada
particula (fornecendo calor) através do valor instantaneo de ~.

Um dos termostatos mais utilizados e que desempenha satisfatoria-
mente a tarefa de reproduzir o canénico para sistemas de muitos corpos
é conhecido como termostato de Nosé-Hoover. Proposto por Nosé em
1983 [13] e adaptado por Hoover no ano seguinte [14]. Nosé utilizou
o método do sistema estendido, adicionando & Lagrangeana um grau
de liberdade extra que desempenha o papel de reservatorio térmico.
Trata-se de uma dindmica deterministica e realistica que possui tra-
jetoria suave e reproduz a magnitude das flutuagoes de temperatura
de maneira correta, é reversivel no tempo e, por principio, reproduz
o ensemble canoénico diretamente a partir das equacoes de movimento
do sistema estendido (sistema e reservatorio). As dinamicas de Nosé e
Nosé-Hoover sao descritas detalhadamente no capitulo trés desta dis-
sertacao.



CAPITULO 1. INTRODUCAO

1.4 Organizagao da Dissertagao

Os préximos dois capitulos sao devotados a aspectos tedricos desse tra-
balho. No préximo capitulo, sobre Dindmica Molecular Classica sdo
apresentados todos os conceitos e aspectos técnicos necessarios para
se realizar uma simulacao de dindmica molecular, desde seu algoritmo
de integracao, potencial de interacao, seus dominios de validade e li-
mitagoes. No terceiro capitulo, abordamos o método de Nosé-Hoover,
primeiramente detalhando a proposta de Nosé de 1984 que permite re-
alizar uma amostragem estatistica de um sistema de muitos corpos no
ensemble canodnico diretamente a partir da dinAmica do sistema. Em se-
guida, apresentamos as modificacoes feitas por Hoover no ano seguinte
que tornaram a dinamica de passo At (tempo) varidvel de Nosé numa
dinamica de passo fixo.

No quarto capitulo, apresentamos um estudo da dinamica do osci-
lador harmonico em ambas as dinamicas de Nosé e Nosé-Hoover. Mos-
tramos trajetérias regulares periddicas e quase periédicas no espaco de
fase e alguns aspectos relacionados a melhora da ergodicidade, quando
acrescentamos um grau de liberdade extra ao reservatorio (cadeia de
termostatos). No quinto capitulo, estudamos um gas de Argonio que
interage via potencial de Lennard-Jones na dindmica de Nosé-Hoover.
Testamos a eficiéncia do termostato de Nosé-Hoover em descrever tran-
sicoes de fase, manter a temperatura em média constante, bem como,
reproduzir as médias do ensemble candnico.

No ultimo capitulo, abordaremos as conclusoes e perspectivas de fu-
turos trabalhos relacionados a essa dissertacao. Nos apéndices apresen-
tamos as unidades reduzidas de Lennard-Jones largamente utilizadas
em simulagoes de dinAmica molecular, assim como, o desenvolvimento
da expressao do Virial, necessario para o célculo da pressao em Dina-
mica Molecular.



Capitulo 2

Dinamica Molecular
Classica

Neste capitulo serao abordados os principios da dinAmica molecular que
abrangem o algoritmo de integracdo numérica das equagoes de movi-
mento, as condi¢oes periddicas de contorno do sistema a ser estudado
e o potencial de interacao entre particulas.

2.1 Principios da Dinamica Molecular

A Dinamica Molecular (DM) é uma técnica deterministica de simu-
lacao computacional que consiste basicamente na integragao numeérica
das equacoes classicas do movimento de cada particula de um dado
sistema. Portanto, dado um conjunto inicial de posicoes e velocidades,
conhecendo o potencial de interacao entre as particulas e as equacoes de
movimento que regem sua dindmica, é possivel determinar a trajetéria
de cada particula e consequentemente, a evolucao dindmica do sistema,
salvo pequenos erros de integracao e arredondamentos [7].

Considere um sistema isolado de N particulas confinadas numa
caixa de simulacio (supercélula) cujo volume V é fixo e com energia
total F constante cujas equacoes de movimento obedecem as leis de
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Newton. A forca total sobre uma particula ¢ na posicao r;! é

b

N

Fi(r) = =V, Y _ o(ry), (2.1)

j=1

onde ¢(r;;) é um potencial de interagido de dois corpos que depende
da distancia r;; = |r; — r;| entre duas particulas. Essa forca pode ser
escrita como,

Fi(r;) = mia;, (2.2)

tal que m; é a massa da particula e a; sua aceleracao. Portanto, dado
um conjunto inicial de posigdes, podemos calcular a forga total (2.1)
sobre uma dada particula i através da soma do potencial de interacao
entre ¢ e todas as outras particulas do sistema. Fazendo isso para todas
as particulas do sistema, obtemos todas as aceleragoes iniciais.

Passode Nio
s

Sim
- Célculodas rntegr:a;ao Verlﬁcaiaodas MedigBes de T,
Inicializago > Forgas de > Equagdes de Condigdes de 3
= 5 Propriedades Tempo
Interagdo Movimento Contorno

Si
Tempo > Tempo total 2>

Figura 2.1: Diferentes etapas de uma simulacao de Dinamica Molecular,
retirado de [15], com alteragoes.

Uma simulagdo de DM pode ser sintetizada de acordo com o fluxo-
grama da (Fig. 2.1). Um novo passo na dindmica, consiste na integra-
¢ao numeérica no tempo das equacoes de movimento, obtendo-se assim,
novas velocidades e posicoes num tempo posterior. Em especial, na
proxima secao trataremos da técnica de integracao no tempo de Verlet
[16]. Apds calcular as novas posigoes, devem se verificar as condigoes de
contorno do problema, assunto da secao seguinte. Em seguida, pode-se
realizar ou nao medicoes das propriedades instantaneas e incrementa-se

ITodas as grandezas vetoriais serdo indicadas pela utilizacio do negrito.
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o tempo, sucessivas vezes até o tempo total da simulacdo. Finalmente,
através da média temporal das propriedades instantaneas, obtemos os
observaveis de um sistema num dado ensemble.

2.2 Algoritmo de Verlet

O algoritmo de Verlet é um dos algoritmos mais utilizados em dinamica
molecular para se integrar numericamente as equacoes de movimento.
Pode-se obter novas posi¢oes das particulas em relagao ao tempo da
simulagao, a partir das posi¢oes e velocidades anteriores, ou seja, sa-
bendo as posicoes iniciais em um tempo t, pode-se obter a posicao
seguinte em t + At e assim, fazendo sucessivas iteragoes, pode-se obter
a trajetoria da particula durante toda simulacao [8].

Considerando um intervalo At discreto, a ideia do algoritmo de
Verlet consiste em expandir a posicao da particula em dois instantes
distintos ¢ + At e t — At em uma série de Taylor:

2 72

d (At)? d?
I'Z‘(t — At) = I‘i(t) — At%rl(t) + B) @I‘i
Somando e subtraindo (2.3) com (2.4), desprezando os termos de
ordem superior a (At)3, substituindo a primeira derivada de r;(t) por
v;(t) e a segunda por a;(t), obtemos respectivamente:

) +... (2.4)

ri(t+ At) = —r;(t — At) + 2r;(t) + a; (1) At?, (2.5)
i) = T (t+ At)2;tri(t — A, 26)

Uma forma equivalente ao algoritmo de Verlet que diminui os erros
de arredondamento, chama-se esquema de Velocidade-Verlet. Neste es-
quema, além da posicao, deve-se informar a velocidade inicial de cada
particula, assim sabendo as velocidades iniciais de todas as particulas,
pode-se determinar a temperatura inicial do sistema utilizando o teo-
rema da equiparticao de energia. Este esquema pode ser sintetizado
em quatro equagoes:
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] 2
ri(t + At) = ri(t) + vi () At + %,

v (t + At) =vi(t) + M7

2 2
Fi(ri(t + A
as(t + At) = DElt+AD) (2.7)
mg
Vit + Al) = v, <t+A2t> +w7

onde F;, como j4 visto, estd associada ao potencial.

Note que em um sistema tridimensional, a cada passo de simulacao
estarao sendo armazenados 9N varidveis: 3N relacionadas as posicoes,
3N as velocidades e 3N as aceleragdes. Ao longo da dinamica, deve-se
sempre verificar as condicoes periddicas de contorno do sistema, assunto
da préxima secgao.

2.3 Condigoes Periodicas de Contorno

Independentemente do tamanho do sistema simulado, o niimero de ato-
mos N que o compoe é facilmente negligenciavel quando comparado ao
numero de atomos contidos em um infimo pedago macroscépico da ma-
téria (=~ 10%* atomos). O baixo niimero de 4tomos no sistema simulado
pode provocar efeitos de superficie significativos ja que a relagao entre
o numero de atomos de superficie comparado ao volume total é muito
maior do que no sé6lido macroscépico.

Para um gas ou liquidos em um sistema tridimensional de N atomos,
cerca de N~1/3 destes dtomos encontram-se proximos das superficies
[17]. Para sistemas reais, apenas um pequeno niamero desses atomos so-
frerd os efeitos das bordas, entretanto o mesmo nao ocorre para valores
pequenos de N.

Os efeitos de superficie podem ser minimizados através de uma téc-
nica conhecida como condigoes periddicas de contorno. Esta técnica
consiste em replicar a caixa de simulagdo em todo o espaco para for-
mar uma grade infinita de caixas idénticas, de modo que, no decorrer
da simulacao, quando uma particula contida na caixa de simulagao ori-
ginal move-se, suas imagens movem-se exatamente da mesma maneira.

10
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ol po

o OO O

(474 &)

H

Figura 2.2: (a) Representagao das condigbes periddicas de contorno
para um sistema em duas dimensoes. (b) Representacao do raio de corte
e do critério da imagem minima para um sistema em duas dimensoes.
Retirado de Allen e Tildesley [8].

Assim caso uma das particulas deixe a caixa original, uma das suas
imagens entrara pela face oposta (Fig. 2.2 - (a)).

A técnica das condi¢bes periddicas de contorno possibilita a con-
servagao do numero de particulas do sistema dentro da supercélula de
volume V' (consequentemente a densidade é fixa). Se os 4tomos conti-
dos na caixa original estao sujeitos a um tipo de potencial que age aos
pares, cada atomo ird interagir com os outros N — 1 contidos na caixa.
Ao replicarmos a caixa em todo o espago cada atomo além de interagir
com os N — 1 da sua caixa interagird com todas as outras infinitas ré-
plicas dos atomos, inclusive suas proprias réplicas, o que resultaria em
uma soma infinita de termos.

Na préatica essa soma infinita nao ocorre, pois em geral limitamos o
alcance do potencial, possibilitando que a interacao vai a zero quando a
separacao entre os atomos ultrapasse uma determinada distancia conhe-
cida como raio de corte (R¢). Sendo assim a interacdo seria limitada
apenas aos atomos que encontram-se a uma distincia menor do que
o raio de corte R¢ [8]. O R¢ utilizado normalmente é menor que as
dimensées da supercélula (Fig. 2.2 - (b)).

11
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O "critério da imagem minima"? permite que apenas as particulas

que estao de dentro do circulo pontilhado (Fig. 2.2 - (b)) interajam com
a particula no centro, independente se as particulas interagentes estao
na mesma célula ou em uma célula-imagem. O raio deste circulo é o
raio de corte Rc. Na pratica, deve-se avaliar qual é a menor distancia
entre os atomos. Num sistema tridimensional, em todas as direcoes,
existe duas distancias possiveis entre atomos, d, (y ou z) dentro da
supercélula e L, — d, (y ou z), com L, sendo o tamanho da caixa na
direcao x. Devera ser computada no potencial, somente a interacao de
menor distancia.

2.4 Potencial de Lennard-Jones

Uma area muito importante da fisica computacional dedica-se a mode-
lar potenciais para diferentes problemas. A escolha do potencial esta
diretamente relacionada ao tipo de problema que se deseja estudar.
Por exemplo, o potencial de Lennard-Jones[7] é um potencial de dois
corpos amplamente empregado para descrever o comportamento de ga-
ses nobres como argonio [18]. Potenciais de muitos corpos tais como
Stillinger-Weber [19] ou Tersoff [20] sdo usados para semicondutores.
O potencial de Cleri-Rosato [21] para ligas metélicas. Cada potencial
é descrito por parametros empiricos ou obtidos a partir de calculos de
primeiros-principios.
Proposto por Sir John Edward Lennard-Jones, o potencial de Lennard-

Jones modela a interagao atrativa-repulsiva entre um par de atomos e,
é definido pela seguinte equagao:

=12 (2)° - (2] s

Quando préximos, um par de 4tomos se sujeita a interagoes atrativas
ou repulsivas que estao associadas a distancia de separacao entre eles,
representada na equacao pelo parametro r. Os parametros € e o sao
escolhidos de modo a ajustar as propriedades fisicas do material, alguns
de seus valores podem ser encontrados na Tabela 2.1. O grafico do
potencial de Lennard-Jones pode ser observado na (Fig. 2.3).

Em grandes distancias prevalece a interacao atrativa que os &tomos
exercem entre si, que corresponde ao termo —(o/7)%, esse é o termo

2Traduzido do termo inglés "Minimum image convertion”.
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Figura 2.3: Curva do potencial de Lennard-Jones. O paramentro e
representa a profundidade do poco, enquanto o pardmetro o representa
a distancia finita no qual o potencial entre as particulas é zero e 7 é a
distancia entre o centro dos atomos.

que fornece coesao ao sistema e é originada das forcas de Van der
Waals. Quando submetidos a pequenas distancias prevalece a intera¢ao
de natureza repulsiva, termo (o /r)!2, relacionada a sobreposicio de
orbitais eletronicos (principio de exclusdo de Pauli) [7].

Tabela 2.1: Parametros do potencial de Lennard-Jones para alguns
gases nobres. Retirado de Ashcroft & Mermin [22].
Ne Ar Kr Xe
e(eV) 0,0031 0,0104 0,0140 0,0200
oAy 2,74 3,40 3,65 3,98

Observa-se que o parametro o corresponde & distancia em que o
potencial intermolecular é nulo, enquanto ¢ corresponde a profundi-
dade do poco de potencial, ou seja, seu valor minimo. Este minimo de
potencial é atingido quando a separaciio intermolecular é 7 = 2/6¢.

Quando utilizamos o potencial de Lennard-Jones em simulacoes é
habitual trabalhar com sistemas de unidades onde ¢ =1 e o = 1, tal
sistema de unidades é conhecido como unidades reduzidas ou unidades

13
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de Lennard-Jones. Mais detalhes sobre unidades reduzidas podem ser
vistos no Apéndice A.

2.4.1 Truncamento do Potencial e Correcoes de Longo
Alcance

Como visto na se¢ado anterior, ao calcularmos o potencial, como por
exemplo, o potencial de Lennard-Jones, estabelecemos um raio de corte
R¢ e desprezamos a interagao entre 4tomos cuja separacao é maior ou
igual ao R¢ estabelecido. Usar esse artificio reduz consideravelmente
o tempo de simulacao, uma vez que o ntmero de pares de atomos
separados a uma distancia r cresce com 72 [7] tornando-se rapidamente
um grande nimero.

Entretanto, ao truncar o potencial cria-se uma descontinuidade na
energia potencial do sistema, sempre que a distancia entre as duas par-
ticulas ultrapassa o raio de corte. A fim de evitar esse problema, uma
pequena mudanca no potencial é feita, de modo a suavizar o potencial
na medida que r aproxima-se de R, dessa forma, o potencial vai a zero
suavemente e nao cai abruptamente (descontinuidade).

LJ _ ALJ .
Vi) { 3 (r) = o™ (R.), zg:;ﬁz, (2.9)

Para o potencial de Lennard-Jones os raios de truncamento mais
utilizados sdo em torno de 2,50 a 3,20.

Quantidades fisicas sao afetadas pela utilizacao do potencial trun-
cado, pois a parte correspondente ao longo alcance é perdida. Para um
sistema de varias particulas e com condicoes periddicas de contorno ao
longo de cada direcao, é comum a adi¢ao de uma constante afim de cor-
rigir tais quantidades. Para o potencial de Lennard-Jones, a corre¢ao
de longo alcance ? para energia e pressio [7] é:

Ejpe = (8/9)7Np R — (8/3)aNp R (2.10)

Pine = (32/9)mp™ Ry~ — (16/3)mp" Ry~ (2.11)

Na equacao acima p representa a densidade do sistema, R. o raio de
corte e o simbolo * indica a utilizacao dos parametros com unidades
reduzidas [8].

3Long-range correction (LRC)
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2.5 Observaveis na Dinamica Molecular

Na sua forma usual, o método da DM realiza uma amostragem esta-
tistica de um sistema no ensemble microcanénico (NVE). No entanto,
existem diferentes formas de fazer uma amostragem em outros ensem-
bles a partir de modificacoes na préopria dindmica do sistema. Dessa
forma, outra defini¢do atribuida a DM recorre & mecénica estatistica,
onde as quantidades fisicas sao representadas por médias distribuidas
de acordo com um algum ensemble, ou ainda, trata-se de uma forma
de obter configuracoes distribuidas de acordo com alguma func¢ao de
distribuicao estatistica [7].

Na DM, a partir do comportamento dinAmico microscopico é possi-
vel obter as propriedades macroscopicas observaveis de um sistema de
muitas particulas (suficientemente grande) com a aplicagdo da mecé-
nica estatistica. Algumas grandezas instantaneas sao facilmente obtidas
via DM, tais como as energias (potencial, cinética e total), pressao e
temperatura.

A energia potencial U total instantanea do sistema é associada com
a configuragao espacial das particulas num dado momento ao exercerem
forcas umas sobre as outras,

N-1
U=y
i=1

onde o somatorio é feito aos pares de particulas e r;; = |r; — r;|.

Ja a energia cinética K instantanea total é definida como o somato-
rio da energia cinética das N particulas que constituem o sistema num
dado momento, isto é

N
B(rij), (2.12)
i+1

| N
_ N2
K = 3 iE=1 m;v;. (2.13)

A pressao é definida em termos da expressao do virial,

N
1

i=1

jd a temperatura instantanea do sistema é definida pelo teorema da
equiparticao de energia [24], tal que
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2K
T =
dNkp

(2.15)

com d sendo a dimensionalidade do sistema nas equacoes acima. A
definicao da expressao do virial encontra-se no Apéndice B.

Os observéaveis fisicos de um sistema sao representados de acordo
com a mecanica estatistica, por médias distribuidas de acordo com um
ensemble |8]. Portanto, sendo A(t) o valor instantaneo de uma grandeza
estatistica qualquer, é razoavel assumir que a propriedade observavel
Aops € 0 valor médio que A(t) assumiu ao longo da simulagdo e pode
ser obtido através da relacao:

-Aobs = <-A>tempo = L ZA(t) (216)

onde t é tempo de cada passo da simulacdo e Np é o niimero de passos
que constituem o tempo total da simulacdo. A equacao acima estabe-
lece que o tempo total da simulacao deve ser muito maior que o tempo
de relaxacao da grandeza estatistica analisada. Cada grandeza possui
tempo de relaxacao proprio e quando proximo a transicoes de fase a
tendéncia do sistema é levar um tempo maior para relaxar. Considerar
esse aspecto no tempo total da simulacao afim de obter corretamente
a grandeza estatistica é essencial [7].

Deste modo é possivel caracterizar as propriedades de um sistema
completamente, partindo de detalhes microscépicos de cada particula
através da DM, ou em nivel macroscopico a partir da Mecénica Esta-
tistica.

2.6 Ensemble Estatistico

Embora seja necessario apenas a posicao, a velocidade, e a forma de
interacao de cada particula para descrever perfeitamente sua trajetoria,
existem ainda um conjunto de configuragoes do sistema que se torna
necessario para anélise de certas propriedades. Por exemplo, quando
uma das varidveis analisada é o trabalho realizado pelo sistema, é im-
portante que as configuracoes iniciais permitam que o volume da célula
de simulacao varie, caso ao contrario, nao serd possivel analisar a va-
riavel desejada.
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Quando se prepara a simulacdo é necessario estabelecer as varia-
veis do sistema que permanecerdo constantes e as que poderao alterar
durante o tempo de simulacao, de acordo com aquilo que desejasse es-
tudar. Existem conjuntos de configuracoes ja pré-estabelecidas de pro-
priedades que serao mantidas constantes e que representam o estado
do sistema,os ensembles [8].

A especificacado do valor atual dos parametros N, V, E define o
macroestado de um determinado sistema. Em um nivel molecular, no
entanto, um grande ntimero de possibilidades existe pois, em geral,
havera varios diferentes caminhos em que o macroestado (N, V, E)
pode ser obtido. Cada um desses (diferentes) caminhos especifica um
microestado, de um sistema. Dessa forma podemos definir ensemble
como a colecdo de microestados acessiveis ao sistema [23].

Os ensembles mais comuns sdo: o microcanénico (NVE), trata-
se de um conjunto de configuracoes onde o numero de particulas N,
o volume V e a energia total £ do sistema sao mantidas constantes
durante a amostragem estatistica (simulagdo); ja o ensemble candnico
(NVT) caracteriza-se por manter constante o nimero de particulas NV,
volume V' e a temperatura T'; o isobdrico-isotérmico (NPT) mantém
constante o namero de particulas NV, pressao P e temperatura 7" e o
ensemble grand-canénico (uVT) cuja finalidade ¢ manter o potencial
quimico u, temperatura 7' e volume V' constantes [24].

2.6.1 Explorando o Ensemble Candnico

As configuragoes do ensemble canonico (NVT) sdo utilizadas para des-
crever um sistema A que nao estd isolado, mas em contato com outro
sistema, a principio com muito mais graus de liberdade do que ele,
conhecido como reservatorio térmico A’.

No sistema A suas paredes sao impermeéaveis, fixas e diatérmicas
[24], desse modo o ntimero de particulas que o compde é fixo, o volume
constante mas ocorrem trocas de calor com o reservatoério, tal que sua
temperatura mantém-se igual & do reservatoério.

O foco da simulagdo em um ensemble candnico estd nas proprie-
dades do sistema A, um sistema nao conservativo. Entretanto vale
ressaltar que o sistema estendido, constituido pelo sistema A e o re-
servatorio A, é conservativo e encontra-se no ensemble microcandnico.
Desse modo, toda energia perdida em A é absorvida em A’ e vice-versa,
essa troca de energia resulta em flutuagoes térmicas sobre o sistema A,
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e praticamente nenhuma sobre A’) pois o reservatério possui mais graus

de liberdade [24].

troca de energia

Sistema A

NV T

Sistema A'

N,V T

troca de energia

Figura 2.4: Trocas de energias entre sistema A e reservatorio A".

A densidade de probabilidade de um sistema submetido ao ensemble

canbnico é proporcional a exp [—kBLT} e a funcao particao é definida

como 5
Z. = z;exp [—M] (2.17)
onde a soma é sobre os estados r. Ou ainda, para um sistema de N
particulas,
1 E(r,p)

Para o ensemble canonico todos os valores de energia sao permitidos
e as flutuagoes de energia sao diferentes de zero. A probabilidade P(E)
que o sistema A tenha energia em um pequeno intervalo entre F e
FE + JF é simplesmente obtida adicionando as probabilidades de todos
os estados cuja energia reside neste intervalo, ou seja,

P(E)=> P, (2.19)

onde r é tal que ¥ < E,. < E+ §dE. Mas de acordo com o postulado
fundamental da estatistica, todos estes estados sao igualmente provaveis
e caracterizados essencialmente pelo mesmo fator exponencial e F/k5T
portanto, é preciso apenas multiplicar a probabilidade de encontrar A
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em um desse estados pelo nimero Q(F) de estados nesse intervalo de
energia [24]

P(E) =CQ(E)exp [ (2.20)

=
A medida que o sistema A fica maior (embora ainda muito menor que
A’), o numero de estados Q(F) ¢ uma fun¢do de E que cresce ra-
pidamente. A presenca do fator e F/¥2T faz decrescer rapidamente,
resultando em um méximo o produto de Q(E)eF/ksT,

QE)e T |
|
I
[
|| ||
/. \ |
& )

Figura 2.5: Dependeéncia da funcio Q(FE)e~E/ksT

tema macroscopico.

com F para um sis-

Quanto maior ¢ A mais rapidamente {2(E) aumenta com a E, e mais
nitido este maximo em P(FE) se torna. A expressdo 2.20 é valida, ndo
importa quao pequena A seja.

2.7 Limitacoes da Dinidmica Molecular

Umas das questoes mais recorrentes é o uso de uma forga cléssica, ou
seja, o uso da lei de Newton para descrever o movimento de atomos,
quando se sabe que sistema em niveis atomicos obedecem as leis da
Mecanica Quantica em vez de leis classicas.

Um simples teste de validade da aproximacao classica é baseado no
comprimento de onda térmico de Broglie, definido como,
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2m2h2

A=y
MkpT

(2.21)

com M sendo a massa atomica e 1" a temperatura do sistema. A apro-
ximacao classica é justificavel se A < a, com a sendo a separagao média
entre atomos vizinhos. Entretanto vale ressaltar que efeitos quanticos
se tornam importantes em qualquer sistema onde a temperatura T é
suficientemente baixa, e nesses casos os resultados da DM classica fa-
lham.

Qutra limitacao apresentada é o realismo da simulacdo por DM.
As forgas sdo responsaveis pelo movimento dos 4tomos (particulas) que
constituem o sistema, tanto no sistema fisico real quanto no simulado,
dessa forma uma simulacao serd realistica, ou seja, imitara o comporta-
mento do sistema real, apenas nos casos em que as forcas interatémicas
sao similares as que os &tomos reais experimentariam quando dispostos
na mesma configuragao.

Como vimos na secao 2.1, forcas sao usualmente obtidas como gra-
diente de uma funcao potencial, que depende exclusivamente da posi¢ao
das particulas. Dessa forma, o realismo de uma simulacao dependeré do
potencial escolhido e de sua habilidade de reproduzir o comportamento
do sistema sob as condigoes impostas na simulagao.

Uma limitacao interessante estd relacionada com o tempo e o ta-
manho da célula de simulacao, quando muitos d&tomos estao presentes
na simulacao, estas limitacdes podem se tornar importantes. Para uma
boa simulacao é necessario que seu tempo total seja muito maior que
o tempo de relaxagao da quantidade em que se esta interessado. Vale
ressaltar que diferentes quantidades tém tempos de relaxacao diferentes
e que sistemas tendem a ficar mais lentos quando préoximos a transicao
de fase, e ainda nao é incomum casos em que propriedades fisicas te-
nham um tempo de relaxacdo muito maior que o tempo realizavel de
uma simulacdo [7].

Para que nao haja problemas com o tamanho, é necessario compa-
rar o tamanho da célula de simulacdo com o comprimento de correlacao
da funcao espacial de interesse. Nas proximidades da transicao de fase
o comprimento de correlacao pode aumentar ou até mesmo divergir, e
seus resultados ndo sao confidveis quando comparados com o tamanho
da célula. Problemas de tamanho podem ser facilmente contornados
com um método conhecido como " Dimensionamento de tamanho fi-
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nito"*, que consiste em avaliar uma propriedade fisica A utilizando

varias células com tamanhos L diferentes e ajustando o resultado em
seguida com a relacao
c
T
usando Ag, ¢ e n como parametros de ajuste.
Outra limitagdo pode estar associada ao uso de algoritmos de in-
tegracao no tempo, pois estes sao baseados em métodos de diferencas
finitas, que consiste em discretizar o tempo de tal forma que o intervalo
At considerado seja muito menor do que o tempo total da simulagio.
Esses métodos sdo aproximados e possuem erros associados a eles [7].
Os métodos de diferencas finitas sao geralmente baseados na expan-
sao da série Taylor truncada em algum termo, gerando assim um erro
associado a esse truncamento. Este erro nao depende da implementa-
¢ao, sendo intrinseco ao algoritmo, pode ser reduzido, embora nunca
evitado, diminuindo At [7]. Outra forma de erro é conhecida como erros
de arredondamentos, proveniente do niimero finito de digitos utilizados
na aritmética computacional.

A(L) = Ag + (2.22)

4Traduzido do termo inglés "finite size scaling".
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Capitulo 3

Método de Nosé-Hoover

Nesse capitulo, apresentaremos a dinamica de Nosé, proposta em 1983,
demonstrando que sua formulacao produz configuracoes no ensemble
can6nico. Em seguida, mostraremos as alteracoes feitas por Hoover as
equacoes de movimento de Nosé tornando-a uma dinamica de passo de
tempo fixo.

3.1 Dinamica de Nosé

Nosé propos um método que realiza uma amostragem das configura-
¢oes no canonico de um sistema diretamente a partir das equagoes de
movimento. Na sua proposta, ele descreveu um sistema estendido dado
por um sistema fisico de N particulas com coordenadas Qp, Qo, ...,
Qp em um dado volume fixo V e potencial de interagao ¢(Q) que in-
terage com um grau de liberdade extra s adimensional que atua como
um reservatério de calor. A interacdo entre o sistema e o reservato-
rio é dado por um escalamento das velocidades das particulas, ou seja
v, = sQi com v; é considerado a velocidade real da particula. A La-
grangeana do sistema estendido, composto pelas N particulas mais o
grau de liberdade s, é escrita como,

ﬁ:Z%SZQE—¢(Q)+%é2—(dN+1)k’BTlns (3.1)

onde dN + 1 corresponde ao numero de graus de liberdade do sistema
estendido, com d sendo a dimensionalidade e N o niimero de particulas
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do sistema, kp é a constante de Boltzmann, T a temperatura na qual
o sistema deve entrar em equilibrio com o reservatorio para realizar a
amostragem no ensemble canénico. O pardmetro M tem unidade de
(energia).(tempo)? e determina a escala de tempo da flutuacio da tem-
peratura. A escolha de uma energia potencial do tipo (dN +1)kpT In s
para o reservatorio possibilita que as médias do ensemble canonico se-
jam recuperadas e o termo M3s?/2 possibilita a constru¢io de uma
equacao dindmica para o reservatorio [13].

As equagOes do movimento para o sistema e reservatério sao deri-
vadas das equacoes de Euler-Lagrange,

Q: = Py/(m;s”)
99
0Q
§=P, /M
P, = ZPiQ/(miSS) — (dN + 1)kpT/s.

P, = (3.2)

As equacoes de movimento de Nosé sao suaves, deterministicas e de
tempo reversivel [9]. P; corresponde ao momento da particula em Q;,
enquanto Py corresponde ao momento do grau de liberdade extra s.

As quantidades conservadas do sistema estendido sdo a Hamiltoni-
ana

P2 P?
= : S N +1)kpT1 .
H E;Qmﬁ,+wQ>+2Mwwd +DkpTIns,  (3.3)

o momento total

P= ZPi => (mis*Q), (3.4)

i

e momento angular total
M=>"QixP;i=) Qix(mis’Q). (3.5)

Nosé considerou que para obter as quantidades dinamicas, a variavel
s pode ser interpretada como escalamento para o passo de tempo At
nas simulagoes. O passo de tempo real At’ é obtido por At' = At/s,
portanto o comprimento do passo de tempo na dinamica de Nosé é
variavel [13].
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3.1.1 Equivaléncia entre o Método de Nosé e o En-
semble Canoénico

A funcado particdo Z para N particulas idénticas é obtida pela inte-
gragao da fungdo de distribuigao p(Q1, Qa...) sobre todo o espago de
fase.

O sistema estendido composto pelo sistema fisico de interesse e o re-
servatorio produz configuragoes no ensemble microcanénico com dN +1
graus de liberdade, e a fungdo de distribui¢ao p(P,Q, P, s) é expres-
sada como d(H — E), em que § representa a funcdo delta de Dirac.

Portanto, sendo dP = dP1dP;...dPy e dQ = dQ:1dQs...dQxy, a
funcao particao do sistema estendido pode ser escrita como,

Z:/dPs/ds/dP/dQ 5(H —E). (3.6)

Sendo o Hamiltoniano do sistema estendido é definido por 3.3
A funcao particao do sistema estendido adquire a forma,

/dP/ds/dP/dQé (Q)+
(3.7)
N+ 1)kpTIns —
2M + (dN + 1)kpTIns
Efetua-se duas trocas de variaveis, de modo que P, = P;/s e

Q) = Q, dessa forma o elemento de volume dPdQ assume a forma
sNdP'dQ’. Portanto,

- / dP, / dQ’ / dP’ / ds s™o >

2M

PI2

+¢>(Q)

(3.8)
+ (AN + 1)kpT1Ins —

Usando a relacdo de equivaléncia para a funcao delta de Dirac.
0[f(s)] = d[s — so]/ [ (s0), com s sendo o zero da fun¢do f(s). Sendo
f(s) para o nosso sistema definido como

=3 ot

i

2

2M

Q) + + (dN + 1)kpTIns — (3.9)
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Temos entao,
12

Pi ! Ps2
Z:%%+MQ) m4E} :
(AN + 1)kpT

-1
%BW&W+WJ
I'(s0) = (3.10)

De maneira que a equacao 3.8, passa a ser escrita como

Z:/dPs/dQ’/dP’/ s
(AN + 1)kpT

X 0 _71 ZP;2 (Q/)—FPSZ d
TP AN ¥ DT \ & 2m; oM *
(3.11)
Utilizando a propriedade da delta [ d[s — so]f(s)ds = f(so), com
f(S) = sdNF1 ¢ f(So) = SodNH, teremos
P P
/d /dQ/d dN+1)kBT
dN+1

@)

3.12)

- p/2
8 [exp{(dN+ kgl (Z om

Considerando Ho(P’, Q') =Y., Pi?/2m; +¢(Q’), a fungao particio
pode ser escrita como

;. 1 E
= (AN + DksT P\ ksT

_PSQ / / _HO(P/7 Ql)

(3.13)

Sendo Z, = [dQ' [dP'exp[—Hy(P',Q’)/kpT] a funcio particio
do sistema no candnico e resolvendo a integral em Ps obtemos

1 2 M\ M/ £, (3.14)
T (@N +1) \kpT P\ kpT 7 '

26




3.2. DINAMICA DE NOSE-HOOVER

Dessa forma, vemos que a func¢ao particao do sistema estendido é
proporcional a fungao particao do sistema no ensemble canénico. Uma
vez que as médias do sistema dependem da funcao particao, observamos
que pelas médias amostradas do sistema estendido no microcanénico é
possivel realizar uma amostragem do sistema no canodnico.

3.2 Dinamica de Nosé-Hoover

O uso do sistema estendido com um tempo de escala varidvel nao é
intuitivo e a amostragem de uma trajetéria cujo passo de tempo é
desigual é um tanto impraticavel para investigar as propriedades diné-
micas de um sistema [9]. Como mostrado por Nosé [13] e Hoover [14],
o acoplamento de equacOes de primeira ordem toma uma forma mais
simples se o tempo de escala é reduzido por s, assim dt = th/. O grupo
de equagoes (3.2) podem ser expressas como derivadas do novo tempo,
introduzindo assim uma versao livre do escalamento do tempo.

Q; = P;/ms
—s% = sF(Q,) (3.15)
$=sPs/M

P, =) P?/(ms®) - (dN + 1)kpT.

P, -

Um ano apés a publicacdo de Nosé, Hoover [14] propos uma adap-
tagao as equagoes de movimento de Nosé para o ensemble candnico.
A variavel s pode ser eliminada das equagoes (3.15) reescrevendo as
equagoes de evolucao das coordenadas segundo a seguinte troca de va-
ridveis:

a4 = Qi,

P: = miqi = Pi/S, (316)
_dlns P
=T T

A distribuigao dos espagos de fase resultantes das equagoes (3.16) é
canodnica, e de uma maneira que evita o escalamento do tempo. Rede-
finimos p = mdq; e substituimos (dN + 1) por dN e obtemos,
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4 = pi/m;

pi = F(qi) — &pi

>, p;/mi — (dN)kgT

§= % :

(3.17)

Desse modo a Hamiltoniana proposta por Hoover adquire a forma

Z pz + (dN) kBT/ ()t + Mf (3.18)

Observa-se que tanto para as equagoes (3.2) de Nosé, quanto para as
equagoes (3.17) de Hoover, é necessario a utilizagao de algum método de
integracao numérica para se obter a posicao das particulas em relagao
ao tempo da simulagao.
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Capitulo 4

O Oscilador Harmonico na
dinamica de Nosé-Hoover

Neste capitulo, estudaremos o oscilador harménico submetido as di-
namicas de Nosé e Nosé-Hoover, analisaremos as trajetérias regulares
periddicas e quase periodicas para diferentes condicoes iniciais. Em
seguida, analisaremos o erro numeérico e a conservagao da energia para
cada uma das dindmicas. Por ultimo, acrescentaremos mais um grau
de liberdade ao reservatoério, a fim de testar a proposta de Martyna,
Klein e Tuckeman (MKT) conhecida como cadeias de termostatos de
Nosé-Hoover, obtendo a distribuicao de momentos neste caso.

4.1 Oscilador nas Dinamicas de Nosé e Nosé-
Hoover

O método de Nosé-Hoover[13, 14] foi originalmente concebido para si-
mular propriedades termodinamicas de sistemas fisicos de muitas par-
ticulas no ensemble canonico, diretamente a partir de sua dindmica.
De forma a entender mais profundamente as implicacoes dinamicas do
método, é essencial estudar sua aplicacao ao sistema prototipo mais
simples possivel: o oscilador harmoénico em uma dimensao [25].

O hamiltoniano do oscilador harmonico unidimensional na dinadmica
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de Nosé, com m =k =1, kgT =1e (dN + 1) = dN, é definido como,

QQ P2
H f—l———l—a——i—lns 4.1

AP YR 2 (1)

Portanto, trata-se de um sistema de quatro varidveis temporais inde-

pendentes: a coordenada ), o momento P, coordenada s e o momento
Ps. Observa-se que « = 1/M. Cada uma dessas quatro variaveis obe-
dece a uma equacgao diferencial (primeira ordem) de movimento, sdo

elas:
Q= P/,
P: _Q7
$=aP; (4.2)
. 1 [ P?
PS = - |:2 — 1:| .
s|s

Reescalando o tempo pela variavel s, de modo que dt,ov0 = dtantigo/s,
as equagoes de movimento de Nosé para o sistema em questao adquirem
a forma,

Q = P/Sv
P:_SQ7
$ = saPy (4.3)
P2
P[22 ]

Fazendo a seguinte mudanca de variavel: ¢ = Q, p = ¢ = P/s e
¢ =dlns/dt = aPs, obtemos o hamiltoniano de Nosé-Hoover,

52
H_§+7+/g dt' + o~ (4.4)

onde temos trés varidveis temporais independentes: a coordenada
q, 0 momento p e o coeficiente de friccdo £ que obedecem as seguintes
equacoes de movimento:
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p=—q—&p, (4.5)
£=ap® 1)

Observe que se £ < 0 o oscilador comporta-se como um oscilador
forgcado, se £ > 0 o oscilador comporta-se como um oscilador amorte-
cido.

Na préoxima secao, apresentaremos o método de integracao numé-
rica para estudar algumas trajetorias regulares do oscilador harmonico
nas dindmicas de Nosé e Nosé-Hoover, assim como os critérios para
estabelecer um passo At adequado para a dinamica.

4.2 Meétodo de Integracao Numérica

Para estudar o movimento do oscilador harmoénico nas dinamicas de
Nosé e Nosé-Hoover, usaremos o esquema Velocidade- Verlet como mé-
todo de integracao numérica. Portanto, temos as seguintes equagoes de
movimento:

At?

q(t+ At) = q(t) + 4(O) At + [—q(t) — £()q(t)] =~

2 3
s (t+ ;) = s(t) + s(DE)
5<f+ A;) = (1) + ola?(1) ~ 15 (4.6)
3(t+At)=S<t+A2t> +s(t+A2t>§ t+A2t) %

§(t+At)£(t+A2t)+a{zf (t+At) 1} %

2
G(t+5) —qlt+ A5t

i(t+ At) =
1 L+ &+ A&

Observe que considerando ¢ = Q, p = ¢ = P/s e £ = dlns/dt =
aPs, pelo algoritmo acima conseguimos evoluir todas as varidveis de
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ambas as dinamicas. O parametro £ é o responsével por mediar as tro-
cas de energia entre o reservatorio e o sistema. Portanto, das equagoes
acima observa-se que o oscilador harmonico nas dinamicas de Nosé e
Nosé-Hoover depende de um parametro simples, o parametro de aco-
plamento «. Iterando numericamente as equagoes (4.6) determina-se
toda a evolugao temporal do sistema em ambas as dinamicas.

O algoritmo de Velocidade-Verlet tem erros de truncamento para
posi¢ao e velocidade da ordem de (At)? e (At)%, respectivamente. Por-
tanto, é necessario escolher de maneira adequada o passo At de forma
a garantir que a energia total permaneca constante ao longo de toda si-
mulacao da dindmica. No trabalho de Posch et al, os autores utilizaram
o método predictor-corrector de Hamming de ordem 4 com um passo de
tempo At = 1073 [25]. Ambos os algoritmos obtém posicdes e veloci-
dades a partir da expansao de Taylor entretanto, o Predictor-Corrector
expande a série de Taylor até a ordem de (At)® [7].

Vimos pelas simulagdes realizadas que um passo At = 1072 implica
numa diferenca de mais de 50% entre o valor da Hamiltoniana inicial
e a obtida apos 2x10% passos de tempo, para um dos casos analisados
na dinamica de Nosé-Hoover. J4 para At = 10~%, vimos uma diferenca
pouco maior que 5% para o caso mais critico entre os estudados, apos
2x10° passos de tempo. No tltimo caso para At = 107°, vimos uma
discrepancia minima entre a Hamiltoniana inicial comparada a final
apos 2x10% passos de tempo, em torno de 0,5%. Portanto, para as
trajetorias regulares quase periddicas (toréide) usamos At = 1074 e
2x10° passos de tempo, ja para as trajetérias regulares e periddicas
usamos At = 107° e 2x10° passos de tempo.

4.3 Toréide KAM

A integragdo numérica das equagoes de movimento do oscilador harmo-
nico na dindmica de Nosé-Hoover determina a cada intervalo de tempo
At, a posigao ¢(t) e momento p(t) do oscilador e um grau de liberdade
&(t) do reservatorio. Logo, a trajetoria no espago de fase é tridimen-
sional. A atribuicdo de um determinado valor para ¢, p e £ define um
ponto P(g,p, &) no espago de fase, correspondente a um microestado
do sistema. A mudanca dos valores de z, p e £ durante a evolugao do
sistema resulta em outros pontos P(2’,p’,£") no espago de fase ao longo
de uma trajetéria determinada pela dindmica desse sistema.
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O sistema estendido (oscilador harmonico e reservatorio) em ambas
as dindmicas, encontra-se no ensemble microcanonico e os hamiltoni-
anos de Nosé¢ H(Q, P, s, Ps) e Nosé-Hoover H(q,p,&), nao dependem
explicitamente do tempo sendo, dessa forma, constante e numerica-
mente igual a energia total E do sistema estendido. Essa igualdade é
o que define uma superficie de energia no espaco de fase.

O oscilador harmoénico classico no microcanénico gera uma elipse
como trajetéria no espago de fase. Quando submetido a dindmica de
Nosé ou Nosé-Hoover, a adicdo do grau de liberdade extra modifica
o espaco de fase do oscilador harmoénico de duas para trés dimensoes.
Desse modo a elipse é transformada em um toréide KAM (Kolmogorov-
Arnold-Moser) com trajetoria regular e quase periddica (Fig. 4.1) para
pequenos valores da perturbacao «. O parametro de perturbagio «
controla o fluxo de energia trocado entre o oscilador e o reservatorio,
atribuindo um valor muito alto para « trajetérias cadticas podem ser
produzidas [25].

(a) N (b)

Figura 4.1: Trajetoria do espaco de fase gerada pela dindmica de (a)
Nosé paraa=1e Qo =0, Ph=2,50=1¢e Psg =0 e (b) Nosé-Hoover
paraa=1leqy=0,pp=2¢e& =1.

Na Fig. 4.2 observamos as proje¢oes bidimensionais do espaco de
fase da Fig. 4.1. Pelas projecoes bidimensionais, fica nitido que em
geral as trajetorias dos espacos de fase produzidas pelas dindmicas de
Nosé e Nosé-Hoover sao regulares e quase periddicas. As trajetorias
podem ser interpretadas como oscilagoes em torno de uma trajetéria
regular, de modo similar a oscilador sujeito a uma forca externa, ora
amortecido ora forcado.
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Figura 4.2: Projecoes bidimensionais das trajetérias dos espaco de fase
gerada pela dinamica de (a) Nosé, paraa=1e Qp =0, P =2, 50 =1
e Py e (b) Nosé-Hoover, parta a =1e gy =0,pg =2¢e & = 0.

Para determinados conjuntos de configuracoes iniciais, foram ob-
servadas trajetorias regulares e periddicas no espaco de fase. Na secao
seguinte sao apresentados seis casos distintos.

4.4 Trajetorias Regulares e Peri6dicas

O oscilador harmoénico foi submetido a ambas as dinAmicas de Nosé e
Nosé-Hoover. Variando as condigoes iniciais do sistema, em seis casos
distintos, foi possivel observar os espacos de fase produzidos e caracte-
rizar a dindmica do oscilador. Em todos os casos, o oscilador parte das
seguintes condi¢Oes iniciais fixas para todos os casos: Qo =0e sop =1
de modo a evitar a singularidade do potencial na dinamica de Nosé e
também, go = 0 e {; = 0 na dindmica de Nosé-Hoover. Dessa forma
toda a energia inicial do sistema é em forma de energia cinética. Ou
seja, apenas os valores do momento inicial py (ou FPp) e do parame-
tro « diferem entre os casos analisados. Lembrando que o parametro
« corresponde a 1/M, que indica a escala de tempo das flutuagdes de
energia. Dessa forma, observamos que os diferentes valores de momento
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inicial e de « sdo os responséaveis pelas diferentes trajetorias no espaco
de fase.
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Figura 4.3: Projecoes bidimensionais das trajetérias dos espago de fase
produzido para as condigoes iniciais pg = Py = 1,55 e a = 1 nas
dinamicas de (a) Nosé e (b)Nosé-Hoover respectivamente.

No primeiro caso analisado foram atribuidos os valores de Py = pg =
1,55 e de @ = 1. Nas duas dinamicas, inicialmente o sistema possui
apenas energia cinética, pois inicia em seu valor de potencial nulo, de
modo que a velocidade, e consequentemente o momento, possui valor
maximo, em torno de 1,55. Ao decorrer da trajetoria a energia cinética
é cedida, de modo que transcorridos aproximadamente 1,4x10° passos
o sistema passa a ter momento nulo e méximo de potencial, ou seja,
um valor de ¢ maximo de aproximadamente 1,21. Diferentemente de
um oscilador harménico simples (isolado), nem toda energia cinética
transformou-se em energia potencial, o que mostra que a energia do
oscilador pode variar recebendo ou cedendo energia para o reservatorio.
No entanto, o baixo valor de a combinado a baixa energia cinética
inicial, quando comparado aos outros casos, faz com que o sistema e
o reservatorio troquem uma baixa quantidade de energia a cada passo
de tempo, gerando dessa forma um espaco de fase muito similar ao do
oscilador harmonico no microcanénico (Fig. 4.3).
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As trajetorias produzidas nos espacgos de fase sdo regulares, mas
nao sao fechadas, ou seja, o oscilador visita aproximadamente o mesmo
conjunto de pontos de forma periddica. Posicdo e momento, em ambos
os casos (Nosé e Nosé-Hoover) oscilam com o mesmo periodo, algo
em torno de 5,58x10° passos. Assim, durante a simulacfio, posicio
e momento oscilaram aproximadamente 3,5 vezes. O periodo de &
¢ aproximadamente metade do periodo da posicao ou do momento,
de maneira que £ oscila o dobro em relagdo a eles, e durante todo o
tempo de simulac¢ao oscila pouco mais de 7 vezes. Sua amplitude varia
de —0,5 a 0,5. E por meio da variavel £ que o oscilador se conecta
com o reservatorio, assim, quando £ < 0 o oscilador recebe energia do
reservatorio, quando ¢ > 0 ocorre o inverso.

O segundo caso possui momento inicial de pg = Py = 2,25 e a = 10.
O periodo de oscilacao das posicoes é igual ao periodo do momento
em Nosé, quanto em Nosé-Hoover, aproximadamente igual a 3,25x10°
passos. A atribuicdo de um valor maior para «, em relacdo ao caso
anterior, contribui para o aumento da amplitude de ¢ (Fig. 4.4). A
posicao e os momentos oscilam pouco mais de 6 vezes durante o tempo
de simulacao, a variavel £ oscila um pouco mais que o dobro disso.
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Figura 4.4: Projecoes bidimensionais das trajetérias dos espaco de fase
produzido para as condigoes iniciais pg = Py = 2,25 e a = 10 nas
dinadmicas de (a) Nosé e (b) Nosé-Hoover respectivamente.
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O terceiro caso consiste em atribuir os valores de pg = Py = 3,16
para o momento inicial e de @ = 100. As proje¢oes produzidas na
dindmica lembram as produzidas nos primeiros dois casos analisados,
em especial o segundo (Fig. 4.5). A amplitude de oscilagdo para a
posicio é pequena, com um periodo préximo a 1,36x10° passos. A
variavel ¢ oscila com um periodo de aproximadamente 6, 6x10* passos,
metade do periodo de oscilagao da posicao ou do momento, assim,
oscila o dobro em relagao as outras varidveis para o intervalo total
da simulacdo. As varias oscilacdes de £ indicam a constante alteracio
no fluxo de calor, hora deslocando-se do reservatorio para o sistema e
hora realizando o processo inverso.
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Figura 4.5: Projecoes bidimensionais das trajetorias dos espago de fase
produzido para as condic¢oes iniciais pg = Py = 3,16 e a = 100 nas
dinamicas de (a) Nosé e (b) Nosé-Hoover respectivamente.

No quarto caso, pg = Py = 1,036 enquanto o« = 10. Observa-se que
as projecoes bidimensionais produzidas nas dinAmicas de Nosé e Nosé-
Hoover, pela primeira vez diferem de maneira considerdvel. Embora
o momento na dindmica Nosé tenha perdido o cardcter senoidal, nao
existem oscilacoes em torno de seus valores de méximo ou minimo,
quando trata-se da dinAmica de Nosé-Hoover, é possivel observar a
existéncia de oscilagoes intermedidrias em torno dos minimos e maximos
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do potencial. Tais oscilagoes sdo evidentes no espaco de fase (Fig. 4.6).
O periodo para a posi¢do, o momento de Nosé e Nosé-Hoover, e da
variavel & ocorrem todos por volta do passo 1,4x10° da simulacdo. A
baixa velocidade atribuida ao sistema gerou uma certa instabilidade na
variavel &€, que oscilou durante todo percurso entre os pontos de miximo
e minimo +£5,3, gerando vérios méximos e minimos locais durante a
trajetoria no espaco de fase.
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Figura 4.6: Projecoes bidimensionais das trajetérias dos espago de fase
produzido para as condic¢oes iniciais pg = Py = 1,036 e a = 100 nas
dinamicas de (a) Nosé e (b) Nosé-Hoover respectivamente.

No quinto caso, pg = Py = 1,43 e a = 100. Verifica-se que o espago
de fase produzido nas dindmicas de Nosé e Nosé-Hoover para essas
condi¢oes é similar ao produzido no caso anterior. Dessa forma algumas
das caracteristicas observadas no caso anterior repetem-se para esse
caso (Fig. 4.7). O periodo de oscilagdo das posi¢oes e momentos, para
ambos os termostatos, é de aproximadamente 8500 passos, enquanto
que a oscilagao para £ é proxima a 4500 passos.

No tltimo caso analisado, pg = Py = 1,0085 ¢ a = 100. E possivel
observar que a amplitude de oscilagao da posicao aumenta em relagao
aos dois casos anteriores e nao é possivel estabelecer uma proporc¢ao
entre a diminuicao do momento e aumento da amplitude de oscilacao da
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Figura 4.7: Projecoes bidimensionais das trajetérias dos espaco de fase
produzido para as condigoes iniciais pg = Py = 1,43 e a = 100 nas
din&dmicas de (a) Nosé e (b) Nosé-Hoover respectivamente.

posicao, observa-se apenas que quanto menor o momento inicial, para
um mesmo valor de «, maior a amplitude. O numero de oscilagoes
da posicdo diminui, e seu periodo passa a ser em torno de 1,7x10°
passos. De modo semelhante os momentos tem periodo em torno de
1,7x10% passos. O escalamento do momento de Nosé por s(t), evita
que o momento oscile em torno dos valores de maximo e minimo como
ocorre para o momento de Nosé-Hoover. (Fig. 4.8)

O parametro £ nessas dindmicas é um dos parametros mais inte-
ressantes para se analisar. Por possuir influéncia direta no momento,
a alteracao em seu periodo de oscilagao traz alteracoes imediatas no
periodo do momento. Nos trés primeiros casos, observamos um padrao
regular de oscilacao para £ e consequentemente para os momentos, com
picos de oscilagao bem definidos e sem oscilagoes intermediarias. Nos
outros trés casos, & nao tem oscilagoes bem definidas, gerando também
momentos sem oscilagoes bem definidas.

Os valores escolhidos buscaram reproduzir alguns aspectos interes-
santes das dinamicas de Nosé e Nosé-Hoover, como a periodicidade dos
espacos de fase. Dessa maneira foi possivel interpretar a influéncia que
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Figura 4.8: Projecoes bidimensionais das trajetérias dos espaco de fase
produzido para as condigoes iniciais pg = Py = 1,0085 e o = 100 nas
din&micas de (a) Nosé e (b) Nosé-Hoover respectivamente.

a o momento inicial e o parAmetro a possuem sobre a dindmica do
sistema.

Embora tenham sido apresentadas apenas as trajetorias de espaco
de fase regulares periddicas e quase periddicas, a partir das mesmas
equagoes de movimento apresentadas em (4.3) e (4.5), é possivel obter
também trajetorias caoticas, basta fornecer ao sistema condi¢bes ini-
ciais distintas das mostradas aqui ou para « suficientemente grande,
dessa forma obtemos ilhas de regularidade em meio a um mar de caos
[25].

Embora as dinamicas de Nosé e Nosé-Hoover foram formuladas para
reproduzir as médias do ensemble canénico, para o oscilador isso nao
ocorre. Em 1992, foi proposto por Martyna, Klein e Tuckerman uma
alteracao na dindmica de Nosé-Hoover, com propésito de incluir nao
apenas um unico termostato variavel, mas uma cadeia de termostatos
variaveis, as Cadeias de Nosé Hoover. Essa alteracao na dinamica, se-
gundo os autores, fornece uma distribui¢ao canénica, onde o formalismo

de Nosé-Hoover falha. [26]
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4.5 Conservacao da Energia e Erros Numé-
ricos

A adicdo de um grau de liberdade extra nas dinAmicas de Nosé e Nosé-
Hoover possibilitou que a energia total do oscilador flutue, enquanto a
energia do sistema estendido (oscilador e reservatorio) é mantida cons-
tante, de modo que toda energia perdida pelo oscilador é absorvida
pelo reservatorio e vice-versa.

A evolucdo das coordenadas p(t), q(t) e £(t) (ou P(t), Q(t), s(t) e
Ps(t)) é feita mediante a integragdo das equagoes de movimento pelo
algoritmo de Velocidade-Verlet, um algoritmo baseado na expansao da
série de Taylor truncada em (At)? para posicio e (At)?* para velocidade.
Esse truncamento produz um erro intrinseco ao algoritmo, que pode ser
reduzido diminuindo At mas nunca evitado.

Foram analisados a energia do oscilador e o erro associado ao sistema
estendido ao longo da trajetéria para as condicoes iniciais propostas na
secdo anterior e para a condigao inicial do toréide KAM (secao 4.3).
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Figura 4.9: A esquerda: Energia do oscilador harmonico (em preto),
energia total do sistema estendido de Nosé (em vermelho) e Nosé-
Hoover (em verde), quando a = 1 e sujeita as condigOes iniciais
G0=Q=0p=P =2 s0=1¢e P,y =0. A direita a razio entre a
energia total instantanea pela energia inicial do sistema estendido, em
vermelho para Nosé e em verde para Nosé-Hoover.

Como trata-se de um espaco de fase quase peridédico, observa-se que
as oscilagoes na energia do oscilador também sdo quase periddicas. A
energia do oscilador é sempre positiva, e quando somada com a energia
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Figura 4.10: A esquerda: Energia do oscilador harménico (em preto),
energia total do sistema estendido de Nosé (em vermelho) e Nosé-
Hoover (em verde) e a direita a razdo entre a energia total instantanea
pela energia inicial do sistema estendido, em vermelho para Nosé e
em verde para Nosé-Hoover, para (a) po = Po = 1,65 e a = 1, (b)
po=Py=2,25ea=10e (c) po = Py = 3,16 e @« = 100. Em todos os
casos: gp = Qo =0,& = Psp=0e sg=1.
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Figura 4.11: A esquerda: Energia do oscilador harménico (em preto),

energia total do sistema estendido de Nosé (em vermelho) e

Nosé-

Hoover (em verde) e a direita a razdo entre a energia total instantanea
pela energia inicial do sistema estendido, em vermelho para Nosé e em
verde para Nosé-Hoover, para (d) py =

os casos: o = Qo =0, & =

Py = 1,036 e a = 10, (e)

po=PFPy=1,43ea=100e (f) po = P, = 1,0085 e « = 100. Em todos

30—0680—1
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do reservatorio (energia total do sistema estendido) é também sempre
positiva, mantém-se aproximadamente constante e igual a 2. Observa-
se que, para esse caso, o erro na energia do sistema estendido associado
a dinamica de Nosé e de Nosé-Hoover acumula-se conforme o sistema
evolui, sendo o erro produzido pela dinAmica de Nosé-Hoover maior que
o produzido pela dindmica de Nosé. Ainda assim, o valor da energia
do sistema estendido difere do valor inicial, em tormo de 0,16% para
Nosé e 0,24% para Nosé-Hoover, apos 2x10% passos.

Observa-se na Fig. 4.10 que para os trés primeiros casos simulados a
energia do oscilador é sempre menor ou igual a energia total do sistema
estendido e em nenhum dos trés casos apresentados, essa energia atinge
valores negativos. Dos trés primeiros casos analisados, apenas o caso
(a), em que a = 1 o erro associado ao termostato de Nosé é maior que
o erro associado a Nosé-Hoover. Para o caso (a) os erros analisados
oscilam em torno de um valor médio, enquanto para os casos (b) e (c)
o erro acumula-se ao longo dos 2x10% passos de evolucio do sistema.

Algo similar ocorre na andlise das energias para os trés tltimos casos
analisados (Fig. 4.11). Em dois desses casos o oscilador atinge valores
menores que a energia total do sistema estendido, embora em nenhum
dos trés casos a energia da particula atinja valores negativos. Em con-
trapartida, para que a energia do sistema estendido seja constante, é
necessario nos trés casos que a energia do reservatorio apresente valo-
res negativos, de modo que os pontos maximos de energia da particula
representem os pontos minimos de energia do reservatoério.

4.6 Cadeias de Termostatos

Na formulagdo em que foram propostas, para um sistema de muitos
graus de liberdade, as dinamicas de Nosé e Nosé-Hoover reproduzem as
meédias do ensemble canonico, no entanto isso nao ocorre para sistemas
com poucos graus de liberdade. O sistema requer alteracoes em sua
dindmica para que uma variedade maior de pontos do espaco de fase
seja visitado e assim reproduzir as distribui¢ées do canodnico [27].

Em 1992, Martyna, Klein, e Tuckerman [26] propuseram uma alte-
racao das equagoes de movimento de Nosé-Hoover, alteragao essa que
segundo os proprios autores, fornece uma distribuicao canodnica, onde
o formalismo de Nosé-Hoover falha: para sistemas pequenos. Nessa
proposta nao apenas um termostato é adicionado ao sistema, mas uma
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cadeia de termostatos variaveis, a fim de melhorar a ergodicidade do sis-
tema. As equacoes de movimento do método da cadeia de Nosé-Hoover
podem ser expressas como,

el (4.7)

O parametro ¢ sendo o controle de temperatura configuracional
(ruido). A variavel n fornece o numero de termostatos adicionados
a cadeia. Quando n = 1, o sistema estendido possui apenas um ter-
mostato e a nova dindmica equivale a dindmica de Nosé-Hoover [26],
quando n = 2, o sistema estendido recebe mais um termostato, e con-
sequentemente um grau de liberdade a mais.

Para um oscilador harmoénico, com m =k =1, kT =1en = 2,
considerando ainda oy = 1/M; e ag = 1/M>, as equagoes de movimento
para esse sistema sao:

q=p;

P =—q— a1&p; (4.8)
£=p®—1—ax &
(=& 1.

Observa-se que quando 77 = 2 o sistema passa a ter dois termostatos
e o sistema ganha uma equagao de movimento a mais em relacao a
dinamica de Nosé-Hoover. Esse "novo"termostato nao possui influén-
cia direta na dindmica da particula, sua influéncia é na equacgao de
movimento relacionada a £ (reservatorio).
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De modo a demonstrar que a adi¢ao desse novo termostato altera as
distribuicoes de momento, tendendo-as para uma distribuicao canodnica,
primeiro observamos o espago de fase e a distribuicdo de momentos
do oscilador harmonico na dindmica de Nosé-Hoover com as seguintes
condigoes iniciais: g9 =0, pg =2, {o =0 e n =1, para « igual a 1, 10
e 100 respectivamente (Fig. 4.12).
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Figura 4.12: Espacos de fase (em cima) e distribui¢bes de momento (em
baixo) para o oscilador na dinamica de Nosé-Hoover para as condigoes
iniciais go = 0, po = 2, {o = 0, n = 1, para « igual a 1, 10 e 100.

Observa-se que as distribuicoes do momento do oscilador nao sao
similares a distribui¢do gaussiana caracteristica do ensemble candnico,
em nenhum dos casos apresentados. Ao adicionar mais um termostato,
podemos observar que uma maior variedade de pontos do espaco de fase
foram visitados, e a distribui¢ao de probabilidades do momento para a
nova dinamica tende a uma distribuicao de momentos muito similar &
do canonico (Fig. 4.13).

Dessa forma para estudos mais rigorosos de sistemas envolvendo
poucas particulas, adicionar dois ou mais termostatos a dindmica, pro-
duz resultados melhores para reproduzir o ensemble canonico [27].
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Capitulo 5

O Gas de Lennard-Jones
na dinadmica de
Nosé-Hoover

Neste capitulo, vamos estudar utilizando os principios da dinAmica mo-
lecular um gas de Argonio que interage via potencial de Lennard-Jones
observando transicoes de fase e submetendo-o a diferentes distribuigoes
de velocidades iniciais para observar o comportamento do termostato
de Nosé-Hoover.

5.1 Sistema de Muitas Particulas: Condi-
coes Iniciais

A segunda etapa deste trabalho consiste em submeter um sistema de
muitas particulas a dindmica de Nosé-Hoover, fazendo uma amostra-
gem de sua energia potencial média em funcao da temperatura para
observar transicoes de fase solido-liquido e liquido-vapor de um ponto
de vista microscépico e macroscopico. A interacao entre particulas é
modelada pelo potencial de Lennard-Jones (LJ) cuja parametrizacao
nos permite simular o comportamento de um gis de Argonio e modela
a interacao atrativa-repulsiva entre um par de atomos. A interacdo
atrativa entre os atomos prevalece em grandes distancias, enquanto a
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pequenas distancias prevalece a interagdo de natureza repulsiva. [7].
Maiores detalhes sobre o potencial de Lennard-Jones sao encontrados
na segao 2.4.

O Argonio (Ar) foi descoberto por Sir William Ramsay e Lord Ray-
leigh em 1894, na Escécia. Ele foi isolado por anélise do residuo ob-
tido por remocao de azoto, oxigénio, diéxido de carbono, dgua e de ar
limpo. Seu nome vem da palavra grega "Argos"que significa "inativo".
O argonio é um elemento bastante utilizado pois serve como atmosfera
protetora para o crescimento de cristais de silicio e germéanio, lasers,
lampadas elétricas e fluorescentes, tubos de fotografias, tubos de in-
candescéncia, soldagem, corte e como um géas de protecao para outras
substancias [28].

O primeiro passo da simulacao é fornecer os pardmetros que especi-
ficam o sistema e sua evolucao dinamica, tais como as posigoes e velo-
cidades iniciais de todos os 4tomos, a parametrizacao de LJ, passo de
tempo At e tempo total de simulacao. As posicoes iniciais do sistema,
sao atribuidas de acordo com a estrutura cristalina do elemento que
compoe o gas. Para um solido de Argonio, as particulas serao distri-
buidas de acordo com uma estrutura ctubica de face centrada (Fig. 5.1).

A estrutura cubica de face centrada (CFC) contém um atomo em
cada vértice do cubo e um atomo no centro de cada uma das faces do
cubo. Assim, cada célula unitaria contém quatro atomos (um atomo
do vertice e trés das faces). Cada atomo do vértice de uma célula é
compartilhado com as outras sete células vizinhas (Fig. 5.1), apenas
1/8 de cada atomo do vértice pertence a célula unitéria, dessa forma
os veértices contribuem com apenas um atomo. Os atomos das faces,
por sua vez, sao compartilhados, cada qual, com a célula vizinha & sua
face, de maneira que apenas metade do d&tomo presente em cada face
pertence a célula unitaria.
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Figura 5.1: Representacao da estrutura cristalina ctubica de face cen-
trada. Figura retirada de [29]

No sistema estudado, foram distribuidos 4000 4&tomos em uma su-
percélula de aresta fixa em 10a, tal que a = 5,256 A [28] é o para-
metro de rede da estrutura CFC e corresponde a uma densidade de
1596kgm =3 ou 0,95 em unidades reduzidas (Apéndice A). Portanto,
como a separacao média entre atomos vizinhos é a/\/§ ~ 3,8881 A e
sabendo que a massa do Argonio é 39,948 amu, podemos estimar o
comprimento de onda térmico de De Broglie A ~ 0,7 A para T = 50K
que é muito menor que a separacao média entre vizinhos o que nos per-
mite usar a aproximacao classica nesse sistema para essa temperatura
(ou maiores).

A distribui¢do das velocidades iniciais das particulas do sistema
pode ser feita de diferentes maneiras. No estudo das transicoes de fase,
ao obter a curva caldrica, partimos de uma distribuicao gaussiana de
Maxwell-Boltzmann (MB) cuja dispersio v/T' (em unidades reduzidas,
veja Apéndice A) corresponda a temperatura desejada (aproximada-
mente a temperatura média da amostragem). Portanto, desde o inicio
da dinamica, evita-se a troca de calor entre reservatorio e sistema (fora
do equilibrio térmico) que contribuiria com uma amostragem da energia
fora do ensemble candnico.

Um erro bastante comum em relagao a distribuicao de velocidades
é atribuir a todas as velocidades iniciais o valor zero, o que respeita a
condicao de que a média das velocidades seja zero, como deseja-se, mas
faz com que o sistema inicial esteja estatico. Uma vez que o sistema
estd submetido ao potencial de Lennard-Jones cada particula estara su-
jeita a uma forca, e consequentemente a uma aceleracao. Entretanto,
todas as particulas terao a mesma aceleragao e consequentemente o gas
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se deslocarda (no centro de massa) e nao conservard o momento linear
total. Esse efeito, é conhecido como Cubo de gelo voador'.

Para caracterizar a interacdo dos atomos de Argonio via potencial
de LJ é necessario fornecer os parametros do potencial o e € tipicos
do elemento (tabela [2.1]). Como discutido anteriormente na teoria,
o potencial de LJ é um potencial de interacdo aos pares, ou seja, a
energia potencial total a cada passo da dinamica serd dada como uma
soma entre o potencial de interagao entre cada d&tomo e todos os outros
N — 1 atomos que constituem o gés, sem que haja repeticao de pares.

O préximo passo da simulagao ap6s inicializar o sistema fornecendo
posicoes e velocidades iniciais, é o calculo das forcas sobre todas as
particulas. As forcas sdo derivadas do potencial de interacdo entre as
particulas, nesse caso o potencial de L.J e obtém-se a acelera¢ao instan-
tanea de cada particula. E assim, por meio das equacoes de movimento
encontram-se novos valores de posicdo e velocidade. A posicao e velo-
cidade, fornecem novos valores de energia cinética, energia potencial
e aceleracao. Novos valores de aceleracao, via equacao de movimento
geram, novos valores de posicao e velocidade. Esse loop se repete até
que o numero total de passos da simulacao seja alcancado. Para as si-
mulacoes aqui apresentadas esse loop repetiu-se por 10% passos. Ao fim
de cada simulacao é possivel calcular os valores médios das varidveis
desejadas (Fig. 2.1).

A escolha do passo de tempo At mais adequado para se usar numa,
simulacao de dinAmica molecular ndo é uma tarefa simples. Se o At es-
colhido for muito pequeno, diminui-se o erro numérico, mas pode levar
um tempo total de simulacao muito grande até relaxar a grandeza a ser
observada. O ideal é que o At forne¢a um erro numeérico do observavel
dentro do erro (resolugao) experimental e o tempo total computacional
de simulacao seja factivel. Para a observacao das transicoes de fase foi
escolhido um passo de tempo At = 107 '*s e um tempo total de simu-
lacdo de 3x10* passos de modo a evitar qualquer um dos problemas
listados.

L Flying ice cube.
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5.2 Transicoes de Fase de um Gas de Argé-
nio

Foram realizadas amostragens para diferentes temperaturas, e conse-
quentemente de velocidades, mantendo as condi¢oes iniciais de posicao,
niumero de particulas N, nimero de passos, At e alguns parametros
caracteristicos do Argonio. Os valores da energia potencial, energia ci-
nética e temperatura do sistema foram medidos em todos os passos da
simulacao.

Entao, foram realizadas médias temporais das varidveis amostradas
sobre as diferentes realiza¢oes. As temperaturas foram variadas de 70K
a 250K, de 10 em 10K. Para a regiao entre as temperaturas 7' = 140K
e T'= 150K, variamos de 1 em 1K.

Em cada simulacao realizada, o sistema parte de uma estrutura de
rede cristalina regular até o equilibrio, apds alguns passos de simula-
¢ao. Como nos primeiros passos o sistema ainda estd se estabilizando
os valores das variaveis obtidas nesse primeiro intervalo devem ser ex-
cluidos da amostragem utilizada para o calculo da média. O sistema
simulado necessitou de aproximadamente 2,7% dos 3x10* passos de si-
mulacgao realizados para atingir a estabilidade, dessa forma os primeiros
800 passos foram desprezados.

Uma vez que as medidas das energias sao realizadas a cada passo de
tempo, e suas médias sao facilmente obtidas é possivel construir uma
curva calorica, definida como a relagao entre a sua energia potencial
e a temperatura do sistema para uma dada densidade. A partir da
curva calérica é possivel determinar o intervalo de temperatura na qual
ocorre a transicao de fase, que devido & perda da estrutura cristalina,
corresponde a uma descontinuidade de energia.

As barras de erros presentes na (Fig. 5.2) foram obtidas a partir do
desvio padrao médio. Observa-se, que a energia potencial cresce com a
temperatura, uma vez que o aumento da temperatura aumenta o grau
de agitacao das moléculas. Observa-se que a fungao é linear tanto para
altas temperatura, quanto para baixas temperaturas. As transigoes
de fase do Argonio sdo muito préximas, para as condicdes da CNTP?2,
a fusdo ocorre a temperatura de 83,8 K enquanto a temperatura de
ebulicao é de 87,3 K. Para a densidade utilizada, as transi¢gdes ocorrem
entre ~ 140K e 150K. Nesse intervalo, a amostragem foi feita para tem-

2Condicdes Normais de Temperatura e Pressdo.
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peratura de 1 em 1K, isso possibilitou visualizar as transicoes de fase,
uma vez que na curva calérica é possivel observar descontinuidades, nas
temperaturas nas quais ocorrem as transi¢oes de fase.
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Figura 5.2: Energia potencial pela temperatura na qual podemos ob-
servar a transicao de fase entre 140K e 150K.

Quando o sistema esta na fase solida, as particulas estao distribui-
das em uma rede cristalina, o movimento de cada particula é restrito a
uma regiao em torno da posicao de equilibrio, de modo que o desloca-
mento quadratico médio, oscila em torno de sua posi¢ao de equilibrio.
Quando na fase liquida, o deslocamento quadratico médio aumenta e
o movimento das particulas nao fica mais confinado em torno de sua
posicao de equilibrio, ou seja perde-se a ordem cristalina.

O programa de visualizagdo utilizado para analisar a estrutura do
sistema, foi o Visual Molecular Dynamics (VMD)?, é possivel observar,
a partir da (Fig. 5.3), a diferenca entre a estrutura do sistema no estado
solido e no estado liquido. Em (Fig. 5.3 - (a)), indica as posi¢oes iniciais
dos &tomos assim que distribuidas, observa-se que nesse momento o
sistema ainda n&o esta relaxado. Em (Fig. 5.3 - (b)), as particulas estao
organizadas em uma estrutura regular, pode-se observar claramente o
plano em que as particulas estdo organizadas. Apds a transicao de fase,
é perdida a ordem cristalina (Fig. 5.3 - (c)).

3Distribufdo gratuitamente pela Unversity of Tllinois at Urbana-Champaign ,
locado no site: http://www.ks.uiuc.edu/Research /vimd/
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Figura 5.3: (a) Estrutura cristalina do solido, antes do sistema relaxar,
(b) apods o sistema relaxar e (c) apos a transi¢do de fase no estado
fluido.

5.3 Testando o Termostato de Nosé-Hoover

No estudo das transi¢oes de fase, usamos uma distribuicao de velocida-
des iniciais de MB partindo da temperatura desejada a ser amostrada.
No entanto, um bom teste para uma dinamica que se propoe a funcio-
nar como um termostato e reproduzir as médias no ensemble canodnico,
é partir de uma outra temperatura e/ou outro tipo de distribui¢io de
velocidades para observar se ela evolui para uma distribuicao adequada
e, em quantos passos de dinamica (tempo). A fim de realizar este teste,
partimos de uma distribui¢ao de MB em uma temperatura inicial dife-
rente da temperatura a ser atingida, assim como de uma distribui¢ao
de velocidades uniforme.

Observa-se que para ambas distribui¢des, a média das velocidades
estd em zero, como deseja-se, mas o sistema inicial nao encontra-se es-
tatico. E evidente, pelas (Figs. 5.4 e 5.5) que nem todas os atomos do
gas tem a mesma velocidade inicial, hd d&tomos lentos e d&tomos extre-
mamente rapidos. A utilizacao da distribuicado de MB possibilita que a
energia cinética média por &tomo do gas seja diretamente proporcional
a sua temperatura absoluta (equiparti¢do de energia).

Embora as simulagoes tenham sido realizadas no ensemble canénico,
também conhecido como ensemble NV'T, por manter constante, durante
a simulacdo, o namero de particulas, o volume e a temperatura do
sistema, observa-se flutuagoes na temperatura, de modo que apenas se
mantém em média constante (Fig. 5.6).
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Figura 5.4: (a) Distribuigao de velocidades no inicio da simulagao, uti-
lizando uma distribuicdo uniforme para as velocidades e (b) ao fim da
simulacao. Observa-se que as areas das distribui¢oes sao iguais.
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Figura 5.6: Flutuagoes da temperatura no tempo para (a) T=70K e
(b)T—250K.

A adicao de um reservatorio ao sistema possibilita que sua energia
varie. O sistema estendido, constituido do sistema de particulas e re-
servatorio, encontra-se no ensemble microcanoénico (NVE) e sua energia
total é conservada. Portanto toda energia cedida pelo sistema é absor-
vida pelo reservatério e vice-versa. E comum, nas simulacdes, medir a
energia total do sistema estendido, em cada passo de tempo para checar
se a energia é constante no tempo.
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Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho, mostramos todas as técnicas envolvidas para estudar
um sistema de muitas particulas utilizando dindmica molecular e fi-
zemos uma revisao teorica do método de Nosé-Hoover. A dinamica
de Nosé-Hoover é deterministica e reversivel no tempo e realiza uma
amostragem estatistica no ensemble canénico de um sistema de muitos
corpos a partir da sua dinamica. Esse sistema é acoplado a um grau
de liberdade extra (sistema estendido) que desempenha o papel de um
reservatorio térmico. Estudamos dois sistemas diferentes na dinamica
de Nosé-Hoover: o oscilador harmoénico e um gas de Lennard-Jones.

Em um trabalho publicado sobre o oscilador harménico na dina-
mica de Nosé-Hoover, os autores consideram que: "o oscilador harmo-
nico classico unidimensional é qualitativamente um problema muito
mais complexo do que é o géas ideal. A interagdo entre a frequéncia
fundamental de oscilacao e a frequéncia associada com a varidvel s do
banho térmico conduz a uma ampla variedade de trajetérias regulares
e nao-tao-regulares"[25].

Para o oscilador harmoénico na dindmica de Nosé-Hoover, observa-
mos as trajetorias regulares em meio as trajetorias cadticas no espago de
fase para diferentes condigoes inicias e parametros « [25], assim como,
suas propriedades estatisticas. Em especial, vimos que a distribuicao
de momentos de algumas trajetorias quase-peridédicas nao correspon-
dem a uma distribuicao gaussiana. Portanto, o oscilador harmoénico na
dindmica de Nosé-Hoover nao reproduz as médias do oscilador canénico
ou precisaria de um tempo infinito para que isso ocorresse [25].
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Em 1992, foi proposto por Martyna, Klein e Tuckerman (MKT)
uma alteracao na dindmica de Nosé-Hoover, com o proposito de incluir
nao apenas um tnico termostato variavel, mas uma cadeia de termos-
tatos de Nosé-Hoover. Essa alteragao na dindmica, segundo os autores,
fornece uma distribuicao canoénica, onde o formalismo de Nosé-Hoover
falha [26].

Observamos que para as mesmas condi¢Oes iniciais nas quais o os-
cilador harmonico na dinadmica de Nosé-Hoover exibe trajetorias regu-
lares e quase-periddicas, a adicao de um termostato extra segundo a
abordagem MKT, ja é o suficiente para que a distribuicdo de momen-
tos fique bem proxima da canonica. Dessa forma para estudos mais
rigorosos de sistemas envolvendo poucas particulas, adicionar um ou
mais termostatos a dinamica do reservatorio (banho térmico), produz
uma amostragem melhor no ensemble canonico. No entanto, até que
ponto a adi¢ao de termostatos torna ergddico sistemas de poucos graus
de liberdade, ainda é um problema em aberto [27].

O segundo sistema estudado é um gas de Argoénio com 4000 ato-
mos que interagem segundo um potencial de Lennard-Jones. Para esse
sistema, observamos transicoes de fase, assim como a eficiéncia do ter-
mostato de Nosé-Hoover em manter a temperatura em média aproxi-
madamente constante e observamos distribuicoes de momento em con-
cordancia com o ensemble candnico.

Uma das caracteristicas interessantes do termostato de Nosé-Hoover
observados no capitulo anterior, esta relacionada com a distribuicao das
velocidades do sistema. Observou-se que independente da distribui-
¢ao inicial utilizada ser uniforme ou de Maxwell-Boltzman (gaussiana)
partindo de uma temperatura diferente da desejada, passado o tempo
de relaxacao do sistema, a distribuicao de velocidade evolui para uma
distribuicdo Gaussiana de dispersdo proporcional a T onde T ¢é a
temperatura desejada.

Podemos concluir que o termostato de Nosé-Hoover cumpre a func¢ao
de gerar uma distribui¢ao de configuragoes canonicas para 0s momen-
tos para um gas de Lennard-Jones e as informagoes dinamicas obtidas
do sistema sao realisticas com trajetérias suaves e correta magnitude
das flutuagdes de temperatura [9]. No entanto, ainda é assunto atual
de debate se termostatos hamiltonianos descrevem corretamente feno-
menos de transporte de calor [30] oferecendo uma nova perspectiva de
investigagoes futuras.
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Apéndice A

Unidades de
Lennard-Jones

Para sistemas compostos por apenas um tipo de molécula, é comum
utilizar a massa da molécula em unidade Fundamental, ou seja m = 1.
Desta forma, o momento e a velocidade dos étomos sao iguais, assim
como a forga e a aceleragao. Se o sistema estd submetido ao potencial
de Lennard-Jones, descrito pelos parametros € e o, outras unidades
fundamentais, como energia e posicao, podem ser redefinidas. A partir
disso, outras quantidades nao fundamentais sao facilmente redefinidas
também, de modo que todas as unidades apds transformadas tornam-se
adimensionais [8]. Algumas destas transformagoes de varidveis podem
ser observadas na (Tab. A).
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APENDICE A. UNIDADES DE LENNARD-JONES

Lennard-Jones Reduzida
Massa m*=1 m*=1
Distancia x*—x/o
Temperatura T*=T.k;/e T*=T.ky/e
Forca F*~F.o/e F*-F.o/e
Tempo t*=(e/m.c?)12t  t*=(¢/m.c?)V/2t
Energia E*=F/e E*=F/e
Pressao p*=p.c’/e p*=p.c3/e
o o*=1 o*=1
€ e*=1 e*=1
Densidade p*¥=p.o>

Tabela A.1: Transformagao de unidades para um sistema de unidades
reduzidas. Tabela retirada de [8].
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Apéndice B
Expressao do Virial

A pressao em uma simulacao de dinAmica molecular é medida com base
na Ezpressio do Virial de Clausius [7],

N
W(ry,..,ry) = Y _ v Flow (B.1)
i=1

Com F?Ot“l sendo a for¢a total que atua no a&tomo 7. A média estatitica
<W2> da maneira usual, quando trata-se de médias em trajetoérias de
Dinamica Molecular.

RN )
<W >= tll}lgo - ; dr 'i 1 I'i(T).miI‘i(T) (B2)
Integrando por partes
L
<W >= —tlirgo i), dr ;71 mg|t; (7)]? (B.3)

Pela equiparticao de energia obtemos
< W >= —dNkpT (B.4)

Com d sendo a dimensionalidade do sistema, N o niimero de particulas,
e kp a constante de Boltzmann.
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APENDICE B. EXPRESSAO DO VIRIAL

Entretanto, podemos considerar a for¢a total que age em uma par-
ticula composta de duas contribui¢oes; da forca interna F,;, derivada
da interagdo interatomica; e da forga externa FEwterna,

F;Fotal _ Fz + FiEwterna (B5)

A forca externa é exercida pelas paredes da caixa de simulacgao.
Considerando as particulas em uma caixa paralelepipeda de lado L.,
Ly, e L., com uma das suas quinas na origem do sistema de coordena-
das, e volume V = L,L,L,. A contribuigio de < WF=terno > podem
ser obtidas a partir de (B.1).

< WEeterna 5 — [, (=PL,L.)+Ly(~PL,L.)+Ly(~PL,L,) = —dPV
(B.6)
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