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RESUMO

Nesta dissertagao estudamos a dindmica dos osciladores forgados, via estudo do espago
(plano) de parametros. Para caracterizar o comportamento no espago de parametros, usa-
mos dois métodos: um que calcula somente o maior expoente de Lyapunov e o outro que
calcula o espectro de Lyapunov. Os sistemas estudados nessa dissertacao sao: trés os-
ciladores complexos for¢ados e um circuito de Chua for¢ado no espago quadridimensional.
Com a construcao dos espagos de parametros, foi possivel observar diversos comporta-
mentos dindmicos. Usamos também, outras técnicas conhecidas, como a construgao de
diagramas de bifurcacao e trajetérias no espaco de fase, para caracterizar a diniAmica dos
sistemas. Porém, o método que apresentou mais recursos para caracterizar a dindmica
de um sistema, foi o que calcula o espectro de Lyapunov, pois, a partir dai, é possivel
construir os espagos de parametros para o primeiro e para o segundo maiores expoentes
de Lyapunov.

Palavras-chave: Caos. Espaco de pardmetros. Expoentes de Lyapunov.

vi



ABSTRACT

In this work we studied the dynamical behavior of driven oscillators on the parameter
spaces. To characterize the behavior on parameter spaces, we use two numerical methods:
one to calculate the most positive Lyapunov exponent and one to calculate the spectrum
of the exponents. The dynamical systems studied in this work are: three complex driven
oscillators and a four-dimensional Chua circuit. With the help of the parameter spaces,
it was possible to observe various dynamical behaviors of the systems. We also use
others techniques, as bifurcation diagrams and trajectories on phase space (attractors) to
characterize the systems dynamics. However, between the two numerical methods used,
the best one was that calculate the Lyapunov exponent spectrum, because it is possible

to construct the parameter spaces for the first and the second largest Lyapunov exponent.

Key words: Chaos. Parameter Space. Lyapunov Exponents.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacao tem por objetivo estudar numericamente sistemas dindmicos usando
conceitos e termos da Teoria do Caos Deterministico. De fato, em vdrios momentos,
usamos expressoes, termos, defini¢oes, etc. que sao comumente usados nesta drea de
pesquisa. Portanto, sugerimos aos leitores dessa dissertacao quatro referéncias bésicas da
area de sistemas dinamicos para definigdes dos vérios termos aqui apresentados [1-4].

O procedimento de modelar matematicamente certos sistemas dindmicos determinis-
ticos utilizando um conjunto de equacoes diferenciais tem aplicagdoes nos mais diversos
campos, como na Fisica, Economia e nas Engenharias de modo geral.

Sabe-se que, em geral, obter solugoes analiticas explicitas, em tais sistemas de equacoes
nao é uma tarefa trivial. Por isso, se faz necessdrio analisd-las através de simulagoes
numeéricas, o que permite fazer um estudo qualitativo, onde hé a preocupagao de se inves-
tigar caracteristicas relevantes sobre suas solucoes, sem a necessidade de obter solugoes
analiticas explicitas.

A tradicao dos estudos em sistemas dinamicos remete a Henri Poincaré que, inspirado
por problemas em Mecénica Celeste, estudou um sistema de equagoes diferenciais que
descrevia as érbitas de trés corpos que interagiam entre si, gravitacionalmente. Ele j4 tinha
percebido que propriedades qualitativas das solucoes desse sistema dindmico podiam ser
investigadas sem a necessidade da resolugao analitica do sistema de equagoes diferenciais.

Com o avango da tecnologia computacional a Teoria do Caos ganhou um impulso
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significativo, mostrando que o uso de computadores modernos é uma ferramenta preciosa
para estudar sistemas modelados matematicamente por conjuntos de equacoes diferencias
ordindrias nao-lineares de primeira ordem.

Em 1963, Edward Norton Lorenz [5], com o uso de computadores, estudava meteo-
rologia e, na tentativa de fazer previsoes sobre o clima, criou um modelo de equacoes
diferenciais no espaco tridimensional, que tinha por objetivo explicar a conveccao de ar
na atmosfera. Lorenz mostrou que um simples sistema de equagoes diferenciais ordindrias
poderia exibir oscilagoes aperiddicas e sensibilidade nas condicoes iniciais.

Para que um conjunto de equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem apresente
solugoes cadticas, sao necessdrios, mas, nao suficientes, que o sistema fisico seja nao-linear
e que seja, no minimo, modelado matematicamente por um sistema de EDOs em R3. Logo,
observa-se comportamento caético em sistemas dindmicos nao-lineares muito simples, cujo
espaco de fases possui, no minimo, trés ou mais dimensoes.

A principal assinatura do caos é a sensivel dependéncia nas condigoes iniciais. Entao,
para medir a taxa de divergéncia de trajetérias e, portanto, quantificar a dependéncia
sensitiva as condicoes iniciais, utilizamos os expoentes caracteristicos de Lyapunov, este
expoente serve para caracterizar a dindmica do sistema. Para sistemas N - dimensionais,
temos N expoentes de Lyapunov, um para cada direcao do fluxo.

Para um sistema no espaco tridimensional, pode-se relacionar os valores dos expoentes
de Lyapunov (A1, A2, A\3) ao comportamento dinamico do sistema. Quando o espectro de
Lyapunov é do tipo (—, —, —), ou seja, quando os trés expoentes sdo menores do que zero,
o sistema é atraido para um comportamento de ponto de equilibrio. Para (—, —,0) tem-se
um comportamento de periodicidade e quando o espectro de Lyapunov é representado
por (—,0,0), o comportamento dindmico é de quase-periodicidade, tipo torus - 2. Um
comportamento dindmico cadtico é observado quando (+,0, —), ou seja, pelo menos um
expoente deve ser positivo para que exista dependéncia sensitiva nas condicoes iniciais.
Para um sistema dissipativo, o somatério dos expoentes de Lyapunov deve ser negativo,
isto é, Z?zl )\j =AM+ X+ A3<0.

O avanco tecnoldgico, nos iltimos anos, permitiu que sistemas num espago com quatro

ou mais dimensoes fossem estudados intensificamente, devido a sua extensa aplicabilidade
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no cendrio cientifico. Porém, o interesse no estudo desses sistemas num espaco de alta
dimensao, estd nos que apresentam dindmica cadtica. Esses sistemas podem ser aplicados
para modelar os mais diversos sistemas, nas mais diversas dreas do conhecimento.

Com o continuo estudo em sistemas dinamicos, em 1979 Rissler [6] introduziu o termo
hipercaos, usado para nomear a 6rbita cadtica com dois ou mais expoentes de Lyapunov
positivos. Esse comportamento hipercadtico s6 pode ser observado em sistemas modela-
dos metematicamente por quatro ou mais equagoes diferenciais ordindrias auténomas de
primeira ordem.

Pode-se caracterizar os estados dindmicos de um sistema num espago quadridimen-
sional, por exemplo, baseado no espectro de Lyapunov, assim como para um sistema no
espago tridimensional. Quando o espectro de Lyapunov for do tipo (—, —, —, —), o sistema
é atraido para ponto de equilibrio. Se o espectro apresentar as configuragoes (+,0, —, —)
ou (+,0,0,—), ou seja, com pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, a dindmica
é cadtica. A dinamica periédica é representada pela configuragao (0,—,—,—), e para
a dinamica quase-periédica tem-se dois casos, o primeiro é representado por (0,0—, —)
conhecido como torus-2 e o segundo é dado por (0,0,0,—) denominado torus-3.

Portanto, nesta dissertacao estudamos alguns sistemas dinamicos do ponto do vista
dos expoentes de Lyapunov. Através deles construimos espagos de parametros para clas-
sificar a sua dindmica em termos dos pontos fixos, ciclos limites, caos e hipercaos. Em
algumas situacoes diagramas de bifurcagao serao utilizados, além dos espacos de fase,
para facilitar a interpretacgdo dos resultados. Assim, no Capitulo 2 haverd uma breve
revisao bibliogréafica, onde serao discutidos alguns trabalhos que, de certa forma, foram
importantes para o entendimento da dindmica de sistemas nao-lineares via espago de pa-
rametros. Em seguida, serd discutido o método utilizado na construcao dos espacos de
parametros dos sistemas estudados nesta dissertacao.

No capitulo 3, serao discutidos os resultados numéricos obtidos para alguns: os-
ciladores complexos forcados. J& no capitulo 4, serao discutidos os resultados para um
circuito de Chua forcado por uma forca externa. Por ltimo, serao apresentadas as con-

clusoes sobre o trabalho desenvolvido durante o mestrado.
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Capitulo 2

Estudo da Dindmica de Sistemas
Nao-Lineares Via Espaco de

Parametros

Neste capitulo, haverd, inicialmente, um breve relato dos trabalhos que, foram impor-
tantes para o entendimento da dinamica de sistemas nao-lineares via espaco de pardme-
tros. Em seguida, serd abordada a metodologia usada na construcao e andlise dos espacos
de parametros de diversos modelos fisicos, em especial, de sistemas a tempo continuo.
Serao reportados modelos de sistemas a tempo continuo tridimensionais e quadridimen-
sionais, jd estudados, e que, atualmente, tém despertado interesse, devido ao grande vol-
ume de trabalhos publicados . Por tltimo, serd discutido o método utilizado na construcao

dos espacos de pardmetros dos sistemas estudados nesta dissertacao.

2.1 Estado da Arte

Sistemas dindmicos que descrevem um sistema fisico real dependem, geralmente, de
um ou mais pardmetros; sao os chamados pardmetros de controle do sistema. Pode-se
pensar, entao, que um sistema dindmico é fungao desses parametros de controle. Logo,

o comportamento dindmico do sistema pode mudar conforme ocorra a variagao desses
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parametros.

O comportamento dindmico que ocorre com a variacao de apenas um parametro do
sistema em fungdo de uma varidvel (diagrama de bifurcagao), ja sdo bem conhecidos,
mas ainda nao se tem uma boa compreensao de fendbmenos que ocorrem em codimensao
maior (variacdo de dois ou mais parametros do sistema), principalmente em regices de
alta complexidade.

Para compreender melhor essa relacao entre os pardmetros de um sistema e seu com-
portamento dindmico, pode-se construir um espaco de pardmetros bidimensional, onde
sao variados dois parametros do sistema [7-11].

A caracterizacao do comportamento das solugoes em fungao dos parametros do sistema
é uma questao de grande interesse no estudo de sistemas dindmicos nao-lineares. Com
isso, o espaco de pardmetros de sistemas dindmicos tem sido estudado extensivamente
em modelos de tempo discreto [12-14] e, recentemente, surgiu um grande interesse em
analisar o espago de parametros de sistemas dindmicos de tempo continuo [7-10, 15-16].

O presente entendimento que se tem sobre certas estruturas que surgem em regioes
de alta complexidade no espago de pardmetros é bem conhecido em sistemas dindmicos
a tempo discreto, onde muitos resultados ja foram obtidos na literatura em relacao a
mapas, como, por exemplo, a estrutura bésica do espaco de pardmetros, as linguas de
Arnold em regices onde o mapa é invertivel e o aparecimento de estruturas periédicas
mergulhadas em regioes de solucoes cadticas. Isso é resultado do baixo custo computa-
cional envolvido na iteragao de sistemas discretos, visto que iterar mapas demanda menos
tempo do que a integragao de equagoes diferenciais de baixa ordem. Diversos trabalhos |7,
9-16] j4 identificaram formas semelhantes de bifurcagoes e estruturas periédicas que apre-
sentam caracteristicas de auto-similaridade no espaco de parametros, através da iteracao
direta dos mapas com identificagdo da periodicidade [12, 13, 14] ou através do cdlculo dos
expoentes de Lyapunov [7, 9-11, 16].

Gallas [12] observou estruturas periédicas auto-similares, de diversas periodicidades,
imersas em regioes cadticas, classificando-as como "camardes”. Segundo o autor, fazendo
ampliacoes no espago de parametros, é possivel encontrar outros camaroes paralelos, sendo

que, pode haver uma certa regularidade no aparecimento dessas estruturas; elas podem
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surgir alinhadas ao longo de direcoes particulares, em regioes cadticas no espago de para-
metros do mapa de Hénon, como mostram as figuras 2.1 e 2.2. Na verdade, a figura 2.2
é uma visao ampliada de um dominio em torno do camarao de periodo-8, destacado na
figura 2.1. Cada camarao consiste em um corpo principal de periodo k, acrescido de uma
sucessao infinita de dominios adjacentes de periodos k x 2", isto é, seguindo uma rota de
bifurcacao para o caos por duplicacao de perfodo, a partir do camarao de corpo principal
k.

A estrutura no centro da figura 2.2 consiste, por exemplo, num corpo principal de
periodo-8 (representado por um sombreamento cinza), numa regiao de periodo-16 (repre-
sentado por uma fina regido preta adjacente), seguida por uma cascata completa 8 x 2"
que, devido a escala da imagem, nao pode mais ser vista. Essas estruturas auto-similares

foram mais bem estudadas nas referéncias [13, 14].

Figura 2.1: Espago de parametros do mapa de Hénon. Figura extraida da Ref. [12].
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Figura 2.2: Camaroes imersos no mar de caos ao longo de uma diregao especifica a.. Os

nimeros referem-se & periodicidade. Figura extraida da Ref. [12].

Esse comportamento das estruturas periddicas, como, por exemplo, os camaroes, que
estao ordenados de forma especial, hd de ser uma topologia caracteristica no espaco de
parametros de sistemas fisicos de codimensao maior do que 1.

Essas estruturas periédicas auto-similares, encontradas no espaco de paradmetros do
mapa de Hénon, foram observadas anteriormente em sistemas a tempo continuo [15,17].
Contudo, como foi dito anteriormente, foi Gallas [12] quem as classificou, chamando-as
de camaroes, pela semelhanca e por estarem mergulhadas em regioes cadticas, também
chamadas de mar de caos.

Gaspard [17] observou a existéncia de uma estrutura espiral global, onde vérias es-
truturas de diferentes periodicidades se conectam em torno de um foco no espaco de
pardmetros bidimensional. Segundo o autor, a associagao da érbita homoclinica com o
ponto sela-foco, sao responsdveis pela organizacao dessas estruturas periédicas em forma
de espiral em torno de um ponto focal no espago de pardmetros, como mostra a figura 2.3.
Fazendo uma ampliacao da figura 2.3, indicada na caixa vermelha, podemos perceber uma
estrutura periédica bem definida, conforme mostra a figura 2.4. E facil perceber que as
estruturas das figuras 2.2 e 2.4 tem uma certa semelhanca em relagao a topologia, ambas
tem o formato de camarao.

As regides de grande complexidade no espago de pardmetros, principalmente nas
regioes cadticas, de sistemas dindmicos a tempo continuo, sao muito menos conhecidas
e requerem mais investigagoes. Desde Newton, sabemos que os fendémenos da natureza

sao mais bem modelados por equagoes diferenciais, ou sistemas de equacgoes diferenciais
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e que, em geral, nao é possivel se obter solucoes analiticas explicitas em tais sistemas de
equacoes. Muitas vezes, quando uma solucao analitica é encontrada, ela é tao complicada
que fica dificil interpretéd-la e compreender as suas principais propriedades. Por isso, é
necessario analisd-las através de simulacoes numéricas, o que nos permite fazer um es-
tudo quantitativo das equagoes diferenciais. Essa abordagem preocupa-se em identificar

caracterfsticas importantes de suas solugoes, sem resolvé-las analiticamente.

I

Figura 2.3: Existéncia de dominios de atratores periédicos m (regido de periodicidade),

no espago de parametros (g,0). Figura extraida da Ref. [17].

001

-0038 0033

Figura 2.4: Ampliacao do dominio 7 perto da bifurcagao tipo cusp C,.Figura extraida da

Ref. [17].
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Com o avanco tecnolégico dos tltimos anos, os computadores passaram a ter uma
capacidade maior em processar dados e, com isso, realizar cdlculos com maior velocidade
e gerar diagramas de alta resolucao, o que foi de grande importancia para o avango no que
diz respeito ao estudo de equagoes diferenciais e a teoria do caos. O uso de computadores
modernos revelou-se uma ajuda preciosa, permitindo compreender muitos aspectos sobre
o comportamento desse tipo de sistemas, o que acarretou novas metodologias para estudar
o comportamneto dindmico, tanto de sistemas de tempo discreto quanto para sistemas
de tempo continuo. As equagoes diferenciais, quando olhadas para a variagao de dois
parametros, podem apresentar grandes extensoes de regioes cadticas, contendo em seu
interior regides de periodicidade.

Devido ao aperfeicoamento dos computadores nessa iltima década, muitos traba-
lhos, que utilizam o espaco de pardmetros bidimensional para analisar o comportamneto
dindmico, foram realizados em sistemas dindmicos a tempo continuo nos mais diversos
modelos fisicos [7 - 11, 16, 19 - 27]. Esses sistemas, entre muitos outros, vem usando
um método bem conhecido na literatura, para fazer a caracterizacao da dindmica dos sis-
temas através da construcao do espaco de pardmetros. Tal método serve, resumidamente,
para associar a cada par de pardmetros um valor do maior expoente de Lyapunov e, com
isso, através de um gradiente de cores, identificar a dinAmica do sistema associada a cada
ponto no espago de pardmetros. Na préxima secao, serd discutido esse método, com mais
detalhes, em sistemas dindmicos a tempo continuo tridimensional e quadridimensional.

Como é sabido, para que um conjunto de equacoes diferencias nao-lineares apresente
solucoes cadticas, é necessdrio, mas nao suficiente, que o sistema seja, no minimo, mode-
lado matematicamente por um sistema de EDOs em R3. Assim, comportamento caético
pode existir apenas em sistemas dindmicos de tempo continuo cujo espaco de fases possua
trés ou mais dimensoes. Porém, isso nao se aplica a sistemas dindmicos a tempo discreto,
onde é possivel existir comportamento cadtico mesmo em sistemas com apenas uma, di-
mensao. A seguir, serao apresentados alguns resultados de trabalhos ja publicados, que
sao descritos por um conjunto de trés equacoes diferenciais nao-lineares. Feito isso, serao
mostrados trabalhos que trazem um conjunto de quatro equagoes diferenciais nao-lineares,

cujo estudo tem despertado bastante interesse nos ltimos anos.
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Pioneiros, na utilizacao do método que serd discutido com mais detalhes na prox-
ima secao, foram Bonatto et al. Em trabalho publicado em 2005 [16], Bonatto et al.
realizaram uma investigagao numérica do modelo de laser de CO; de dois niveis com per-
das modulares, onde foram observadas regices de periodicidade no espaco de parametros
desse modelo, cujo tempo é continuo e essas regularidades, até entao, tinham sido encon-
tradas apenas em modelos a tempo discreto. Bonatto et al. constataram, que na regiao
cadtica do modelo de laser de CO,, ocorre a existéncia de infinitas estruturas periédicas
auto-similares alinhadas em diregoes especificas no espaco de parametros. O ordenamento
dessas estruturas periédicas encaixadas na regiao caética do laser de CO, é semelhante
ao do mapa de Hénon.

A figura 2.5 nos dd uma visao global do espaco de pardmetros do modelo de laser de

CO; com perdas modulares em fungao da amplitude (a) e frequéncia (f) da modulagao.

140 05

50 63.5

X 719
0.0 a 0.09 0.06 a 0.079  0.07015 a 0.0719

Figura 2.5: (a) Visao global do espago de parametros do modelo de laser de CO5 mostrando
uma rede regular de ilhas de estabilidades. (b) zoom da caixa em (a). Os nimeros indicam
o perfodo principal de cada ilha de estabilidade. (¢) Ampliagao da ilha de estabilidade de
periodo-11 (indicado em (b) por um circulo no nimero 11), exibindo a forma genérica de

todas as ilhas de estabilidade. Figura extraida da Ref. [16].

As intensidades das cores sao proporcionais aos expoentes de Lyapunov, sendo que
um gradiente de cor entre o azul - cinza escuro, maiores expoentes negativos, denotam

regioes de oscilagoes periddicas e um gradiente de cor entre o verde - cinza claro, maiores
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expoentes positivos, mostram regioes de oscilagoes cadticas, com o preto indicando os
expoentes nulos.

Na figura 2.5 (a), visualiza-se uma grande regiao onde ocorrem oscilagoes periédicas,
representada pelo gradiente azul - cinza escuro, e uma extensa regiao onde ocorrem oOs-
cilacoes cadticas, representada pelo gradiente verde - cinza claro. No interior da regiao
cadtica, surgem, novamente, oscilagoes periddicas estdveis no laser. Num diagrama de
bifurcacao, essas oscilagoes periédicas sao as janelas de periodicidade que tipicamente sao
observadas em determinados intervalos de parametros de controle. A caracteristica mais
interessante da figura 2.5 (a) é o caso onde as janelas periédicas podem formar uma rede de
infinitas estruturas de bifurcacoes auto-similares no espaco de parametros. Essa situacao
pode ser observada na parte da regiao cadtica onde é possivel identificar diversas ilhas de
estabilidade. Algumas dessas ilhas estao destacadas pelos algarismos com circulos, onde
os nuimeros referem-se ao perfodo da regiao.

A figura 2.5 (b) é uma ampliagdo, indicada por uma caixa na figura 2.5 (a), de uma
porcao da regiao cadtica do laser de COy onde hé diversas ilhas de estabilidades. Essas
estruturas periddicas auto-similares, chamadas de camardes por Gallas [12], contém uma
rica estrutura de bifurcacao associada. Cada estrutura auto-similar possui um perfodo
principal que se desestabiliza via duplicacao de periodo, onde o periodo principal sofre
uma cascata infinita de dobramento de periodo em diregoes especificas no espago de
parametros, levando a uma transi¢cdo para o caos. Na figura 2.5 (b), estdo marcados
os periodos principais de umas dessas estruturas auto-similares, indicados pelos niimeros
perto delas. Percebe-se que o comportamento, no que diz respeito ao alinhamento das
estruturas auto-similares em direcoes especificas, do modelo de laser CO,, é semelhante
ao do sistema do mapa de Hénon [12].

Albuquerque et al. [7] realizaram uma investigagdo numérica detalhada do espaco de
parametros de um modelo do circuito de Chua modificado. Observaram, também, que
0 espaco de parametros apresenta estruturas periddicas auto-similares imersas no mar
de caos, chamadas de camaroes. Mostraram, igualmente, que essas estruturas periddicas
auto-similares organizam-se em uma cascata de bifurcacao por adigao de periodo. A figura

2.6 é uma visao geral do espacgo de parametros para o modelo do circuito de Chua modifi-
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cado. O espaco de pardmetros para esse sistema foi computado para o maior expoente de
Lyapunov A em funcao dos parametros de controle e uma escala de cores foi definida para
determinados valores de A. Para A < 0 (cor cinza) para pontos fixos, 0 < A < 0,005 (cor
cinza) para ¢rbitas periddicas, 0,005 < A < 0,02 (cor verde) para transi¢cdo de 6rbitas
periédicas para caéticas, e A > 0,02 (cor branca) para 6rbitas caéticas. A linha ponti-
lhada separa pontos fixos (direita) da regiao periédica (esquerda). A cor azul representa

a regiao de divergéncia do sistema.

2000

Figura 2.6: Espago de parametros para diferentes valores do expoente de Lyapunov. Cinza
para érbitas periédicas (& esquerta da linha pontilhada) e para pontos fixos (a direita da
linha pontilhada), verde representa a transicao de érbitas periddicas para cadticas e azul

para regioes de divergéncia. Figura extraida da Ref. [7].

A figura 2.7 mostra ampliacoes das regices destacadas nas caixas 1 a 4 da figura 2.6.
As figuras 2.7 (a) e 2.7 (d) indicam claramente que o sistema apresenta caracteristicas
auto-similares, conclusao essa baseada no fato de que, se forem feitas ampliagoes entre
os camardes das figuras 2.7 (a) e 2.7 (d), serdo encontradas figuras semelhantes. Mara-
nhao et al. [28] ilustram, de uma forma simples, um espago de parametros experimental
para o circuito de Chua, onde os autores encontram uma estrutura cadtica, chamada de
fibra cadtica, paralela a uma janela de periédo - 3, observada no diagrama de bifurcagao

experimental do circuito de Chua. Em outro trabalho, Maranhao et al. [29] observam ex-
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perimentalmente a existéncia de complexas estruturas periédicas no espaco de parametros

do circuito de Chua.
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Figura 2.7: Ampliagoes das quatro caixas (1, 2, 3 e 4) da Fig. 2.6, mostrando detalhes do
espago de pardmetros. O esquema de cores é o mesmo usado na Fig. 2.6. Figura extraida

da Ref. [7].

Bonatto et al. [9] investigaram um circuito eletronico que foi introduzido por Nishio
et al. [30]. O modelo consiste de dois indutores, um capacitor, uma resisténcia linear
negativa e uma resisténcia nao-linear composta de dois diodos. A rica dindAmica que esse
modelo de circuito apresenta é devido a nao-linearidade da resisténcia constituida pelos
dois diodos. Essa resisténcia nao-linear possui uma curva i( V') que é representada por
uma equagao linear por partes. A fungao da curva corrente-tensao i(V') é composta por
trés segmentos, onde esta relaciona a queda de tensao nos diodos em fungao da corrente
que passa por eles. Bonatto et al., ao investigarem uma porcao do espago de pardme-
tros para esse sistema, observaram uma organizagao muito regular formada por espirais
auto-similares em torno de um ponto focal. Na verdade, esses espirais sao estruturas
periédicas auto-similares dentro de uma regiao caética no espaco de parametros. Como
podemos ver na figura 2.8, a regiao cadtica contém uma hierarquia infinita de espirais

aninhadas que, juntos, compoem uma organizacao extremamente estruturada. No espaco
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de parametros, cada uma das espirais é caracterizada por uma oscilacao regular especifica

de um determinado periédo.

Figura 2.8: Espaco de parametros para o circuito resistivo simples, onde uma hierarquia
infinita de espirais alinhados ligados pelo foco. O diagrama mostra a magnitude dos

expoentes de Lyapunov. Figura extraida da Ref. [9].
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n

Figura 2.9: Visao global do espaco de pardmetros, associando diferentes intensidades de

cores para valores diferentes do expoente de Lyapunov. Figura extraida da Ref. [26].

O autor observa duas caracteristica marcantes no espago de parametros para o modelo:
a) que ele contém um emaranhado de espirais que correspondem a solugoes periédicas; b)
ha um ponto focal caracteristico onde todas as espirais se originam ou finalizam.

Albuquerque et al. [26] mostraram que, no espago de parametros do circuito de Chua,
h& estruturas periédicas auto-similares imersas na regiao de caos, formando uma estrutura

espiral que circunda em torno de um ponto focal, conforme figura 2.9. Gaspard [17] ja
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tinha observado essas estruturas espirais para um dominio de atratores periédico no espaco
de parametros.

A existéncia de estruturas complexas periédicas, formando um emaranhado de redes
periddicas, em regios cadticas no espaco de pardmetros de um modelo caético do circuito,
foi observada por Cardoso et al. [10]. A proposta deste trabalho foi fazer um estudo teérico
em um circuito de Chua modificado, onde se preserva o circuito tanque RLC' do circuito
original e substituiu-se o diodo de Chua por um dispositivo semi-isolante de Arseneto de
Gélio (GaAs). A curva (V') da amostra apresenta uma regiao de condutividade diferencial
negativa (NDC) para certos valores de voltagens aplicados & amostra. A presenca de
fenomenos de NDC pode ser visto como a assinatura para instabilidades intrinsecas em
dispositivos semicondutores. Nota-se que, com a simples troca do diodo pelo dispositivo de
(GaAs), no circuito tanque RLC, a dinAmica encontrada para esse modelo é extremamente
rica em detalhes, com a abundancia de complexas estruturas periddicas, em muitas formas
e periodicidade, imersas em regioes cadticas no espaco de pardmetros do sistema.

Uma visao geral do espaco de parametros pode ser vista na figura 2.10. As regioes
periddicas estao representadas pela cor preta e as regioes cadticas pelas cores amarelada
e avermelhada. A figura 2.11 é a ampliacao da caixa B, da figura 2.10. Observa-se que,
nessa ampliacao, hd uma caracteristica muito peculiar, uma estrutura formada por dois
camaroes gémeos com o mesmo periodo, indicada pelos nimeros dentro das estruturas.
Abaixo dessa estrutura, no canto direito, pode-se observar uma outra semelhante. E
possivel ver que hd uma infinidade de estruturas periédicas complexas imersas no mar de

caos formando um emaranhado.
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Figura 2.10: Visao global do espaco de parametros associando intensidades diferentes de
cores para diferentes valores dos expoentes de Lyapunov na escala ao lado direito. Os

nuimeros indicam a periodicidade principal de cada estrutura. Figuras extraidas da Ref.

[10].
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Figura 2.11: Ampliagdo da caixa B da Fig. 2.10. As intensidades diferentes de cores
referem-se aos diferentes valores dos expoentes de Lyapunov na escala ao lado direito.

Figura extraidas da Ref. [10].

Os sistemas até aqui discutidos, sao sistemas dindmicos nao-lineares a tempo con-
tinuo num espaco tridimensional, ou seja, modelados matematicamente por um sistema
de EDOs em R3. O fato de eles serem modelados matematicamente num espago tridi-
mensional é essencial para que haja comportamento cadtico, porém nao suficiente. De

fato, hd uma infinidade de trabalhos publicados sobre sistemas governados por equacoes
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diferenciais a tempo continuo nas mais diversas dreas, como na fisica, biologia, quimica,
economia, etc, que relatam a existéncia de estruturas periédicas auto-similares imersas
em regioes caoticas.

Nos tltimos anos, vem aumentando o interesse em estudar sistemas dindmicos de qua-
tro ou mais dimensoes, denominados de alta dimensionalidade. Um dos motivos para
estudar sistemas de alta dimensao, mais especificamente sistemas que possam apresen-
tar dindmica hipercadtica, deve-se a sua grande aplicabilidade no cendrio cientifico e
tecnolégico e, também, ao aperfeicoamento dos computadores. Sistemas de alta dimen-
sionalidade podem ser utilizados para descrever a dindmica de modelos de diversas dreas
do conhecimento.

O termo hipercaos foi primeiramente introduzido por Rossler, em 1979, usando, para
tal, um sistema continuo de quatro equacgoes diferenciais ordindrias de primeira ordem.
Esse é um comportamento caético com, no minimo, dois expoentes de Lyapunov positivos.
Por esse motivo, o sistema tem sua dindmica expandida em diferentes dire¢oes simultane-
amente, aumentando, assim, a complexibilidade do atrator e a caoticidade do sistema,
deixando-o mais imprevisivel, quando comparado com um sistema cadtico que apresenta
apenas um expoente de Lyapunov positivo. Para o aparecimento de uma dindmica hiper-
cadtica, é necessario, mas nao suficiente, que o sistema seja, no minimo, modelado matem-
aticamente por um sistema de EDOs em R4, pois como é sabido, para sistemas dissipativos
o somatdério de todos os expoentes de Lyapunov tem que ser negativo. Sendo assim, um
deles, obrigatoriamente, tem que ser negativo e, pelo menos, um dos demais tem que ser
nulo, sobrando apenas dois maiores expoentes para serem positivos. Portanto, para um
sistema no espaco quadridimensional, dois expoentes de Lyapunov positivos caracterizam
uma dindmica hipercadtica. Serao relatados, a seguir, trabalhos onde a dindmica hiper-
cadtica pode ser observada no espaco de parametros. Serao discutidos, brevemente, os
resultados obtidos pelos autores.

Um outro trabalho, apresentado por Correia et al. [31], consiste em um sistema
autonomo de quatro dimensoes, construido a partir de um sistema de Lorenz, através da
introducao de um controlador feedback adequado para a terceira equacao. Correia usou

o método numeérico que considera o valor do segundo maior expoente de Lyapunov para
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caracterizar a dindmica do sistema, através da construcao do espago de parametros bidi-
mensional. Nesse trabalho, os autores usaram a magnitude do segundo maior expoente
de Lyapunov para caracterizar, numericamente, os pontos onde o comportamento hiper-
caotico ocorre no espago de pardmetros. O sistema dindmico é modelado por um conjunto
de quatro equacoes diferenciais autonomas nao-lineares de primeira ordem. A figura 2.12
traz dois espagos de pardmetros, mostrando diferentes comportamentos dindmicos para o

sistema proposto.

(a)

(b}

Figura 2.12: Regioes de diferentes comportamentos dindmicos no espaco de pardmetros
(a,r) do sistema proposto. (a) O maior expoente de Lyapunov. (b) Segundo maior

expoente de Lyapunov. Figura extraida da Ref. [31].

As cores estao associadas ao valor do expoente de Lyapunov. Azul - branco para
expoentes negativos, preto para zero e vermelho para expoente positivo. O expoente
positivo é indicado por uma constante mudanca de escala entre o amarelo - vermelho,
enquanto o expoente negativo é indicado por uma constante mudanca de escala entre o

azul - branco. Sabe-se que, quando o maior expoente de Lyapunov é negativo, tem-se um
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ponto de equilibrio estdvel e que, quando o maior expoente de Lyapunov for zero, indica
um atrator estdvel periédico (ou um atrator quase-periédico, quando o segundo maior
expoente de Lyapunov também for igual a zero) e um atrator cadético ocorre quando o
maior expoente de Lyapunov for positivo e o comportamento hipercadtico ocorre quando
o primeiro e o segundo maiores expoentes de Lyapunov forem positivos. Logo, pode-se
concluir que as regides em amarelho - vermelho, no espago de parametros 2.12 (b), sao
regides de comportamento dindmico hipercaético. O espectro completo para os expoentes
de Lyapunov para os pontos x, v, 6 e § é dado na tabela 2.1.1, conforme pode ser visto

nas figuras 2.12.

Ponto Atrator ».4 P2 Pz oy
. Periddico 0.017 - 1.403 -1.562 -22.414
i Quase-periodico 0,014 0.005 -0.446 -24.598
& Caodtico 1.848 0.012 -0.880 27.185
B Hipercadtico 0.729 0.310 -0.014 -25.961

Tabela 2.1.1: Espectro dos expoentes de Lyapunov para os pontos x, 7, 0 e 5.

Os valores que indicam zero, na tabela 2.1.1, como por exemplo para o ponto 7, sao
ajustados computacionalmente, por isso hé essa discrepéncia nos valores computados na
tabela 2.1.1.

A existéncia de estruturas periédicas em regioes cadticas e hipercadticas foi observada
num espago de pardmetros para um circuito de Chua quadridimensional por Stegemann
et al. [32]. O modelo foi obtido a partir de um outro modelo de Chua tridimensional,
com a introducao de um controlador feedback. Os espagos de pardmetros foram cons-
truidos considerando, tanto o primeiro quanto o segundo maior expoente de Lyapunov
permitindo assim, diferenciar regioes periédicas, cadticas e hipercadticas. O sistema pro-
posto por Stegemann apresenta seis parametros de controle: «, (3, 7, s, a e c. Devido ao
grande nimero de parametros que podem variar, tem-se uma grande possibilidades para
a construcao de espagos de parametros para tal sistema. Aqui, serao reportados somente
alguns resultados, pois, o objetivo é fazer uma breve discussao, principalmente do método

usado para analisar a dindmica do sistema via espago de pardmetros. A figura 2.13, por
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exemplo, ¢ construida usando-se o primeiro e o segundo maior expoentes de Lyapunov.
A figura 2.13 (a) usa o maior expoente e a figura 2.13 (b), o segundo maior expoente de

Lyapunov para o espaco de parametros («,3) com v =0,32e s =0, 1.

200 ;) 200
15
150 150
1
B 100 0s B 100
50 0 50 =
0.5
20
(a) oL (b)

Figura 2.13: Espaco de parametros («, ) para o modelo de Chua quadridimensional,
com s = 0,1 e~y =0,32. (a) Para o maior expoente de Lyapunov e (b) o segundo maior

expoente de Lyapunov. Figura extraida da Ref. [32].

RegiGes periddicas estao representadas em preto na figura 2.13 (a) e, em branco, em
2.13 (b). Caos aparece em regides amareladas e avermelhadas em 2.13 (a) e em regioes
pretas em (b). Hipercaos aparece em regides amareladas e avermelhadas em (b). A figura
2.14 representa o espago de pardmetros, para o primeiro e o segundo maior expoente de
Lyapunov, para os espacos («, s) com =50 e v = 0,32 figura 2.14 (a) e (b) e 2.14 (c) e
(d) para (8,s) com o =30 ey = 0,32, 2.14 (e) e (f) para (7, s) com o = 30 e § = 50. Em
todos os espagos de pardmetros, é possivel observar uma infinidade de estruturas periédicas
espalhadas em regioes cadticas e hipercadticas. Essas regioes periédicas aparecem, com
mais evidéncia, nos espacos de pardmetros para o segundo maior expoente de Lyapunov,
com estruturas brancas imersas em regioes pretas e amarelo - avermelhada, como nas
fuguras 2.14 (b), 2.14 (d) e 2.14 (f). A tabela 2.1.2 representa alguns valores para o
espectro de Lyapunov em trés diferentes pontos dos espagos de pardmetros, marcados
com A, B e C. A rotina utilizada para calcular o espectro de Lyapunov nesse sistema de
Chua quadridimensional é baseada no algoritimo proposto por Wolf et al. [33]. Pode-se

perceber que, considerando o primeiro e o segundo maior expoente de Lyapunov, obtém-
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se uma boa ferramenta para distinguir os mais diversos comportamentos dindmicos do

circuito de Chua quadridimensional.

Figura 2.14: Espagos de parametros para o circuito de Chua quadridimensional. (a) e
(b) mostra, respectivamente, o primeiro e o segundo maior expoente de Lyapunov para o
espago de parametros («, s) com 5 = 50 e v = 0,32. (c) e (d) mostra, respectivamente,
o primeiro e o segundo maior expoente de Lyapunov para o espago e parametros (3, s)
com o = 30 e v = 0,32. (e) e (f) mostra, respectivamente o primeiro e o segundo maior
expoente de Lyapunov para o espago de parametros (7, s) com a = 30 e = 50.Figura

extraida da Ref. [32].
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Posicio da . . . . Comportamento
. M Iy s hy
Figura
7(b) A 0,0008 | -00467 | 03165 | -9,9236 Periodico
7(b) B 0.50912 | 0,00007 | -0,16368 | 1294264 Cadtico
7(b) C 03445 | 0019 | 00004 | 122525 Hipercadtico
7(d) A 00004 | 00253 | 01462 [ -16,002 Periodico
7(d) B 0.840704 | 0.000001 | -0,168124 | 13229648 Cabtico
7(d) C 03340 | 00424 | 00002 [ -153116 Hipercaotico
7(0) A 00008 | -0.1110 | 01132 | -18.3605 Periddico
7(D) B 086622 | 0.00004 | -0,04027 [ -16,51381 Cadtico
7() C 038185 | 001675 | 0,00003 | -18.52889 Hipercaotico

Tabela 2.1.2: Expoentes de Lyapunov para alguns pares de parametros na figura 2.14.

Regibes periddicas estao representadas pela cor preta, em 2.14 (a) e pela cor branca
em 2.14 (b). Regides caéticas aparecem em regides amareladas e avermelhadas em (a) e
como regioes pretas em (b). Hipercaos aparece em regides amareladas e avermelhadas em
(b).

A proxima segao serd destinada a explicar brevemente os métodos ja comentados
acima, e mostrar como serao usados para caracterizar a dinamica dos sistemas propostos

nesta dissertacao.

2.2 Caracterizacao da Dinadmica no Espaco de Paréa-

metros Baseado no Espectro de Lyapunov

Conforme foi exposto, obter solucoes analiticas explicitas para um conjunto de equagoes
diferenciais nao-lineares nao é uma tarefa trivial e, em muitos casos, é impossivel. Entao,
faz-se necessdrio recorrer a algum tipo de método numérico. O método utilizado para
analisar o espago de pardmetros dos modelos fisicos estudados nesta dissertacao é o da
integracao direta dos sistemas de equacgoes diferencias nao-lineares no qual estimamos,
numericamente, os expoentes de Lyapunov.

O expoente de Lyapunov serve como uma medida da sensibilidade nas condicoes inici-

ais e o sinal do expoente serve para classificar a dinAmica do sistema, desde uma dindmica
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de ponto de equilibrio, com todos os expoentes negativos, até uma dindmica hipercadtica,
com pelo menos dois expoentes de Lyapunov positivos.

Para construir o espago de parametros, todos os pardmetros sao mantidos fixos, exceto
os dois que sao escolhidos para variar. Esses dois parametros serao, entao, utilizados para
construir o espaco de parametros. Como eles podem variar, tem-se que determinar um
intervalo de variagao desses parametros. Apds escolher esse intervalo de variagao, divide-se
em ambos os espacos por um nimero M a escolher. Esse niimero escolhido é diretamente
responsavel pela resolugao da figura gerada e, o tempo de computacao. Com a escolha
dos dois pardmetros, seus intervalos de variacao e a divisao do espaco, constréi-se uma
malha bidimensional M x M. Para cada ponto dessa malha, formada pela interseccao das
linhas verticais e horizontais, tém-se um ponto no espaco de parametros. A quantidade
de pontos formados ¢ dada pelo nimero que divide o espago, elevado ao quadrado, (M?).
Para cada um desses pontos, calcula-se o maior expoente de Lyapunov usando o método
proposto por Wolf et al. [33]. Os resultados vao sendo armazenados num arquivo, onde,
na primeira e na segunda colunas, sao registrados cada um dos valores dos pardmetros
de controle do sistemas e, na tultima coluna, é colocado o valor do maior expoente de
Lyapunov. Feito isso, pode-se contruir um diagrama a partir do arquivo de dados gerado,
que tem os valores dos parametros variados colocados em seus dois eixos. O valor do
maior expoente de Lyapunov é definido por uma determinada cor, geralmente usa-se um
gradiente de cores, como nas Refs. [9, 10, 16]. O gradiente de cores serve para definir
o valor do expoente, sendo uma cor para o expoente negativo, outra para o expoente
positivo e uma terceira cor para o expoente nulo, porém o valor do maior expoente de
Lyapunov é usado para caracterizar a dindmica do sistemas.

O médoto brevemente discutido acima serve, portanto, para associar a cada par de
parametros um valor do maior expoente de Lyapunov. Logo, por esse método, pode-se
apenas identificar trés tipos de dindmica no espaco de pardmetros: cadtica, periédica e
ponto fixo. O método ndo permite identificar hipercaos e quase-periodicidade (torus-2 e
torus-3) onde, hipercaos e torus-3 aparecem apenas em sistemas de alta dimensionalidade
e torus-2 pode aparecer tanto em sistemas tridimensionais como em sistemas com mais

de trés dimensoes.
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O método que calcula o espectro de Lyapunov, que tem como base o método discutido
acima, permite identificar regioes de quase-periodicidade e hipercaos, mas, no entanto, sao
feitas algumas modificagoes que trazem variacoes significativas na andlise do sistema. A
primeira modificacao e a mais importante diz respeito ao calculo do expoente de Lyapunov.
No método anterior, apenas o maior expoente é calculado. No método em que, o espectro
de Lyapunov é calculado, todos os expoentes, que o método fornece, sao utilizados para
a andlise da dindmica. Sabe-se que, para cada direcao do fluxo, tem-se um valor do
expoente de Lyapunov associado, entao, um sistema tridimensional terd trés expoentes de
Lyapunov, um para cada direcao, assim como para um sistema quadridimensional existem
quatro expoentes de Lyapunov e assim, sucessivamente. Armazenam-se, também, os
resultados em colunas, porém, o arquivo contém mais colunas devido aos outros expoentes
de Lyapunov. Esse método permite associar para cada par de pardmetros, todos os
expoentes de Lyapunov. As colunas sao organizadas com o intuido de facilitar a construcao
do espaco de pardmetros onde, nas duas primeiras colunas, estao os valores dos parametros
e, nas ultimas colunas, encontram-se os valores dos expoentes de Lyapunov, ordenados do
maior para o menor. Pode-se, entao, para cada par de parametros, construir varios espacos
de parametros utilizando, por exemplo, um para o maior expoente e um segundo para o
segundo maior expoente. Com isso e com um ajuste nas cores do gradiente, é possivel
identificar os mais diversos comportamentos dinAmicos que um sistema pode apresentar.

Para compreender melhor a dindmica do sistema, construfu-se a tabela abaixo, que
relaciona os valores dos expoentes de Lyapunov (A1, A2, Az, A\y), sendo Ay > Ao > Ag > Ay,

com o comportamento dindmico do sistema.

Dindmica do sistema |1, | A2 | A=z [ A

ponto de equilibrio | - | - | — | =

cadtico
periddico

torus 2

torus 3

+|olo|lo|+
+ oo
|

hipercaos

Tabela 2.2.1: Sinal + representa o expoente de Lyapunov positivo, o sinal — representa o

expoente negativo e o 0 representa o expoente nulo.
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Essa tabela pode ser usada tanto para um sistema num espaco quadridimensional
como para um sistema num espaco tridimensional, porém, para analisar a dindmica de
um sistema num espaco tridimensional, é necessdrio desconsiderar o quarto expoente
de Lyapunov A4 e as duas iltimas dindmicas, torus-3 e hipercaos, sendo essas possiveis
somente para sistemas modelados num espaco com mais de trés dimensoes.

Para que a dindmica apresente comportamento periédico, o sistema deve ter o maior
expoente de Lyapunov igual a zero e o segundo maior expoente, negativo. Para apre-
sentar quase-periodicidade, é necessario que, no minimo, o primeiro e o segundo maiores
expoentes de Lyapunov sejam iguais a zero, caso em que o atrator é denominado torus-
2. Se o sistema tiver n - dimensoes, é necessédrio, para um sistema dissipativo, que pelo
menos um expoente de Lyapunov seja zero e que esse seja, em mdédulo, maior que todos
os outros expoentes. Sendo assim, todos os outros podem ser nulos, e entao o sitema pode
apresentar torus - (n — 1). Logo, é importante que se calcule todos os n expoentes de
Lyapunov para as n - dimensoes.

A caracterizagao de hipercaos é feita com a andlise do segundo maior expoente de
Lyapunov, pois é ele que evidencia se o sistema apresenta ou nao o comportamento hiper-
cadtico. A definicao de hipercaos diz que, para um sistema apresentar um comporta-
mento hipercadtico, sao necessarios, no minimo, dois expoentes de Lyapunov positivos.
Se o primeiro expoente for positivo, o sistema pode ser cadtico ou hipercadtico mas, no
entanto, em regides onde o segundo maior expoente de Lyapunov for positivo, garante-
se que a regiao apresente dinamica hipercaética. Logo, pode-se afirmar que os pontos
hipercaéticos formam um subconjunto que pertence ao conjunto dos pontos caéticos.

Nesta dissertacao, foram estudados quatro sistemas distintos, onde ambos os métodos
citados acima, o do maior expoente de Lyapunov, para caracterizar a dindmica do sistema
e o método do espectro de Lyapunov para que, com esse, poder dar mais detalhes sobre
a dindmica do sistema. Desses quatro sistemas, dois usam o método do maior expoente e
os outros dois utilizam o método do espectro de Lyapunov para estudar a dindmica.

Nas proximas secoes, serao discutidos e analisados os sistemas propostos para essa

dissertacao, onde trés sistemas fazem parte de um conjunto de osciladores complexos
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forcados e o quarto e tltimo sistema estudado é composto por um circuito de Chua

forcado devido a uma forca externa.
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Capitulo 3

Osciladores Complexos Forcados

Neste capitulo, serao discutidos os resultados obtidos a partir dos estudos de trés os-
ciladores complexos forcados. Para melhor entendimento, havera uma secao, subdividida
em outras trés subsecoes. Nessas subsecoes, serao discutidos os resultados obtidos para

os trés osciladores complexos forcados.

3.1 Osciladores Complexos Forcados

Sistemas cadticos modelados por equacoes de varidveis reais tém sido estudados intensi-
vamente. Vdrios osciladores modelados por equagoes de varidveis reais ja foram estudados
[26, 27, 29, 30, 32]. Porém, o estudo de sistemas cadticos descritos por varidveis complexas
é muito recente.

Motivados pelos recentes trabalhos de Marshall et al. [34, 35], propomos um estudo
numérico realizado em trés osciladores forcados descritos por uma varidvel complexa da
forma 2 + f(z,2) = Ae™ onde f(z,2Z) é um polindmio com coeficientes reais. Sete
osciladores forcados, da forma 2 + f(z,z) = Ae®* foram estudados na Ref. [34]. Os os-
ciladores foram divididos conforme a fungao polinomial f (z, Z), onde trés sistemas foram
classificados como quadréticos e quatro sistemas, como ciibicos. Um dos estudos propos-
tos nesta dissertacao consiste em estudar trés sistemas da Ref. [34], dois quadréticos e
um ctibico, com a construgao do espago de parametros bidimensional (A x ). Com a

construcao do espaco de parametros, pode-se caracterizar o comportamento da dindmica
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desses sistemas com a variacao dos dois pardmetros de controle.

3.1.1 Sistema (A)

O sistema (A) é um oscilador complexo forcado do tipo 2 + f(z,2) = Ae®* onde a
fungao polinomial f (z, z) é do tipo quadrética. O sistema (A) pode, entao, ser escrito da

seguinte forma:

F4 22— Z+1= A, (3.1)

onde f(z,z) = 22 — z+ 1. Na Eq. (3.1), a varidvel complexa z pode ser escrita como
z =x +yi, com x e y sendo varidveis reais. Sendo z o conjugado complexo de z. Da Eq.

(3.1) pode-se derivar uma forma equivalente do sistema for¢ado bidimensional,

i+’ —y —x+1 = Acos(Qt), (3.2a)
y+2xy+y = Asen(Q). (3.2b)
As Egs. (3.2) modelam um sistema nao-auténomo bidimensional que pode ser transfor-

mado em um sistema auténomo tridimensional, fazendo a seguinte mudanga de varidveis

w = Q.

i = —2*+y*+z—1+ Acos(w), (3.3a)
y = —2zy—y+ Asen(w), (3.3b)
w = Q. (3.3¢)

No estudo desse sistema, calculamos, numericamente, o maior expoente de Lyapunov
e, com isso, construimos um espaco de pardmetros usando um gradiente de cores para
diferenciar regides cadticas e periédicas, para o par de parametros (A, §2) como fungao do
maior expoente de Lyapunov.

O estudo numérico realizado consiste em calcular o maior expoente de Lyapunov,

resolvendo numericamente as Egs. (3.3) utilizando o método Runge-Kutta de quarta
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ordem, com passo de integracao igual a 1 x 1073, e com condicdes iniciais iguais a
(x,y,w) = (0;—0,5;0), conforme referéncia [30]. Para a construgdo do espaco de pa-
rametros da figura 3.1, o sistema de equagoes (3.3) foi integrado 5 x 10° vezes para cada
um dos 2,5 x 10° diferentes pontos do espago de parametros (A4, 2), gerado pela divisao de
cada parametro por 500, logo, pode-se dizer que essa figura tem uma malha de 500 x 500.

A figura 3.1 mostra o espago de pardmetros para o maior expoente de Lyapunov, para
cada par de parametros (A, 2) das Egs. (3.3). A escala de cores, a direita do espago de
parametros, é usada para codificar os valores dos maiores expoentes de Lyapunov em um

gradiente de cores.

1.1 0,14
0,12
1,05 0,1

0,08
0,08
0,04

0,85 0,02

0,9 -0,02

09594 096 0.98 1 1.02 1.04 106 108

A

Figura 3.1: Visao global do espaco de parametros para o sistema (A) para o maior ex-
poente de Lyapunov. A escala a direita identifica, em cores, o maior expoente. A linha
vermelha em A = 1, identifica o estudo feito na Ref. [30] das Egs. (3.3) e, também, a di-
recao do diagrama de bifurcagao da figura 3.2. Os simbolos numerados em verde indicam

os atratores mostrados na figura 3.3.

As regioes pretas representam comportamentos dindmicos periédicos e as regioes amare-
ladas e avermelhadas representam comportamentos caéticos. No interior das regioes caéti-
cas observa-se a existéncia de estruturas periédicas, identificadas por regices pretas imer-

sas em regioes amareladas e avermelhadas. A linha vermelha da figura 3.1, representa os

41



pontos estudados na Ref. [34] e, também o diagrama de bifurcagao representado na figura

3.2.

1 2 3 4 56
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcacao ao longo da linha vermelha da figura 3.1, com )
variando entre 0,93 < 2 < 1,1 e com A = 1. As setas vermelhas e os niimeros verdes,

indicam as posigoes dos atratores da figura 3.3.

O diagrama de bifurcacao mostrado na figura 3.2, foi obtido considerando pontos
ao longo da linha vermelha, onde o valor do parametro 2 foi variado no intervalo de
0,93 < Q < 1,1 com A = 1. E possivel observar na figura 3.2, uma rota de bifurcacio
para o caos por duplicacao de perfodo e observa-se, ainda, que ha regioes cadticas em
meio a regioes periddicas. O diagrama de bifurcacao foi construido seguindo os méximos
sucessivos da varidvel y como funcao do parametro 2. As setas em vermelho com os
nimeros em verde no diagrama de bifurcacao representam as posicoes dos atratores da
figura 3.3.

A figura 3.3 mostra os atratores para os parametros representados na figura 3.1 por

simbolos verdes. Os atratores que se encontram em regioes de cor preta, da figura 3.1,
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sao periddicos. Ja os atratores, que apresentam comportamento cadtico, estao represen-
tados em regioes amareladas e avermelhadas. Na figura 3.3, observa-se atratores com
comportamentos periddicos (ciclo limite), por exemplo, atratores 1, 3 e 5, e atratores com
comportamentos cadticos, por exemplo, atratores 2, 4 e 8. Todos os atratores da figura
3.3, foram construidos para um valor fixo de A = 1. Nota-se que os resultados obtidos

condizem com o esperado, conforme figura 3.2.

bbowsowd

Figura 3.3: Retratos de fase para os pardmetros representados pelos simbolos numerados
em verde da figura 3.1. Os nimeros dentro referem-se a posi¢ao dos atratores na figura

3.1.

O método utilizado para a construcao do espago de parametros do sistema (A) é o
do célculo do maior expoente de Lyapunov. Sabe-se que, com a utilizacao desse método,
os comportamentos possiveis de serem caracterizados, via espago de pardmetros, sao os
de ponto fixo, periddico e caos. Logo, comportamentos de quase-periodicidade e hiper-
caos, nao sao possiveis de serem observados com apenas o cdlculo do maior expoente de
Lyapunov.

A proposta aqui apresentada, que consiste em construir um espago de parametros para
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o sistema (A), estende as regides de estudo feitos na Ref. [34], e aqui foi possivel fazer

uma analise mais detalhada sobre o comportamento do sistema dado pelas Egs. (3.3).

3.1.2 Sistema (B)

O sistema (B), também ¢ um oscilador complexo forgado do tipo Z + f(z,2) = Ae®¥,
com f (z, z) sendo uma fungdo polindémial quadratica. Podemos escrever o sistema (B) da

seguinte maneira:

F4+(z—2)z+1 =A™ (3.4)

Onde f(z,2) = (2 —2)z + 1. Da mesma forma como foi feito para o sistema (A),
podemos da Eq. (3.4), derivar uma forma equivalente para o oscilador for¢cado bidimen-

sional,

t—2y+1 = Acos(Qt), (3.5a)
y+2zy = Asen(). (3.5b)
Com a mesma mudanga de varidveis feita no sistema (A), transformamos as Eqgs.

(3.5) que modelam um sistema nao-autéonomo bidimensional em um sistema auténomo

tridimensional,

T = +2y—1+ Acos(w), (3.6a)
y = —2zy+ Asen(w), (3.6b)
w o= (3.6¢)

Para caracterizar a dindmica desse sistema, através da construcao do espaco de para-
metros (A4, (), usamos o método que calcula o espectro de Lyapunov. Como o sistema
¢ modelado matematicamente num espago tridimensional, tém-se trés expoentes de Lya-

punov, um para cada direcao do fluxo.
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Com a finalidade de caracterizar o comportamento dindmico desse sistema, construi-
mos dois espacgos de pardmetros idénticos, onde um usa o maior expoente de Lyapunov e
o segundo utiliza o segundo maior expoente de Lyapunov. Com isso, é possivel caracteri-
zar diferentes comportamentos dindmicos onde, para esse sistema, foi possivel observar
dindmica cadtica, periédica e quase-periédica (torus-2).

O estudo numérico realizado consiste em calcular o espectro de Lyapunov, resolvendo
numericamente as Egs. (3.6), através do método Runge-Kutta de quarta ordem, com passo
de integragao igual a 1 x 1073 e com condigoes iniciais iguais a (z,y, w) = (0; —0,5;0). Os
espagos de parametros das figuras 3.4 e 3.5 foram construidos numa malha de 600 x 600
pontos igualmente espagados, usando o maior e o segundo maior expoente de Lyapunov,

respectivamente.

Figura 3.4: Espago de parametros (A, ) para o maior expoente de Lyapunov. A escala ao
lado direito identifica, em cores, a magnitude dos expoentes. A linha em azul em A = 1,
indica a regiao onde foi feito o estudo na Ref. [30]. Os simbolos numerados identificam

os valores de pardmetros usados para os atratores mostrados na figura 3.6.
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A figura 3.4 usa o maior expoente de Lyapunov para a geracao do espaco de parametros
(A, Q). A linha azul em A = 1 representa os pontos estudados por Marshall et al. [34]
para o conjunto de Egs. (3.6). J4 a figura 3.5, toma por base o segundo maior expoente de
Lyapunov para a construgdo do mesmo espago de parametros (A, 2) mostrado na figura
3.4.

Podemos caracterizar a dindmica do sistema, observando-se os dois espacos de parame-
tros, da seguinte maneira. Regioes periédicas estao representadas em preto na figura 3.4
e, em branco, na figura 3.5. Quase-periodicidade aparece em regices pretas na figura 3.4
e em regioes também pretas em 3.5. Caos aparece em regioes amareladas e avermelhadas

em 3.4 e em regioes pretas em 3.5.

Figura 3.5: Espago de parametros (A, ) para o segundo maior expoente de Lyapunov.

A figura 3.6 mostra os atratores que estao representados nas figuras 3.4 e 3.5 por sim-
bolos verdes. Todos esses atratores encontram-se em regioes periddicas e quase-periédicas,
regices pretas das figuras 3.4 e 3.5. Na figura 3.6, observamos atratores com comporta-
mentos periédicos (ciclo limite) como, por exemplo, os atratores 1, 2 , 6, 7 e 8, e atratores
com comportamentos quase-periédicos (torus-2) como, por exemplo, atratores 3, 4, 5, 9,

10, 11 e 12.
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O par de parametros identificado pelo stmbolo 5, mostra uma regiao de quase-periédicidade
imersa no mar de caos. Essa estrutura pode ser melhor observada para o espago de para-
metros do segundo maior expoente de Lyapunov, figura 3.5.

Estruturas periédicas auto-similares imersas em regioes cadticas ja foram relatadas,
recentemente, em muitos sistemas dindmicos modelados por um conjunto de equagoes
diferenciais de primeira ordem. Nesses modelos, observa-se, também, estruturas periédi-
cas organizadas em cascatas de bifurcacoes.De fato, esses comportamentos parecem ser
comuns de sistema de codimensao maior do que 1. Entretanto, o estudo do sistema (B),
modelado pelas Egs. (3.6), nao apresentou esses tipos de comportamentos caracteristicos.

Notamos que, quando se utiliza o método que calcula o espectro de Lyapunov, podemos
retirar maiores informagoes a respeito da dindmica do sistema estudado. Esse método
mostrou-se uma ferramenta importante para a caracterizacao do comportamento dinadmico

via espaco de parametros.
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Figura 3.6: Retratos de fase para os pares de parametros identificados pelos simbolos
numerados em verde da figura 3.4. Os nimeros dentro, referem-se as posicoes dos atratores

na figura 3.4.
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3.1.3 Sistema (C)

O sistema (C) faz parte do conjunto de sistemas estudados na Ref. [34], onde, para
esse, a funcdo polindmial f(z,Z) é cibica. Pode-se, entdo, escrever o sistema (C) da

seguinte maneira,

it (2 = 2%) 2+ 2 = Ae™™. (3.7)

Onde f (z,2) = (22 — %) 2+ z. De forma andloga, é possivel reescrever a Eq. (3.7) da

seguinte maneira.

i = 4dxy® —x+ Acos(w), (3.8a)
g = —42’y+y+ Asen(w), (3.8b)
w o= Q. (3.8¢)

O conjunto de Egs. (3.8) modelam um sistema autéonomo tridimensional. A investi-
gacdo numérica realizada no sistema (C) foi a construgdo de um espago de parametros
bidimensional, considerando apenas o maior expoente de Lyapunov. Sabemos que, com
a utilizacao desse método, nao é possivel observar, no espaco de parametros, comporta-
mentos de quase-periodicidade.

O espaco de pardmetros da figura 3.7 foi construido usando o método Runge-Kutta
de quarta ordem, com passo de integracao igual a 1 x 1072 e com condicoes iniciais iguais
a (x,y,w) = (0;—0,7;0). A malha utilizada na construgao da figura 3.7 é de 500 x 500.

A figura 3.7 mostra o espaco de parametros para o maior expoente de Lyapunov,
para o par de parametros (A4, (2), das Egs. (3.8). A escala de cores a direita do espago de
parametros é usada para codificar a magnitude dos valores do maior expoente de Lyapunov
em um gradiente de cores. As regies pretas representam comportamentos periédicos ou
quase-periddicos e as regioes amareladas e avermelhadas representam comportamentos
cadticos. E possivel observar que, em meio a regides cadticas, ha regides onde ocorrem
oscilagoes periddicas ou quase-periédicas. A linha pontilhada azul em A = 1 indica a
regiao onde Marshall et al. [34] realizaram seus estudos. J4, a linha azul continua, indica

a posicao do diagrama de bifurcagao, mostrado na figura 3.8.
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O diagrama de bifurcagao da figura 3.8, foi construido ao longo da linha azul continua,
onde o valor do parametro €2 foi variado no intervalo de 0,6 < 2 < 1,8 com A = 1.

A figura 3.9 mostra os atratores representados na figura 3.7 por simbolos verdes. Os
atratores da figura 3.9 indicam trés comportamentos dindmicos diferentes. O atrator
sinalizado pelo nimero 1, por exemplo, apresenta comportamento periédico; o atrator
indicado pelo niimero 2 apresenta comportamento cadtico: ja o atrator indicado pelo
nimero 3 tem comportamento de quase-periodicidade. Os atratores que se encontram em
regices de cor preta, da figura 3.7, sao periddicos ou quase-periédicos. Os atratores que

apresentam topologia cadtica estao representados nas regioes amareladas e avermelhadas

da figura 3.7.
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Figura 3.7: Visao global do espago de parametros do sistema (C) para o maior expoente
de Lyapunov. A escala a direita identifica, em cores, a magnitude do maior expoente. A
linha azul, pontilhada em A = 1 indica o estudo feito na Ref. [30]. J4 a linha continua,
também em A = 1, mostra o caminho seguido pelo diagrama de bifurcacao da figura 3.8.
A regiao interna a caixa A é mostrada ampliada na figura 3.10. Os simbolos numerados

em verde indicam os atratores, na figura 3.9.

Observamos na figura 3.8, que ocorre uma cascata de bifurcacao por adicao de periodo.
Em regioes onde o comportamento do sistema é quase-periédico como, por exemplo, o

atrator indicado pelo niimero 3, os pontos plotados no diagrama de bifurcagao ficam mais
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concentrados, isso é o que difere regioes de quase-periodicidade de regioes cadticas pois, em
regices de caos, no diagrama de bifuracacao, os pontos ficam mais espalhados, conforme
mostra a figura 3.8. O diagrama de bifurcacao 3.8 foi contruido seguindo os méximos

sucessivos da varidvel x como funcao do parametro €.

ra

Figura 3.8: Diagrama de bifurcacao ao longo da linha azul continua da figura 3.7, com {2
variando entre 0,6 < 2 < 1,8 e A = 1. As setas e os niimeros verdes indicam as posi¢oes

dos atratores na figura 3.9.

A figura 3.10 é uma ampliacao da caixa em azul da figura 3.7 e apresenta estruturas
periédicas auto-similares mergulhadas no mar de caos.

A linha azul em A = 2.24 e com () variando entre 6,4 < ) < 7,3, foi onde construi-
mos o diagrama de bifurcacao da figura 3.11. Esse diagrama de bifurcacao foi contruido
seguindo os maximos sucessivos da varidvel x como fungao do pardmetro 2. Observamos
no diagrama de bifurcagao que hé janelas de periodicidade em meio a regides cadticas.
Essas janelas, conforme indicam os atratores 4, 5 e 7 da figura 3.12, sao de alta perio-
dicidade. Os atratores nimerados na figura 3.10, sao todos construidos para A = 2,24,

seguindo o diagrama de bifurcacao.
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Figura 3.9: Retratos de fase para os simbolos numerados na figura 3.7. Os nimeros,

dentro, referem-se as posicoes dos atratores na figura 3.7.

A figura 3.12 mostra os atratores da regiao representados pelos nimeros na figura 3.10.
Os atratores 4, 5 e 7 apresentam comportamento de alta periodicidade; ja o atrator 6 é
caotico. Olhando para os atratores 4, 5 e 7 notamos que ocorre uma adi¢ao de perfodo do
atrator 4 para o 5 e, depois o perfodo do atrator 7 volta a ter, pelo que parece, o mesmo
perfodo do atrator 4. Os atratores 4 e 7 parecem ter a mesma topologia, ou seja, a mesma
periodicidade.

Com o método utilizado para a construcdo do espago de parametros do sistema (C),
que consiste em calcular somente o maior expoente de Lyapunov, nao ¢ possivel caracteri-
zar o comportamento dindmico de quase-periodicidade olhando apenas para o espaco de
parametros do maior expoente de Lyapunov. Porém, pela topologia do atrator 3 da figura
3.9 e, pelo diagrama de bifurcacao da figura 3.8 é possivel pensar que esse comportamento
faz parte da dinamica do sistema (C).

Com a construcao dos espagos de parametros dos sistemas (A), (B) e ( C), foi possivel

obter uma visao mais geral sobre o comportamento dinamico desses sistemas. Para os
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Figura 3.10: Ampliacao da regiao dentro da caixa A da figura 3.7. A linha azul indica a
regiao onde o diagrama de bifurcagao 3.11 foi construido e os simbolos verdes, as posi¢oes

dos atratores.

sistemas (B) e (C), observou-se comportamento dindmico de quase-periodicidade sendo
que, para o sistema (B), o espago de parametros foi construido utilizando-se o método que
calcula o espectro de Lyapunov enquanto e, para o sistema (C) apenas o maior expoente
de Lyapunov foi calculado.

Marshal et al. [34] estudaram apenas a topologia dos atratores. O estudo deles
consistiu apenas em variar o paradmetro €2, adotando, para todos os sistemas, o valor

da amplitude A = 1.
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Figura 3.11: Diagrama de bifurcacao ao longo da linha azul da figura 3.10, com €2 variando
entre 6,4 < Q < 7,3 e, com A = 2,24. As setas vermelhas e os nimeros verdes indicam

as posicoes dos atratores da figura 3.12.
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Figura 3.12: Retratos de fase para os simbolos numerados na figura 3.10. Os nimeros

dentro referem-se as posicoes dos atratores na figura 3.10.
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Capitulo 4

Circuito de Chua Forcado

Neste capitulo, serao discutidos os resultados obtidos na investigacao numérica para
um circuito de Chua forcado. O circuito de Chua for¢cado é modelado por um conjunto
de quatro equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Serao, ainda, reportados
os resultados nimericos sobre a existéncia de estruturas periédicas e quase-periédicas em

regioes de caos e hipercaos.

4.1 Resultados Numeéricos

Estudos tedricos e experimentais sobre circuitos eletronicos cdoticos, com aplicacoes
em controle de caos e comunicacao segura, tém crescido substancialmente nos tltimos
anos. O circuito de Chua é um exemplo de circuito caético.

Hipercaos é caracterizado pela presenca de mais de um expoente de Lyapunov positivo.
E possivel construir um modelo de sistema hipercadtico fazendo a introducdo de uma
quarta varidvel, em um sistema cadético tridimensional, através de um controlador feedback
[32]. A adigao de uma nova varidvel geralmente estd associada com a adi¢do de um novo
parametro, que pode ser usada como um controle para a transicao de caos-hipercaos.

Muitos sistemas, na literatura sao analisados através da construcao do espaco de pa-
rametros usando apenas o maior expoente de Lyapunov. No entanto, como foi discu-
tido anteriormente, esse método nao é eficiénte para caracterizar comportamentos quase-

periddicos e hipercadticos, através da construcao do espago de parametros. Entretanto,
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o método que permite fazer a distingao desses comportamentos, calcula o espectro de
Lyapunov. Com o cédlculo do espectro de Lyapunov, pode-se construir espacos de para-
metros com o maior e o segundo maior expoente de Lyapunov, para diferenciar os possiveis
comportamentos dindmicos que um sistema pode apresentar.

Neste trabalho, calculamos o espectro de Lyapunov para o circuito de Chua forgado e,
construimos espacos de pardmetros, com o maior e o segundo expoente, para trés pares
de parametros distintos.

Motivados pelo trabalho de Suresh et al. [36], propomos um circuito de Chua sob o
efeito de uma forga externa do tipo f(t) = Asen(t). A ideia é implementar essa forga
externa em uma das equagoes do sistema. O conjunto de equagoes diferenciais autonémas

de primeira ordem que descrevem o comportamento dinamico do sistema é dado por:

T = oz —y)+ i, (4.9a)
g = laly—)—2), (4.9b)
5 = y+ Bz + Asen (w), (4.9¢)
W o= Q. (4.9d)

Onde a = 1/(mg.R), 6 = C1/Cy, v = C1/m3.L e B = (Cy.r)/(mg.L). Sendo R,
C1 e L elementos lineares passivos, 7, € a resisténcia intrinseca do indutor, iy = mox +
1/2(my —mg) (| + B, | — |z — B, |) € a curva linear por parte do diodo de Chua e mq
¢ um parametro da curva. O sistema, modelado pelas Eqgs 4.9, é obtido com a introdugao
de uma forca na terceira equagao do Chua padrao tridimensional.

Para estudar a acao da forca externa acoplada ao circuito de Chua padrao, foram
construidos espagos de parametros baseados no espetro de Lyapunov para os seguintes
pares de parametros: (A, (2) com ry, e R mantidos fixos, (R, A) com 2 e r, fixos e (R, 77)
com A e () mantidos fixos.

Para estudar a dinAmica desse sistema, foram construidos, para cada par de parame-
tros, dois espagos de parametros. Um dos espagos é gerado para o maior expoente e, o
segundo é construido para o segundo maior. Os espacos de parametros sao acoplados a

um gradiente de cores a direita que permite visualisar a magnitude do expoente.
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As Egs. 4.9 foram resolvidas, numericamente, para obten¢ao dos quatro expoentes
de Lyapunov. O método utilizado foi o Runge-Kutta de quarta ordem, com passo de
integragao 1 x 10-! e com condigdes iniciais iguais a (z,y, z,w) = (0,1;0,1;0,1;0,1). A
malha utilizada foi de 500 x 500 e o tempo de integracao de 5 x 10°. Todos os espacos de
parametros discutidos nesta se¢ao foram construidos com essas configuragoes.

A figura 4.1 mostra o espa¢o de parametros (A, (2), para o maior expoente de Lya-
punov. O gradiente de cores a direita é usada para codificar os valores dos expoentes de

Lyapunov.

Figura 4.1: Espaco de parametros (A, (2) para o primeiro maior expoente. Com r;, = 15
e R = 1850. Os sfmbolos numerados em verde indicam os atratores mostrados na figura

4.3.

O espaco de parametros para o segundo maior expoente de Lyapunov é mostrado na
figura 4.2.

Para caracterizar a dinaAmica do sistema, é necessdrio observar, ao mesmo tempo, os
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Figura 4.2: Espago de parametros (A, (2) para o segundo maior expoente de Lyapunov.
Com r;, = 15 e R = 1850. Os simbolos numerados em verde indicam os atratores

mostrados na figura 4.3.

dois espacos de pardmetros. Sabe-se que oscilagoes hipercadticas s6 ocorrem em sistemas
de alta dimensionalidade e, que sao necessédrios, no minimo, dois expoentes de Lyapunov
positivos. Com a figura 4.1, que é construida para o maior expoente de Lyapunov, é pos-
sivel observar regioes de divergéncia, de oscilagoes periddicas e comportamentos cadticos.
Por isso, o método que calcula o espectro de Lyapunov é, de fato, muito importante para
caracterizar o comportamento dindmico, principalmente para sistemas de alta dimensio-
nalidade.

Regioes periddicas estao representadas em preto na figura 4.1 e, em branco, na figura
4.2. Quase-periodicidade aparece em regioes pretas em ambas as figuras 4.1 e 4.2. Caos
aparece em regioes amareladas e avermelhadas em 4.1 e em regioes pretas na figura 4.2.
Hipercaos aparece em regides amareladas e avermelhadas na figura 4.2. E possivel no-

tar, no espaco de parametros, uma infinidade de estruturas com oscilacoes de quase-
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periodicidade, principalmente quando olhadas no espago de pardmetros do segundo maior
expoente de Lyapunov. Em contrapartida, regioes com oscilagoes hipercadticas nao sao
tao abundantes assim e sé podem ser observadas quando olhadas para a figura 4.2.

A figura 4.3 mostra os atratores que estao representados nas figuras 4.1 e 4.2 por sim-
bolos verdes. Os nimeros referem-se as posicoes dos atratores nos espacos de pardmetros

e podem ser melhor visualizados na figura 4.2.
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Figura 4.3: Retratos de fase para os simbolos numerados em verde das figura 4.1 e 4.2.

Os numeros dentro referem-se as posigoes dos atratores nas figuras 4.1 e 4.2.

A tabela 4.1 representa os valores do espectro de Lyapunov para os oito pontos nu-
merados de 1 a 8. Para calcular o espectro de Lyapunov, a rotina usada foi baseada no

algoritimo proposto por Wolf et al. [33].
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Ponto Atrator /9 hr = oy
1 Periodico 0 - 0,015 -0,0165 -0,374
2 Torus — 2 0 -0,000135 -0,00206 -0,417
3 Torus — 3 0.0000866 0 -0.000654 -0,398
4 Cadtico 0,00712 0 -0,00298 -0.425
5 Cadtico 0.0284 0 -0.0165 -0,384
6 Cadtico 0,00987 0 -0,00606 -0,292
7 Hipercaotico 0,0146 0.00141 0 -0.412
8 Hipercaotico 0.0136 0,00176 0 -0,434

Tabela 4.1: Espectro dos expoentes de Lyapunov para os simbolos em verde nas figuras

4.1e4.2.

Com o célculo do espectro de Lyapunov, nota-se a existéncia de vdrios comportamen-
tos dindmicos para o circuito de Chua forcado. O comportamento de quase-periodicidade,
pode ser observado nos pontos 2 e 3, com atratores tipo torus-2 e torus-3 respectivamente.
Como ¢ sabido, para que haja comportamento quase-periédico, tipo torus-3, é necessério
que o sistema tenha mais de 3 dimensoes. O espectro que caracteriza o comportamento
dindmico de torus-3, apresenta os trés primeiros maiores expoentes de Lyapunov igual a
zero e, necessariamente um negativo pois, o sistema ¢ dissipativo. Pode-se, também, obser-
var comportamento hipercaético onde esse é caracterizado por, no minimo, dois expoentes
de Lyapunov positivos. Sabe-se que os pontos hipercadticos formam um subconjunto que
pertence ao conjunto dos pontos cadticos.

A figura 4.4 mostra o espaco de parametros (R, A) para o maior exponte de Lyapunov,
com {2 = 0,14 e r;, = 15 mantidos fixos. O espago de parametros (R, A) para o segundo
maior expoente de Lyapunov é mostrado na figura 4.5. As caixas A, B e C sao ampliacoes
da figura 4.4 e 4.5, onde ocorrem oscilagoes hipercadticas, quase-periddicas e cadticas.
Regioes periédicas estao representadas em preto na figura 4.4 e, em branco, na figura
4.5. Quase-periddicidade aparece em regioes pretas em ambas as figura 4.4 e 4.5. Caos
aparece em regioes amareladas e avermelhadas em 4.4 e em regioes pretas, na figura 4.5.
Hipercaos aparece em regioes amareladas e avermelhadas na figura 4.5. Na figura 4.5, no

canto direiro superior, é possivel perceber uma infinidade de estruturas quase-periédicas.
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Essas estruturas podem ser melhores visualizadas na figura 4.9.

1700 1800 1900 2000 2100 2200
R

Figura 4.4: Visao global do espago de parametros (R, A) para o primeiro maior expoente

de Lyapunov.

A figura 4.6, caixa A, é uma ampliacao da figura 4.4 e 4.5, onde ocorre oscilagoes
hipercadticas. O espaco de parametros da caixa A, para o segundo maior exponte de
Lyapunov, é mostrado na figura 4.7.

Para o ponto a, nas figuras 4.6 e 4.7, calculamos o espectro de Lyapunov e, pode-se
concluir que, de fato, esse ponto faz parte do subconjunto de pontos hipercadticos, como
mostra a tabela 4.2. Podemos observar que hé estruturas periddicas em meio a regioes
hipercadticas. Essas estruturas serao mais bem observadas no espago de pardmetros para
o segundo maior expoente de Lyapunov, figura 4.7. As estruturas periddicas aparecem
em preto na figura 4.6 e em branco, em 4.7.

Estruturas quse-periédicas sao mostradas no espaco de pardmetros para ampliacao da
caixa B, figuras 4.8 e 4.9. A figura 4.9 mostra o espaco de parametros para o segundo

maior expoente de Lyapunov da caixa B.

As estruturas quase-periédicas sao caracterizadas por regices pretas nas figuras 4.8 e
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Figura 4.5: Visao global do espago de parametros (R, A) para o segundo maior expoente

de Lyapunov.

4.9. O valor do espectro de Lyapunov para o ponto 3, figuras 4.8 e 4.9, é mostrado na
tabela 4.2. Pode-se concluir que o comportamento, nesse ponto, é de quase-periodicidade
e o atrator é do tipo torus-2.

A figura 4.10, caixa C, apresenta estruturas em forma de ganchos. Observamos que os
ganchos sao formados por estruturas cadticas e, dentro deles, ha regioes de periodicidade.
O espaco de pardmetros para o segundo maior expoente de Lyapunov da figura 4.10,
nao foi gerado, pois nao observamos comportamentos de quase-periodicidade e hipercaos.

Para o ponto « da figura 4.10, calculamos o espectro de Lyapunov, conforme a tabela 4.2.

Ponto Atrator o I o by
a Hipercaotico 0.0230 0.00403 0.0 -0.479
p Torus — 2 0.000519 0.0 -0.00416 -0,396
Caotico 0,0186 0.0 -0.0359 -0,303

parametros (4, R).
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Figura 4.6: Ampliacao da caixa A nas figuras 4.4 e 4.5 para o primeiro maior expoente

de Lyapunov. Presenca de oscilagoes hipercadticas.
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Figura 4.7: Ampliagao da caixa A nas figuras 4.4 e 4.5 para o segundo maior expoente de

Lyapunov. Presenca de oscilacoes hipercadticas.
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Figura 4.8: Ampliacao da caixa B nas figuras 4.4 e 4.5 para o primeiro maior expoente

de Lyapunov. Presenca de oscilagoes quase-periédicas.

1790 1800 R 1810 1820

Figura 4.9: Ampliacao da caixa B nas figuras 4.4 e 4.5 para o segundo maior exponte de

Lyapunov. Presenca de oscilagoes quase-periddicas.
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Figura 4.10: Ampliagao da caixa C nas figuras 4.4 e 4.5 para o maior exponte de Lyapunov.

Estrutura em forma de ganchos, similares as relatadas na Ref. [21].

Com a construcao do espago de parametros (R, A), observamos uma infinidade de
estruturas periédicas auto-similares e quase-periédicas imersas em regioes amareladas e
avermelhadas que formam o conjunto de pontos caéticos. Esse comportamento é muito
comum em sistemas de codimensao maior que 1.

A figura 4.11 mostra o espago de parametros (R,rr), com A = 1,5 e Q = 0,14
mantidos fixos. O espago de pardmetros para o segundo expoente de Lyapunov é vi-
sualizado na figura 4.12. A ampliagao, caixa D, em 4.11 e 4.12, mostra regioes onde
ocorrem comportamentos hipercadticos, caracterizadas em regioes amareladas da figura
4.12. Quase-periodicidade também pode ser observado, porém em menor quantidade. E
possivel ver, ainda, uma estrutura periédica imersa no mar de caos, representada pela cor
branca, na figura 4.12.

Se o valor da amplitude for zero A = 0, as Eqgs. 4.9 passam a modelar um sistema
tridimensional, ou seja, o circuito de Chua padrao. Logo, o espago de parametros (R, ry),
para A = 0, serd igual ao da figura 2.6.

Com a implementagao da forga externa f(t) = Asen(€2t) no circuito de Chua padrao,
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tornou possivel observar uma mudanca significativa no comportamento dindmico do sis-
tema. Essa mudanca de comportamento deve-se ao fato de que, quando implementamos
essa forga externa, aumenta-se a dimensao do sistema, de tridimensional para quadridi-
mensional. O circuito de Chua forcado apresentou, através do calculo dos expoentes de

Lyapunov, uma dinamica muito rica, com a coexisténcia de varios tipos de atratores.
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Figura 4.11: Visao global do espago de parametros (R, r7) para o primeiro maior expoente

de Lyapunov.
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Figura 4.12: Visao global do espago de parametros (R, 1) para o segundo maior expoente

de Lyapunov.
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Figura 4.13: Ampliacao da caixa D, da figura 4.1, para o primeiro maior expoente de

Lyapunov.
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Figura 4.14: Ampliacao da caixa D, na figura 4.11, para o segundo maior expoente de

Lyapunov.
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Capitulo 5

Conclusoes

Com a construcao de espacos bidimensionais de paradmetros, observamos e caracteri-
zamos, a dindmica dos sistemas estudados usando o método que, calcula apenas o maior
expoente de Lyapunov e o método que cédlcula o espectro de Lyapunov. Quando é uti-
lizado o método que faz o cédlculo do espectro de Lyapunov, tem-se uma ferramenta que
permite caracterizar toda a dindmica do sistema. Esse método fica ainda mais interes-
sante quando aplicado a sistemas de alta dimensionalidade pois, esses sistemas podem
apresentar hipercaos e também quase-periodicidade. O método do cédculo do espectro de
Lyapunov foi usado, por exemplo, para caracterizar a dindmica de osciladores complexos
e o circuito de Chua for¢ado, onde o método mostrou-se de grande importancia para a
caracterizagao da sua dindmica.

Com a construcao dos espacos de parametros para os osciladores complexos forcados,
estendemos as regioes de estudo feitos na Ref. [34], e aqui foi possivel fazer uma analise
mais detalhada sobre o comportamento dindmico desses sistemas. Foi possivel, através
da construcao do espaco de pardmetros para o segundo maior expoente de Lyapunov,
observar uma infinidade de estruturas periddica e quase-periédicas em meio a regioes
cadticas.

Com a implementagao de uma forca externa no circuito de Chua padrao, foi possivel
observar uma grande mudanca no comportamento dindmico. Pois, de fato, quando foi
feita a implementacao, aumentamos o espaco de fase do sistema. Devido ao aumento do

espaco de fase, o sistema apresentou comportamentos dindmicos que nao sao observados
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no circuito de Chua padrao.
O método de caracterizar a dindmica de sistemas dinamicos, através da construgao do
espaco de pardmetros para o espectro de Lyapunov, mostrou-se muito eficiente, pois sé

assim é possivel caracterizar toda a dindmica do sistema.
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