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RESUMO

SANTOS, Samuel I. Formulagao em Termos de Espinores de Duas Componentes
da Teoria de Campos Cléassicos de Proca em Espacgos-Tempo Curvos sem
Torgao. 2015. 33f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica - Area: Relatividade e Cosmolo-
gia) - Universidade do Estado de Santa Catarina, Programa de Pés-Graduagao em Fisica,
Joinville, 2015.

A teoria de campos classicos de Proca em espacos-tempo curvos sem torcao é ap-
resentada. Em particular, deduzir-se-4 a equagao de onda covariante mundo para um
potencial de Proca. Uma versao da teoria em termos de espinores de duas componentes é
subsequentemente exibida levando-se a cabo uma transcricao direta para o contexto de um
dos formalismos espinoriais de Infeld e van der Waerden. Algumas técnicas calculacionais
bem conhecidas serao subsequentemente utilizadas para derivar as equacoes de onda que
controlam a propagagao dos campos. Estes procedimentos sugerem que nas equacoes de
onda resultantes nao ocorre interacao entre os campos externos e curvaturas eletromag-
néticas. O que resulta é, com efeito, que a tnica interacao que ocorre nesse contexto

tedrico envolve estritamente os campos de Proca e fungoes de onda para grévitons.

PALAVRAS-CHAVE: Formalismos de Infeld e van de Waerden; Fétons; Gravitons;

Campos de Proca; Equacoes de onda.



ABSTRACT

SANTOS, Samuel I. Formulation in Terms of Two Component Spinors of the
Theory of Classical Proca Fields in Curved Space-Times Without Torsion .
2015. 33f. Dissertation (Master Course in Physics - Area: Relativity and Cosmology) -

Santa Catarina State University, Post Graduation Program in Physics, Joinville, 2015.

The world formulation of the full theory of classical Proca fields in generally relativis-
tic spacetimes is reviewed. Subsequently the entire set of field equations is transcribed in a
straightforward way into the framework of one of the Infeld-van der Waerden formalisms.
Some well-known calculational techniques are then utilized for deriving the wave equa-
tions that control the propagation of the fields allowed for. It appears that no interaction
couplings between such fields and electromagnetic curvatures are ultimately carried by
the wave equations at issue. What results is, in effect, that the only interactions which
occur in the theoretical context under consideration involve strictly Proca fields and wave

functions for gravitons.

KEY WORDS: Spinors. Wave Equations. Photons.
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Capitulo 1

Introducao

No ano de 1933, Infeld e van der Waerden [1] introduziram os chamados formalismos
espinoriais e, os quais sao utilizados para descrever de modo formalmente mais simples e
elegante uma parte considerdvel da estrutura geométrica da Relatividade Geral. Uma das
motivacoes para construir-se estes formalismos estd relacionada com uma descricao em
termos de espinores de duas componentes da teoria de Dirac para o elétron em espacos-
tempo curvos sem tor¢ao. Em adicao, tais formalismos constituem extensoes de trabalhos
anteriores dos mesmos autores [2], [3].

Nos formalismos e, pares de fibras que definem algebricamente espinores de duas
componentes sao assentados em cada ponto nao-singular de um espago-tempo curvo
equipado com um operador derivada covariante sem tor¢ao. A viabilidade formal de tais
assentamentos repousa na existéncia local de estruturas espinoriais sobre variedades que
possuem certos atributos topoldgicos [20]. A estrutura geométrica dos espagos de espin ab-
sorve a agao do grupo de calibre generalizado de Weyl [4], que aparece como um conjunto
de matrizes complexas (2 X 2) nao-singulares cujas entradas dependem essencialmente de
um parametro real definido sobre o espago-tempo sob consideragao. Witten [5] obteve a
decomposicao espinorial de duas componentes do tensor de Riemann, além de estabele-
cer a contagem pertinente de componentes numéricas mundo-espin e de obter invariantes
tipicos da Relatividade Geral. Penrose [7] obteve um conjunto de expansoes algébricas
formais e de regras espinoriais de reducao de valéncias, além de ter obtido a decomposi¢ao
espinorial irredutivel do tensor de Weyl. Um aspecto importante destes formalismos, o
qual nao pega lugar na descricao puramente mundo das estruturas espaco-temporais, é
que quando espinores de duas componentes sao inseridos no contexto geométrico da Rel-
atividade Geral, tensores de Maxwell surgem naturalmente dentro das configuracoes de
curvaturas, fornecendo assim equagoes de campo e de onda para fétons que portam um

cardter intrinsicamente geométrico. A descri¢ao espinorial completa da geometria mundo



tal como posta pelos formalismos e, foi realizada em 2004 [10] quando foi sugerido pela
primeira vez que fétons de Infeld e van der Waerden poderiam descrever o fundo césmico
de micro-ondas em conjuncao com o modelo cosmolégico padrao.

Neste trabalho, inicialmente formular-se-4 a partir de um principio variacional a
versao mundo da teoria de campos cldssicos de Proca [6] em espagos-tempo curvos sem
torcao. Em particular, a equagao de onda covariante mundo para um potencial de Proca
serd deduzida. A versao da teoria em termos de espinores de duas componentes é sub-
sequentemente apresentada com base no uso das técnicas calculacionais disponiveis nas
Refs. [10], [18], [16]. O principal resultado oriundo da formulagdo espinorial a ser ap-
resentada é que nao ocorrem acoplamentos entre campos de Proca e fétons oriundos de
curvaturas nas equacoes de onda resultantes dos procedimentos pertinentes. Uma das
motivacoes relacionadas ao trabalho, estd associada com a auséncia na literatura da teo-
ria a ser descrita aqui. Serd necessdrio desenvolver-se uma breve revisao das estruturas
de curvaturas espinoriais de Infeld e van der Waerden, as quais devem ser apresentadas
como uma base para os desenvolvimentos a serem levados a cabo aqui. Ver-se-d, entao,
que curvaturas espinoriais emergem a partir da decomposi¢ao espinorial de certos ob-
jetos mistos mundo-espin que carregam informacgao sobre contribuicoes gravitacionais e
eletromagnéticas.

As seguintes convencoes serao utilizadas: componentes de quantidades mundo num
espaco-tempo M serao rotuladas por indices gregos mintsculos, os quais assumirao os
valores 0,1,2,3. A assinatura métrica adotada para um tensor métrico g,, em M ¢é
(+ — ——). O determinante de g,, serd denotado por g. O operador derivada parcial
para coordenadas espaco-temporais z* sobre M, e o operador derivada covariante de M,
serao denotados por 9, e V,, respectivamente. Ao longo de todo o trabalho, assumir-se-4
que M admite uma estrutura espinorial. Adotar-se-d a convengao de Bach [8] de acordo
com a qual parénteses e colchetes envolvendo blocos de indices denotam as operacoes de
simetrizacao e antissimetrizacao, respectivamente. Para o tensor de Ricci, serd adotada a
convencao de sinal usual

_ A
RMV - R,u)\z/

com R, sendo concordantemente o tensor de Riemann de V. Componentes espino-
riais conjugadas complexas serao denotadas por letras latinas maitsculas linhadas e nao-
linhadas, de acordo com a notagao adotada em [9]. Uma barra horizontal sobre uma letra
nicleo denotard a operagao de conjugacao complexa. Esta convenc¢ao serd usada somente
algumas vezes. Algumas convengoes adicionais serao explicadas no devido tempo.

O trabalho tem sido organizado como segue. No Capitulo 2, serd apresentada a



teoria mundo dos campos de interesse. No Capitulo 3, a revisao mencionada acima sobre
as estruturas de curvaturas espinoriais é exibida. No entanto, a teoria de densidades
de espin [15], a qual estd intimamente envolvida no contexto do formalismo ¢, nao serd
utilizada aqui. Portanto, as matrizes que formam o grupo de Weyl nao serao utilizadas
explicitamente. Consequentemente, os procedimentos espinoriais a serem levados a cabo
aqui serao restritos ao formalismo . No Capitulo 4, as equacoes espinoriais de campo
e de onda de nosso interesse sao obtidas com base nas técnicas calculacionais referidas
anteriormente. Algumas conclusoes relacionadas com o trabalho sao feitas no Capitulo 5.
Deve ser enfatizado que os campos a serem considerados aqui supostamente portam um
carater classico, tal que nao haverao no que segue quaisquer consideragoes sobre campos

quantizados.
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Capitulo 2
Teoria Mundo

Neste Capitulo, a teoria mundo de campos de Proca é apresentada, isto é, aqui
obteremos as equacoes de campo e de onda dentro do contexto do formalismo tensorial
tradicional. As técnicas pertinentes sao descritas em detalhe nas Ref.s [14], [12], [13].

Para obter as equagoes de campo mundo em M, pode-se inicialmente usar um princi-

pio variacional que envolve a acao
S = /Ed“a: —, (2.1)

onde £ é a densidade Lagrangiana de Proca e a diferencial d*z define um elemento de

quadrivolume em M dado por
d'r = da® A dzt A da® A da?, (2.2)

ou, alternativamente, em termos da densidade tensorial de Levi-Civita €,,,, por

1
dz = Eeumdﬂ Adz” Adx* A da?. (2.3)

A densidade Lagrangiana de Proca é formalmente similar & do campo eletromagnético,
mas com a adi¢ao de um termo de massa significando fisicamente que campos de Proca

possuem massa m, isto é

L— —}l ™+ %mQAZ,A”. (2.4)

Em (2.4), a quantidade A, é um potencial de Proca e f,, é o correspondente bivetor de

Proca o qual é expresso por

fwj = QV[MAZ,} = 20““/4,,}. (25)

11



De acordo com a prescri¢ao variacional usual [11], [13], a variagao d A, ¢ identicamente

nula sobre a fronteira 7 do volume 7 e assume valores arbitrarios em 7, de modo que
58S = 5/£d4x —g=0. (2.6)

Por definicao, a variacao 0 é linear, satisfaz a regra de Leibniz e comuta com derivadas
parciais bem como com integragoes. Em adicao, d./—g = 0 na uniao de 7 com 07 de

modo que, substituindo (2.4) em (2.6), vem
1 1, 4
08 = [5(_Zf“”fw + 3™m A, AV —gd x = 0. (2.7)
Da élgebra tensorial em M, tém-se as relagoes

fpwfwj = guagyﬁfuufaﬁ (2-8)

W—L —q fHV

tal que utilizando (2.5) e as propriedades da variagdo ¢, obtém-se para a integral (2.7) a

seguinte expressao:
68 = / [— "0, (64,) + m*AY6 A, )/ —gd'z = 0. (2.10)
Agora, integrando por partes (2.10), vem
59 — / [%@(H ) 4 m2 Ay =go Ay
— /8 f*/=gdA,d*z,, =0, (2.11)
com

1
dx, = gew,\adm” A da™ A daf. (2.12)

Como mencionado acima, a variagao 0 A, é identicamente nula sobre a fronteira O7.

Portanto, o segundo termo do lado direito da equagao (2.11) é nulo, de tal modo que

/T [\/L_am/—_g F) 4 m2A¥)y/=gd Ay diz = 0. (2.13)

Desde que 6 A, é arbitrario em 7, obtém-se as equagcoes de campo

\/L__gau(\/—_gf“”) +m?A” = 0. (2.14)

12



As equagoes (2.14) constituem a primeira metade da teoria mundo, as quais podem obvi-

amente ser reexpressas coimo
V" +m2AY = 0. (2.15)

A segunda metade aparece com as identidades de Bianchi para f,,, as quais sao expressas
por [13], [14]
v['yf;w} =0« wa/w + v,ufy'y + vl/f’yu = 0. (216)

Usando alguns dos esquemas de dualizagao fornecidos na Ref. [9], pode-se reexpressar
a identidade (2.16) como
Vv, =0, (2.17)

na qual, por defini¢ao,
* 1 (0%
f;u/ = 5 V _geul/aﬁf ﬁa (218)

é o bivetor de Proca dual de f,,. Entao, combinando as equacoes (2.5) e (2.15) com a
relacao
(VAV, = V,V))A, = —R\,. A, (2.19)

juntamente com as relacoes

vyfw = V”(VUAu - V#Al/> = DA;L - QVA([VM vu] + VuvA)Av
=0A, — [V, VA" = V,(V*4)) (2.20)

logo, somando o termo de massa, obtém-se a equacao de ondal

(O+m*A, + R, A, — V,(V A4)) = 0. (2.21)

!Dentro do contexto tedrico sob consideracdo, a divergéncia covariante de A* é igual a zero. Isto serd

reconsiderado no Capitulo 5.
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Capitulo 3
Curvatura Espinorial

Neste Capitulo, apresentaremos uma revisao sucinta de alguns aspectos das curvat-
uras espinoriais de Infeld e van de Waerden. Uma descricao completa de tais estruturas
pode ser encontrada na Ref. [10]. Os objetos de curvatura mistos de Infeld e van der
Waerden para o formalismo ~ s@o apresentados na Secao 3.1. As contribuigoes espino-
riais explicitas de curvaturas eletromagnéticas sao descritas na Secao 3.2, enquanto que
as contribuicoes gravitacionais sao descritas subsequentemente na Se¢ao 3.3. A corre-
spondéncia posta no contexto dos formalismos via objetos conectores Hermitianos entre

tensores mundo e tensores de espin, serd assumida desde o inicio.

3.1 Objetos de Curvatura Mistos

A informacao sobre a curvatura de espin de M é obtida no formalismo ~ a partir do

comutador covariante [16]

[V, V) 0?4 = 2V,(V,,074Y) = 0, (3.1)

/
o pAA

com sendo um dos objetos conectores Hermitianos pertinentes. Expandindo a con-

figuracao (3.1) como feito em [21] , obtém-se

(UPBA/WWBA +ee)+oMVR P =0, (3.2)

(N

onde

Wina” = 200704° = (ua“ e = 14 %) (3:3)
define um objeto de curvatura misto de Infeld-van der Waerden para uma conexao afim
Vo 415, e o stmbolo “c.c” denota aqui e no que segue um termo conjugado complexo. Uma
descricao detalhada da estrutura afim dos formalismos esta disponivel em [15].

O objeto W,,cp também pode ser obtido a partir de [18]

14



Vi, Voot = W, 5ta”, (3.4)
onde ot ¢ um vetor de espin. Contraindo os indices A e B da Eq. (3.3), vem
W;WAA = 28[#71/}14147 (35)

posto que a versao contraida do termo quadratico de (3.3) é identicamente igual a zero.

Ainda mais, usando a relacao espinorial afim contraida

a[u%}DD = —210, 9y, (3.6)
com ®, sendo um potencial afim [1], deduz-se que

Wiwa™ = ~Wa®, (3.7)
ou seja

ReW,, 4" = 0. (3.8)

O potencial ®,, satisfaz o principio generalizado de calibre de Weyl, aparecendo assim
como um potencial eletromagnético puramente geométrico. E conveniente introduzir o

bivetor associado com ®,,, a saber
Fuy = 20,9y, (3.9)
tal que Egs. (3.5) e (3.6) tornam-se
Wopat = —2iF,,. (3.10)

Um desdobramento de curvatura emerge a partir da definicao do W-objeto. Para

ver-se isto, é conveniente considerar a relacao
W;WAB = WMV(AB) + Wm/[AB]? (311)
onde a parte antissimétrica é expressa, utilizando 3.10, por
]. C .
WwiaB) = §W,ul/C Yap = —tFuYaB, (3.12)

com 45 sendo um dos espinores métricos do formalismo . Portanto, tém-se

Wwa = Wuap) — il 7aB- (3.13)

15



Pode ser mostrado [10] que a parte simétrica W,wap) estéd associada com R, de
acordo com a relacao

1
WIW(AB) = 5023’0-%3 R/u/p/\a (314)

a qual é garantida por algumas propriedades de simetria peculiares dos objetos conectores.

Assim, chega-se ao desdobramento

1 , .
Wwap = 50—; w08 Ruvpy — iFyan. (3.15)

Os espinores de curvatura associados com a afinidade 7,45 entram na decomposicao

espinorial de W, 45, a saber

_ o u _
Wanspep = 04 4055 Wwep = YapWarpcp + YaBWABCD, (3.16)

com
= _ Lo oy 3.17
WABCD = W(AB)CD = §0AA/UB uvCD ( . )

e

= _ Lo vy 3.18
WwaA'p'cp = W(A'B)CD = §0AA/UBI uvCD- (3.18)

3.2 Curvaturas Eletromagnéticas Espinoriais

A decomposicao espinorial de F),,, aparece como

Fanpp = Yapdap + V4B oas, (3.19)

com as relacoes de definicao pertinentes sendo
‘ c i c
$ap = JWABC bap = QWABC (3.20)
as quais obedecem as seguintes relagoes de conjugacao

! !

c c c c
Wapc = —WaBcr , Wapc = —WABC - (3.21)

Os objetos ¢p4p € ¢ g constituem fungoes de onda para fétons de Infeld e van der
Waerden em M (vide, por exemplo, [18]). Estes espinores, devido a simetria portada pelas
Egs. (3.17) e (3.18), carregam as seis componentes reais independentes que descrevem os

graus de liberdade de F),,. Assim, cada uma das componentes que entram na configuragao

(¢00; P10 = Po1, P11) , (3.22)

16



propiciam dois graus de liberdade. As relagoes campo-potencial eletromagnéticas sao,

entao, dadas por (3.9) e (3.19). Tem-se, com efeito
bap = —V((’;;CI)B)G/, dap = —ViuPp)c. (3.23)

Para obtermos o par (3.23), utilizamos a expansao (3.19) e usamos (3.16) na forma

—2i(Vaa®pp — Ve ®an) = Mapwapc® + Mypwapc®, (3.24)

tal que, implementando o desenvolvimento

—QiMAB(VAA/(I)BB/ — VBB’CI)AA’) = MAB (MABwA’B/CC + MA/B’wABC’C) 5 (325)

juntamente com o complexo conjugado de (3.25), chegamos a relagao (3.23).
A versao contravariante da Eq. (3.23) pode ser obtida com base no uso das seguintes

equacoes de autovalor:
V. vBe = iByyBC (3.26)

V.5 = —iBPC, (3.27)

com 3, sendo dado pela relacao [17]
By = 0,2+ 29, (3.28)

e a quantidade ® sendo o argumento polar da componente independente de v,5. Assim,
obtém-se
¢AB _ V(Cé(I)B)C” ¢A'B’ _ V(CA,(I)B/)C- (329)

E importante notar que o bivetor dual F ., Dossui a decomposicao [10]

Fiapp =1(vaBYap — YarpdaB), (3.30)

a qual ¢ obtida utilizando-se uma relacdo mundo formalmente do mesmo tipo que (2.18)

juntamente com a expansao

V—8€aaBrrccr DD = WY ACYBD YA D YB'C' — YADYBCYA'C'YBI D! )- (3.31)

17



3.3 Curvaturas Gravitacionais Espinoriais

Como observado em [10], a estrutura gravitacional de M é completamente equiva-

lente ao par simétrico
G = (wagcp), Was(cD)) (3.32)

em concordancia com a expansao [5], [9]
Raappocpp = (YA Yo' pWaAB(OD) + YABYC D'WaB(CD)) + C-C.. (3.33)
Aqui, é conveniente introduzir a notacao
XABCcD = WAB(CD), EcA'DB’ = WA'B/(CD)s (3.34a)
tal que pode-se reexpressar (3.33) como
Raaspccpp = (YasYerp Xasep +vapYorp'Ecappr) + c.c.. (3.35)
Devido a simetria de Riemann-Christofell
Ryuze = Baopws (3.36)
pode-se afirmar que o espinor Z¢ 4 pp € Hermitiano e, em adicao, que
Xuan” =0= Xyap™ = x7a5. (3.37)
O chamado primeiro dual & esquerda de R\, ¢ definido por [9]
*Runo = %\/—_QEWQBRO‘B,\U, (3.38)
tal que, com o uso de (3.31), obtém-se a representagao
"Raappccpp = [(—1) (Yas oo Xapep — YapyorpEcaps)] + c.c.. (3.39)

Com a expansao (3.35), pode-se expressar a versao espinorial do tensor de Ricci como

Raapp = 2(XxvaBYa s — Eansp), (3.40)
com a quantidade
1
X = §XMLML7 (3.41)

sendo, portanto, um escalar mundo-espin. Consequentemente, quando a constante cos-

moldgica estd presente nas equagoes de Einstein, obtém-se a relagao de traco extendida
R =8y =4\ + KT, (3.42)

18



com A sendo a constante cosmolégica, k a constante gravitacional de Einstein e T" sendo o
trago métrico de algum tensor de energia-momentum. Pode ser mostrado [10] que, quando
somente estao presentes em M fontes associadas com tensores de energia-momentum com

tragos zero, o tensor de Einstein é representado por
Gaapp = —2Z44BB — NYABYA'B' - (3.43)

Na presenga de quaisquer fontes e da constante cosmoldgica, as equagoes de Einstein sao

entao expressas como
— K
ZAA'BB = E(TAA’BB’ — ZTVABVA'B'). (3.44)

Na Ref.[9], foi mostrado pela primeira vez que a simetria nos pares de indices expressa

por (3.36), quando combinada com a propriedade ciclica
Riune =0= "R, =0, (3.45)

implica que a quantidade y é real. Uma funcao de onda para gravitons ocorre na famosa

expansio de Penrose [9]

2
Xapep = VYasep — 3XVACYD)B; (3.46)
onde
VU asep = Xapep) = Xaep) = X(4BO)D- (3.47)

O espinor ¥ pcp descreve localmente em M os dez graus de liberdade de g,,. A propa-
gacao de gravitons na presenca de fontes, em ambos os formalismos, é descrita na Ref.
[19].

19



Capitulo 4
Teoria Espinorial

Como mencionado previamente, apresentar-se-a neste Capitulo a versao espinorial
da teoria de campos associada ao nosso interesse central aqui. Comecar-se-d na Se¢ao
4.1 com a transcrigao espinorial das equagoes de campo mundo tais como deduzidas no
Capitulo 2. Subsequentemente, na Secao 4.2, levar-se-a4 a cabo uma revisao das técnicas
calculacionais que devem ser empregadas em conjuncao com a deducao das equagoes de
onda do contexto tedrico sob consideracao. Tais equagoes de onda serao, entao, exibidas
na Secao 4.3. Serd visto que, de fato, nenhum acoplamento entre fétons de Infeld e van

der Waerden e fungoes de onda de Proca realmente ocorre em M.

4.1 Versao Espinorial das Equacoes de Campo de

Proca

A definicao das fungoes de onda de Proca associadas com f,,, é formalmente a mesma

que aquela dada pela Eq. (3.19). Assim, tem-se

Jaarpp = Yap¥ap +Yapas, (4.1)
juntamente com
1, o 1 o
Yap = §fABC" = Yap), Yap = §fA’B’C = P p), (4.2)

tal que o par (¢ap, Yap) representa irredutivelmente o bivetor f,,. A relagdo (2.5)

torna-se representada por

Yap = —VApcr, Yap = —VyApc, (4.3)

IDever ser observado que a propriedade de conjugagao complexa (3.21) ndo ¢é vélida para fungoes de

onda de Proca em M.
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cuja forma contravariante é expressa por

wAB _ v(ct‘}AB)C” wA’B’ _ V(CA/AB/)C' (44)

A primeira metade do conjunto de equagoes de campo, tais como dadas por (2.15),

aparece como

VA (varpbap + c.c.) + m*App = 0. (4.5)
A segunda metade emerge como a versao espinorial da identidade de Bianchi para f,,, a
saber
VAA/f:lA’BB’ =iV (Yap¥ap —c.c.) =0, (4.6)
ou seja
VA (Yaptas) = VA (yapibap). (4.7)

Portanto, com o uso das Eqgs. (3.26) e (3.27), ap6s algumas manipulagoes, obtém-se as
equacoes de campo
1 .
Vibap + §m2ABB/ = iBptan (4.8)

’ ]_ . ’
Vahap + §m2ABB’ = —iBn barp, (4.9)

com 35, = Uﬁ‘B,ﬁ“, por exemplo, e (3, sendo dado por (3.28).

A forma contravariante de (4.8) e (4.9) é dada por

! 1 ! !
VEYAP = omP AP = =i pA? (4.10)
’ 1
VEAE 5m?ABB’ — iB5pAE (4.11)

Vale a pena mencionar que as manipulagoes que levam as equagoes (4.8) e (4.9)

particularmente envolvem a utilizacao das seguintes relacoes:

VA (fawsy +ifinpp) +m*App =0 (4.12a)

VA (fawse —ifinpe) +m*App = 0. (4.12b)

Uma versao formalmente mais simples da teoria pode ser obtida a partir das equacoes

de campo (4.8)-(4.11) e de dispositivos diferenciais do tipo?

Viatbas = Vi (WSvcs), VE WP = VE (598). (4.13)

2A simetria das fungoes de onda portadas por (4.1) faz com que o "staggering"de seus fndices seja

irrelevante.
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O que resulta é, com efeito, que a teoria pode ser reformulada pela seguinte equagao de
campo:
1

Vb + §m?Ajg, =0, (4.14)

juntamente com o complexo conjugado de (4.14).

4.2 'Técnicas Computacionais

A configuracao operatorial bésica envolvida nas técnicas calculacionais usualmente
empregadas para deduzir-se quaisquer equacoes de onda que ocorrem no contexto dos

formalismos e, consiste do comutador covariante [10], [18]
[(Vaa,Vpp] =vapAap + yapAap. (4.15)

Os operadores A sao simétricos, lineares e obedecem a regra de Leibniz.
A representagao espinorial do comutador mundo [V,,, V,] como [V 44/, Vgp/| é pos-
sivel devido & supostamente aplicdvel constancia covariante de quaisquer objetos conec-

tores Hermitianos. Entao, pode-se implementar as expressoes conjugadas

Aup = VeaVe — iBoraVg = =V Ve (4.16)

Apyp = VC(A/Vg/) + iﬁc(A/Vg/) = —V(C:L‘/VB/)C. (417)
A forma contravariante dos operadores A é expressa por
AAB — (VO AYE) i (AgB)y, (4.18)
ou, equivalentemente, por
AP = yUvBIC, (4.19)

E claro que ainda temos as prescrigoes para os operadores A conjugados complexos.
Para vermos o efeito da atuacao dos operadores A em vetores de espin, consideramos

o comutador (4.15) e inicialmente fazemos

VP [V aw, Vep] = 28w, (4.20)
tal que
1
App(C = §7AB [Van, Viep] (. (4.21)
Entao, com a expressao (3.4), obtém-se
1
Awp(C = §7ABWAA'BB'MCCM
1
= §’YAB’YCLWAA'BB/MLCM- (4.22)

22



Agora, empregando (3.16), pode-se particularmente usar o desdobramento

1

WA'B' ML = WA'B/(ML) T §wA’B’JJ7ML> (4.23)

visando trabalhar-se (4.22) da seguinte maneira:
1
Ap( = §7ABWCL (Yapwarpvr +Yapwapmr) ¢

CL M
=7 wA/B/MLC
1

=M wapou + §wA'B/JJ’YML)CM

N 1
= 'YCL(:A’B’ML + §wA’B’JJ'7ML)CM

— 1
=ZapuCM + §wA’B’JJCCa (4.24)

o que, deste modo, descreve a atuacao de A 4 5 sobre o vetor de espin (¢. Entao, inserindo
(3.20) na ultima igualdade de (4.24), obtém-se

AupCC =Z0puC™ —idppcC. (4.25)

De maneira semelhante, obtém-se a expressao correspondente para A, p. Tém-se, com

efeito,
AapCC = Xapn“CM —idapcC. (4.26)

As expansoes A para um vetor de espin covariante - podem ser facilmente obtidas

expressando-se a liberdade de torcao de V,, como, por exemplo,

Aup(C%0) =0, (4.27)

e usando-se a regra de Leibniz. Assim, com o uso de (4.25) e (4.26), obtém-se

Aupéo=— (Ewpc™n —idanéc) (4.28)

Aupée = — (Xapc™éu —idanéc) (4.29)

juntamente com as (algebricamente independentes) conjugadas de (4.25)-(4.29). Expan-
soes A para tensores de espin de valéncia arbitraria podem ser estabelecidas levando-se em
conta o fato que tensores de espin arbitrarios podem sempre ser vistos como combinagoes
lineares de produtos exteriores entre vetores de espin.

Um dos procedimentos bésicos para obter-se as equagoes de onda de interesse envolve
a utilizacao da expansao

, 1
VG VAL = AAC 57“ O, (4.30)

23



bem como a versao covariante de (4.30). Para completar-se os passos calculacionais de

modo sistemdtico [10], também é necessdrio utilizar as seguintes regras:

2vfﬁlclvA}A' = yacl = V}%’ (yeaVh) (4.31)

aVIOvAA = 1040 = VD) (40T, (4.32)

juntamente com suas conjugadas complexas e a expressao

O=g"V,V, =0V, V, = Ve VY (4.33)

4.3 Equacoes de Onda

Neste estdgio, serdo obtidas inicialmente as equagoes de onda para ¥ap e 5. A
equacdo de onda para 147 serd considerada no Capitulo 5, e serd deduzida levando-se em
conta certas correlagoes diferenciais. Tais correlacoes foram usadas pela primeira vez na
Ref. [10]. As equagoes de onda para os campos com indices linhados poderao obviamente
ser obtidas simplesmente levando-se a cabo conjugacoes complexas. Para comecar, entao,
levanta-se o indice B’ da Eq.(4.8) e aplica-se o operador V&, em ambos os lados da equacao

resultante. Tém-se, com efeito,
’ 1 ’ . /
VSV Yup + §m2vg,Ag = V% (i Y4p), (4.34)

tal que, implementando a expansao (4.30), obtém-se

(2049 — 420 ap + m*VG AL = 2V, (87 Yap). (4.35)

O calculo da derivada A de (4.35) pode ser feito com base na equagao (3.46) e no

protétipo dado pela expansao (4.29), o que resulta em
R
204y = gwg — 20Ny + i ap. (4.36)

O termo de massa em (4.35), pode ser trabalhado usando-se (4.4) juntamente com o

desenvolvimento

VG AE = V5 (AP ypp) = (VG APE )ypp + i85 AS
1 , ,
= U + 57 P ypBV A" +if5 AL
1 :
=5 — §5§VMA“ +iB%, AL (4.37)
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com o ultimo termo da terceira igualdade de (4.37) sendo
iB5 AL = i(VE® +20G,) AL (4.38)

Aplicando a regra de Leibniz no lado direito de (4.35), e trabalhando as contribuigoes

individuais assim ocorrentes, obtém-se ap6s alguma computacao
BAENGbap = (B"V,, — %w#ﬁ“)@zjg + %m%g,Ag’, (4.39)
juntamente com
(VS B Vg = (%D@ + V.85 + 20" ap. (4.40)
Para o lado esquerdo de (4.40), utilizou-se o desdobramento
(V58" Van = (Vig B9 Was + (Vi B s, (4.41)
bem como a expressao (3.28). Para o termo simétrico de (4.41), tem-se
(Vi BV Yup = (Vi VP P + 2V 0V )y, (4.42)
o qual, devido a relagao (3.29), torna-se
(VS BV Ypap = (A1CD +2¢2C) Y, (4.43)

com, evidentemente, A4“® = 0. Para o termo antissimétrico de (4.41), tém-se a con-
tribuicao

;1 1
Vi pAB" = 57“%5“ = (300 + v, & )74, (4.44)

A equagdo de onda para ¥ 4p emerge quando combina-se as contribuigoes (4.36)-
(4.44), também efetuando-se um movimento indicial adequado. Observa-se que o acopla-
mento ¢““ 4 envolvido na (4.36) cancela aquele oriundo da (4.40). Em adicdo, com o
movimento indicial efetuado, o termo de massa de (4.35) torna-se

/ 1 i ’
m*Vep A =m?(Ypo — §’YBCVMA“ +iBop AR, (4.45)

tal que o ultimo termo do lado direito de (4.39) é cancelado pelo termo de massa explicito

da eq. (4.34). Concordantemente, obtém-se a equagao de onda

R
(O—2ip"V, =T+ 5 + m*)Yap — 2V ap“PYop = 0, (4.46)
juntamente com a definicao®
T = g6, +4(0P + 2V, ). (4.47)

3Vale a pena enfatizar que O® 4 2V, ®* = V5" tal como em (4.44).
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Visando a deducio da equacao de onda para 1%, é conveniente rearranjar-se (4.14)

Ccomo segue
! 1 !
VAB Y E 4 §m2ABB = 0. (4.48)

Assim, aplicando o operador V&, em (4.48), obtém-se as contribuigdes

, 1
Vi VAT = AL — S0y (4.49)
e
! / ]_

m?VG, AP = m?(VE AP 577V, (4.50)

com a segunda das quais, devido & uma das relages (4.11), podendo ser reexpressa por

) 1

m?VG APE = m?(yPY — §7BCVMA"). (4.51)

A derivada A envolvida em (4.49) é dada por
AACYR = XA, Pyl — XAC MyB = AAPy,O), (4.52)

Deveria estar evidente que a auséncia em (4.52) de contribuicoes eletromagnéticas é devido
essencialmente & valéncia de ¢%. Uma discussao detalhada desta situagao no contexto
dos formalismos e envolve a teoria de densidades de espin, a qual é dada na Ref. [10].
A propriedade de simetria exibida pela expansao (4.52) pode ser deduzida usando-se a

relagdo (3.37) e levando-se a cabo o seguinte desenvolvimento:
B
AA[CwA}
— XA[CAMwB]M + XA[CMB}'QZ)%

1
_ 57(,*19>(,L1L1\/[A¢L1\4 _ XA[CB]M¢AM

1
= 5XVCB(7MWML — My anr) = 0. (4.53)

Assim, a derivada A envolvida na Eq. (4.49) aparece como a contribuigdo puramente
gravitacional

R
AN = ZpPC WP . (4.54)

Portanto, combinando as Eqgs. (4.49)-(4.54), chega-se na equagao de onda
R 2\, B BC,| D L acn p
(D+§+m Vs + 2V A7 Y =—3m o4V, AR (4.55)

na qual o lado direito ¢ igual a zero mediante a divergencia covariante de A*.
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Capitulo 5
Conclusoes

O trabalho aqui exposto apresentou uma versao da teoria de campos cldssicos de
Proca em espacos-tempo curvos sem torgao, e teve como um dos principais objetivos a
obtencao das equacoes de campo e de onda para a teoria dentro do contexto de um dos
formalismos espinoriais de Infeld e van der Waerden. As equacoes de campo mundo foram
introduzidas com base no principio variacional que usualmente ocorre em teorias de campo
cldssicos em Relatividade Geral. A versao espinorial das mesmas foi formulada com base
numa transcricao direta das configuragoes mundo. As equacoes de onda espinoriais foram
deduzidas a partir da utilizacao de técnicas computacionais bem conhecidas na literatura.

No que concerne a versao mundo da teoria, hd uma peculiaridade da mesma rela-

cionada com a aplicabilidade da seguinte condicao:
VvV, A" = 0.

Este fato é estabelecido diretamente ao combinar-se a divergéncia covariante da Eq. (2.15),

a saber

YV, V" 4+ mPV,AY =0,

com a relagao

1
VoV = VT = =5V TP

e com a expansao
(Vo VI = RudV [ + Ry f** = 2R, f* = 0.
Assim, a equac@o de onda (2.21) deve ser implementada na forma
(O+m*A, + R, A, =0,
enquanto que o lado direito de (4.55) deve ser posto igual a zero.
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Todavia, como foi visto, o termo de interacio 4i¢“Y 5, o qual porta uma das
funcoes de onda para a curvatura eletromagnética de M, pegou lugar nos estdgios in-
termedidrios da deducdo da Eq. (4.46) mas, no entanto, foi cancelado quando os pro-
cedimentos pertinentes foram completados. Uma das propriedades das equacoes de onda
deduzidas na Secao 4.3 é que tais equagoes admitem um caso limite quando m = 0 que
reproduz formalmente algumas das equagoes de onda de Infeld e van der Waerden. Pode-
se enfatizar que as estruturas espinoriais exibidas aqui nao estao disponiveis na literatura
tradicional sobre campos cldssicos em Relatividade Geral.

De fato, a equacdo de onda para ¥*” pode ser obtida facilmente a partir de (4.46)

com base no uso do seguinte dispositivo diferencial:
Oy = 0(y7eg) = (O )wg + 77005 + 2(V,07) Vg

O que resulta ¢, com efeito, que as equacoes de onda para 45 e 4P podem ser obtidas

uma da outra a partir da combinagao da regra de troca de valéncia
iV, =iV, T T
com a Eq. (3.27) e a seguinte equagao de autovalor:
OyP¢ = —(8"B, + iV,,B")7PC.

Assim, chega-se ao resultado que a versao contravariante da Eq. (4.46) deve ser

posta como

~ R
(O+2i6"V, =T+ 5 + m?) A — 20AB Ly Ol = 0,

Vale a pena notar que, devido a constancia covariante de o’y ,,, pode-se reexpressar a Eq.
(2.21) como
(O +m?)App + Rpp Acer = 0,

desde que V,A* = 0.

Como perspectiva, tem-se a ideia de continuar os estudos sobre campos de Proca em
espacos-tempo com derivadas covariantes torcionais, e também utilizar os formalismos
espinoriais de Infeld e van der Waerden para eventualmente descrever algumas situagoes

envolvidas nos modelos cosmolégicos convencionais.
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