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RESUMO

CASAS, Gabriela Aline. Efeitos Causados pela Modulaciao de Parametros no Mapa de Hé-
non. 2011. 62f. Dissertagdo (Mestrado em Fisica - Area: Dinamica Nio Linear) - Universidade

do Estado de Santa Catarina, Programa de Pds-Graduagdo em Fisica, Joinville, 2011.

O mapa de Hénon € um sistema dinamico bidimensional a tempo discreto, originalmente pro-
posto como um modelo para a secao de Poincaré do sistema de Lorenz a tempo continuo, e tem
sido extensivamente investigado nos ultimos anos. Além da sua grande importancia tedrica, al-
gumas aplicagdes praticas sdo possiveis. Como por exemplo, pode ser usado para modelar lasers
de CO; no limite de forte dissipacdo. O mapa de Hénon € caracterizado por dois pardmetros,
o de ndo linearidade e o de dissipac@o. Neste trabalho nds consideramos a situacdo onde estes
dois parametros do mapa de Hénon sdo linearmente modulados pela solu¢do de outro mapa de
Hénon, cujos parametros sdo constantes no tempo, mas que podem ser ajustados. Investigamos
modulacdes periddicas e cadticas do primeiro mapa de Hénon devido ao segundo, € mostramos
que este método pode destruir ou criar atratores no espaco de fases, bem como produzir mudan-
cas na localizac@o dos pontos onde ocorrem as bifurcagdes. Mais especificamente, a modulacdo
permite controlar a multiestabilidade (biestabilidade, nos casos considerados) presente no mapa
de Hénon, conduzindo o sistema a monoestabilidade. Por fim, investigamos a dinimica do mapa
de Hénon quando seus parametros sao modulados por um outro mapa de Hénon em um regime
proximo ao limite conservativo e em um regime de alta dissipa¢do. Expoentes de Lyapunov,
diagramas de bifurcacdo, bacias de atragdo, diagramas do espaco de parametros e do espaco de

fases sdo utilizados para caracterizar a dinamica do sistema modulado.

Palavras-chave: Mapa de Hénon. Modulacio de Parametros. Multiestabilidade.



ABSTRACT

CASAS, Gabriela Aline. Effects Caused by the Parameters Modulation in the Hénon Map.
2011. 62f. Dissertation (Mestrado em Fisica - Area: Dinamica Nao Linear) - Universidade do

Estado de Santa Catarina, Programa de P6s-Graduagdo em Fisica, Joinville, 2011.

The Hénon map is a paradigmatic two-dimensional discrete-time dynamical system, which was
originally proposed as a model to the Poincaré section of the continuous-time Lorenz system,
and has been extensively investigated in the last years. Apart from its theoretical importance,
some practical applications are possible. As an example, it can be used to model CO, lasers
in the limit of strong dissipation. The Hénon map is characterized by two parameters, namely
the nonlinearity and the dissipativity. In this work we consider a situation where these two
parameters of one Hénon map are linearly modulated by the solution of another Hénon map
whose parameters are constants in time, but which can be adjusted. We investigate periodic and
chaotic modulations of the first Hénon map, due to the second, and show that method is able
to destroy or create attractors in the phase-space. More specifically, the modulation is able to
control the multistability (bistability in the considered case) present in the Hénon map, leading
the system to monostability. Finally, we investigate the dynamics of the Hénon map when its
parameters are modulated by another Hénon map in a regime close to the conservative limit and
in a regime close to the dissipative limit. Lyapunov exponents, bifurcation diagrams, basins of
attraction, parameter space and phase-space diagrams are used to characterize the dynamics of

the modulated system.

Key words: Hénon Map. Parameters Modulation. Multistability.
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Capitulo 1

Introducao

O mapa de Hénon [1] € um sistema discreto bidimensional que foi originalmente pro-
posto como um modelo para descrever a se¢do de Poincaré do sistema a tempo continuo de
Lorenz [2], e tem sido extensivamente investigado nos ultimos anos. Neste capitulo faremos
uma breve discussdo a respeito da importancia do estudo do mapa de Hénon e suas possiveis
aplicagdes. Apresentaremos também o sistema que sera nosso objeto de estudo neste trabalho,
onde ambos os parametros do mapa de Hénon sao linearmente modulados pela solucdo de outro

mapa de Hénon, cujos pardmetros sdo constantes no tempo mas podem ser ajustados.

1.1 O Mapa de Hénon

O estudo da dindmica ndo-linear [3] teve inicio com os trabalhos do matematico fran-
cés Henri Poincaré, por volta de 1880, motivado pelo estudo de drbitas de trés corpos celestes
(por exemplo, dois planetas e uma estrela) experimentando atragdes gravitacionais mutuas. O
problema de dois corpos ¢ relativamente simples e foi resolvido completamente por Newton,
sendo que cada corpo descreve uma trajetoria eliptica em torno do centro de massa do sis-
tema. No entanto, simplesmente adicionando mais um corpo ao sistema, o problema torna-se
extremamente complicado. Analisando este problema, Poincaré mostrou que o comportamento
dessas Orbitas (agora ditas caoticas) era irregular e essencialmente imprevisivel, pois quaisquer
duas drbitas com condig¢des iniciais arbitrariamente proximas resultavam, no futuro, em orbitas
muito diferentes.

Embora a existéncia da dindmica cadtica seja conhecida ha algum tempo, sua impor-
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tancia para uma variedade de aplicagdes comegou a ser amplamente apreciada somente nas
ultimas décadas. Um dos principais fatores que contribuiram para este crescimento foi o grande
desenvolvimento tecnoldgico, possibilitando obter solugdes numéricas destes sistemas muito
mais rapidamente. Deste modo, o carater cadtico de diversos sistemas de interesse pratico ficou
claro, sendo atualmente observado nas mais diversas areas, como por exemplo: ecologia [4],
economia [5], quimica [6], engenharias [7], etc.

Entende-se por sistema dindmico um conjunto de estados possiveis, juntamente com
uma regra que determina o estado atual em termos dos estados passados [8]. O tempo em um
sistema dindmico pode ter uma variagdo continua, ou entdo assumir somente valores discretos
inteiros. Frequentemente ¢ util reduzir um sistema de tempo continuo (também chamado de
fluxo) a um mapa, a tempo discreto, através de uma se¢@o de Poincaré. Usando uma secdo de
Poincaré podemos reduzir significativamente a quantidade de trabalho numérico exigido na in-
vestigacdo de um sistema continuo de dimensao /V, investigando o respectivo mapa discreto de
dimensdo N — 1. Uma se¢do de Poincaré de um fluxo tridimensional (21, x9, x3), por exemplo,
pode ser construida plotando o par (1, x2) toda vez que o fluxo “fura” a superficie S de cima

para baixo, como mostrado na Fig. 1.1, extraida da Ref.[8].

X

Figura 1.1: Se¢fo de Poincaré. Figura extraida da Ref. [8].

Mapas sdo em geral mais simples para se analisar que os sistemas de equacdes diferen-
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ciais que lhes deram origem, ¢ um exemplo disto é o mapa de Hénon [1]. O mapa de Hénon,
foi proposto em 1976 pelo astronomo francés Michel Hénon como um modelo para a secdo de
Poincaré do sistema de Lorenz [2], que € governado por trés equagdes diferenciais ordinarias
nao-lineares de primeira ordem.

O mapa de Hénon ¢ definido pelo seguinte conjunto de equagdes:

2
Tep1 = a—x; + by,

Yt+1 = Ty, (1.1)

onde a ¢ o parametro de ndo-linearidade, b o parametro de dissipac¢do do sistema, x; € y; sdo
as variaveis dinamicas, e t = 0,1,2,... é o tempo discreto. E um dos exemplos mais estuda-
dos de sistemas dinamicos pois, apesar de ser descrito por um conjunto de equagdes bastante
simples, o mapa de Hénon apresenta uma dindmica extremamente rica. Por exemplo, para os
valores dos pardmetros a = 1,4 e b = 0, 3, que sdo os valores utilizados por M. Hénon em seu
trabalho, o mapa apresenta um comportamento cadtico. No entanto, para outros conjuntos de
valores de parametros, o mapa de Hénon pode convergir para uma 6rbita periddica, cadtica ou
mesmo divergir. Um exemplo de atrator cadtico do mapa de Hénon € mostrado na Fig. 1.2. Este
atrator foi construido para um mapa de Hénon com pardmetros a = 1,4 e b = 0, 3, que sdo os
parametros que foram utilizados originalmente por M. Hénon, sendo plotados mil pontos apos
ser descartado um transiente de quinhentos mil pontos. Dizemos que o mapa de Hénon ¢ cao-
tico no sentido que as sequéncias de pontos obtidos para ele serdo diferentes dependendo das
condigdes iniciais. Esta dependéncia sensivel nas condicdes iniciais € a principal caracteristica
de um sistema cadtico. Podemos dizer que ¢ a “assinatura do caos”. Assim, em um sistema
caotico duas trajetorias inicialmente vizinhas no espaco de fase separam-se a medida que o sis-
tema evolui no tempo, como esquematizado na Fig. 1.3, retirada da Ref. [3]. Essa dependéncia
resulta das ndo-linearidades presentes no sistema, as quais amplificam exponencialmente pe-
quenas diferengas presentes nas condi¢des iniciais. Um modo de medir a sensibilidade do
sistema as condicdes iniciais € através do denominado expoente de Lyapunov. O expoente de
Lyapunov ¢ um coeficiente de tempo que reflete a razdo de afastamento de duas orbitas dindmi-
cas, sendo portanto um indicador de caos. Para sistemas /V-dimensionais, temos N expoentes

de Lyapunov, cada um associado a cada uma das N direcdes linearmente independentes. De
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-2 2

Figura 1.2: Atrator cadtico para o mapa de Hénon coma = 1,4¢ b =0, 3.

interesse para caracterizar os tipos de movimentos presentes ¢ o maior expoente. O movimento
¢ dito periddico se o expoente € negativo, quase-periodico em consequéncia de uma bifurcacio
de Naimark-Sacker quando o expoente permanece no zero, € 0 movimento cadtico ocorre se
o expoente ¢ positivo. O expoente de Lyapunov vai a zero nos pontos em que acontecem as
bifurcacoes.

Nos interessa aqui o estudo do mapa de Hénon na regido em que ele ¢ dissipativo, ou
seja, regido na qual um volume no espaco de fases ndo é preservado. Como ¢ bem sabido, um
sistema dissipativo satisfaz a relagdo |det.J| < 1, onde J é a matriz Jacobiana do sistema [9].
Estabelecemos esta restricdo uma vez que, o sistema ser dissipativo € a condi¢do necessaria
para a existéncia de atratores. Atratores sdo um conjunto invariante de pontos para o qual
orbitas proximas convergem depois de um tempo suficientemente longo.

Para o mapa de Hénon, a matriz Jacobiana ¢ dada por

—233',5 b
J = (1.2)
1 0

ou seja, possui uma determinante que independe das varidveis dindmicas x; € 1, sendo igual a

—b. Assim, o mapa de Hénon ¢é dissipativo no intervalo —1 < b < 1.
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Xa(7)

A(1)

X,2(0)

A(0)

x1(0)

Figura 1.3: Separacdo das orbitas geradas por diferentes condi¢des iniciais. Figura retirada da Ref. [3].

O estudo do mapa de Hénon também ¢é de grande importancia por ele ser um dos sis-
temas mais simples a permitir a coexisténcia de atratores, deste modo, os resultados obtidos
para o mapa de Hénon podem ser generalizados para outros sistemas mais complexos. A esta
coexisténcia de varios estados de equilibrio dindmico para um mesmo conjunto de parametros
damos o nome de multiestabilidade. Sistemas multiestaveis sdo extremamente sensiveis a qual-
quer perturbagdo, e o estado final alcangado depende crucialmente das condi¢des iniciais [10].
Muitos sistemas dinamicos dissipativos apresentam multiestabilidade, sendo o fendmeno ob-
servado em diversos campos, como por exemplo, na 6tica [11], na biologia [12] e em reagdes
quimicas [13].

Além da importancia teérica do mapa de Hénon, que tem sido amplamente investigado
nos ultimos anos, algumas aplicagdes praticas sdo possiveis. Um exemplo da aplicacdo direta
do mapa de Hénon a algum sistema fisico particular € o fato de ser util na modelagem de lasers
de CO, no limite de forte dissipag@o [14]. Outro exemplo envolve seguranca na comunicagao

digital cadtica [15], onde mapas de Hénon sdo usados para demonstrar a validade do método.

1.2 O Mapa de Hénon Modulado

Sistemas cadticos sdo usualmente caracterizados por um ou mais pardmetros que con-

trolam o comportamento do sistema e que ddo origem a bifurcagdes e outras mudancas na
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dinamica. Em muitos desses estudos, estes parametros sao mantidos constantes, ou podem as-
sumir somente um conjunto de valores imutdveis. No entanto, em sistemas fisicos reais, os
parametros que governam a dindmica do sistema frequentemente variam no tempo. Tais casos
tém sido pouco estudados.

Na Ref. [16], o efeito da utilizagdo da saida de um mapa logistico para modular o para-
metro de um outro mapa logistico € investigado. A equagdo logistica ¢ um mapa unidimensional

dado por

Yt+1 = dyt(1 - yt>7 (1.3)

tendo sido originalmente proposto para modelar o crescimento de populagdes. Nela a variavel y,
representa uma fragdo da maxima populagao que o ambiente pode acomodar, d é um parametro,
et =0,1,2,... é o tempo discreto. Na Ref. [16] o pardmetro d é considerado como sendo

dado por
d =0+ cxy, (1.4)
onde b e ¢ s@o parametros constantes, x; ¢ a solu¢cdo de outro mapa logistico, dado por

L1 = axt(l - $t>7 (1.5)

onde 0 < a < 4. O resultado da utilizagdo da pertubagdo (1.4) na Eq. (1.3) € o sistema

bidimensional

Ti41 = aﬂ?t(l—ﬂﬂt),

Yerr = (b+cxe)ye(l —yy), (1.6)

cuja dinamica ¢ investigada na Ref. [16].

Para o mapa de Hénon, sd@o poucos os estudos [17, 18, 19] nos quais os pardmetros a
e b (ou pelo menos um deles) sdo modulados de alguma forma especial. Por exemplo, nas
Refs. [17, 18] estuda-se a influéncia de uma modulagdo paramétrica senoidal no pardmetro
a, nas posi¢des de algumas bifurcacdes, em um mapa de Hénon trabalhando em um regime de
baixa dissipacio, com b = 0, 9. E mostrado que, dependendo da modulagdo, a regidio de periodo
3 pode ser expandida, retraida, ou até mesmo suprimida. Na Ref. [19] os autores mostram que

modulacdo paramétrica em sistemas dindmicos ndo lineares pode fazer aparecer atratores cuja
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dinamica ¢ ndo perioddica e ndo caotica, ou seja, o maior expoente de Lyapunov associado ¢
negativo apesar da orbita ser ndo periodica. Um mapa de Hénon trabalhando em um regime
de alta dissipagdo, b = 0,3, com modulacdo aleatéria, é usado para exemplificar o método.
Em nosso estudo, utilizamos solu¢des de um mapa de Hénon para perturbar os pardmetros de
outro mapa de Hénon. O resultado ¢ um mapa discreto quadridimensional, como veremos na
sequéncia.

Consideramos um mapa de Hénon dado por

2
Zir1 = Cc—z; +duwy,
W41 = 2t (1.7)
onde z e w sdo as variaveis dindmicas, ¢ € d sdo os parametros e t = 0,1,2,... é o tempo

discreto. Modulamos ambos parametros c e d da seguinte forma
c=e+ fay, d=-e+ fy, (1.8)
onde e, f sdo parametros constantes, € x;, ¥; sao a solu¢do de outro mapa de Hénon dado por

2
.Tt+1 = a— .Tt + byt;

Ytv1 = Ty, (1.9)

onde —1 < b < 1. O resultado da utilizacdo da modulacdo (1.8) na Eq. (1.7) € o seguinte

sistema quadridimensional

Ty = a—z; + by,
Vi1 = Ty, (1.10)
21 = (6 + fot) - Zt2 + (6 + f%)wt;

W1 = 2t

Observe que o sistema (1.10) pode ser pensando como sendo uma combinac¢do de dois mapas
bidimensionais. Podemos ver ainda que o mapa de Hénon nao perturbado, definido pelas duas
primeiras equagdes de (1.10), ndo depende do mapa de Hénon perturbado, definido pelas duas
ultimas equagdes de (1.10). Em outras palavras, temos em (1.10) um acoplamento unidireci-

onal de dois mapas de Hénon, ou seja, um sistema mestre-escravo. Sistemas tais como este
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mostrado na Eq. (1.10) aparentemente ndo tem aplicacdo direta a um sistema fisico particular,
mas podem servir para exemplificar tipos de comportamentos dindmicos, tais como rotas para
0 caos por exemplo, que s3o comuns em sistemas fisicos caoticos. Vale a pena, portanto, inves-
tigar comportamentos dindmicos no sistema (1.10). Para este fim, esta dissertacdo encontra-se
organizada da seguinte forma:

No Capitulo 2 apresentamos uma visao geral do que acontece com as 6rbitas do mapa
de Hénon por conta da modulagdo dos parametros. Para isto, fazemos uso de alguns resultados
analiticos obtidos, além de diagramas de bifurcagdes, expoentes de Lyapunov e graficos de
espaco de parametros. O estudo a respeito da multiestabilidade no mapa de Hénon modulado ¢
feito no Capitulo 3. Neste capitulo investigamos numericamente as modifica¢des nas bacias de
atracdo de estados coexistentes no mapa de Hénon, em virtude da modulacdo de parametros por
outro mapa de Hénon. Nos Capitulos 4 ¢ 5 analisamos o comportamento do mapa de Hénon
quando ambos os pardmetros s2o perturbados por um outro mapa de Hénon trabalhando em um
regime proximo aos limites dissipativo e conservativo, respectivamente. Por fim, no Capitulo 6

apresentamos as conclusdes gerais do nosso trabalho.



Capitulo 2

Estudo Geral

Neste capitulo apresentaremos uma visao geral do que acontece com as Orbitas do mapa
de Hénon quando perturbamos este por um outro mapa de Hénon trabalhando em regimes de
pontos fixos, de pontos periddicos, ou mesmos cadticos. Para isso, primeiramente apresentamos
alguns resultados analiticos, e algumas conclusdes interessantes que obtemos por meio deles.
Por fim, temos uma visdo geral do que acontece com o mapa de Hénon modulado através da

analise de diagramas de bifurcagdes, de expoentes de Lyapunov e de espago de pardmetros.

2.1 Resultados Analiticos

Nesta se¢do apresentaremos alguns resultados analiticos obtidos para o mapa de Hénon
com parametros modulados (1.10). No entanto, primeiramente faremos um breve estudo a

respeito das drbitas de periodo 1 e de periodo 2 para o mapa de Hénon dado por

2
T = a—x; +byy,

yt+1 = T¢. (21)

Para obtermos os pontos fixos, pontos de periodo 1, para o sistema (2.1) fazemos z;,; =

Ty =1 € Y1 = Ys = Y, OU Seja, resolvemos o seguinte sistema de equagdes

a—2*+by—x = 0,

r—y = 0. (2.2)
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Assim, obtemos os seguintes pontos fixos para o mapa de Hénon:

(—(1—b>+ (=02 +4a —(1-b)+ <1—b>2+4a>
2

Pl - 9 2

: (23)

(2.4)

b (1= - VI F4a —(1-b) — /I F4a
2 2 ’ 2 '

Como os pontos P, e P, devem ser reais, s6 existem pontos fixos para o mapa de Hénon se
4a > —(1 — b)?. Da mesma forma, podemos obter os pontos da orbita de periodo 2 fazendo
Tipo = Xy = T € Ypio = Yp = y. Temos assim, o seguinte sistema de equacdes
_ 2 2
r = a—(a—x°+by) + bz,

y = a — :L'Q —|— by7 (25)

cujas solucdes sao os dois pontos fixos P; e P, e os dois pontos da orbita de periodo 2:

Py = <_(1_b)+\/—3(1—b)2+4a —(1—b)—\/—3(1_b)2+4a)’ (2.6)

2 ’ 2

—(1-=0b)—+/-3(1—-0)24+4a —(1—0 —3(1—-0)2+4
P ) Vi et T ) Vit T N
2 2
Novamente, como os pontos da orbita do mapa de Hénon devem ser reais, a orbita (... P; —

Py — P3...) de periodo 2 existe somente se 4a > 3(1 — b)%.
Iremos analisar agora os efeitos da modulacdo dos pardmetros no mapa de Hénon sobre

essas Orbitas. Para isso, consideramos o acoplamento de dois mapas de Hénon

Ty = a—z; + by,

Yte1 = Ty, (2.8)
Zi41 (e+ fa) — 2 + (e + fyo) wy,

W41 = Z¢-

Uma vez que o mapa de Hénon definido pelas duas primeiras equagdes de (2.8) independe do
mapa de Hénon modulado definido pelas duas tltimas equagdes de (2.8), iremos analisar agora o

caso em que o primeiro encontra-se em um dos dois pontos fixos anteriormente calculados, P, e
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P». Em outras palavras, consideraremos o caso em que os parametros de um mapa de Hénon sdo
perturbados por um outro mapa de Hénon em um ponto fixo. Temos portanto uma modulacio
por periodo 1. Calculamos os pontos fixos para o mapa de Hénon modulado definido pelas
duas ultimas equagdes de (2.8) da mesma forma que para o mapa de Hénon, ou seja, fazendo

Zt41 = 2t = 2 CWiq1 = Wy = W:

2 = (e+ fo) =22+ (e+ fy)w
wo o= z. (2.9)

Como solugao para este sistema, obtemos as seguintes equagdes para os pontos fixos do mapa

de Hénon modulado

e+ fy.— 14 /e2+2efy, +2e+ f2y? — 2fy: + 1 + 4dfa,
2
wo o= 2. (2.10)

Como podemos observar, as drbitas de periodo 1 para o mapa modulado dependem dos para-
metros e, e f, das varidveis z; e y;, e implicitamente dos pardmetros a ¢ b, uma vez que as
variaveis z; e y; dependem destes parametros. Agora, usando a condi¢do de que o mapa de Hé-
non encontra-se em um dos pontos fixos, primeiramente no ponto P, e substituindo os valores

de z; e y; na equacgdo (2.10), obtemos como pontos fixos para o mapa de Hénon modulado

M= (=1,-1), @.11)

)

Flb—1 10214 Fb—1 10214
pMt = (e +\/ tda) +\/ + “)>(2.12)

Quando o mapa de Hénon encontra-se no ponto fixo F, obtemos para o mapa de Hénon modu-

lado os seguintes pontos fixos

PMZ = (—1,-1) (2.13)
€
Py _ (H_f(b—l—\/—2(1—b)2+4a)76+f(b—1—\/—2(1—5)2+4a)> 2.14)

Vemos que o ponto (z,w) = (—1, —1) é um ponto fixo para ambos os casos, e que a condi¢do

de existéncia destes pontos fixos ¢ a mesma condicdo de existéncia dos pontos P; € P, ou seja,
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4a > —(1 —b)>.
Vamos agora calcular os pontos da orbita de periodo 2 para o mapa modulado, para isso

fazemos z;.9 = 2z = z € w19 = wy = w, € obtemos o seguinte sistema de equagdes

e+ fr,— (e+ foy — 22+ (e + fy)w)* + (e + fy)z — 2z = 0,

e+ fr,— 22+ (e+ fy)w—w = 0. (2.15)

Resolvendo a segunda equacdo para w, e substituindo o resultado na primeira equagdo obtemos

(ez—36+2efyt—fa:t—i-fgytZ—2fyt—z+ze+2fyt+22+1)
(e+ fy.— 1)
X(fri+e—z+ze+zfy, —2%) =0, (2.16)

onde o segundo termo refere-se aos pontos fixos anteriormente obtidos e o primeiro termo aos
pontos da orbita de periodo 2. Assim, igualando o segundo termo da equagdo (2.16) a zero

e resolvendo para z, encontramos como pontos da orbita de periodo 2 para o mapa de Hénon

modulado
z —e — fye+ 14 /=3¢ —Gefy, + 10e — 3f%y,> + 6fy; — 3 + 4fx,
1,2 — ’
’ 2
—e— fy +1F /=3¢ — befy, + 10e — 3f° + 6y, — 3 + 4fx,
w1z = 5 . (2.17)

Assim como acontece com os pontos fixos, os pontos da orbita de periodo 2 para o
mapa modulado também dependem dos parametros e, e f, das varidveis z; e y;, ¢ implicita-
mente dos parametros a ¢ b. Poderiamos da mesma forma usar a condi¢do de que o mapa de
Hénon encontra-se em um dos pontos fixos, P; ou P, e substituir os valores de z; € y; na equa-
¢do (2.17), no entanto, as expressdes obtidas para os pontos da orbita de periodo 2 neste caso
sdo expressoes grandes que envolvem todos os parametros a, b, ¢ ¢ f, tornando dificil obter
conclusdes a respeito desta orbita. No entanto, o que é realmente interessante observar aqui € a
existéncia de orbitas de periodo 2, e até mesmo de periodos maiores para o mapa de Hénon mo-
dulado, mesmo quando modulamos este com um mapa de Hénon trabalhando em um regime de
ponto fixo. Para isto, basta uma adequada escolha dos valores para os parametros a, b, e ¢ f. Na
secdo seguinte apresentaremos alguns resultados numéricos envolvendo o estudo dessas Orbitas
através de diagramas de espago de pardmetros, diagramas de bifurcagio e do maior expoente de

Lyapunov.
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2.2 Diagramas de Bifurcacao e Espaco de Parametros

Alguns diagramas interessantes para a analise do sistema s@o os diagramas de bifurca-
¢do e de espaco de parametros. O termo “bifurcag¢do” refere-se a uma mudanga significativa
no conjunto de pontos fixos ou periddicos ou outro conjunto de interesse dindmico [8]. Em um
diagrama de bifurcagdo de um sistema dinamico, por exemplo ;1 = f\(z;) onde \ representa
um ou varios parametros, ¢ plotada uma componente, z;, como fun¢@o de um dos parametros,
A. Nele sdo apresentados os pontos para os quais o sistema converge apos um tempo suficien-
temente longo, podendo ser pontos fixos, orbitas periddicas ou algum outro conjunto atrativo.
Portanto, diagramas de bifurcagdo mostram o nascimento, evolugdo e morte desses conjuntos

de pontos para o qual o sistema ¢ atraido como fun¢ao de um dos parametros do sistema.

3,0

Figura 2.1: Espa¢o de pardmetros do mapa de Hénon (1.1). Os dominios dos diferentes atratores estdo
identificados por diferentes cores. O nimeros indicam os periodos.

Embora diagramas de bifurcacdo sejam plotagens de uma das varidveis, a informacao
realmente interessante neles ¢ o nimero de diferentes ramos que aparecem como uma fun¢ao de
A ou, em outras palavras, as diferentes periodicidades do sistema. Usando diferentes simbolos,

como diferentes cores e sombreamentos, para representar os diferentes periodos, a informagado
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contida no eixo x; pode ser compactada em uma unica linha. Ou seja, podemos compactar toda
informacdo contida em um diagrama de bifurcacdo em 2D em uma Unica linha policromatica.
Fazendo isto, podemos estudar o comportamento de um sistema variando ndo apenas um, mas
dois ou mais pardmetros. Temos assim, um espaco de parametros.

A Fig. 2.1 mostra um diagrama de espago de pardmetros bidimensional construido para o
mapa de Hénon (1.1). Para a construg@o deste e dos demais diagramas de espaco de pardmetros
que serdo apresentados na sequéncia, discretizamos o intervalo de parametros —0,8 < a < 3,0
e —1 < b < 1 em uma malha de 750 x 750 pontos igualmente espagados. O comportamento
dindmico de cada um dos 562500 pontos da malha foi determinado sempre a partir do mesmo
conjunto de condig¢des iniciais, no caso (zg, yo) = (0,001, 0,05), apds um transiente de 5 x 10*
iteradas. A divergéncia foi diagnosticada apods tentarmos quinhentas novas inicializagdes, sem-
pre que o sistema convergisse para o atrator do infinito (2, maior do que 10%) com a inicializagdo
(x0, o) acima. Todos os periodos até 50 foram determinados e estdo representados na Fig. 2.1
por diferentes cores. Periodos maiores do que 50 foram considerados “caos”, regido branca
na Fig. 2.1. Os atratores do infinito estdo representados pela cor cinza na Fig. 2.1, e algumas
regides de diferentes periodicidades estdo identificadas por nimeros inteiros que denotam o pe-
riodo da regido. Todas as outras regides periddicas ndo identificadas por nimeros, de periodo
menor do que 50, foram consideradas e pintadas de preto.

Na Fig. 2.1 a regido branca indica que os pardmetros conduzem o sistema exclusiva-
mente para um movimento caotico, e podemos ver claramente uma cascata de bifurcagdes por
duplicagdo de periodo do tipo 1 x 2". Este processo continua até¢ o caos ser encontrado. As-
sim podemos concluir que o mapa de Hénon apresenta uma rota para o caos via duplicacdo
de periodo. Também na regido branca, podemos ver algumas regides periddicas mergulhadas,
como a regido de periodo 5 claramente visivel na Fig. 2.1, além de outras ndo tdo visiveis na
escala utilizada. Estas estruturas periddicas mergulhadas na regido de caos sdo conhecidas na
literatura como “camardes” [20].

O espaco de parametros para o mapa de Hénon na Fig. 2.1 apresenta também uma cas-
cata de bifurcacdes do tipo 3 x 2". Nesta regido o mapa de Hénon € multiestavel, ou seja,
dependendo da condigdo inicial utilizada podemos obter uma oOrbita periddica decorrente da
cascata de bifurcagdes do tipo 1 x 2" ou decorrente da cascata do tipo 3 x 2", para 0 mesmo par

de valores a e b. Obtivemos esta cascata de bifurca¢des no diagrama de espago de parametros
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da Fig. 2.1 estabelecendo que sempre que a > (7 + 10b + 7b?) /4, o sistema seria inicializado
em (zg,40) = (—0,0982, —0,9261), que é um ponto da drbita de periodo 3 paraa = 1,2 ¢
b= —0,3. Acurvaa = (7 + 10b + 7b*)/4 é a curva de nascimento das 6rbitas de periodo 3.

Alguns diagramas de espago de parametros para o mapa de Hénon modulado (1.10)
estdao representados na Fig. 2.2. Para as Figs. 2.2(a), 2.2(b) e 2.2(c) o parametro f é fixo em
f =0,2 e os valores do parametro e crescem a partir de zero na Fig. 2.2(a), valendo 0, 25 para
a Fig. 2.2(b), e 0,5 para a Fig. 2.2(¢c). J& as Figs. 2.2(d), 2.2(e) e 2.2(f) foram construidas para
f=—0,3,sendo e = 0, 25 na Fig. 2.2(d), e = 0, 5 na Fig. 2.2(e), e ¢ = 0, 75 na Fig. 2.2(f). Da
mesma forma que a Fig. 2.1, todos os diagramas da Fig. 2.2 foram obtidos discretizando os in-
tervalos de pardmetros em uma malha de 750 x 750 pontos e determinando o comportamento do
sistema sempre a partir da mesma condi¢@o inicial (o, yo, 20, wo) = (0,001, 0,05, 0,1, 0,03).
Observando os diagramas da Fig. 2.2 vemos que, para f = 0, 2, conforme o valor do pardmetro
e cresce a partir do zero a regido de periodo 1 vai diminuindo, enquanto a regido de periodo 2 vai
aumentando. Parae = 0,5 ¢ f = 0, 2, que corresponde a Fig. 2.2(¢c), a regido de periodo 1 de-
sapareceu completamente em favor de outra, de periodo 2. O mesmo acontece também quando
fixamos f = —0, 3, onde a regido de periodo 1 diminui, com o consequente crescimento da
regido de periodo 2, a medida que aumentamos o valor do parametro e, desaparecendo com-
pletamente para e = 0,75, na Fig. 2.2(f). Comportamento semelhante acontece com a regiao
cadtica, que aparece na cor branca nos diagramas da Fig. 2.2. Podemos ver que para ambos os
casos, f = 0,2 e f = —0,3, a regido de caos ¢ diminuida conforme aumentamos o valor do
parametro e. Concluimos assim, que esta modulagdo de parametros atua no sentido de suprimir
alguns comportamentos dinamicos do sistema, em favor de outros.

As Figs. 2.3, 2.4 e 2.5 mostram diagramas de bifurcacdes e do maior expoente de Lya-
punov para o mapa de Hénon e para o mapa de Hénon modulado. O expoente de Lyapunov é
um coeficiente de tempo que reflete a razdo de afastamento de duas drbitas dindmicas, sendo
uma medida de sensibilidade as condi¢des iniciais, portanto, um indicador de caos. Como dito
anteriormente, o0 movimento ¢ considerado periddico se o maior expoente é negativo, quase-
periodico, em consequéncia de uma bifurcagdo de Naimark-Sacker quando o expoente perma-
nece no zero, € 0 movimento cadtico ocorre se 0 maior expoente ¢ positivo, indo a zero nos
pontos em que ocorrem as bifurcacdes.

A Fig. 2.3(a) mostra o diagrama de bifurcacdo da varidvel x para o mapa de Hénon (1.1),
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Figura 2.2: Dominios de estabilidade no espago de parametros do sistema (1.10). (a) f = 0.2, e = 0;
®f=0,2,e=0,25(0c)f=0,2,e=0,5{) f=-0,3,e=0,25 () f = —0,3,e =0,5¢ (f)
f=-0,3,e=0,75.
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Figura 2.3: (a), (b) - Diagrama de bifurca¢o da variavel z, e diagrama do maior expoente de Lyapunov
para o mapa de Hénon (1.1), respectivamente, paraa = 1,45¢ —1,0 < b < 0,3. (¢), (d) - Diagrama
de bifurcagfo da variavel z, e diagrama do maior expoente de Lyapunov para o mapa de Hénon modu-
lado (1.10), respectivamente, para e = 0,25 ¢ f = 0, 2. (e), (f) - Diagrama de bifurcago da variavel z,
e diagrama do maior expoente de Lyapunov para o mapa de Hénon modulado (1.10), respectivamente,
parae =0,45¢ f =0,2.
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paraa = 1,45e —1,0 < b <0, 3, esta que ¢ a linha continua na Fig. 2.1. A Fig. 2.3(b) mostra
o correspondente diagrama do maior expoente de Lyapunov. As Figs. 2.3(c), 2.3(d), 2.3(e)
e 2.3(f) apresentam os diagramas de bifurcagdo da varidvel z e do maior expoente de Lyapunov
para o mapa de Hénon modulado (1.10) para os mesmos valores dos parametros a e b, mas
come = 0,25, f = 0,2 nas Figs. 2.3(c) e 2.3(d), e e = 0,45, f = 0,2 nas Figs. 2.3(e)
e 2.3(f), respectivamente. Se a = 1,45¢ —1,0 < b < —0,4, entdo as 6rbitas do mapa de
Hénon sdo finalmente atraidas para um ponto fixo, apds um rapido transiente, como pode ser
visto nas Figs. 2.3(a) e 2.3(b). Por outro lado, se a = 1,45, —1,0 < b < —0,4, e = 0,25 ou
e=0,45,e f = 0,2, entdo as drbitas do mapa de Hénon modulado convergem para um atrator
de periodo 2, como é mostrado nas Figs. 2.3(c) e 2.3(e). Portanto, quando o mapa de Hénon
modulado ¢ perturbado por um mapa de Hénon em um ponto fixo, converge para uma orbita
de periodo 2. O ponto de bifurcagdo 1 — 2 em b = —0,4 no mapa de Hénon ¢ suprimido no
mapa de Hénon modulado e, consequentemente, a 6rbita do ponto fixo desaparece no intervalo
—1,0 < b < —0,4. Em outras palavras, neste caso o processo de modulagao destrdi a érbita de
periodo 1, com a consequente ampliagdo do ramo de periodo 2 no diagrama de bifurcagao.
Agora mantemos b = 0,4 fixo e variamos o pardmetro a no intervalo 0 < a < 1,25,
ou seja, ao caminhamos ao longo da linha tracejada na Fig. 2.1. O diagrama de bifurcagdo
da variavel x para o mapa de Hénon (1.1) e o correspondente diagrama do maior expoente de
Lyapunov sdo mostrados nas Figs. 2.4(a) e 2.4(b), respectivamente. J4 para o mapa de Hénon
modulado (1.10), os diagramas de bifurcacdo da varidvel z e os correspondentes diagramas
do maior expoente de Lyapunov sdo mostrados respectivamente nas Figs. 2.4(c) e 2.4(d) para
e=0,3, f=0,2, enas Figs. 2.4(e) ¢ 2.4(f), parae¢ = 0,5, f = 0,2. Quando b = 0, 4, o ponto
em que ocorre a bifurcagdo 1 — 2 para o mapa de Hénon esta localizado proximo a a = 0, 25,
como pode ser visto nas Figs. 2.4(a) e 2.4(b). Seb=0,4,e = 0,3, f = 0, 2, entdo a bifurcagdo
1 — 2 ocorre proximo ao ponto a = 0, 125 para o mapa de Hénon modulado, fendmeno que
pode ser observado nas Figs. 2.4(c) e 2.4(d). Portanto, dependendo da modulac¢do, o ramo de
periodo 2 pode ser ampliado e o ramo de periodo 1 retraido. Em outras palavras, a modulacio
pode produzir uma mudanga na localizagdo do ponto em que ocorre a bifurcagdo 1 — 2. As
Figs. 2.4(e) e 2.4(f) mostram novamente que quando o mapa de Hénon modulado ¢ perturbado
por um mapa de Hénon em um ponto fixo, ele converge para uma orbita de periodo 2. A

bifurcacdo de uma 6rbita de periodo 1 para uma orbita de periodo 2, que para o mapa de Hénon
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Mapa de {-lenan Modlﬁlado e= 0_? f 0 2

Figura 2.4: (a), (b) - Diagrama de bifurca¢@o da variavel z, e diagrama do maior expoente de Lyapunov
para o mapa de Hénon (1.1), respectivamente, parab = 0,4 e 0 < a < 1, 25. (¢), (d) - Diagrama de bifur-
cacdo da variavel z, e diagrama do maior expoente de Lyapunov para o mapa de Hénon modulado (1.10),
respectivamente, parae = 0,3 ¢ f = 0, 2. (e), (f) - Diagrama de bifurcagéo da variavel z, e diagrama do
maior expoente de Lyapunov para o mapa de Hénon modulado (1.10), respectivamente, para e = 0,5 e
=02
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acontecia proximo a a = 0,25 na Fig. 2.4(a), deixa de existir, juntamente com a drbita de
periodo 1 durante o intervalo 0 < a < 0,25. Assim, desta vez uma mudancga na localizacio
do ponto da bifurcagdo 1 — 2, ou mesmo a supressdo da orbita de periodo 1 pode ser obtida
mediante a modulacao.

Por fim, variamos simultaneamente ambos os parametros a ¢ b ao longo da linha a =
1,78b + 1,17, linha pontilhada na Fig. 2.1. Na Fig. 2.5(a) temos o diagrama de bifurcagdo da
variavel x para o mapa de Hénon (1.1) ao longo da linhaa = 1,780+ 1,17 com —1,0 < b <
0, 2, e na Fig. 2.5(b) o correspondente diagrama do maior expoente de Lyapunov. Enquanto que
as Figs. 2.5(c), 2.5(d), 2.5(e) e 2.5(f) apresentam os diagramas de bifurcac¢do da varidvel z e do
maior expoente de Lyapunov para o mapa de Hénon modulado (1.10) para os os mesmos valores
dos parametros a € b com e = 0,25, f = —0, 3 nas Figs. 2.5(¢c) ¢ 2.5(d),e e = 0,75, f = —0,3
nas Figs. 2.5(e) e 2.5(f), respectivamente. Ao caminharmos ao longo dalinhaa = 1,78b+1,17,
no intervalo —1,0 < b < —0, 125, o mapa de Hénon ¢ atraido para um ponto fixo, como pode
ser visto nas Figs. 2.5(a) e 2.5(b). Por outro lado,se a = 1,780+ 1,17e —1,0 < b < —0, 125,
e = 0,25, f = —0,3, o mapa de Hénon modulado converge para um atrator de periodo 2 no
intervalo —1,0 < b < —0, 91, e para um ponto fixo no intervalo —0,91 < b < —0, 125, como
pode ser visto nas Figs. 2.5(c) e 2.5(d). Neste caso ndo houve uma mudang¢a na localizacio
do ponto de bifurcacdo 1 — 2, que continua a ocorrer proximo a b = —0,125. No entanto,
surge uma nova bifurcagdo, agora de uma orbita de periodo 2 para um ponto fixo, que ocorre
nas proximidades do ponto a = —0, 91. Ja nas Figs. 2.5(e) e 2.5(f) podemos observar que, para
a=1,78+ 1,17, —1,0 < b < —0,125, ¢ = 0,75, f = —0, 3, o mapa de Hénon modulado
¢ finalmente atraido para uma drbita de periodo 2. Portanto, temos novamente o caso em que
o mapa de Hénon modulado ¢ perturbado por um mapa de Hénon em um ponto fixo e passa a
oscilar em uma 6rbita de periodo 2. O ponto de bifurcagdo 1 — 2 em b = —0, 125 no mapa de
Hénon ¢ suprimido no mapa de Hénon modulado e, consequentemente, o ponto fixo desaparece
no intervalo —1,0 < b < —0, 125. Em outras palavras, neste caso o processo de modulagdo de
parametros no mapa de Hénon destrdi a drbita de periodo 1, com uma consequente ampliacio
do ramo de periodo 2 no diagrama de bifurcagdo da Fig. 2.5(e).

Em todos os diagramas das Figs. 2.3, 2.4 ¢ 2.5, os intervalos de parametros foram dis-
cretizados em 10° pontos igualmente espagados. Para cada valor do pardmetro foi descartado

um transiente de 5 x 10 pontos. A condigdo inicial utilizada para os diagramas da Fig. 2.3 foi
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i Mapa dﬁ Hénon, a = 1,78b -|-I 1,17

Figura 2.5: (a), (b) - Diagrama de bifurca¢o da variavel z, e diagrama do maior expoente de Lyapunov
para o mapa de Hénon (1.1), respectivamente, ao longo da linhaa = 1,780+1,17com —1,0 < b < 0,2
(c), (d) - Diagrama de bifurcagio da variavel z, e diagrama do maior expoente de Lyapunov para o mapa
de Hénon modulado (1.10), respectivamente, para e = 0,25 ¢ f = —0, 3. (e), (f) - Diagrama de bifurca-
¢do da variavel z, e diagrama do maior expoente de Lyapunov para o mapa de Hénon modulado (1.10),
respectivamente, parae = 0,75 ¢ f = —0, 3.



2.2 Diagramas de Bifurcagdo e Espago de Pardmetros 30

(20, Yo, 20, wo) = (0,48, 0,53, 0,48, 0,53), enquanto que para os diagramas das Figs. 2.4 ¢ 2.5
utilizamos como condi¢do inicial o ponto (zg, Yo, 20, wo) = (0,001, 0,05, 0,001, 0,05). Em
todos os diagramas de bifurcacdes 80 pontos foram considerados no grafico, para cada valor do
parametro, e a média envolvida no célculo computacional do maior expoente de Lyapunov foi
feita com 10° iteradas.

Por fim, gostariamos de ressaltar que os efeitos anteriormente relatados, e retratados nas
Figs. 2.2 a 2.5, obtidos via uma adequada modulag@o dos pardmetros de um mapa de Hénon por
um segundo mapa de Hénon, podem ser obtidos ndo somente para as orbitas de periodo 1 e de

periodo 2, dependendo dos valores dos pardmetros a, b, e, e f escolhidos.



Capitulo 3

Multiestabilidade

Multiestabilidade € o nome dado para a coexisténcia de varios estados de equilibrio di-
namico para um mesmo conjunto de parametros. Tais estados podem tanto ser cadticos, quanto
regulares (periddicos). Sistemas que apresentam multiestabilidade em geral s3o extremamente
sensiveis a qualquer perturbacgdo, e o estado final do sistema depende crucialmente das condi-
¢oes iniciais [10]. Cada atrator possui sua propria bacia de atragdo, isto €, um certo conjunto
de condigdes iniciais que conduzem o sistema para o atrator apds um tempo suficientemente
longo [8]. O fenomeno da multiestabilidade tem sido observado experimentalmente em diver-
$0s campos, como por exemplo, na otica [11], na biologia [12] e em reagdes quimicas [13]. Para
algumas aplicagdes, multiestabilidade pode ser considerada como um comportamento indeseja-
vel do sistema. Por exemplo, se precisamos de um sistema que permaneca em um determinado
equilibrio dindmico, um salto para algum outro estado coexistente podem alterar o desempe-
nho do sistema, diminuindo assim a confiabilidade dos resultados obtidos. Devido a este fato,
muitos estudos tem sido dedicados ao desenvolvimento de técnicas para o controle da multies-
tabilidade de sistemas.

No que diz respeito a multiestabilidade, o mapa de Hénon vem sendo amplamente estu-
dado por ser um dos sistemas mais simples a permitir a coexisténcia de atratores. Na Fig. 3.1
¢ apresentada uma ampliagdo do espaco de parametros para o mapa de Hénon (1.1) mostrado
na Fig. 2.1, no intervalo 0,8 < a < 1,8 ¢ —0,35 < b < 0,151. Como podemos observar na
Fig 3.1, o mapa de Hénon apresenta duas cascatas de bifurcagdes, uma do tipo 1 x 2™ e outra do
tipo 3 x 2". Na regido em que ocorre a cascata de bifurcacdes do tipo 3 x 2" o mapa de Hénon
¢ multiestavel, ou seja, dependendo da condigd@o inicial escolhida podemos obter uma drbita

pertencente a cascata de bifurcagdes do tipo 1 x 2" ou pertencente a cascata de bifurcacdes do
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Figura 3.1: Ampliacdo do espago de pardmetros do mapa de Hénon (1.1) apresentado na Fig. 2.1, no
intervalo 0,8 < a <1,8¢ —0,35 < b < 0,151. Os dominios dos diferentes atratores estdo identificados
por diferentes cores. O niimeros indicam os periodos.

tipo 3 x 2", para o mesmo par de parametros a ¢ b.
Neste capitulo investigamos numericamente as modificagdes nas bacias de atragdo de
estados coexistentes no mapa de Hénon, em virtude da modulagdo dos parametros por outro

mapa de Hénon. Para isto escolhemos trés pontos:

e a=1,2eb= —0,3, ponto A na Fig. 3.1, onde ha multiestabilidade periodo 1 e periodo
3,

e a =1,3eb= —0,24, ponto B na Fig. 3.1, na regido de multiestabilidade periodo 2 e

periodo 6 e,

e a=1,6eb=—0,07, ponto C na Fig. 3.1, onde o mapa de Hénon apresenta multiestabi-

lidade periodo 3 e caos.

Todos os diagramas de bacias de atragdo que serdo apresentados a seguir foram obtidos
discretizando o intervalo —3 < z < 3 e —10 < y < 10 em uma malha de 750 x 750 pontos
igualmente espagados. Para cada ponto condigdo inicial (z¢,yo), 0 comportamento dindmico

do sistema foi determinado apds um transiente de 5 x 10% iteradas.
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3.1 Regiio de Periodos 1 e 3

A Fig. 3.2 mostra a bacia de atra¢do do mapa de Hénon (1.1) paraa =1,2e b = —0, 3.
Para este conjunto de parametros determinamos as periodicidades existentes no espaco de fases.
Como pode ser observado na Fig. 3.2, para estes valores dos pardmetros a e b dois estados de
equilibrio dindmico estaveis sdo possiveis: periodo 1, cuja bacia de atragdo ¢ apresentada na
cor azul na Fig. 3.2, e periodo 3, cuja bacia de atrag@o é apresentada na cor vermelha Fig. 3.2.

A regido branca representa o conjunto de pontos para o qual o sistema diverge.
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Figura 3.2: Bacia de atra¢do do mapa de Hénon (1.1) parab = —0,3 e a = 1, 2. As cores azul e vermelho
indicam as bacias de periodo 1 e periodo 3, respectivamente. Branco representa a bacia do infinito.

O objetivo agora ¢ investigar supressdo de multiestabilidade no mapa de Hénon, como
um efeito da modulag@o dos parametros. Na Fig. 3.3 podemos ver dois painéis que se referem
as bacias de atra¢do do mapa de Hénon modulado (1.10). O primeiro painel, na Fig. 3.3(a),
apresenta o resultado obtido quando o mapa de Hénon modulado com e = 0,25, f = 0,2
¢ perturbado por um mapa de Hénon com b = —0,3 e a = 1,2, inicializado em (x¢,yy) =
(0,1, 0,2), ponto P na Fig. 3.2, para o qual o mapa de Hénon encontra-se em uma orbita de
periodo 1. Podemos observar que este tipo de modulagdo, ou seja, modulagdo por ponto fixo,
aniquila os estados coexistentes de periodo 1 e periodo 3 e as suas respectivas bacias de atragdo,
e constroi um novo atrator, agora de periodo 2, cuja bacia é mostrada na cor verde na Fig. 3.3(a).

No segundo painel, na Fig.3.3(b), é mostrado o resultado obtido quando o mapa de Hé-
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non modulado com os mesmos parametros e = 0, 25, f = 0, 2 € perturbado por um mapa de Hé-
non, novamente com b = —0,3 ¢ a = 1,2, mas agora inicializado em (o, yo) = (—0,9, 1,0),
ponto Q na Fig. 3.2, portanto um mapa de Hénon em uma 6rbita de periodo 3. Note que esta
modulagdo, ou seja, uma modulacdo por periodo 3, novamente aniquila os atratores coexisten-
tes de periodo 1 e periodo 3 e suas respectivas bacias, e constrdi um novo atrator de periodo 3

com uma nova bacia de atra¢do, mostrada em vermelho na Fig. 3.3(b).

10,0 ——— 10,0
w o w -
i (a) ] N (b) ]
-10,0 P | L | P P -10,0 P L | P P P
-3,0 3,0 -3,0 3,0
< <

Figura 3.3: Bacias de atragdo do mapa de Hénon modulado (1.10) para e = 0,25 ¢ f = 0,2. (a)
Condigdo inicial (xg,y0) = (0,1, 0,2) , ponto P na Fig. 3.2. O mapa de Hénon em uma orbita de
periodo 1 conduz o mapa de Hénon modulado a uma érbita de periodo 2, em verde. (b) Condigao inicial
(zo,y0) = (—0,9, 1,0), ponto Q na Fig. 3.2. O mapa de Hénon em uma 6rbita de periodo 3 conduz o
mapa de Hénon modulado a uma drbita de periodo 3. Como anteriormente, branco representa a bacia do
infinito.

Portanto, nos diagramas da Fig. 3.3 observamos o seguinte fenomeno:

e quando escolhemos uma condigdo inicial de tal forma que a 6rbita do mapa de Hénon ¢
uma orbita de periodo 1, o mapa de Hénon modulado passa a oscilar em uma orbita de

periodo 2 e,

e quando a condig¢do inicial conduz o mapa de Hénon para uma drbita de periodo 3, o mapa

de Hénon modulado oscila também em uma orbita de periodo 3.
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3.2 Regiao de Periodos 2 ¢ 6

Resultados similares também podem ser obtidos para o mapa de Hénon usando outros
conjuntos de pardmetros. Por exemplo, se considerarmos a = 1,3 e b = —0, 24, o resultado
¢ a coexisténcia de outros dois atratores no espaco de fases do mapa de Hénon, conforme ¢
mostrado na Fig. 3.4: um de periodo 2, cuja bacia de atragdo estad representada pela cor verde
na Fig. 3.4, e outro de periodo 6, cuja bacia de atragdo esta representada pela cor violeta na

Fig. 3.4. O branco representa a bacia de atra¢@o do infinito.
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Figura 3.4: Bacia de atragdo do mapa de Hénon (1.1) para b = —0,24 ¢ a = 1,3. As cores verde
e violeta indicam as bacias de periodo 2 e periodo 6, respectivamente, e branco representa a bacia do
infinito.

A Fig. 3.5 apresenta as bacias de atra¢do para o mapa modulado, agora considerando
a=1,3eb= —0,24. Se o mapa de Hénon modulado com e = 0, 25, f = 0, 2 é perturbado por
um mapa de Hénon inicializado em (zo,y9) = (0,1, 0,2), ponto R na Fig. 3.4, o qual oscila
em uma Orbita de periodo 2, os atratores coexistentes de periodos 2 € 6 e suas respectivas bacias
sdo destruidos, e um novo atrator de periodo 2 € construido com uma nova bacia de atragdo, que
esta representada na cor verde na Fig. 3.5(a).

Por outro lado, quando o mapa de Hénon modulado com os mesmos parametros e =
0,25, f = 0,2 ¢ novamente perturbado pelo mesmo mapa de Hénon, agora inicializado em

(zo,y0) = (—0,94, 1,7), ponto S na Fig. 3.4, o qual oscila em uma orbita de periodo 6, o
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resultado ¢ a destruicdo dos atratores de periodos 2 e 6, € a constru¢do de um novo atrator

também de periodo 6, cuja bacia de atrag¢do ¢ apresentada na cor violeta na Fig. 3.5(b).

10,0 ——— 10,0
w ok 4w
i (@) ] N (b)
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-3,0 3,0 -3,0 3,0
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Figura 3.5: Bacias de atragdo do mapa de Hénon modulado (1.10) para e = 0,25 ¢ f = 0,2, com
a=1,3eb= —0,24. (a) Condi¢do inicial (xg,yo) = (0,1, 0,2), ponto R na Fig. 3.4. O mapa de
Hénon em uma orbita de periodo 2 conduz o mapa de Hénon modulado a uma 6rbita de periodo 2, em
verde. (b) Condigdo inicial (xg,y0) = (—0,94, 1,7), ponto S na Fig. 3.4. O mapa de Hénon em uma
orbita de periodo 6 conduz o mapa de Hénon modulado a uma 6rbita de periodo 6. Como anteriormente,
branco representa a bacia do infinito.

Da Fig. 3.5 podemos concluir que:

e quando escolhemos uma condi¢do inicial em que o mapa de Hénon oscila em orbita de
periodo 2, o mapa de Hénon modulado passa a oscilar também em uma orbita de periodo

2e,

e quando a condig¢ao inicial conduz o mapa de Hénon para uma drbita de periodo 6, o mapa

de Hénon modulado oscila também em uma orbita de periodo 6.

3.3 Regiao de Periodo 3 e Caos

Por fim, investigamos a supressdo da multiestabilidade para um conjunto de valores no
qual a bacia de atracdo do mapa de Hénon apresenta dois estados dindmicos estaveis possiveis:
periodo 3 e caos. A Fig. 3.6 mostra a bacia de atragdo para o mapa de Hénon com a = 1,6

e b = —0,07, a regido em cinza representa o conjunto de condi¢des iniciais que conduzem o
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Figura 3.6: Bacia de atracdo do mapa de Hénon (1.1) para b = —0,24 e a = 1,6. As cores vermelho e
cinza indicam as bacias de periodo 3 e caos, respectivamente, ¢ branco representa a bacia do infinito.

mapa de Hénon a um atrator cadtico, ja a regido vermelha representa as condi¢des iniciais para
as quais o mapa de Hénon ¢ atraido para uma orbita de periodo 3. Novamente, a regido em
branco ¢ a bacia de atrag@o do infinito.

Nestas condigdes, perturbamos o mapa de Hénon modulado com e = 0,25, f = 0,2
por um mapa de Hénon inicializado em (xo,79) = (0,1, 3,0), ponto T na Fig. 3.6. Para
estes valores de condigdes iniciais (g, 3p) 0 mapa de Hénon oscila em uma orbita caotica. O
resultado, como pode ser visto na Fig. 3.7(a), ¢ a destrui¢do dos atrator cadtico e do atrator
de periodo 3, e o mapa de Hénon modulado passa a oscilar numa outra orbita cadtica. Por
outro lado, inicializando agora o mapa de Hénon em (x¢,yo) = (—1,25, 0,4), ponto U na
Fig. 3.6, valores para o qual o mapa de Hénon é conduzido para uma 6rbita de periodo 3, este
tipo de modulagdo aniquila os estados coexistente de periodo 3 e caos e suas respectivas bacias,
e constrdi um novo atrator de periodo 3 com outra bacia de atra¢do, mostrada em vermelho na

Fig. 3.7(b). Desta forma, podemos concluir que:

e quando perturbado por um mapa de Hénon em uma orbita cadtica, o mapa de Hénon

modulado passa a oscilar somente em uma orbita de caodtica e,

e quando inicializamos o mapa de Hénon de tal forma que ele seja conduzido a oscilar em

uma Orbita de periodo 3, o mapa de Hénon modulado oscila também em uma 6rbita de
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Figura 3.7: Bacias de atragdo do mapa de Hénon modulado (1.1) parae = 0,25¢ f = 0,2,coma = 1,6
eb = —0,07. (a) Condigdo inicial (z¢, y0) = (0,1, 3,0), ponto T na Fig. 3.6. O mapa de Hénon em uma
orbita cadtica conduz o mapa de Hénon modulado a uma outra orbita cadtica, em cinza. (b) Condig¢ao
inicial (xg,y0) = (—1,25, 0,4), ponto U na Fig. 3.6. O mapa de Hénon em uma orbita de periodo 3
conduz o mapa de Hénon modulado a uma outra 6rbita de periodo 3. O branco representa a bacia do
infinito.

Deste modo, um processo de modulacdo de pardmetros de um mapa de Hénon, por
outro mapa de Hénon, ¢ capaz de atuar controlando, suprimindo e/ou gerando atratores no
espaco de fases. Em todos os casos anteriormente apresentados, dois atratores coexistentes
foram completamente destruidos, enquanto somente um foi gerado, isto ¢, um mapa de Hénon

biestavel tornou-se monoestavel por conta da modulagao.



Capitulo 4

Modulacao usando um mapa de Hénon
altamente dissipativo

Como visto no primeiro capitulo, o mapa de Hénon possui o determinante da matriz
Jacobiana constante e igual a —b. Deste modo, o mapa de Hénon € dissipativo, ou seja, ndo
preserva o volume no espaco de fases, no intervalo —1 < b < 1. Neste capitulo apresentamos
os resultados obtidos quando usamos um mapa de Hénon trabalhando em um regime de alta
dissipagdo, ou seja, com o parametro b em moédulo proximo a zero, para modular um outro
mapa de Hénon.

A Fig. 4.1 mostra a bacia de atragdo para o mapa de Hénon (1.1) para b = —0,1 e
a = 1,52. Este e todos os diagramas de bacias de atragdo apresentados a seguir foram obtidos
discretizando o intervalo —3 < x < 3 e —10 < y < 10 em uma malha de 750 x 750 pontos
igualmente espacgados. Para cada ponto condi¢ao inicial o comportamento dinamico do sistema
foi determinado, apds um transiente de 5 x 10* iteradas. Como pode ser observado na Fig. 4.1,
para estes valores dos parametros a e b, 0 mapa de Hénon apresenta dois estados de equilibrio
dinamico estaveis, um de periodo 3 (na cor vermelha) e outro de periodo 4 (na cor amarela). A
regido branca representa o conjunto de pontos para os quais o sistema diverge.

Aqui o objetivo € investigar o que ocorre com o mapa modulado, quando o perturbamos
com um mapa de Hénon em um regime de alta dissipagdo, com b = —0, 1, inicializado em
(x0,90) = (0,3, 0,5), ponto E na Fig. 4.1, ou seja, na regido de periodo 4, e inicializado em
(xo,7%0) = (—1,3, —1,6), ponto F na Fig. 4.1, na regido de periodo 3. Para isso, construimos
bacias de atragdo para diferentes valores de pardmetros ¢ e f. Nas se¢des seguintes fixamos o
pardmetro f em f = 0,2 e em f = —0, 2, para cada um deles consideramos alguns valores do

parametro e e investigamos o que acontece com o mapa de Hénon modulado.
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Figura 4.1: Bacia de atragdo do mapa de Hénon (1.1) parab = —0,1 ¢ a = 1,52. As cores vermelho
e amarelo indicam as bacias de periodo 3 e periodo 4, respectivamente. Branco representa a bacia do
infinito.

4.1 Parametro ffixo em 0, 2

A Fig. 4.2 mostra as bacias de atragido para o mapa de Hénon modulado para f = 0,2
e trés valores de e: ¢ = 0, e = 0,25 e e = 0,5. Os diagramas na coluna a esquerda na
Fig. 4.2 foram obtidos para o ponto E na Fig. 4.1, ou seja, por uma modulagao por periodo 4,
enquanto os diagramas da coluna a direita na Fig. 4.2 foram obtidos através de uma modulacio
por periodo 3, ponto F na Fig. 4.1.

Nas Figs. 4.2(a), 4.2(c) e 4.2(e) o mapa de Hénon modulado € perturbado por um mapa
de Hénon com b = —0,1 e a = 1,52, inicializado em (xg,y0) = (0,3, 0,5), ponto E na
Fig. 4.1, para o qual o mapa de Hénon encontra-se em uma orbita de periodo 4. Como podemos
observar, este tipo de modulagdo aniquila os estados coexistentes de periodo 3 e periodo 4 e as
suas respectivas bacias de atracdo, e constrdéi um novo atrator, agora de periodo 4, cuja bacia ¢
mostrada na cor amarela nas Figs. 4.2(a), 4.2(c) e 4.2(e). Isto acontece para todos os valores
de e (0, 0,25 ¢ 0,50), f = 0,2. Deste modo, quando escolhemos uma condi¢do inicial de tal
modo que a orbita do mapa de Hénon € uma 6rbita de periodo 4, o mapa de Hénon modulado

passa a oscilar somente em uma drbita de periodo 4.
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Figura 4.2: Bacias de atragcdo do mapa de Hénon modulado (1.10) para f = 0,2 e trés valores de e: (a)
e(b),e =0,0; (c)e(d), e =0,25; (e) e (f) e = 0,5. Diagramas a esquerda: condigdo inicial (zg, yp) =
(0,3, 0,5), ponto E na Fig. 4.1. Diagramas a direita: condigdo inicial (z¢,y0) = (—1,3, —1,6), ponto

F na Fig. 4.1.

10,0

(@]

3,0




4.1 Pardmetro f fixo em 0, 2 42

O resultado de perturbamos o mapa de Hénon, com os mesmos valores de parametros
e e f, novamente por um mapa de Hénon com b = —0,1 e a = 1,52, agora inicializado em
(x0,40) = (—1,3, —1,6), ponto F na Fig. 4.1, ¢ mostrado nas Figs. 4.2(b), 4.2(d) e 4.2(f). Para
estes valores de a e b, e esta condigdo inicial, o0 mapa de Hénon ¢ conduzido para uma orbita
de periodo 3, ou seja, neste caso temos uma modulagdo por periodo 3. Podemos observar, para
e =0, f = 0,2 na Fig. 42(b), e para e = 0,25, f = 0,2 na Fig. 4.2(d), que a modulagdo
leva a destrui¢do dos atratores de periodos 3 e 4 e suas respectivas bacias, e a construcao de
um novo atrator também de periodo 3 com uma nova bacia de atragdo, regido em vermelho nas
Figs. 4.2(b) e 4.2(d). Por outro lado, para e = 0,50, f = 0, 2, a modulag@o novamente aniquila
os estados coexistentes de periodo 3 e 4, no entanto, ndo constrdi nem um atrator de periodo
3, nem um atrator de periodo 4, mas sim um atrator cadtico, como pode ser visto em cinza na
Fig. 4.2(f). Concluimos assim, que esta modulagdo por uma orbita de periodo 3 pode levar a

construcdo de um novo atrator de periodo 3 ou mesmo a construcdo de um atrator cadtico.

1,5 I I I I I

1,5 1,5

Figura 4.3: Atrator cadtico bidimensional do mapa de Hénon modulado (1.10) parae = 0,5¢ f = 0, 2.
Cinco mil pontos foram plotados.

Para fins de ilustragcdo, um atrator cadtico bidimensional obtido através da modulacdo

de parametros ¢ apresentado na Fig. 4.3. Este atrator foi construido para o mapa de Hénon
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modulado com pardmetros e = 0,5 ¢ f = 0,2, inicializado em (2, w) = (0,001, 0,05),
perturbado por um mapa de Hénon com a = 1,52 ¢ b = —0, 1 inicializado em (xg, o) =
(—1,3, —1,6), descartando um transiente de 5 x 10* e plotando os proximos cinco mil pontos.

Outros diagramas interessantes para a analise de um sistema sdo os diagramas de bi-
furcacdo, uma vez que estes mostram o nascimento, evolug¢ao e morte dos conjuntos de pontos
para o qual o sistema ¢ atraido como fun¢do de um dos parametros do sistema. A Fig. 4.4(a)
mostra o diagrama de bifurcacdo da varidvel x do mapa de Hénon (1.1) para b = —0,1 e
—0,2 < a < 1,8, enquanto as Figs. 4.4(b) e 4.4(c) mostram os diagramas de bifurcacio da va-
ridvel z para o mapa de Hénon modulado (1.10) para os mesmo pardmetros a € b, com e = 0, 25,
f=0,2,ee=0,75 f = 0,2, respectivamente. Quando mantemos b fixo em —0, 1, o ponto
em que ocorre a bifurcacdo 1 — 2 no mapa de Hénon estd localizado proximo a a = 0,9,
como ¢ mostrado na Fig. 4.4(a). Se b = —0,1,e = 0,25, f = 0, 2, entdo a bifurcacdo 1 — 2
acontece nas proximidades do ponto a = 0, 63 para o mapa de Hénon modulado, fenomeno que
pode ser verificado na Fig. 4.4(b). Portanto, dependendo da modulacdo, o ramo de periodo 2
pode ser ampliado com uma consequente retragdo do ramo de periodo 1. Em outras palavras,
a modulacdo pode produzir uma mudanga na localiza¢do dos pontos de bifurcagdo do mapa de
Hénon.

A Fig. 4.4(c) mostra que, quando o mapa de Hénon modulado € perturbado por um mapa
de Hénon em um ponto fixo, ele converge para uma orbita de periodo 2. O ponto de bifurcagao
1 — 2 proximo a a = 0,9 na Fig. 4.4(a) desaparece, juntamente com a drbita de periodo
I no intervalo —0,2 < a < 0,9. Para valores de a maiores do que 0,9, o mapa de Hénon
modulado passa a divergir. Deste modo, uma mudanga no ponto em que ocorre a bifurcacao
1 — 2, ou mesmo a supressao da orbita de periodo 1 pode ser obtida por meio da modulagdo de

parametros.

4.2 Parametro ffixo em —0, 2

Resultados semelhantes podem ser obtidos quando fixamos f = —0,2 no mapa de
Hénon modulado (1.10). A Fig. 4.5 mostra as bacias de atragdo para o mapa de Hénon modulado
com f = —0, 2, novamente com os mesmos trés valores de e: e = 0,e = 0,25ee = 0,5. Da
mesma forma que a Fig. 4.2, os diagramas na coluna a esquerda na Fig. 4.5 foram obtidos para

o ponto E na Fig. 4.1, ou seja, por uma modulag@o por periodo 4, enquanto os diagramas da
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Figura 4.4: (a) Diagrama de bifurca¢do da varidvel x para o mapa de Hénon (1.1), parab = —0,1 ¢

—0,2 < a < 1,8. (b) Diagrama de bifurcacao da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10), para
e = 0,25, f = 0,2. (c) Diagrama de bifurcac¢do da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10),
parae = 0,75, f =0,2.
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coluna a direita na Fig. 4.5 foram obtidos através de uma modulagao por periodo 3, ponto F na
Fig. 4.1.

Nas Figs. 4.5(a), 4.5(c) e 4.5(e) o mapa de Hénon modulado € perturbado por um mapa
de Hénon com b = —0,1 e a = 1,52, inicializado em (xg,y0) = (0,3, 0,5), ponto E na
Fig. 4.1, para o qual o mapa de Hénon encontra-se em uma orbita de periodo 4. Da mesma
forma que aconteceu com f = 0, 2, este tipo de modulacdo aniquilou os estados coexistentes
de periodo 3 e periodo 4 e as suas respectivas bacias de atragdo, construindo um novo atrator,
agora de periodo 4, cuja bacia é mostrada na cor amarela nas Figs. 4.5(a), 4.5(c) e 4.5(e). Isto
acontece para todos os valores de e (0, 0,25 e 0,50) com f = —0,2. Quando perturbamos o
mapa de Hénon modulado, com os mesmos valores de pardmetros e e f, agora com um mapa de
Hénon inicializado em (zy, yo) = (—1,3, —1,6), ponto F na Fig. 4.1, ou seja, oscilando em uma
orbita de periodo 3, o resultado obtido ¢ o apresentado nas Figs. 4.5(b), 4.5(d) e 4.5(f). Para
e =0, f =—0,2, na Fig. 4.5(b), e parae = 0,25, f = —0, 2 na Fig. 4.5(d), a modulag¢ao leva
novamente a destrui¢do dos atratores de periodos 3 e 4 e suas respectivas bacias, € a constru¢ao
de um novo atrator também de periodo 3 com uma nova bacia de atracdo, regido em vermelho
nas Figs. 4.5(b) e 4.5(d). Por outro lado, para e = 0,50 e f = —0,2 a modulagdo aniquila
novamente os estados coexistentes de periodo 3 e 4, mas constroi um novo atrator agora de
periodo 6 com uma nova bacia de atragao, regido violeta na Fig. 4.5(f). Concluimos que, quando
f = —0,2, esta modulagdo por uma drbita de periodo 3 pode levar a construcdo de um novo
atrator de periodo 3, ou entdo a constru¢cdo de um atrator de periodo 6.

Construimos novamente diagramas de bifurcacdo ao longo da linha b = —0, 1, mas
agora para f = —0, 2, representados na Fig. 4.6. Na Fig. 4.6(a) temos o diagrama de bifurca-
¢do da varidvel x do mapa de Hénon (1.1) parab = —0,1 ¢ —0,2 < a < 1,8, enquanto as
Figs. 4.4(b) e 4.4(c) mostram os diagramas de bifurcagdo da varidvel 2z para o mapa de Hénon
modulado (1.10) para os mesmos parametros a ¢ b, com e = 0,3, f = —0,2, ee = 0,5,
f = —0,2, respectivamente. Se b = —0,1e —0,2 < a < 0,9, entdo o mapa de Hénon ¢
atraido para um ponto fixo apds um rapido transiente, como pode ser visto na Fig. 4.6(a). Por
outro lado, se b = —0,1, —0,2 < a < 0,9,e = 0,3, f = —0,2, o mapa de Hénon modulado
converge para um atrator de periodo 2 no intervalo —0,2 < a < 0,48, e para um ponto fixo
em 0,48 < a < 0,9, como pode ser visto na Fig. 4.6(b). Neste caso ndo houve uma mudanca

na localizagdo do ponto de bifurcagdo 1 — 2, que continua a ocorrer proximo a a = 0,9.
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No entanto, surge uma nova bifurcag@o, agora de uma drbita de periodo 2 para um ponto fixo,
que ocorre nas proximidades do ponto a = 0,48. Na Fig. 4.6(c) podemos observar que, para
b=-0,1,-0,2<a <0,9¢e=0,5 f = —0,2, o mapa de Hénon modulado ¢ finalmente
atraido para uma 6rbita de periodo 2. Portanto, quando o mapa de Hénon modulado, para estes
valores de e e f, é perturbado por um mapa de Hénon em um ponto fixo, ele passa a oscilar
em uma Orbita de periodo 2. O ponto de bifurcacdo 1 — 2 em a = 0,9 no mapa de Hénon ¢
suprimido no mapa de Hénon modulado e, consequentemente, o ponto fixo desaparece no inter-
valo —0,2 < a < 0,9. Em outras palavras, neste caso o processo de modulagdo de pardmetros
no mapa de Hénon destroi a orbita de periodo 1, com uma consequente ampliacdo do ramo de
periodo 2 no diagrama de bifurcag@o da Fig. 4.6(c).

Resultados semelhantes sdo obtidos também para outros valores de parametros a, b, €
e f, com b perto do limite dissipativo. Para os mesmos valores de a € b, mas com [ = 0,9,
por exemplo, o mapa de Hénon modulado diverge para a maioria dos valores do parametro e
considerados. Por fim, podemos concluir que quando usamos um mapa de Hénon trabalhando
em um regime de alta dissipagdo, para todos os valores dos parametros e ¢ f considerados,
a coexisténcia de atratores no espaco de fases foi destruida, e somente um Unico atrator foi
criado. Desta forma, novos atratores, at¢ mesmo atratores cadticos, podem ser obtidos mediante

a modulagio.
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Figura 4.5: Bacia de atra¢do do mapa de Hénon modulado (1.10) para f = —0, 2 e trés valores de e: (a)

e(b),e =0,0; (c)e(d), e =0,25; (e) e (f) e = 0,5. Diagramas a esquerda: condigdo inicial (zg, yp) =
(0,3, 0,5), ponto E na Fig. 4.1. Diagramas a direita: condigo inicial (z¢,y0) = (—1,3, —1,6), ponto
F na Fig. 4.1.



4.2 Pardmetro f fixo em —0, 2 48

E Mapa de Hénon Modulado, e = 0,3, f = -0,2
_0’5 | 1 | 1 | ] | 1

1,2 T T T
I (C)I I I [

—_Mapa de Hénon Modulado, e = 0,5, f = -0,2

-0,6
_0,2 1,8

Figura 4.6: (a) Diagrama de bifurca¢do da varidvel x para o mapa de Hénon (1.1), parab = —0,1 ¢
—0,2 < a < 1,8. (b) Diagrama de bifurcacao da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10), para
e =0,25, f = —0, 2. (¢c) Diagrama de bifurca¢do da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10),
parae = 0,75, f = —0, 2.



Capitulo 5

Modulacao usando um mapa de Hénon
perto do limite conservativo

Um estudo similar ao realizado no capitulo anterior, onde usamos um mapa de Hénon
trabalhando em um regime de alta dissipagcdo para modular um outro mapa de Hénon, pode
ser feito para o caso oposto, ou seja, quando modulamos com um mapa de Hénon préximo
do limite conservativo. Nesse capitulo abordaremos o caso em que o pardmetro b do mapa de
Hénon (1.1) estd em modulo proximo a 1, no entanto ainda dentro do limite dissipativo.

A Fig. 5.1 mostra a bacia de atragdo para o mapa de Hénon (1.1) para b = —0,9 e
a = 1,0. Este e todos os diagramas de bacias de atracdo apresentados a seguir foram obtidos
discretizando o intervalo —3 < z < 3 e —10 < y < 10 em uma malha de 750 x 750 pontos
igualmente espacados. Para cada ponto condi¢do inicial, o comportamento dindmico do sistema
foi determinado apds um transiente de 5 x 10? iteradas. Como pode ser observado na Fig. 5.1,
para estes valores dos pardmetros a e b, o mapa de Hénon apresenta dois estados de equilibrio
dindmico estaveis, um de periodo 1, regido em azul na Fig. 5.1, e outro de periodo 3, regido em
vermelho na Fig. 5.1. A regido branca representa o conjunto de pontos que levam o sistema a
divergéncia.

Agora interessa investigar o que ocorre com o mapa modulado quando o perturbamos
com um mapa de Hénon em um regime proximo ao limite conservativo, no caso com b = —0, 9,
inicializado em (z,yo) = (0,3, 0,5), ponto G na Fig. 5.1, ou seja, na regido de periodo 1, e
inicializado em (z,y0) = (1,24, —0, 14), ponto H na Fig. 5.1, na regido de periodo 3. Para
isso, construimos bacias de atrag@o para diferentes valores de parametros e e f. Nas se¢des
seguintes fixamos o pardmetro f em f = 0,2 e f = —0, 2, para cada um deles consideramos

alguns valores de e, e investigamos o que acontece com o mapa de Hénon modulado.
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Figura 5.1: Bacia de atracdo do mapa de Hénon (1.1) parab = —0,9e a = 1, 0. As cores azul e vermelho
indicam as bacias de periodo 1 e periodo 3, respectivamente, e branco representa a bacia do infinito.

5.1 Parametro ffixo em 0, 2

A Fig. 5.2 mostra as bacias de atragdo para o mapa de Hénon modulado para f = 0,2 ¢
trés valores de e: e = 0, e = 0,25 e e = 0, 5. Os diagramas na coluna a esquerda na Fig. 5.2
foram obtidos para o ponto G na Fig. 5.1, ou seja, quando modulamos os pardmetros do mapa
de Hénon com um outro mapa de Hénon em um ponto fixo. Enquanto que os diagramas da
coluna a direita na Fig. 5.2 foram obtidos através de uma modulag¢do por uma orbita de periodo
3, ponto H na Fig. 5.1.

Nas Figs. 5.2(a), 5.2(c) e 5.2(e) o mapa de Hénon modulado ¢ controlado por um mapa
de Hénon com b = —0,9 e a = 1,0, inicializado em (z9, y9) = (0,3, 0,5), ponto G na Fig. 5.1,
para o qual o mapa de Hénon encontra-se em uma orbita de periodo 1. Podemos observar
que esta modulacdo por uma 6rbita de periodo 1 leva a destrui¢do dos estados coexistentes de
periodos 1 e 3 e suas respectivas bacias de atragdo. Para e = 0, f = 0,2 ¢ criado uma nova
orbita de periodo 1, cuja bacia de atracdo encontra-se representada na Fig. 5.2(a), enquanto que
parae = 0,25, ¢ f = 0,2, Fig. 5.2(c),e e = 0,5, f = 0,2, Fig. 5.2(e), a modulagdo atua de
forma a construir uma orbita que ndo ¢ nem de periodo 1, nem de periodo 3, mas sim de periodo

2. Portanto, esta modulag¢do por uma orbita de periodo 1 pode levar a constru¢do de um novo
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Figura 5.2: Bacias de atra¢do do mapa de Hénon modulado (1.10) para f = 0,2 e trés valores de e: (a)
e(b),e =0,0; (c)e(d), e =0,25; (e) e (f) e = 0,5. Diagramas a esquerda: condigdo inicial (zg, yp) =
(0,3, 0,5), ponto G na Fig. 5.1. Diagramas a direita: condi¢do inicial (z¢, y9) = (1,24, —0, 14), ponto

Hna Fig. 5.1.
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atrator de periodo 1 ou de um atrator de periodo 2, dependendo dos valores dos parametros e e
f escolhidos.

O resultado de perturbamos o mapa de Hénon, com os mesmos valores de pardmetros e
e f, novamente por mapa de Hénon com b = 0,9 e a = 1,0, agora inicializado em (xg, y9) =
(1,24, —0,14), ponto H na Fig. 5.1, é mostrado nas Figs. 5.2(b), 5.2(d) e 5.2(f). Para estes
valores de a e b, e esta condicdo inicial, o0 mapa de Hénon ¢ conduzido para uma orbita de
periodo 3, ou seja, neste caso temos uma modulag@o por periodo 3. Podemos observar, para
e =0, f=0,2, Fig. 52(b), e para e = 0,25, f = 0,2, Fig. 5.2(d), que a modulagdo leva
a destruicdo dos atratores de periodos 1 e 3 e suas respectivas bacias, e a constru¢do de um
novo atrator, também de periodo 3, com uma nova bacia de atragdo, regido em vermelho nas
Figs. 5.2(b) e 5.2(d). Por outro lado, para e = 0, 50, f = 0, 2 a modulagdo novamente aniquila
os estados coexistentes de periodo 1 e 3. No entanto, ndo constroi nem um atrator de periodo
1, nem um atrator de periodo 2, mas sim um atrator de periodo 12, como pode ser visto na
regido na cor laranja na Fig. 5.2(f). Concluimos assim, que esta modulag@o por uma orbita de
periodo 3 pode levar a constru¢do de um novo atrator de periodo 3, ou mesmo a construcao de
um atrator de periodo mais elevado, como um atrator de periodo 12.

A Fig. 5.3(a) mostra o diagrama de bifurcag¢do da varidvel x do mapa de Hénon (1.1)
parab = —0,9¢ 1,6 < a < 3,0, enquanto nas Figs. 5.3(b) e 5.3(c) mostram os diagramas
de bifurcagdo da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10) para os mesmo parametros
aeb,come = 0,15, f =0,2,ee = 0,3, f = 0,2, respectivamente. Quando mantemos b
fixo em —0,9, o ponto em que ocorre a bifurcagdo 1 — 2 no mapa de Hénon estd localizado
proximo a a = 2,7, como ¢ mostrado na Fig. 5.3(a). Se b = —0,9, ¢ = 0,15, f = 0,2,
entdo a bifurcagdo 1 — 2 acontece nas proximidades do ponto a = 2,59 para o mapa de
Hénon modulado, fendmeno que pode ser verificado na Fig. 5.3(b). Portanto, dependendo da
modula¢do, pode ocorrer uma mudanga na localizacdo dos pontos de bifurcacdo do mapa de
Hénon. A Fig. 5.3(c) mostra que, quando o mapa de Hénon modulado é perturbado por um
mapa de Hénon em um ponto fixo, ele converge para uma orbita de periodo 2. O ponto de
bifurcagdo 1 — 2 proximo a a = 2,7 na Fig. 5.3(a) desaparece, juntamente com a Orbita de
periodo 1 no intervalo 1,6 < a < 3,0. Deste modo, uma mudanga no ponto em que ocorre a
bifurcagdo 1 — 2, ou mesmo a supressdo da orbita de periodo 1 pode ser obtida por meio da

modulagdo de parametros.
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Figura 5.3: (a) Diagrama de bifurcacdo da varidvel x para o mapa de Hénon (1.1), para b = —0,9 ¢

1,6 < a < 3,0. (b) Diagrama de bifurcacdo da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10), para
e =0,15¢ f = 0,2. (c) Diagrama de bifurcacdo da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10),
parae=0,3¢ f =0, 2.
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5.2 Parametro f fixo em —0, 2

Resultados semelhantes aos da se¢do anterior podem ser obtidos quando fixamos f =
—0, 2 no mapa de Hénon modulado (1.10). A Fig. 5.4 mostra as bacias de atracdo para o mapa
de Hénon modulado com f = —0, 2, novamente com os mesmos trés valores de e: ¢ = 0,
e = 0,25e e = 0,5. Da mesma forma que a Fig. 5.2, os diagramas na coluna a esquerda na
Fig. 5.4 foram obtidos para o ponto G na Fig. 5.1, ou seja, por uma modulagdo por periodo 1,
enquanto os diagramas da coluna a direita na Fig. 5.4 foram obtidos através de uma modulacio
por periodo 3, ponto H na Fig. 5.1.

Nas Figs. 5.4(a), 5.4(c) e 5.4(e) o mapa de Hénon modulado € perturbado por um mapa
de Hénon com b = —0,9 e a = 1,0, inicializado em (z¢, y9) = (0,3, 0,5), ponto G na Fig. 5.1,
para o qual o mapa de Hénon encontra-se em uma 6rbita de periodo 1. De mesma forma que
aconteceu para f = 0, 2, este tipo de modulagao aniquilou os estados coexistentes de periodo 1
e periodo 3 e as suas respectivas bacias de atra¢do. Quandoe = 0 e e = 0,25, com f = —0, 2,
um novo atrator de periodo 1 ¢ construido, cuja bacia ¢ mostrada na cor azul nas Figs. 5.4(a)
e 5.4(c), respectivamente. Quando e = 0,50 e f = —0, 2, temos novamente a aniquilagcdo dos
estados coexistentes de periodos 1 e 3. Desta vez um atrator de periodo 2 € construido, cuja
bacia de atracdo encontra-se representada na cor verde na Fig. 5.4(e). Deste modo, quando
escolhemos uma condi¢@o inicial de tal forma que a orbita do mapa de Hénon ¢ uma 6rbita de
periodo 1, o mapa de Hénon modulado passa a oscilar em uma 6rbita de periodo 1 ou em uma
orbita de periodo 2, dependendo do parametro e escolhido.

Quando perturbamos o mapa de Hénon modulado, com os mesmos valores de parame-
tros e e f, mas com um mapa de Hénon inicializado em (zo,v0) = (1,24, —0,14), ponto H
na Fig. 5.1, ou seja, oscilando em uma 6rbita de periodo 3, o resultado obtido € o apresentado
nas Figs. 5.4(b), 5.4(d) e 5.4(f). Na Fig. 5.4(b), come = 0, f = 0,2, e na Fig. 5.4(d), com
e = 0,25, f = 0,2, amodulagdo leva novamente a destrui¢do dos atratores de periodos 1 € 3
suas respectivas bacias, e a constru¢do de um novo atrator também de periodo 3 com uma nova
bacia de atracdo, regido em vermelho nas Figs. 5.4(b) e 5.4(d). Por outro lado, para e = 0, 50,
f = 0,2 a modulagdo novamente aniquila os estados coexistentes de periodo 1 e 3, e constrdi
um novo atrator agora de periodo 6 com uma nova bacia de atragdo, regido violeta na Fig. 5.4(f).
Vemos portanto que, quando f = —0, 2, esta modulagdo por uma 6rbita de periodo 3 pode levar

a constru¢do de um novo atrator de periodo 3, ou entdo a constru¢do de um atrator de periodo
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Construimos novamente diagramas de bifurcagdo, agora ao longo da linha b = —0,9,
para f = —0,2. A Fig. 5.5(a) mostra novamente o diagrama de bifurcag¢do da variavel = do
mapade Hénon (1.1)parab = —0,9¢ 1,6 < a < 3,0, enquanto as Figs. 5.5(b) e 5.5(c) mostram
os diagramas de bifurcacdo da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10) para os mesmo
pardmetros a e b, com e = 0,5, f = —0,2, ee = 0,75, f = —0,2, respectivamente. Se
b=—-0,9¢1,6 <a < 2,7, entdo o mapa de Hénon € atraido para um ponto fixo apos um rapido
transiente, como pode ser visto na Fig. 5.5(a). Por outro lado, se b = —0,9, 1,6 < a < 2,7,
e = 0,5, f = —0,2, o mapa de Hénon modulado converge para um atrator de periodo 2 no
intervalo 1,6 < a < 2,28, e para um ponto fixo em 2,28 < a < 2,7, como pode ser visto
na Fig. 5.5(b). Neste caso ndo houve uma mudanca na localizacdo do ponto de bifurcacio
1 — 2, que continua a ocorrer proximo a a = 2,7. No entanto, surge uma nova bifurcagdo,
agora de uma Orbita de periodo 2 para um ponto fixo, que ocorre nas proximidades do ponto
a = 2,28. Na Fig. 5.5(c) podemos observar que, para b = —0,9, 1,6 < a < 3,0, e = 0,5,
f = —0,2, o mapa de Hénon modulado ¢ finalmente atraido para uma 6rbita de periodo 2.
Portanto, quando o mapa de Hénon modulado, para estes valores de e e f, € perturbado por
um mapa de Hénon em um ponto fixo, ele passa a oscilar em uma orbita de periodo 2. O
ponto de bifurcagdo 1 — 2 em a = 2,7 no mapa de Hénon € suprimido no mapa de Hénon
modulado e, consequentemente, o ponto fixo desaparece no intervalo 1,6 < a < 2,7. Em
outras palavras, neste caso o processo de modulagdo de pardmetros no mapa de Hénon destroi
a orbita de periodo 1, com uma consequente ampliacdo do ramo de periodo 2 no diagrama de
bifurcagdo da Fig. 5.5(c).

Da mesma forma que no caso abordado no capitulo anterior, resultados semelhantes
podem também ser obtidos para outros valores de parametros a, b, e e f, com b perto do limite
conservativo. Para todos os valores dos parametros e ¢ f considerados a multiestabilidade no
mapa de Hénon, ou seja a coexisténcia de atratores no espaco de fases, foi destruida, e somente
um unico atrator ¢ criado quando perturbamos com um mapa de Hénon préximo ao limite
conservativo. Além disso, vimos que novos atratores ¢ mudancas nos pontos em que ocorrem

as bifurcagdes podem ser obtidos utilizando a modulag@o de parametros.
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Figura 5.4: Bacias de atragdo do mapa de Hénon modulado (1.10) para f = —0, 2 e trés valores de e: (a)
e (b),e =10,0; (c) e (d), e =0,25; (e) e (f) e = 0, 5. Diagramas a esquerda: condi¢do inicial (z,yo) =
(0,3, 0,5), ponto G na Fig. 5.1. Diagramas a direita: condigdo inicial (xg,yo) = (1,24, —0, 14), ponto
H na Fig. 5.1.
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Figura 5.5: (a) Diagrama de bifurca¢do da varidvel x para o mapa de Hénon (1.1), para b = —0,9 ¢
1,6 < a < 3,0. (b) Diagrama de bifurcacdo da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10), para
e =0,5, f = —0,2. (c) Diagrama de bifurcacio da variavel z para o mapa de Hénon modulado (1.10),
parae = 0,75, f = —0,2.



Capitulo 6

Conclusoes

Sistemas dindmicos sdo usualmente caracterizados por um conjunto de parametros que
controlam o seu comportamento e, consequentemente, ddo origem a mudancas na dindmica.
A maioria dos estudos consideram estes pardmetros constantes, ou permitem variar em um
intervalo de valores imutaveis. No entanto, na natureza os parametros que governam a dindmica
do sistema frequentemente variam no tempo. Tais casos t€ém sido pouco estudados.

Nas Refs. [17, 18], estuda-se o efeito da aplicacdo de uma modulagdo senoidal paramé-
trica no parametro c, na posicao de bifurcagdes, em um mapa Hénon trabalhando em regime de
baixa dissipacdo, com d = 0,9. E mostrado que, dependendo da modulagio, o ramo periodo de
3 pode ser expandido, retraido, ou mesmo suprimido. Um mapa Hénon funcionando em regime
de alta dissipagdo com d = 0.3 € estudado na Ref. [19], mostrando que a modulagdo paramétrica
aleatdria pode dar origem a atratores mapa Hénon cuja dindmica ¢ aperiddica, e ndo de forma
caotica, ou seja, o maior expoente de Lyapunov associado ¢ negativo apesar da érbita ndo ser
periddica. O efeito da aplicagdo da modulagdo do pardmetro do mapa logistico por um segundo
mapa logistico pode ser vista na Ref. [16].

Neste trabalho consideramos a situagdo na qual ambos os pardmetros de um mapa de
Hénon sdo linearmente modulados pelo resultado de um outro mapa de Hénon, cujos parametros
sdo constantes no tempo mas podem ser a justados.

Os resultados analiticos € numéricos obtidos mostraram que € possivel a existéncia de
orbitas de periodo 2, e até mesmo de periodos maiores para o mapa de Hénon modulado, mesmo
quando modulamos este com um mapa de Hénon trabalhando em um regime de ponto fixo,
através da adequada escolha de valores para os parametros a, b, e e f. Por meio de diagramas

de espaco de parametros vimos que regides periddicas e cadticas podem ser aumentadas ou
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diminuidas conforme variamos os valores dos parametros e e f. Desta forma, esta modulagdo
pode produzir uma mudanca na localiza¢@o dos pontos em que ocorrem as bifurcagdes, levando
inclusive a supressdo de orbitas periddicas e a criagdo de novos pontos de bifurcacio, o que pode
ser observado com o auxilio de diagramas de bifurcacdo e de diagramas do maior expoente de
Lyapunov.

Em uma investigagdo a respeito da multiestabilidade neste sistema, mostramos que o
processo de modulacdo de um mapa de Hénon por um outro mapa de Hénon ¢é capaz de atuar
controlando, suprimindo e/ou gerando atratores no espago de fases. Em todos os casos inves-
tigados, dois atratores coexistentes foram completamente destruidos, enquanto somente um foi
gerado, isto é, um mapa de Hénon biestavel tornou-se monoestavel por conta da modulagao.
Resultados semelhantes foram obtidos quando usamos na modulagdo um mapa de Hénon tra-
balhando em um regime préximo ao limite conservativo ou em um regime proximo ao limite
dissipativo, onde até mesmo atratores cadticos foram obtidos. Este ¢ um resultado bastante in-
teressante uma vez que, para algumas aplicagdes, multiestabilidade pode ser considerada como
um comportamento indesejavel do sistema. Recentemente foram relatados experimentos bem-
sucedidos envolvendo a destruicdo de atratores em sistemas multiestaveis. Por exemplo, na
Ref. [21] ¢ apresentado um experimento envolvendo o controle da multiestabilidade em um la-
ser de fibra dopado a érbio modulado por um laser de diodo, onde uma modulag¢do harmoénica da
corrente do diodo aniquila um ou dois ciclos limites estaveis no laser, selecionando um estado

desejado.
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