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Resumo

O estudo das transi¢des de fase em sistemas fora do equilibirio
tem despertado o interesse da comunidade cientifica e vem cres-
cendo progressivamente nos ultimos anos, devido a sua aplica-
¢do em vdrios sistemas complexos, incluindo catélise heterogé-
nea. Um modelo de catdlise heterogénea bem conhecido e usado
para estudar transi¢des de fases € o modelo de reacio mondmero-
mondmero, descrito pela reacdo A ) + B(uas) —> AB(g). Este
modelo de reagdo catalitica exibe uma transicao de fase de pri-
meira ordem no ponto yg = 1/2, onde yp representa a proba-
bilidade do mondmero B chegar a superficie do catalisador. Se
yg > 1/2 o sistema evolui para uma rede saturada de mondmeros
do tipo B, e se yp < 1/2 o sistema evolui para uma rede envene-
nada por A. Somente para yg = 1/2 o sistema exibe um estado
estaciondrio ativo, no qual a reagdo A (,qy) + B(aas) — AB(y)
ocorre indefinidamente. Estudamos, neste presente trabalho, o
comportamento critico estatico deste modelo de reacdo em uma
superficie catalitica unidimensional, e atribuimos ao mondmero
B uma taxa de dessor¢do o¢. Usamos a aproximacdo de campo
médio ao nivel de sitios e pares independentes, bem como simu-
lagdes de Monte Carlo, e encontramos uma mudanga no tipo de
transicdo: de uma transi¢ao de primeira ordem para uma tran-
sicdo de fase continua. Esta transi¢do de fase ocorre entre um
estado absorvente, no qual a rede € saturada por mondmeros do
tipo A, e um estado ativo, no qual a reacdo acontece entre dois
monomeros indefinidamente. Encontramos que o ponto critico



(vB.) depende do valor de ¢, e um diagrama de fases que separa
a fase saturada da fase ativa foi obtido. Os expoentes criticos
estaticos B e v, foram obtidos através da andlise de escala de
tamanho finito, confirmando a conjectura de Grassberger. Tam-
bém foram obtidos os expoentes criticos dindmicos z e V.

Palavras-chave: Modelo de reagdo mondmero-mondmero.

Transi¢ao de fase. Percolacao Dirigida.



Abstract

The study of phase transitions in non equilibrium systems has
aroused the interest of the scientific community and has been
growing progressively in recent years, due to its application in
various complex systems, including the heterogeneous catalysis.
A heterogeneous catalysis model well known and used to study
phase transitions is the monomer-monomer reaction model, des-
cribed by the reaction A q) + B(uas) —> AB(g). This catalytic
reaction model displays a first order phase transition at the point
yg = 1/2, where yp represents the probability that a monomer B
arrives at the catalyst surface. For yg > 1/2 the system evolves
to a saturated lattice by monomers of the type B, if yp < 1/2
the system evolves to an A poisoned lattice. Only for yg = 1/2
the system displays an active stationary state in which the reac-
tion A(u45) + B(ads) — AB(,) indefinitely occurs. We study, in
the present work, the static critical behavior of this reaction mo-
del on an one-dimensional catalytic surface, and attribute to the
monomer B a desorption rate . We used a mean-field appro-
ach at the level of sites and independent pairs, as well as Monte
Carlo simulations, and found a change in the type of transition,
from a discontinuos phase transition to a continuous phase tran-
sition. This phase transition occurs between an absorbing state,
in which the lattice is saturated by monomers of the type A, and
an active steady state, in which the reaction occurs between the
two monomers indefinitely. We found that the critical point (yg,.)
depends on the value of «, and the phase diagram that separa-



tes the saturated phase and the active steady state was obtained.
The static critical expoents 8 e V| were obtained through finite
size scaling, confirming the Grassberger’s conjecture. We also
obtained the critical expoents z and V.

Keywords: Monomer-monomer reaction model. Phase

transition. Directed Percolation.
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Capitulo 1

Introducao

Catalise € o processo pelo qual a cinética de uma reagdo quimica
€ acelerada pela presenca de um catalisador. Catélise heterogé-
nea € o processo que envolve diferentes espécies quimicas cujas
reacOes ocorrem na superficie de um catalisador [1]. Um bom
exemplo € a oxidacdo de moléculas em superficies metélicas.
Na presenca de um catalisador, ha a conversao das espécies qui-
micas (reagentes) em produtos. A formac¢do dos produtos ndo
ocorre rapidamente com os reagentes no estado gasoso, mas a
velocidade da reacdo € consideravelmente aumentada quando as
espécies sdo adsorvidas em um substrato, isto €, num catalisa-
dor. Depois que as espécies quimicas sdo adsorvidas na superfi-
cie do catalisador, o produto da reacao € dessorvido, voltando a
fase gasosa e deixando o substrato catalitico permitindo, assim,
o funcionamento continuo do sistema.

Um exemplo de oxidacdo em superficies metdlicas € o
que ocorre nas superficies de Paladio (Pd(111)) [2] e em super-
ficies de platina contida no interior dos escapamentos dos auto-
moveis, onde hd a conversdo de mondxido de carbono (CO) em
diéxido de carbono (CO;). Modelos que estudam a oxidagdo do
monoxido de carbono (CO) consideram o catalisador (que € ca-
racterizado por vérios planos cristalinos sobrepostos) como uma
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rede quadrada bidimensional constituida de sitios ativos. As mo-
léculas de CO e O, na fase gasosa colidem com sitios vazios e
s@o adsorvidas imediatamente [3]. A molécula de oxigé€nio, ao
chegar a superficie catalitica, dissocia-se e ocupa dois sitios va-
zios da rede, enquanto que a molécula de monéxido de carbono,
ao ser adsorvida na rede, ocupa somente um sitio. Quando uma
molécula de monéxido de carbono e um oxigénio ocupam sitios
primeiros vizinhos, reagem, formam diéxido de carbono (CO»),
que deixa a rede. Este mecanismo de reacdo € conhecido como
o Langmuir-Hinshelwood, e considera a ocorréncia da reacao
entre seus reagentes, quando estes estdo ambos adsorvidos em
sitios primeiros vizinhos da rede. Um outro mecanismo usado
para descrever a cinética da reacdo, € aquele em que a reagdo
ocorre por meio da colisdo de uma molécula de monéxido de
carbono CO, com um dtomo do oxigénio O, que estd aderido ao
sitio na sua fase gasosa. Este mecanismo € conhecido pelo nome
de Eley-Rideal [2].

Dessa forma, os passos basicos que descrevem os meca-
nismos da rea¢do quimica em catdlise heterogénea sdo: (i) a ad-
sor¢do das espécies reagentes na superficie catalitica, que causa
uma mudanga no estado dos reagentes (como, por exemplo, a
dissocia¢do da molécula O,, ocupando dois sitios do catalisa-
dor e consequentemente cada dtomo ocupando sitios primeiros
vizinhos), (ii) as suas reagdes e (iii) a dessor¢do dos produ-
tos. A oxidacdo do monoéxido de carbono € uma das reacdes
mais amplamente estudadas em catélise heterogénea, sendo de
grande importancia no controle da emissdo de gases poluentes
na atmosfera produzidos pelos automdveis, entre outras dreas de
aplicagdo [3].

Um dos modelos que pode ser utilizado para estudar cata-
lise heterogénea mediada por uma superficie € o modelo mondmero-
monodmero [4]. Neste modelo, podemos considerar sitios numa
rede unidimensional, nos quais diferentes mondmeros podem ser
adsorvidos (A e B). A reagdo A,y + B(ags) — AB(g) ocorre



caso as diferentes espécies ocupem sitios imediatamente vizi-
nhos e o produto AB na fase gasosa deixa a rede. Os mondme-
ros A e B chegam na rede com probabilidades y4 e yg = 1 —yu
respectivamente. No contexto deste modelo, um aspecto interes-
sante a se ressaltar sdo os dois principais casos limites usados
para estudar os processos de catdlise: adsorcdo controlada e re-
acdo controlada.

Suponhamos um catalisador constituido por dez sitios em
contato com um reservatorio infinito de particulas contendo duas
espécies de mondmeros: A e B. Quando a reag@o na superficie
catalitica ocorre instantaneamente, o processo de reacdo catali-
tica € dito ser limitado pela taxa de adsor¢do. Este processo €
conhecido como limite controlado pela adsorcdo (figura 1.0.1
(a)). No limite de reagdo controlada pela adsor¢do, a rede no
inicio tem todos os seus sitios igualmente vazios (configuragao
1) e com probabilidade y4 (yg) um mondémero do tipo A(B) adere
a um sitio vazio da rede e ali permanece, conforme mostrado nas
configuracdes 2 e 3 da figura 1.0.1 (a). A probabilidade de che-
gada do mondmero y4(yp), também chamada de taxa de adsor-
cdo, € muito menor que a taxa de reacdo, ou seja, quando dois
monOmeros A e B se encontram em sitios chamados primeiros
vizinhos eles reagem instantaneamente e deixam o catalisador
formando um par AB.
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Figura 1.0.1: Seis possiveis configura¢des de uma rede catalitica
contendo 10 sitios em: (@) no limite controlado pela adsorg@o e
(b) no limite controlado pela reagao.

(a) (b)
t[v]v[v]v]v]v]v[v[v[v]  [a[a[e]e[a[a[B[A]B]B]
2 [a[v]vv[v]v[v[v]v]v]  [a]v][v]v]v][v]v]v]v]E]
3 [A[v]e]v]v]v]v]V]a]v] [ATA[A[BTATATBIATBIB] |A Monémero A
.
H
.
4 [A[A[B[A[A[AA[A]A]B] [A[A[v]v]a]v][v[v][v[B] |B MondmeroB
AB Par de mondomeros AB
5 [A[a[v[Vv[A[A[A[a]v]v]  [AA[A[A[A[B[B[B[E]E]
.
. V Sitio vazio
6 [aA[a[B]v[Aa[a[A]alB[B]  [A[A[AJATV[v]E[B[B]E]

Fonte: Produc¢ao do préprio autor, 2016.

Entretanto, quando a adsor¢do de uma espécie quimica
ocorre rapidamente, a reagdo total € limitada pela transformacao
de diferentes espécies quimicas em produtos. Este caso é conhe-
cido como limite controlado pela reacdo. Consideramos nova-
mente um catalisador contendo dez sitios como no exemplo ante-
rior. No caso do limite controlado pela reagdo (figura 1.0.1 (b)),
o substrato catalitico, também chamado de rede catalitica (ou so-
mente rede), se apresenta coberta por uma quantidade igual de
mondmeros do tipo A e B distribuidos aleatoriamente (configu-
racdo 1). Neste caso, o processo consiste em escolher um par
de sitios primeiros vizinhos da rede. Se os dois sitios estiverem
ocupados por mondmeros de espécies diferentes, eles reagem e
deixam a rede, formando dois sitios vazios que imediatamente
sdo ocupados por mondmeros do tipo A com taxa de adsorcao
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y4 ou por mondmeros do tipo B com taxa de adsor¢do yp, con-
forme evidenciado nas configuragdes de 1 a 3 na figura 1.0.1 (b).
No entanto, se o par escolhido estiver ocupado por mondmeros
da mesma espécie, nenhuma reagdo acontece € um outro par de
sitios € escolhido (configuragdes 4 € 5). Assim, no limite con-
trolado pela reacdo, a taxa de reagdo é muito menor que a taxa
de adsorcao.

Um outro aspecto interessante do processo de catélise he-
terogénea € o fendmeno de saturacdo, no qual a rede catalitica se
torna completamente coberta por uma das duas espécies quimi-
cas, acabando com o processo de catdlise. Este fendmeno € pro-
duzido por efeito de flutuagdes, tais como repulsdo de curto al-
cance entre espécies quimicas [5], intera¢do de volume excluido
[6], difusdo de espécies quimicas nos sitios do catalisador, etc.

1.1 Transicoes de fase

Modelos de reacdo quimica em superficie catalitica sdo uma
classe de modelos usados para descrever sistemas fisicos fora do
equilibrio que exibem transi¢des de fases entre seus estados esta-
cionarios. Sdo considerados sistemas fora do equilibrio pelo fato
destes sistemas apresentarem fluxo de particulas. Em geral, ndo
apresentam uma func¢do hamiltoniana e, mesmo que pudessem
apresentar tal funcdo, a condi¢ao do balanco detalhado poderia
ser violada. Consequentemente, ndo hd o andlogo a uma funcao
de distribui¢c@o de Gibbs e estes sistemas ndo podem ser descritos
pela usual Mecancia Estatistica de equilibrio. No entanto, po-
demos estudar o comportamento dindmico e estaciondrio destes
sistemas usando equagdes de ganho-perda, que sdo semelhan-
tes a equagcdao mestra. Com isto, analisamos os processos que
contribuem para as mudancas de estado do sistema. Em geral,
as equacdes de ganho e perda revelam transi¢cdes de fases entre
os estados estaciondrios, podendo estas serem classificadas em
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transi¢cOes de primeira ordem e transi¢des continuas, de modo
semelhante ao que ocorre nos sistemas em equilibrio, quando
um ou mais parametros de controle sao alterados.

E possivel induzir transi¢des de fase entre os estados es-
taciondrios de um sistema por meio de alguma mudanca no valor
do parametro externo do sistema. Em catdlise heterogénea, um
parametro externo muito usado para induzir transicoes de fase
¢ a taxa com que chegam os mondmeros no substrato, também
chamado de pardmetro de controle, podendo também ser a taxa
de desorcao de um determinado mondmero [7], temperatura [8],
entre outras. O termo transicdo de fase € usado em catélise he-
terogénea de forma anédloga ao usado na Mecanica Estatistica de
equilibrio, isto €, para representar alguma descontinuidade (ou
divergéncia) numa grandeza fisica de interesse quando um ou
mais parametros de controle sdo alterados, tal como ocorre na
Mecanica Estatistica de equilibrio com o calor especifico, a sus-
ceptibilidade, a diferenca na densidade molar no caso do fluido,
etc. No caso da catdlise heterogénea, a grandeza fisica de inte-
resse €, em geral, a fracdo de sitios vazios da rede, podendo ser
também o ndmero de particulas de uma dada espécie [9, 10].

No processo de catdlise heterogénea, as transi¢cOes de
fase descrevem basicamente de que maneira a rede catalitica evo-
lui, e as transi¢des de fase surgem quando hd uma mudanga no
estado estaciondrio do sistema, devido a uma variacdo do pa-
rametro de controle. Neste caso, ha basicamente dois tipos de
transicoes de fase: a transicdo de fase descontinua, em que a
grandeza fisica de interesse varia de forma abrupta, e a transicdo
de fase continua, na qual a grandeza fisica de interesse varia de
forma suave. Isto significa que, para uma dada condicao inicial
do sistema e um valor do pardmetro de controle, o sistema evo-
luird para um determinado estado estaciondrio. Se mantivermos
as mesmas condi¢des iniciais do sistema, porém, variando o pa-
rametro de controle, o sistema evoluird para um outro estado es-
taciondrio. Desta forma, dependendo da mudanca no parametro
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de controle, o estado estaciondrio mudard, ou de forma abrupta
(descontinua), caracterizando uma transicao de fase descontinua,
ou mudard de maneira continua, caracterizando uma transicao de
fase de segunda ordem.

Um exemplo de transi¢do de primeira ordem entre esta-
dos estaciondrios € o que ocorre no modelo de reacio mondmero-
mondmero, no qual o parametro de controle frequentemente usado
¢ a probabilidade de chegada do monomero A, dada por y4.
Quando atribuimos a probabilidade de chegada do monémero A
um valor no intervalo y4 > 1/2, aps um tempo suficientemente
longo, a superficie evoluird de um estado estaciondrio ativo para
um estado estaciondrio absorvente saturado por mondmeros do
tipo A. J4 para um valor no intervalo y4 < 1/2, a rede evoluird
para um estado estaciondrio absorvente, no qual a rede € com-
pletamente coberta por mondmeros do tipo B. No entanto, para
o valor critico y4,. = 1 /2, 0 modelo exibird um estado estaciond-
rio ativo em que, apos um tempo suficientemente longo, a rede
evoluird de forma lenta para um estado absorvente sem prefe-
réncia de saturac@o por determinada espécie de mondmero. As
transi¢cdes entre os estados estaciondrios deste modelo se dao de
maneira descontinua, caracterizando uma transi¢cao de fase des-
continua.

O termo estado absorvente esta relacionado, na catalise,
a uma situacdo onde a rede é dita completamente saturada por
uma dada espécie e uma nova particula ndo pode mais ser ad-
sorvida na rede. Neste contexto, existe um valor critico para o
parametro de controle que assinala a transi¢do de fase. Este va-
lor critico, que surge somente em transi¢cdes de fase continuas,
€ conhecido como ponto critico e assinala a transi¢c@o entre dois
estados estaciondrios. A vizinhanga do ponto critico é chamada
de regido critica ou criticalidade e, para transi¢Oes de fase conti-
nua, o parametro de ordem exibe um comportamento do tipo lei
de poténcia, caracterizado por um expoente critico. Em se tra-
tando de sistemas fisicos em equilibrio, muitas grandezas fisicas
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de interesse como, por exemplo, o calor especifico e a suscepti-
bilidade, apresentam um comportamento do tipo lei de poténcia
numa transicao de fase continua. Esta classificacdo das transi-
¢oes de fase em primeira ordem (descontinua) e de segunda or-
dem (continua) é a mesma proposta por Ehrenfest que classifica
a transi¢do de fase de ordem n de acordo com a descontinuidade
na n-ésima derivada da energia livre [11].

E necessdrio observar que, s6 é possivel atribuir um com-
portamento do tipo lei de poténcia (e consequentemente um ex-
poente critico) ao parametro de ordem, em sistemas que exibem
transi¢do de fase continua entre seus estados estaciondrios. As
transi¢cdes de primeira ordem na Mecanica Estatistica de equili-
brio sdo caracterizadas por uma descontinuidade nas grandezas
fisicas de interesse tais como, a entropia, e esta descontinuidade
faz com que a transi¢do de fase ocorra de maneira abrupta. Um
exemplo claro deste fendmeno é a descontinuidade do calor la-
tente na mudanca de fase da 4gua, quando a d4gua passa do estado
liquido para o estado s6lido. Quando a 4gua passa da fase liquida
para a fase s6lida na temperatura de congelamento (7' =0°C), a
agua libera uma quantidade de calor, que € o calor latente. Este
calor latente liberado na temperatura de transi¢do assinala que a
dgua sofre uma abrupta reordenacdo em sua estruturaa 7 =0°C
[11].

De maneira anéloga, na catélise heterogénea ha uma mu-
danca abrupta na fracdo de sitios vazios da rede, que assinala a
transicdo de uma fase caracterizada pelo preenchimento parcial
da fracdo de sitios vazios da rede para uma fase onde todos os
sitios vazios da rede se encontram ocupados. Esta transi¢ao tam-
bém é chamada de descontinua. Desta forma, em sistemas que
exibem transicao descontinua, as grandezas fisicas de interesse
ndo seguem um comportamento do tipo lei de poténcia no ponto
critico, e consequentemente nao € possivel atribuir um expoente
critico.

Em sistemas fora do equilibrio que exibem transi¢cdes de
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fase continuas, as grandezas fisicas de interesse podem ter o
comportamento do tipo lei de poténcia caracterizado pelos seus
expoentes criticos. Sistemas fisicos de naturezas diferentes e
que exibem os mesmos valores em seus expoentes criticos sao
ditos pertencerem a mesma classe de universalidade do com-
portamento critico. Este principio garante que o comportamento
critico do sistema ndo dependa dos detalhes da interagdao mi-
croscopica (desde que a interacdo seja de curto alcance) e de-
penda somente de um nimero pequeno de propriedades, dentre
as quais destacam-se: a dimensionalidade do sistema, a dimen-
sionalidade do parametro de ordem e a simetria do parametro de
ordem do sistema [12]. Desta forma, sistemas que apresentam
estas mesmas caracterisitcas pertencem a mesma classe de uni-
versalidade, sendo que o paradigma das transicdes de fase conti-
nuas em sistemas fora do equilibrio € a classe de universalidade
da Percolagdo Dirigida (PD).

1.2 O parametro de ordem

Vimos que transi¢cdes de fase podem ser assinaladas por uma
singularidade (descontinuidade) em uma apropriada grandeza fi-
sica de interesse que descreve o sistema em questdo. Na Meca-
nica Estatistica de equilibrio, quando hd uma descontinuidade
em qualquer uma das primeiras derivadas do potencial termodi-
namico, a transi¢dao € denominada ser uma transi¢ao de primeira
ordem ou descontinua. Se a primeira derivada € continua mas a
segunda derivada é descontinua, a transi¢do é denominada uma
transicdo continua ou de segunda ordem, segundo a classificacao
de Ehrenfest [11]. Em se tratando de sistemas fora do equilibrio,
ndo h4d um andlogo a uma distribui¢do de Gibbs e, neste caso,
para uma melhor descricao das transi¢des de fase, € importante
introduzir o conceito de pardmetro de ordem: de todas as pro-
priedades, a mais importante € assumir o valor ndo nulo na fase
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ordenada e o valor nulo na fase desordenada [13].

Geralmente define-se ¢ como sendo uma grandeza fisica
de interesse que sofre flutuacdes no espago e no tempo, ou seja,
de uma maneira geral (?) (¥, 1). No entanto, em muitos sistemas
fisicos é possivel considerar ¢ como sendo uma média de uma
grandeza fisica de interesse realizada durante o periodo em que
o sistema se encontra em um estado estaciondrio e quando o pa-
rametro de controle é considerado uniforme [11].

Em fisica da matéria condensada, é possivel observar
transi¢des caracterizadas por ordem e desordem em suas grande-
zas fisicas de interesse. Em sistemas no equilibrio, por exemplo,
quando o campo magnético externo é nulo, um material ferro-
magnético perde sua magnetizagdo, tornando-se uma substancia
paramagnética quando sua temperatura aumenta até uma tempe-
ratura bem definida, que € conhecida como temperatura de Cu-
rie. O fendmeno inverso ocorre quando resfriamos uma subs-
tancia paramagnética, que adquire magnetizacdo quando resfri-
ada abaixo da temperatura de Curie, tornando-se ferromagnética.
Neste caso, um parametro de ordem adequado € a magnetizacao
que muda de um valor nulo, acima da temperatura critica para
ndo nulo, abaixo desta temperatura. Desta maneira, em sistemas
magnéticos, o parametro de ordem € um campo vetorial 5 (X)
que define a magnetizacdo média instantinea em uma pequena
regido em torno da posicao X.

E possivel observar uma transicio ordem-desordem em
uma liga metélica de zinco-cobre quando varia-se a temperatura.
A liga metdlica é composta por uma rede de dtomos de zinco e
cobre cuja estrutura € do tipo cuibica de face centrada (fcc) e que
pode ser visualizada como sendo composta por duas sub-redes
que denominaremos por conveniéncia de sub-rede A e sub-rede
B para o zinco e cobre, respectivamente. Em altas temperaturas,
atomos de cobre e zinco estao localizados de forma aleatoria,
de modo que qualquer ponto da rede € igualmente provdvel para
conter 4&tomos de zinco e cobre. Quando a temperatura é dimi-
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nuida, a transicdo de fase ocorre de forma que, 4tomos de zinco
voltam preferencialmente a compor a sub-rede A e dtomos de
cobre voltam a compor preferencialmente a sub-rede B. Imedi-
atamente abaixo da temperatura de transi¢cdo, a preferéncia de
ocupacao dos dtomos de zinco e cobre se dd de maneira ténue,
mas a medida que a temperatura da rede diminui, a separagcdo
das concentracdes das sub-redes aumenta. Na temperatura nula,
uma das sub-redes estd completamente ocupada por dtomos de
zinco e a outra sub-rede estd completamente acupada por 4to-
mos de cobre. Por isso, um parametro de ordem apropriado para
este sistema € a diferenca entre a fracdo de sitios da sub-rede
A, ocupado por dtomos de zinco, e a fracdo de sitios da sub-
rede A, ocupados por dtomos de cobre, isto &, (Ng, — N2, ) /N*
[14]. Acima da temperatura de transi¢do, o parametro de ordem
¢ nulo. Abaixo da temperatura de transi¢do, o pardmetro de or-
dem € ndo nulo e, em 7" = 0 o parametro de ordem € +1 ou —1.

Um outro exemplo peculiar é a superfluidez do hélio li-
quido *He quando resfriado. Acima de uma temperatura pré-
xima de 2K, o *He tem o comportamento de um fluido que pos-
sui viscosidade normal e é chamado de He I . Entretanto, se dimi-
nuirmos a temperatura do “He abaixo de 2 K, parte da quantidade
de “*He manifesta um comportamento superfluido, isto é, flui sem
viscosidade, passando a ser chamado He II. Este comportamento
ocorre porque abaixo da temperatura de transicao muitos 4&tomos
de “He se encontram em estados com grandes comprimentos de
onda de de Broglie, que faz com que aumentem os momenta dos
dtomos de “He e se comportem como um condensado de Bose.
Desta forma, o parametro de ordem utilizado neste sistema € um
campo escalar complexo y/(X), em que ¥ representa a amplitude
quantica de se encontrar em X uma particula do condensado de
Bose [11].

Em catélise heterogénea, o parametro de ordem usado é
a fracdo de sitios vazios da rede. Para um dado valor do para-
metro de controle, no caso a probabilidade de chegada de um
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determinado mondmero, apds um tempo suficientemente longo,
o sistema exibird uma transicdo entre seus estados estaciondrios
em que a fracdo de sitios vazios serd ndo nula abaixo do valor
critico do parametro de controle e nulo acima deste valor. Dessa
forma, o parametro de ordem na catélise heterogénea € um esca-
lar.

Estes sao exemplos de como podemos estudar sistemas
que exibem transi¢cdes de fase por meio da andlise do comporta-
mento do seu parametro de ordem, que como j4 mencionamos,
estd intimamente ligado a simetria do sistema. A escolha do pa-
rametro de ordem € sempre feita de acordo com a sua utilidade
e ndo existe um padrdo para defini-lo. A escolha deve ser feita
de acordo com cada sistema fisico, podendo ser um escalar, um
campo escalar, um campo vetorial, uma funcdo de onda com-
plexa, etc.
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1.3 Expoentes criticos e classe de univer-
salidade

Vimos que a transi¢do de fase € assinalada por uma desconti-
nuidade em alguma grandeza fisica de interesse, como o calor
latente e a entropia, no caso de sistemas em equilibrio, caracte-
rizando uma transicao de fase de primeira ordem. Descontinui-
dades nas grandezas fisicas de interesse, como calor especifico
e susceptibilidade, nos sistemas em equilibrio e do parametro de
ordem em sistemas fora do equilibrio, caracterizam uma transi-
¢do de fase continua.

Nas transi¢des de fase continua, préximo ao ponto cri-
tico, o parametro de ordem e outras grandezas fisicas de interesse
seguem um comportamento do tipo lei de poténcia, que € regido
por um expoente critico. Usualmente, em sistemas no equilibrio,
um parametro de controle muito usado € a temperatura e 0s ex-
poentes criticos sdo definidos como limites das leis de poténcia
quando este parametro de controle tende ao seu valor critico, isto
€, quando 7" — T;. Desta forma, define-se a medida do desvio
na temperatura em relacao a temperatura critica, como sendo

t = (T-T.)/T., (1.3.1)

logo, o expoente critico associado a uma fungdo F(t) é

In|F(t
2 = limmFOL (13.2)
1—0 In|t]

desde de que este limite exista, ou, como € mais usualmente uti-
lizado
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F(t) ~ |t]*. (1.3.3)

O sinal ~ na equacdo (1.3.3) diz respeito ao comportamento as-
sintético da fungdo F(7) quando t — 0. De um modo geral,
os expoentes criticos descrevem o comportamento predominante
da fungdo F (). Podem existir corre¢cdes subdominantes, conhe-
cidas como correcdes de escala [15]. Por isso, geralmente se
escreve a equacdo (1.3.3) de uma maneira mais geral. Como
exemplo consideremos o calor especifico a volume constante,
que assume a seguinte forma geral

v = A|r|*“(1+Byz|’l+...), (1.3.4)

onde A > 0 e B é uma constante da ordem da unidade. O compor-
tamento das corre¢des de escala se anulam quando |7 | — 0, no
entanto, para valores ndo nulos de |7], isto é, longe da tempera-
tura critica T, as corre¢cdes de escala exercem significantes con-
tribuicdes. A figura (1.3.1) mostra o calor especifico a volume
constante proximo a temperatura critica, isto €, desprezando-se
as corregdes de escala.



1.3. EXPOENTES CRITICOS E UNIVERSALIDADE 15

Figura 1.3.1: Calor especifico a volume constante do argénio na
i1socdrica critica.
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Fonte: extraido de [16].

Listamos na tabela 1.1 abaixo os expoentes criticos mais
comumente usados em sistemas magnéticos.

Tabela 1.1: Expoentes criticos mais comumente usados em sis-
temas magnéticos.

Grandeza fisica de interesse Expoente critico
Calor especifico a campo nulo (H = 0) Cy~|t|™%
Magnetizagdo a campo nulo (H = 0) M~ (—1)f
Susceptibilidade isotérmica a campo nulo (H = 0) xr~|t|77
Comprimento de correlagdo E~t|Y
Fungio de correlacio de pares na temperatura critica (7;.) | G(¥) ~ 1/r4=2F1

Fonte: extraido e modificado de [16].
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E possivel observar sistemas com transi¢des de fase com-
pletamente diferentes, como, por exemplo, a transicao paramag-
neto/ferromagneto, a transicao da liga bindria de Cu-Zn, a transi-
cao He I para He II que exibem o mesmo valor de seus expoentes
criticos. Este comportamento € conhecido como universalidade.
Pode-se classificar sistemas que possuem 0s mesmos expoentes
criticos dentro de uma dada classe de universalidade, desde que
estes sistemas possuam a mesma dimensionalidade e a mesma
dimensionalidade em seus parametros do ordem [11]. A tabela
1.2 a seguir mostra os diversos expoentes criticos para sistema
diferentes.

Tabela 1.2: Valores numéricos para os expoentes criticos de dife-
rentes sistemas. E possivel observar em sistemas com a mesma
dimensionalidade d, os mesmos valores em seus expoentes criti-
COS.

Xe Fluido bindrio  B-brass “He Fe Ni
d 1 1 1 2 3 3
a <0,2 0,113 0,05 -0,014 —-0,03 0,04
B 0,35 0,322 0,305 0,34 0,37 0,358
y 1,3 1,239 1,25 1,33 1,33 1,33
5 42 4,85 395 43 429
n 0,1 0,017 0,08 0,021 0,07 ,041
v =0,57 0,625 0,65 ,672 0,69 0,64

Fonte: extraido e modificado de [11].

Na tabela 1.2 € possivel observar sistemas com proprie-
dades microscépicas completamente diferentes exibirem os mes-
mos valores em seus expoentes criticos, desde que tenham a
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mesma dimensionalidade d, como no caso do Xe e do fluido
bindrio. Ainda é possivel verificar diferentes classes de univer-
salidade para diversos sistemas como mostra a tabela 1.3.

Tabela 1.3: Classes de universalidade e seus respectivos expoen-
tes criticos para diferentes sistemas fisicos.

Exemplos fisicos Classe de Universalidade B v
Campo Médio /2 1)2

H adsorvido no Fe 2-d Ising 1/8 1
Separacdo de fase em fluidos 3-d Ising 0,33 0,63
Superfluidos 3-d X-Y 0,34 0,66
Magnetos isotropicos 3-d Heisenberg 0,36 0,71
Kr adsorvido no grafite 2-d Potts g =3 1/9 5/6

Fonte: extraido e modificado de [16].

Na tabela 1.3 € possivel observar sistemas fisicos que
pertecem a uma determinada classe de universalidade exibirem
um conjunto de expoentes criticos. Este conjunto de expoentes
criticos € que define a classe de universalidade de diversos siste-
mas fisicos.

1.4 Percolacao Dirigida

Para entendermos o conceito de Percolagdo Dirigida é neces-
sario antes entendermos o conceito de Percolacdo. Percolacdo
€ essencialmente, o processo que descreve a passagem de um
fluido por um meio poroso. Este processo € descrito por mode-
los aleatdrios, assim como o processo de difusdo. Enquanto que
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no processo de difusdo tem-se um fluido aleatério propagando-
se em um meio deterministico, no processo de Percolagdo tem-se
um fluido deterministico propagando-se em meio aleatério [12].
Assim, modelos de percolagdo descrevem o meio aleatério como
uma rocha porosa na qual, poros vizinhos estdo conectados por
canais cuja permeabilidade € varidvel, uma vez que se sabe que
o fluido é deterministico. Consideremos, por exemplo, a dgua
fluindo através de uma rocha porosa. No processo de Percola-
¢do, a 4dgua se propaga isotropicamente em todas as dire¢des,
isto é, sem dire¢do privilegiada.

Um modelo simples que descreve esta Percolacdo Iso-
trépica é a Percolacdo de Ligacdo' em uma rede quadrada d-
dimensional [17]. Neste modelo os canais do meio poroso sao
representados por ligagdes entre os sitios adjacentes, que descri-
tos pela linha fina preta na figura (1.4.1 (a)). Este canais podem
estar abertos com probabilidade p ou fechados com probabili-
dade 1 — p. Os canais fechados, sao descritos pelas linhas trace-
jadas na figura (1.4.1 (a)).

Obviamente que, se a probabilidade dos sitios estarem
abertos for muito grande, a dgua ird percolar através do meio
por uma longa distancia. No entanto, se a probabilidade dos
sitios estarem abertos for muito pequena, a penetracao da dgua
serd restrita, fazendo com que grande parte do meio poroso seja
impermedvel.

A figura (1.4.1 (a)) mostra uma configuracdo de sitios
ligados (linhas pretas finas) e sitios fechados (linhas tracejadas)
numa rede em duas dimensoes.

'Bond Percolation
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Figura 1.4.1: Modelos de ligacao de Percolacao.

(a) Percolagdo Isotropica (b) Percola¢do Dirigida

Fonte: extaido de [17]

E possivel observar que cada sitio dd origem a um aglo-
merado de sitios conectados, que corresponde ao espalhamento
maximo que a dgua pode alcancar, se esta, for injetada através
de um tnico poro. O sitio de onde o aglomerado é gerado € cha-
mado de origem e € evidenciado na figura (1.4.1) como sendo o
sitio central.

Ja, a Percolacao Dirigida, proposta por Broadbent e Ham-
mersley [17] em 1957, € uma versao anisotropica do modelo de
Percolacdo, isto é, na Percolagdo Dirigida hd uma direcdo es-
pecifica para o processo de Percolagcdo, conforme pode ser ob-
servado na figura (1.4.1 (b)) pela linha em negrito acompanhada
por setas. Consideremos novamente o exemplo da percolacdo da
dgua em um meio poroso. No modelo da Percolagdo Dirigida,
podemos considerar 0 meio poroso sujeito a um agente externo
que faz com que a dgua tenha uma direcdo especifica para fluir,
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como por exemplo um campo gravitacional que dirige a propa-
gacdo da dgua sentido abaixo.

Tanto o regime da Percolagdo Isotrépica, quanto o da Per-
colacdo Dirigida sdo separados por uma transicao de fase conti-
nua para um valor critico p = p., que descreve uma transi¢ao
entre a fase impermedvel e a fase permedvel de liquido [17]. A
transicdo de fase para este estado saturado é a mesma encontrada
em vdrios outros modelos, o que caracteriza a chamada classe de
universalidade da Percolacdo Dirigida.

1.5 Resultados da literatura

Modelos usados para estudar reacdes mediadas por superficies
foram exaustivamente estudados nas ultimas décadas. Estudo
considerando a oxida¢@o de mondxido de carbono (CO) em uma
superficie catalitica com uma distribuicao aleatéria de sitios iner-
tes também foi realizado [18]. Neste modelo, a adsor¢do de CO
e 0, ¢ impedida de ocorrer nos sitios inertes e, neste contexto, é
possivel observar uma mudanga t€nue entre a fase em que ocor-
rem reacdes e a fase em que a superficie catalitica € coberta por
mondxido de carbono (CO). Este modelo simula as reagdes que
ocorrem no interior dos escapamentos dos automoéveis quando
particulas provenientes da liberacdo de gases, devido a combus-
tdo, sao aderidas aos sitios do catalisador [18].

Ziff e Brosilow [19] investigaram a transicdo de fase do
modelo de reacdo A — B> em que taxas de tentativa de adsor¢ao
y e 1 —y sdo atribuidas as espécies quimicas A e B, respectiva-
mente. Mondmeros do tipo A, quando adsorvidos na rede, ocu-
pam um sitio da rede, enquanto mondmeros da espécie B; se dis-
sociam ocupando dois sitios. Usando um algoritmo de cinética
de cobertura constante da superficie (ensemble), que consiste em
fazer a taxa de tentativa de adsorcdo do mondmero A variar em
funcdo da taxa de cobertura ®, obtiveram precisamente o ponto
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de transicdo entre a fase em que ocorrem as reagdes e a fase co-
berta por mondmeros do tipo A. Estudo considerando a reagcao
das espécies quimicas entre elas mesmas, o chamado modelo de
reacdo de superficie autocalitico A ,q5) + A (aas) — A2<g> [20],
no qual as espécies quimicas reagem com uma probabilidade
1 — p, também foi realizado. Quando p varia, o modelo exibe
uma transicdo entre uma fase reativa, caracterizada por reacoes
e ocupacao parcial dos sitios da rede, para uma fase onde a rede
¢ saturada por mondmeros.

Modelo de reacdo mondmero-mondmero considerando
trés espécies de mondmeros foi estudado usando simulagdo com-
putacional [5]. Tomando como parametro do modelo as taxas
relativas de adsor¢do pa, pp € pc das espécies quimicas na rede,
o modelo exibe um diagrama de fases em que € possivel ob-
servar a separacdo entre as fases em que ocorre reagdo da fase
saturada por determinada espécie quimica. As fases mostradas
no diagrama sdo separadas por linhas que indicam de que modo
ocorrem as transi¢cdes entre as fases. As linhas que indicam as
transi¢des sdo, por sua vez, separadas por um ponto, chamado
ponto tricritico, que separa a linha em que ocorre uma transi¢ao
de fase suave entre os estados saturados, da mudancga de fase que
ocorre de maneira abrupta.

Krapivsky [21] estudou o0 modelo mondmero-mondmero
no limite controlado pela reagdo para probabilidades iguais de
adsorcdo de A e de B, mapeando o modelo mondmero-mondmero
no modelo cinético de Ising [22], resolvendo o modelo no caso
em uma dimensdo, na qual encontrou flutuagdes difusivas que
dirigem a rede para o estado saturado e que sd@o proporcionais ao
quadrado do ndmero de sitios da rede. Andrade e Figueiredo [8]
determinaram o comportamento do modelo de reacdo autocata-
lico A qas) +A(aas) — Az(g> e do modelo mondmero-mondmero
A(ads) + B(aas) — AB(g) para muitos estados absorventes onde
regides de mondmeros A e B de uma rede linear podem reagir de-
pendendo da rede de seus préximos vizinhos. A probabilidade
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da reacdo € dependente da temperatura do catalisador e da ener-
gia de interacdo entre pares de sitios primeiros vizinhos, mos-
trando que, para cada valor de temperatura, o estado absorvente
¢ caracterizado por diferentes concentragdes de mondmeros A e
B, exibindo uma transicao de fase continua de um estado ativo
para um estado absorvente.

Estudos envolvendo diferentes tamanhos de mondmeros
[6], em que € atribuida uma varia¢do no volume dos mondmeros,
apresentam uma linha de transi¢do de primeira ordem para inte-
racoes fracas, terminando num ponto tricritico, onde transicoes
continuas de segunda ordem sao encontradas. Um caso particu-
lar deste modelo foi estudado por Hyunggyu Park e co-autores
[23], onde uma particula pequena (dime) e uma particula grande
(dollar) reagem formando um par dollar-dime (Dd), deixando
a rede. Neste modelo, o tamanho grande do dollar previne que
dollars sejam primeiros vizinhos, exibindo uma transicao de fase
continua que separa uma fase saturada com dimes de um estado
estaciondrio reativo.

Modelos de reacdo em superficie catalitica considerando
a probabilidade de dessorcdo de uma das espécies quimicas tam-
bém foram estudados. Brosilow e Ziff incluiram uma probabili-
dade de dessorcao espontanea P a0 mondmero A [24] na reagdo
A () +32<a o AB(,). A inser¢do da probabilidade esponta-
nea de dessorcao do mondmero A da superficie catalitica oferece
uma maior riqueza de detalhes no entendimento do fendmeno de
cobertura da superficie por uma determinada espécie quimica.
A variacdo da probabilidade espontinea P pode ser atribuida ao
efeitos da variacdo de temperatura nos sistemas em equilibrio.
Albano [7] estudou o modelo monémero-mondmero em 1 e 2
dimensdes, e atribuiu uma taxa de dessor¢io do mondomero B
igual a um, encontrando transicdo de fase continua de um estado
saturado por mondmeros do tipo A para um regime reativo. Al-
bano mostrou que, desconsiderando a dessor¢do do mondmero
B, o0 modelo exibe transi¢do de fase continua em um ponto cri-
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tico dado por yg, = 1/2, e evolui para um estado envenenado por
monomeros do tipo A. Porém, considerando uma taxa de des-
sor¢ao do mondmero B igual a um, o modelo mostra expoentes
dindmicos diferentes dos da classe de universalidade da 7Teoria
de Campos de Reggeon?, contrariando a conjectura de que toda
transi¢do continua para um estado absorvente, em qualquer sis-
tema sob condi¢des genéricas, deveria pertencer a esta classe de
universalidade [25].

Ainda em se tratando do processo de oxidagdo do mono-
xido de carbono, estudos atribuindo uma taxa de dessorcao ao
CO mostraram que a linha que demarca a transi¢cao de primeira
ordem entre as fases ativa e saturada termina em uma taxa de
dessorcao critica K. no diagrama de fases [26].

Em sistemas fora do equilibrio também existe a defini-
cdo de classe de universalidade. A tabela 1.4 mostra diferentes
modelos de catélise heterogénea, com regras microscopicas di-
ferentes, que apresentam 0s mesmos expoentes criticos para o
pardmetro de ordem, comprimento de correlagdo espacial (V| )
e comprimento de correlagdo temporal (V|)).

Tabela 1.4: Expoentes criticos para diferentes modelos de cata-
lise heter6genea e suas classes de universalidade.

Modelos d B v v
Autocatalitico[20] 1 028(2) 1,10(5) 1,74(5)
Reacdes competitivas [32] 1 027(2) 1,07(3) 1,8(1)
Processo de Contato [27] 1 0,27(2) 1,09(6) 1,73(1)
PD [17] 1 0,27(8) 1,09(4) 1,73(6)

Fonte: produ¢do do proprio autor, 2016.

2RFT - Reggeon Field Theory
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Na tabela 1.4 € possivel observar que os diferentes mo-
delos de reacdo, como o autocatalitico® ¢ o modelo de reagdes
competitivas*, possuem os mesmos expoentes criticos que per-
tencem a classe de universalidade da Percolacao Dirigida, que é
o paradigma das transi¢des de fase continua em sistemas fora do
equilibrio.

1.6 Organizacao da dissertacao

Neste trabalho atribuimos uma taxa de dessor¢do a € (0,1) ao
mondmero B e estudamos 0 modelo mondmero-mondmero ado-
tando o mecanismo de Langmuir-Hinshelwood no limite contro-
lado pela adsorcao, onde o catalisador € uma rede unidimensio-
nal que estd em contato com um reservatorio infinito de mono-
meros A e B em suas fases gasosas. Os mondmeros A e B chegam
a rede com probabilidades y4 e yp. Fisicamente, estas probabili-
dades estdo relacionadas a pressao parcial dos gases no interior
do reservatério. Analisaremos o comportamento critico estatico
aplicando a teoria de campo médio ao nivel de sitios e pares,
bem como o método de Monte Carlo, € mostraremos que o0 mo-
delo apresenta um conjunto de estados estaciondrios ativos que
dependem do valor de yp e da taxa de dessorcdo ¢. Para valo-
res de yp abaixo do valor critico yp.., a rede satura somente com
mondmeros do tipo A. Acima deste valor critico, o sistema evo-
lui para um estado estaciondrio ativo com uma fracdo de sitios
vazios ndo nula. Investigamos o comportamento esttico do pa-
rametro de ordem na criticalidade por meio da andlise de escala
de tamanho finito e obtivemos os expoentes criticos estaticos 3
e v, . Para diferentes valores de yp e «, a andlise de tamanho
finito indicou que os expoentes criticos estaticos sa0 0s mesmos
previstos pela classe de universalidade da Percolag¢do Dirigida

3Modelo A(ads) +A(ads) — Az(g)
“Modelo A(ads) T Aads) — A2 € A(agy) + Blaas) — AB(g)
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(PD). O modelo também exibe um diagrama de fases no plano
yp versus o na forma de uma linha continua que separa o es-
tado ativo do estado absorvente. Investigamos ainda o compor-
tamento dindmico do sistema definindo um tempo caracteristico
T para o sistema chegar ao estado saturado. Definindo a média
do parametro de ordem como fun¢do do tempo para cada amos-
tra foi possivel calcular o expoente dinamico v| e verificar que
este expoente dindmico estd dentro da classe de universalidade
da Percola¢do Dirigida.

Esta dissertacdo estd dividida da seguinte maneira: no
préximo capitulo, introduziremos o conceito da aproximacao de
campo médio, que € um importante método para se obter infor-
macdes sobre o estado macroscépico do sistema, e descrevere-
mos de maneira detalhada a aproximacao de campo médio ao ni-
vel de sitios e de pares. O método de Monte Carlo e a andlise de
escala de tamanho finito para a obtencao dos expoentes criticos
estaticos e dinamicos serdo tratados no capitulo 3. No capitulo 4,
apresentaremos nossos resultados obtidos para a rede unidimen-
sional na versdo modificada do modelo mondmero-mondmero
considerando uma taxa de dessor¢cdo & ao mondmero B. Por
fim, nossas conclusdes e perspectivas serdo apresentadas no ul-
timo capitulo desta dissertagao.
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Capitulo 2

Aproximacao de Campo
Meédio

2.1 Introducao

Neste capitulo, discutiremos o método de aproximagdo de campo
médio, que é um importante método para se obter informacdes
macroscépicas sobre o estado de um determinado sistema. Em
sistemas fora do equilibrio, estamos interessados em buscar uma
solucdo simplificada e que, a0 mesmo tempo, permita uma des-
cricdo macroscopica do sistema. No estudo das transicoes de
fase, considera-se importante a correlagdo ou flutuacdes de gran-
dezas do sistema em questdo. O modelo de reacdo de superficie
catalitica € um exemplo desses sistemas. Em principo, hd uma
correlacdo inicial entre os sitios vazios da rede e, a medida que
mondmeros do tipo A(B) chegam na rede, observa-se uma di-
minui¢do na fracdo de sitios vazios, seguida de um aumento na
densidade de mondmeros do tipo A(B). A medida que o sistema
evolui no tempo, as flutuagdes vao ficando mais suaves, depen-
dendo da taxa de probabilidade de chegada de cada mondmero
A(B).

Trataremos nas secdes seguintes deste capitulo de descre-

27
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ver as aproximacdes de campo médio em nivel de sitios e pares
independentes. Estas aproximagdes consistem em escrever as
variagdes temporais das densidades de mondmeros do tipo A e
B que caracterizam o estado da superficie catalitica. A solucdo
destas equacdes possibilita descrever o estado da rede, entender
o estado macroscopico do sistema e obter seu diagrama de fases.

Consideremos uma superficie catalitica que estd em con-
tato com um reservatorio infinito de mondmeros rotulados por
A e B. Os mondémeros podem ser adsorvidos na rede e podem
reagir de acordo com as seguintes regras:

1. A(g) +v— A(ads)7
2. B(g) +v— B(ads)v
3. A(ads) +B(ads) — AB(g) +2v.

Aqui, os indices (ads) e (g) rotulam o mondmero nos estados ad-
sorvido e gasoso, respectivamente, € v indica um sitio vazio. Os
dois primeiros passos descrevem a adsor¢dao dos mondmeros na
superficie catalitica, enquanto o terceiro passo descreve a reacao
entre mondmeros adsorvidos por sitios primeiros vizinhos. Estas
regras descrevem os eventos que podem ocorrer em cada sitio, e
estes eventos sdo descritos por uma dada taxa. Desta forma, es-
tas taxas descrevem a mudanga na configuracio de cada sitio e
sdo estabelecidas levando-se em conta o produto da probabili-
dade com que chega um mondmero do tipo A(B) na rede, o sitio
vazio que o mondmero ocupard e a configuragdo necessaria do
sitio primeiro vizinho (ou dos sitios primeiros vizinhos depen-
dendo da aproximacao escolhida) para que determinado evento
ocorra.

No caso da regra 1 um mondmero do tipo A encontra um
sitio vazio e permanece adsorvido se os sitios primeiros vizi-
nhos ndo estiverem ocupados por mondmeros B, caso contrdrio,
o mondmero A reage e deixa a rede. Assim, o conjunto de todos
os sitios e dos respectivos eventos que devem neles ocorrer sao
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descritos por taxas, e o conjunto de todas as taxas representa a
evolucdo temporal do sistema. Para encontrarmos a solu¢ao mi-
croscopica para esse sistema teriamos que resolver um conjunto
muito grande de equacdes diferenciais acopladas, o que seria im-
praticavel. Por isso, a aproximacao de campo médio consiste em
aproximar a probabilidade de clusters contendo muitos sitios em
termos da probabildade de clusters contendo um niimero menor
de sitios [27]. Por exemplo, o comportamento de um 1 sitio
dependerd da probabilidade de 2 sitios. O comportamento de
2 sitios dependerd da probabilidade de 3 sitios e assim por di-
ante. Isto levard a uma hierarquia infinita de correlagdes entre
sitios e a aproximacdo de campo médio consiste em truncar esta
hierarquia considerando cada sitio como estatisticamente inde-
pendente.

Este tipo de reacdo que ocorre em uma superficie catali-
tica apresenta um diagrama de fases simples conforme descrito
anteriormente: a superficie se torna saturada por monémeros A
se yp < 1/2 ou por mondmeros do tipo B se yg > 1/2. Somente
se yp = 1/2 a superficie apresenta uma fragdo de sitios vazios
ndo nula, isto €, um estado ativo.

Neste trabalho, introduzimos a taxa de dessor¢cdo o €
(0,1), ou seja, o mondmero do tipo B pode ser dessorvido da
rede sem reagir. Isto € o mesmo que considerar que o passo 2
se torne reversivel, isto €, que a reagdo By q5) — By,) + v possa
ocorrer. Estudamos o comportamento estatico do sistema, no li-
mite controlado pela adsor¢do em uma rede linear, isto é, a taxa
de reacdo entre os mondmeros € infinitamente maior do que a
adsorcdo dos mondmeros na rede, € usamos as aproximacoes de
campo médio em nivel de sitios e pares para obtermos os esta-
dos estaciondrios do modelo, bem como seu diagrama de fases
no plano a X yg,..
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2.2 Aproximacao de campo médio em ni-
vel de sitios

Na aproximacgdo de campo médio em nivel de sitios a correla-
¢do espacial entre sitios vizinhos € desprezada e todos os sitios
sdo considerados como estatisticamente independentes. Dessa
forma, definimos as densidades p; = N;/N como sendo o nimero
de sitios ocupados pela espécie i dividido pelo nimero total de
sitios na rede. O subscrito i pode denotar A, B ou v sendo que
estas densidades estdo devidamente normalizadas

Y pi=patps+p =1 2.2.1)
i

Observemos que p; pode ser interpretada como uma probabili-
dade.

Sendo assim, a probabilidade de um sitio da rede estar
vazio é p,. A evolucdo temporal do sistema € obtida a partir
de equacdes diferenciais conhecidas como equagdes de ganho e
perda, que representam a probabilidade de transi¢do dos sitios da
rede e que descrevem os passos de (1) a (3) apresentados acima.
A tabela abaixo mostra os seguintes passos que podem ocorrer
sobre a rede.

Tabela 2.1: Processo descrevendo as regras de (1) a (3) na apro-
ximagao de sitios.

’ 1. A(g) +v— A(ads) ‘ 2. B(g) +v— B(ads) ‘
’ 3. A(g) +v —>AB(g) T —+v ‘ 4. B(g) +v —)AB(g) T —+v ‘

Fonte: produgdo do préprio autor, 2016.

Por exemplo, para o processo 1, um mondmero do tipo A
na fase gasosa chega em um sitio vazio e permanece adsorvido
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no sitio se seus primeiros vizinhos ndo estiverem ocupados por
monomeros do tipo B. Isto € equivalente a seus sitios primeiros
vizinhos estarem ocupados por mondmeros do tipo A, ou vazios.
E o que estd representado na figura (2.2.1). Nesta figura, um
monomero do tipo A, chega a um sitio vazio com probabilidade
Y4 € encontra um sitio vazio com probabilidade p,,.

Figura 2.2.1: Possiveis configuracdes dos sitios primeiros vizi-
nhos para que um mondmero do tipo A permaneca adsorvido na
aproximacao de sitios e as suas respectivas probabilidades.

——probabilidade—  YApvpApA
——probabilidade—  yapvpvpv
——probabilidade—  yapvpapv

——probabilidade—  YApvpvpa

Fonte: produgdo do préprio autor, 2016.

Como na aproximacao de sitios, os sitios sdo considera-
dos descorrelacionados e estatisticamente independentes, a pro-
babilidade de encontrar uma sequéncia de sitios primeiros vizi-
nhos que favorega a adsor¢do do mondmero A, € o produto das
probabilidades. Por exemplo, para o caso de um mondmero A
permanecer em um sitio vazio, dado que seus primeiros vizinhos
estejam ocupados por mondmeros do tipo A, a probabilidade
desta configuragdao é o produto das probabilidades ysp,papa.
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Desse modo, a taxa para que o evento 1, da tabela 2.1 é dada
pela soma das probabilidades, isto €, Ts, = ya pvpi + yapy p% +
YAPvPADPy + YAPvPvPA, €M que o subindice S; descreve a taxa
para o evento 1, na aproximagdo de sitios. Note que embora a
configuracdo AVV dos sitios seja fisicamente distinta da confi-
guracdo VVA, elas ocorrem com a mesma probabilidade. As-
sim, a taxa Tg, = yApvpi + 2yApvpaPy + Yapyp2, € finalmente,
taxa para que este processo ocorra na aproximacdo de sitios é

Ts, = yapy (pa+ pv)*.

Ja para o processo 3, um mondmero do tipo A na fase ga-
sosa chega em um sitio vazio e encontra pelo menos um mono-
mero do tipo B em sua vizinhanca. Entdo, eles reagem instanta-
neamente, formando o dimero AB que abandona imediatamente
a rede, deixando dois sitios vazios na superficie. O processo 1
contribui para o aumento da densidade de mondmeros A na rede
e para o decréscimo da fracdo de sitios vazios. Com base na
tabela 2.1 escrevemos as equacdes de ganho-perda,

dpa
= Ty, — T, , (2.2.2)
dpp
— = Ty, — Ts, , (2.2.3)

sujeitas a condi¢do de normalizacdo dada pela equagdo (2.2.1).
Tendo em vista que estamos considerando a dessor¢ao de mono-
meros do tipo B, com probabilidade ¢, devemos inserir na equa-
¢d0 (2.2.3) o termo & pp que contribui para o decréscimo da den-
sidade de mondmeros B na rede. Apds o cédlculo de todas as
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taxas, estas equacoes ficam escritas na forma

d

% = yapv(pa +Pv)2 —YBDv [pf‘ +2pa (pB +pv)} ,(2.2.4)
dpp ’ 5

— = ey (Pr+py) = yapv [P +2p8(Pa+py)] (225

—app

que, juntamente com a aplicacdo da condi¢do de normalizagcao
expressa pela equagdo (2.2.1), ficam

d
% = yapv(1—pg)* = ysp: [1—(1—pA)2}, (2.2.6)
d
% = ypy(1=pa)’ = yaps [1—(1—}73)2}—06]93. (2.2.7)

2.3 Aproximacao de campo médio em ni-
vel de pares

Na aproximacgdo de pares, introduzimos correlacdes entre sitios
primeiros vizinhos através de probabilidades condicionais. De-
finimos dessa forma P(i|j) como sendo a probabilidade condici-
onal que um dado sitio esteja no estado i dado que seu primeiro
vizinho esteja na configuracao j.

Com esta definicdo, conseguimos estudar o comporta-
mento das densidades de pares na rede e obter um diagrama de
fases quantitativamente melhor do que o obtido na aproxima-
cdo de sitios. Para isto, apresentamos na tabela 2.2 os possi-
veis pares existentes na rede. Os pares Av e vA, embora ocorram
com a mesma probabilidade, sdo fisicamente distintos. O mesmo
ocorre com os pares Bv e vB. Os pares AB e BA sdo proibidos de
existirem na rede.
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Tabela 2.2: Tabela que mostra os pares possiveis de existirem na
rede.

\% A B
v|vv| VA | VB
A|Av | AA | X

B|Bv| x | BB

Fonte: Produg¢do do préprio autor, 2016.

Definimos p;; = p;P(i|j) como a probabilidade de en-
contrar um par da rede na configuracdo i — j com (i, j = A, B, v).
As densidades de pares de sitios ocupados estdo relacionadas por
pi= Zp,-j, ou seja,

J

PA = DPAA T+ DPav

PB = DBB+ DBy ; (2.3.1)
Pv = Dwtpvat+pB .

Como os pares i — j e j— i, embora fisicamente distintos, ocor-
rem com a mesma probabilidade, precisamos considerar somente
as probabilidades dos pares py, pays PBv» PAA € PBB para descre-
ver esse modelo. Assim, obtemos uma outra relagdo de vinculo
entre as densidades de pares, dada por

pAA+pBB+pvv+2(pAv+va) = 1. (232)

Na aproximacio de pares independentes, assumimos que estas
probabilidades sdo homogéneas e isotrOpicas, variando apenas
com o tempo, de acordo com a adsor¢do ou a dessorcdo dos
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monomeros e a formagdo de dimeros narede. A tabela 2.3 indica
todas as possiveis mudancgas na configuracdo de um par da rede.

Tabela 2.3: Mudangas na configuracdo de um dado par de sitios
primeiros vizinhos da rede na aproximacgdo de pares. Estas mu-
dangas sdo provocadas pela adsor¢io de mondmeros neste par
central ou na sua vizinhancga.

pam_}‘AA‘BB‘AV‘BV‘VV‘

Del

AA X x | Tp | X% X

BB X X x | Tp, | X

Av | Tp | x | x | x |Tp
Bv X | Tp; | X x | Tp,
\'aY% X X | Tp, | Tp, | X

Fonte: Produgdo do préprio autor, 2016.

Se um dado par estiver na configuracao v — v, a adsor-
cdo de um mondmero do tipo A num sitio vazio deste par pode
mudar a configuracdo para A —v ou v —A. Por exemplo, na
aproximacdo de pares, a transicdo Tp, representa o par central
na configuracdo A — v com um mondmero A chegando no sitio
direito do par central A — v, mudando a configuragao deste par
para A —A. Agora, o subindice P, indica a taxa na aproximagao
de pares. A taxa com que esta transicao ocorre € a mesma para a
transicdo v—A —> A —A. Assim, os eventosA —v — A —Ae
v—A — A — A ocorrem com a mesma probabilidade. Portanto,
a transi¢ao Tp, ocorre com taxa

Tr, = Yabav <@+@> . (2.33)
Pv Pv
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Para a transicdo Tp, o célculo € mais elaborado. Neste caso,
temos que considerar dois caminhos possiveis: 0 mondmero B
chegando no sitio vazio do par A — v ou chegando no primeiro
vizinho do monomero A deste mesmo par. Neste caso, todas as
possiveis distribuicdes dos mondmeros A e B nos sitios primeiros
vizinhos do par A — v devem ser levadas em conta. Dessa forma,
a taxa Tp, pode ser escrita como

Tp4 = Tp41 +Tp42 , (2.3.4)
na qual
1
Try = pavyp (—” = +@+@) (2:3.5)
pa”\2pv Py Dy
1
Tp, = PaYB (5@ + DBy @) . (2.3.6)
Pv Pv Pv

Atribuindo a taxa de dessor¢cdo o, as equacdes de ganho-perda
para as densidades de pares ppp € pp, sdo, respectivamente,

dpaa

= 2(Tn T 2.3.7)
dpAv - T )
7 = Ip + Tp7 — TP3 — TP4 (2.3.8)
dpps

di = 2 (Tp5 — sz — OCpBB) (239)
dev - T

i = Ip,+ TPg — Tp5 — Tp6 + OpBB (2.3.10)

—OppBy

As equacgdes de evolugdo temporal das densidades de pares pag,
PBB> PAvs PBvs Pyy formam um conjunto de equacdes diferenciais
sujeitas a condi¢do de normalizagcdo dadas pela equagao (2.3.2).



Capitulo 3
Método de Monte Carlo

Nesta secdo, discutiremos o método de Monte Carlo juntamente
com a andlise de escala de tamanho finito. A andlise de escala de
tamanho finito é um procedimento empregado para determinar
0s expoentes criticos estdticos, B € V|, e 0s expoentes criticos
dindmicos 7, z e V-

Estes expoentes criticos descrevem o comportamento do
tipo lei de poténcia das diferentes grandezas fisicas que descre-
vem o sistema, quando o sistema se encontra nas proximidades
do ponto critico.

3.1 Meétodo de Monte Carlo e simulacoes

O método de Monte Carlo foi desenvolvido por Von Neumann,
Ulam e Metropolis, ao fim da Segunda Guerra Mundial, para es-
tudar o coeficiente de difusdo de neutrons em determinados ma-
teriais. O nome “Monte Carlo” foi idealizado por Metropolis em
1947 e usado por ele e Ulam em seu trabalho publicado em 1949
[28]. Apesar de ter despertado a aten¢do da comunidade cienti-
fica da época, a 16gica do método ja era conhecida hé bastante
tempo. A contribuicdo de von Neumann e Ulam foi perceber que
determinados problemas matemadticos podem ser tratados encon-

37
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trando um andlogo probabilistico que €, entdo, resolvido através
de uma experiéncia de amostragem estocdstica como, por exem-
plo, no célculo do nimero & proposto pelo matematico italiano
Lazzerini [28].

Atualmente, o Método de Monte Carlo pode ser descrito
como método de simulacgdo estatistica que utiliza sequéncias de
numeros aleatdrios para desenvolver simulacdes. Em outras pa-
lavras, € visto como um método numérico para resolver proble-
mas por meio de amostragem aleatdria, fazendo do método de
Monte Carlo um importante método numérico usado para resol-
ver problemas de fisica estatistica.

Em muitas aplicacOes praticas do método de Monte Carlo,
o processo fisico € simulado diretamente, sem necessidade de ser
descrito por equacdes matemadticas que representam o comporta-
mento do sistema, tais como na maioria dos métodos convencio-
nais de discretizacdo, que sdo aplicados em sistemas de equacdes
diferenciais parciais ou ordinérias que descrevem o processo fi-
sico. O Unico requisito necessario € que o processo fisico possa
ser descrito por func¢des de densidade de probabilidade, que mo-
delem o processo fisico associado ao fendmeno observado.

Existem muitos algoritmos do método de Monte Carlo,
tais como o algoritmo do método de integracdo, da amostragem
por importancia. Mas, um dos mais conhecidos € o método de
Metropolis. Na Mecanica Estatistica de equilibrio nos interessa
o célculo de médias do tipo

) p(c)exp[—B(c)]

Y e pAE)] G1D

(p) =

onde a soma € sobre todas as c-€simas configuragdes microsco-
picas de um sistema dado por um hamiltoniano [29, 30]. Por
exemplo, no modelo de Ising unidimensional com N sitios, a
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soma deve ser realizada sobre 2V configuracdes. Para um ni-
mero de sitios muito grande, a soma torna-se impossivel utili-
zando a equacgdo (3.1.1). Para efetuar cdlculos numéricos, a es-
tratégia para resolver este problema consiste em realizar a média
aritmética sobre um niimero muito menor de configuragdes,

1 M
(p)==—23 plci) . (3.1.2)
i=1

Na equacao (3.1.2), M representa as configuracdes do sistema,
p € uma dada propriedade do sistema e o indice ¢; denota o es-
tado gerado [12]. Esta estratégia faz com que a equagdo (3.1.2)
forneca uma estimativa para o valor médio da equacao (3.1.1).
Como a ideia essencial do método de Monte Carlo consiste em
escolher uma sequéncia de configuragdes independentes [30], o
método caracteriza uma cadeia de Markov. Este fato contribui
para saber em que circunstancia o valor médio da grandeza p
pode ser obtido por meio da média aritimérica sobre o nimero
L de configura¢des, conforme expressa pela equagdo (3.1.2). O
fato do método de Monte Carlo caracterizar uma cadeia de Mar-
kov também contribui para responder qual o processo para esco-
lher essas configuracoes.

Apresentaremos, nesta se¢ao, um breve resumo de como
foi implementado o método de Monte Carlo a este modelo. Pri-
meiramente define-se uma varidvel temporal discreta, que esta
associada ao algoritmo que descrevera a evolucao do sistema que
se estd estudando e, em cada intervalo de tempo, realizamos va-
rias modifica¢des na configuracio do sistema.

Para o sistema estudado neste trabalho, tais mudancas na
configuracio implicam na adsor¢do de algum mondmero na rede
ou a dessorcao dos dimeros que sdao formados na superficie cata-
litica. Em geral, este intervalo de tempo € definido como sendo
L sorteios na rede, onde L € o ndmero de sitios da rede. Escolhe-
mos aleatoriamente os sitios da rede para a tentativa de adsor¢ao
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de alguma espécie de mondmero. Se o sitio sorteado estiver ocu-
pado por qualquer mondmero, entdo partimos para o sorteio de
um outro sitio.

Desta forma, cada sitio da rede € sorteado, em média,
uma vez a cada L sorteios. Isto nos permite definir uma uni-
dade de tempo, ou um passo de Monte Carlo, como sendo igual
a L sorteios. Partindo desta defini¢do torna-se claro que o in-
tervalo de tempo escolhido € fixo e que o tempo constitui uma
varidvel discreta. Assim, o procedimento usual para simular este
modelo se d4 da seguinte forma: um sitio vazio da rede € esco-
lhido aleatoriamente e selecionamos, com probabilidade yp, um
mondmero B para ser adsorvido. Se nenhum dos sitios primeiros
vizinhos do sitio escolhido estiver ocupado por mondmeros do
tipo A, entdo o sitio escolhido serd ocupado por um mondmero
do tipo B.

Dessa forma, o ndmero de sitios vazios decresce de uma
unidade. Caso contrdrio, se houver algum mondmero do tipo A
nos sitios primeiros vizinhos, entdo a reagdo A,y + B(uas) —
AB(g) ocorre, aumentando o nimero de sitios vazios em uma
unidade. A probabilidade de chegada de mondmeros A na rede
€ y4 = 1 —yp. No entanto, caso o sitio escolhido esteja ocu-
pado por um mondmero do tipo B, entdo este mondmero € es-
colhido para ser dessorvido do sitio e, entdo, com probabilidade
o € (0,1) o mondmero B é dessorvido, deixando a rede. Por
outro lado, se um sitio selecionado ja estiver ocupado por um
mondmero A o processo € encerrado € um novo sorteio se inicia.

3.2 Simulacao dos estados estacionarios

As simulagdes comecaram com a rede inicialmente vazia e o
tempo necessdrio para o sistema alcancgar o estado saturado de-
pende do tamanho do préprio sistema e do valor do parametro
de controle yp. Para os tamanhos de rede utilizados € esperado



3.2. SIMULACAO DOS ESTADOS ESTACIONARIOS 41

que, devido as flutuagdes, o sistema alcance um estado caracteri-
zado por uma superficie completamente coberta para quaisquer
valores de yp.

As simula¢des mostraram que para valores de yp abaixo
de um valor critico yp,, 0 sistema satura com mondmeros do
tipo A. Com a inser¢do da taxa de desorcdo o é possivel ver
que o valor de yg_ depende do valor de &. Acima do valor de
¥B. 0 sistema evolui para um estado estaciondrio ativo com uma
fracdo de sitios vazios ndo nula por um longo periodo de tempo,
até que uma grande flutuacao leve o sistema ao estado absorvente
do qual o sistema ndo pode mais escapar.

De fato, este estado estacionario ativo € caracteristico de
um estado metaestdvel. O comportamento do parametro de or-
dem do sistema, que € a fracdo de sitios vazios, foi observado
para estes estados metaestaveis, o qual exibe flutuagcdes em torno
do valor médio. Realizamos simulagdes para vérios tamanhos de
rede e consideramos os célculos nas proximidades do ponto cri-
tico. Para obtermos os expoentes criticos, realizamos uma ana-
lise de escala de tamanho finito para o parametro de ordem, em
func¢ao de yp, nas vizinhangas do ponto critico.

Para estudarmos o comportamento critico do pardmetro
de ordem p, , realizamos uma anélise de escala, assumindo que
o parametro de ordem possa ser descrito por uma fun¢do homo-
génea generalizada das vardveis L e A = yp —yg,_, ou seja,

pv = Apy(A°L,APA) (3.2.1)

em que A é um pardmetro arbitrrio e a e b sdo dois expoentes
a serem determinados. Devido ao fato de A ser arbitrario, pode-
mos tomar A = L~1/¢, de forma que a equagdo (3.2.1) pode ser
reescrita na forma [31]
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by = Lfl/af(Asz), (3.2.2)

Aqui, a fung@o f(x) possui as seguintes propriedades: no
ponto critico, onde A = 0, f(x) ~ 1. Nas vizinhancas do ponto
critico, e no limite termodindmico onde L — o, a fungdo f(x)
deve apresentar o comportamento assintético f(x) ~ x¢, onde
¢ € um expoente a ser determinado. Supondo que A < 1 no
limite de tamanho infinito do sistema podemos considerar que
Pv ~ Aﬁ, isto €, py, ~ (yB _yBC)ﬁ'

Neste caso, podemos escrever AB ~ L-Vapep—be/a No
entanto, para que esta equagao seja valida devemos ter c = f ¢
b= —1/p. Considerando também que no limite A — 0 a fun-
¢io f(x) — 1 e p, ~ L™V2 ~ E-1/4 4 que o comprimento de
correlacdo torna-se do tamanho do sistema. No limite de sistema
infinito o comprimento de correla¢do & diverge como § ~ A~VL,
definindo o expoente critico do comprimento de correlacio v .

Desta forma, obtemos a seguinte relagdo de escala para o
comportamento estaciondrio do parametro de ordem, em fun¢do

do tamanbho finito do sistema e de sua distancia ao ponto critico
A,

by o~ LTS (ALvl). (32.3)

Para um sistema de tamanho finito que € levado ao ponto
critico, p, ~ L™B/V1 e podemos obter a razio B /v, por meio de
um grafico da fracdo de sitios vazios em fun¢do do tamanho li-
near da rede em uma escala logaritmica. Dessa maneira, o ponto
critico serd determinado pela curva que apresentar um compor-
tamento linear na escala log-log.
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Para realizar a andlise de escala de tamanho finito para o
parametro de ordem considera-se, para cada tamanho do sistema
um nimero de simulacdes com vdrias amostras independentes
nas proximidades do ponto critico.

3.3 Simulac¢ao do estado dinamico

Analisamos também o comportamento temporal do modelo, in-
vestigando o comportamento dindmico do parametro de ordem,
Dy, Na regido critica. Definindo T como sendo o tempo caracte-
ristico necessario para que o sistema entre no estado absorvente.
Este tempo caracteristico depende do tamanho do sistema bem
como do valor do parametro yg. Para um sistema infinito, esse
tempo diverge segundo a lei de poténcia

T o~ ATV (3.3.1)

A expressao para T pode ser obtida considerando vérias
amostras do sistema, fora da criticalidade, onde podemos consi-
derar que a fracdo de sitios vazios assume uma relaxacao do tipo

exponencial, isto €, p&l) ~ ¢!/ onde o indice i rotula a i-ésima
(i) .

amostra. Se pensarmos em p,’ como sendo uma distribui¢ao de

probabilidades do tipo exponencial para a varidvel ¢ [12] pode-

mos calcular o primeiro momento para a i-€sima amostra

Y ol
<t>l _ t=0

== (3.3.2)
y
t=0
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na qual o denominador é um fator de normaliza¢cdo. Ao assumir-
mos a forma exponencial para p, podemos calcular esta média e
obter (¢); = t;, mostrando que 7; é a medida de um tempo carac-
teristico que define o tempo médio para uma amostra se tornar
completamente saturada por mondmeros, ou ainda, 0 tempo mé-
dio de sobrevivénvia de cada amostra [31].

Como esse tempo varia de amostra para amostra, convém
realizarmos o cdlculo de uma média sobre varias amostras, entao

T=(1) ou (3.3.3)

1 N
Ni:l

em que N é o nimero de amostras. A equacao (3.3.4) depende
do tamanho L do sistema e do valor do pardmetro yg € podemos
obter uma lei de escala [32] para o tempo médio como sendo

T o~ Ly <AL1/”> , (3.3.5)

onde a fungdo universal y(x) é tal que y(x) ~ 1 para x — oo
e Y(x) ~ x VI quando x — 0. No limite em que x — = a
equagdo (3.3.1) pode ser obtida. Para este fim, devemos con-
siderar z = V) /v . Pode-se obter o valor do expoente critico z
calculando 7 em func¢@o do tamanho L da rede no ponto critico,
visto que o gréfico na escala log-log fornece uma linha reta com
inclinagdo z, isto € o que mostraremos no proximo capitulo.
Uma outra forma de obtermos os expoentes criticos € es-
tudando a evolucdo temporal do pardmetro de ordem no ponto
critico. No ponto critico, a relaxacdo exponencial ndo é mais
vdlida e supomos um decaimento do tipo lei de poténcia, até al-
guma flutuacdo levar o sistema ao estado absorvente. Podemos
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generalizar a equagdo (3.2.3) incluindo a dependéncia temporal
do pardmetro de ordem.

Assumindo novamente que p, seja dada por uma funcio
homogénea generalizada, escrevemos

Py = Apy (Aaz, AL, QLCA) , (3.3.6)

na qual 7 € a varidvel tempo. Escolhendo convenientemente A =
LY/’ segue que

Dy~ L_l/bw(tL_“/b, AL‘C/b>. (3.3.7)

No limite em que 1 —» oo, p, ~ L~ /2y (AL‘C”’> deve
reproduzir os estados estaciondrios. De fato, conforme a equa-
¢do (3.2.3), no ponto critico p, ~ L~B/VL. Assim obtemos 1/b=
B/v., desde que a fun¢do y(x) ~ 1 quando x —> 0. No limite
de um sistema infinito e nas proximidades do ponto critico a
equagdo p, ~ (ygp — yBC)B também pode ser obtida o que nos for-
nece ¢ = —1/. Dessa forma, temos

_B
o~ L VLt//(tL’“B/Vi,ALI/Vi) (3.3.8)

Podemos obter o expoente a da seguinte forma: consi-
derando um sistema infinito na criticalidade, & e T sdo, res-
pectivamente, as escalas de comprimento e tempo e cada uma
delas varia de acordo com as relagdes & ~ A™Vi e T~ A7V
[12]. Estas duas expressdes nos permitem escrever que p, ~
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NPg (A“ﬁ _V“). No ponto critico, o pardmetro de ordem deve

se anular de acordo com a equagdo p, ~ (yg — yBC)B . Para que
isto ocorra, a fun¢do g(x) deve ser independente de x, isto &,
g(x) ~ 1. Isto permite concluir que a = V| /B e nos possibilita
escrever a relacdo de escala para o parametro de ordem como
sendo

_B 1
py ~ L VLF (tL_Z, ALVL). (3.3.9)

Uma maneira de obter o comportamento temporal do pa-
rametro de ordem, no ponto critico, € considerar, para um tempo
fixo ¢, todas as amostras, isto €, aquelas que sobreviveram e
aquelas que entraram no estado absorvente no tempo ¢ [32]. De-
finindo u = (p,(, L)), como a média do pardmetro de ordem, no
ponto critico, sobre muitas amostras, sendo que esta quantidade
depende do tempo e do tamanho da rede.



Capitulo 4

Resultados

4.1 Introducao

Nesta secdo, apresentaremos os resultados da aplicacdo da teoria
de campo médio em nivel de sitios e pares independentes, bem
como as simulagdes de Monte Carlo. Pode-se observar que os
trés diferentes métodos descrevem cada vez melhor o processo
fisico associado ao sistema. Na aproximacdo de campo médio
em nivel de sitios, é possivel observar, partindo da anélise das
equacgdes de ganho e perda, que hd uma transi¢ao de fase para o
valor yp = 1/2.

Ja na aproximacao de campo médio em nivel de pares é
possivel observar que o ponto critico depende do valor do pa-
ramétro o e obter também um diagrama de fases que fornece o
conjunto de pontos (a,yp), que levam o sistema para o estado
absorvente ou para o estado ativo. Finalmente, através das simu-
lagdes de Monte Carlo € possivel confirmar os resultados obtidos
na aproximacao em nivel de sitios e pares e obter os expoentes
criticos do sistema, expoentes estes que classificam o sistema na
classe de universalidade da Percolacdo Dirigida.

47
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4.2 Aproximacao de sitios

Os estados estaciondrios do sistema sao obtidos impondo que as
equagdes (2.2.4) e (2.2.5) sejam nulas. Portanto,

po{pa=po) =ya[1-(1=paP|} = 0, @21

pv{yB(l—pA)z—yA [1—(1—193)2}}—0@3 = 0. 422

Pela equagdo (4.2.1) obtemos que p, = 0 € uma possivel solu-
¢do, correspondendo a um estado saturado. Por outro lado, se
py = 0 na equacdo (4.2.2), entdo pp = 0. Logo, esta condi¢io
caracteriza um estado estaciondrio absorvente no qual a rede é
saturada por mondmeros do tipo A. Se nds considerarmos agora
que p, # 0, entdo devemos ter, na equagio (4.2.1),

yA(l—pB)z—yB[l—(l—pA)z] — 0, (423)

que substituida na equacgao (4.2.2) fornece

pe = T(2yp-1). 4.2.4)

Por esta equacdo, obtemos que, para yp < % , 0 Unico
estado estaciondrio possivel € o estado envenenado por mond-
meros do tipo A. Se yp = % ainda obtemos pp = p, =0 e, se
yB > %, encontramos todas as densidades diferentes de zero, ca-
racterizando um estado estaciondrio ativo. Substituindo a equa-
¢d0 (4.2.4) na equagdo (4.2.3), obtemos
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o l_yB Pv 2
A — 1_\/1_( - )[1-(%-1)5 . @2.5)

Por fim, se substituirmos essa equagdo, juntamente com a
equacao (4.2.4), na condicdo de normalizacdo dada pela equacgao
(2.2.1) teremos

B+ VB2 —4AC
- 42.6
pv 2A 9 ( )
sendo que
1 (2y5—1)2 2y — 1
A = —(yB ) +2( AL )+1, 4.2.7)
s\ o o
1— 2yp—1
B — 2( yB)(yB ) , (4.2.8)
YB o
1-2
c = B (4.2.9)
VB

fornecendo a fragdo de sitios vazios no estado estaciondrio como
fun¢do dos parametros do modelo yg e &. O valor yp. = % denota
uma transi¢do de fase continua. Pelo fato desta transicdo ocorrer
entre um estado estaciondrio ativo e um estado estaciondrio ab-
sorvente, de acordo com a conjectura de Grassberger [25], essa
transi¢do deve estar na classe de universalidade da Percolagdo
Dirigida, sendo que o parametro de ordem € a fracao de sitios
vazios, p,, € 0 expoente critico 3, associado ao pardmetro de or-
dem, ¢ definido por p, ~ (yg —yg, )P. E possivel mostrar a partir
da equacdo (4.2.6) que p, ~ (yg — 1/2)'/? nesta aproximagio
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de campo médio em nivel de sitios, fornecendo o valor f = 1/2
para o expoente critico do parametro de ordem do modelo, e
yB, = 1/2 para o valor critico do pardmetro yg.

As figuras (4.2.1a) e (4.2.1b) mostram as densidades es-
taciondrias de A e B na rede, respectivamente, em funcao de yg,
para diferentes valores do paramentro «, e a figura (4.2.1c) mos-
tra a correspondente fracao de sitios vazios.

Figura 4.2.1: Densidade de mondmeros A como funcao de yp
para diferentes valores da probabilidade de dessor¢do .

(a) (b)

061\ — 06

(©)

04l /£ -

Fonte: produgdo do préprio autor, 2016.
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Observa-se que a densidade de mondmeros do tipo A
nao muda apreciavelmente com a probabilidade de dessorcdo de
monomeros do tipo B, enquanto que esta probabilidade afeta a
densidade de monomeros B e a fracdo de sitios vazios. Ainda
pode ser observado, pela figura (4.2.2), que no limite em que
o — 0 obtemos o comportamento esperado do modelo mondmero-
monodmero, ou seja, para yg < 1/2 o sistema evolui para um
estado absorvente saturado com mondmeros do tipo A e para
yg > 1/2 arede satura com mondmeros do tipo B. Somente para
yg = 1/2 o sistema apresenta um estado ativo, com p, = V2-1.

Figura 4.2.2: Fragdo de sitios vazios em funcao yp para diferen-
tes valores de o¢ — O.

0.5

04—

021 1 B

0,1 A -

Fonte: producio do préprio autor, 2016.

Realizamos a andlise de estabilidade (Apéndice A), cal-
culando os autovalores da matriz jacobiana J dada por,

2yp—1 2yp—1
0 —o '

~
|

(4.2.10)
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Resolvendo o polindmio caracteristico e calculando o determi-
nante da matriz, det|J — AI| = 0, obtivemos A} =2yp—l e A, =
—o como autovalores da matriz.

A andlise de estabilidade foi realizada no ponto de equi-
librio caracterizado por p; = 1 e pp = 0. Pode-se notar que A,
Ay <0 se yp < 1/2, 0 que caracteriza, de acordo com a teoria
de andlise de estabilidade [33], um né estdvel. De fato, para
py = 1 e pp = 0 temos a rede caracterizada por um estado satu-
rado por mondmeros do tipo A, indicando que a fase saturada de
mondmeros A é estdvel para valores de yp < 1/2. A andlise de
estabilidade permite verificar o comportamento estavel de uma
fase do sistema (p} = 1) quando ¢é feita uma pequena pertur-
bacdo no parametro de controle. Além disso, para esta fase ser
estavel yp < 1/2, 0 que nos indica que na aproximacao de sitio o
valor critico yp. = 1/2, e que independe de a, pois os autovalor
A1 ndo dependem da taxa de dessor¢do o.

4.3 Aproximacao de pares

As equacgdes de evolugdo temporal das densidades de pares pag,
PBB> PAv, PBy € Pyy formam um conjunto de equagdes diferenci-
ais sujeitas a condi¢@o de normalizagdo dada pela equagao (2.3.2).
Resolvemos este sistema de equacdes diferenciais ndo-lineares
acopladas aplicando o método de Runge-Kutta de 4* ordem. Apre-
sentamos na figura (4.3.1) a solucdo numérica das equagdes de
ganho e perda na aproximagdo campo médio em nivel de pares
para a fracdo de sitios vazios na rede, que é o parametro de or-
dem do modelo, em funcdo do parametro de controle yp e para
trés diferentes valores da probabilidade de dessor¢do .
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Figura 4.3.1: Fracdo de sitios vazios p, versus yp para trés dife-
rentes valores de o, na aproximacao de pares independentes.
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Fonte: produ¢do do proprio autor, 2016.

O comportamento das densidades de mondmeros dos ti-
pos A e B é semelhante ao observado na aproximacgao de campo
médio em nivel de sitios. Observamos, na figura (4.3.1), que o
ponto critico yp. depende do valor do parametro o.

Um diagrama de fases no plano o X yg. pode ser obtido
nestas duas aproximacdes, sendo que este diagrama informa as
combinacdes dos valores para a taxa de dessor¢do e de chegada
de monOmeros B, para os quais o sistema evolui para o estado
absorvente ou ativo. Uma linha de transi¢do continua separa es-
tas duas fases e o diagrama obtido pelas aproximagdes de sitios
e de pares € mostrado na figura (4.3.2).
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Figura 4.3.2: Diagrama de fases do modelo nas aproximacodes de
sitios (linha tracejada) e de pares. Para os valores de o e yp que
estiverem a direita das linhas o sistema evoluird para o estado
estaciondrio ativo.
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4.4 Simulacoes de Monte Carlo

O intervalo de tempo € definido como sendo L sorteios na rede,
isto €, os sitios da rede sdo escolhidos de maneira aleatdria para
tentativas de adsor¢cdo de algum mondmero. Se o sitio sorteado
estiver ocupado por qualquer mondmero, entdo o sorteio de um
outro sitio tem inicio. Um sitio vazio da rede € escolhido aleato-
riamente e selecionamos, com probabilidade y4, um mondmero
A para ser adsorvido. Se nenhum dos sitios primeiros vizinhos
do sitio escolhido estiver ocupado por monoémeros do tipo B, en-
tao o sitio escolhido serd ocupado por um mondmero do tipo A.
Se houver algum mondmero do tipo B nos sitios primeiros vizi-
nhos, entdo a rea¢do A gy + B(qas) —> AB(g) ocorre e um par
de mondmeros AB deixa a rede. A probabilidade de chegada de
mondmeros B na rede € yp = 1 —y4 € 0 mesmo processo ocorre
para a chegada de monomeros do tipo B na rede.

No entanto, caso o sitio escolhido esteja ocupado por um
mondmero do tipo B, entdo este mondmero € escolhido para
ser dessorvido do sitio e, entdo, com probabilidade a € (0,1),
o mondmero B € dessorvido deixando a rede. Por outro lado,
se um sitio selecionado j4 estiver ocupado por mondmeros A, o
processo € encerrado € um novo sorteio se inicia.

As simulac¢des foram realizadas para diferentes tamanhos
de rede e realizamos os célculos das densidades apds o tempo
transiente, isto €, o tempo para o sistema alcangar o estado es-
taciondrio. Este estado estaciondrio € metaestavel porque, apds
um periodo de tempo suficientemente longo, flutuacdes levarao
o sistema para um estado absorvente. Os valores das densidades
dos mondmeros e a fracdo dos sitios vazios na rede foram deter-
minados para diferentes valores dos parametros & e yp, e médias
foram calculadas em um conjunto de vérias amostras indepen-
dentes. A figura (4.4.1) mostra as densidades de monomeros A e
B com a fracdo de sitios vazios, em fun¢do de yp, para diferentes
tamanhos de rede e para o valor o =0, 1.
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Figura 4.4.1: Densidades de mondmeros A e B e a fragdo de
sitios vazios como funcdo de yp para rede de tamanho L =
50, 100, 200, 400, e 800, que correspondem aos diferentes ta-
manhos de simbolos. A simulac¢do foi realizada para o =0, 1.
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Fonte: produgdo do préprio autor, 2016.
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Figura 4.4.2: Densidades de mondmeros A e B e a fracdo de
sitios vazios em fun¢do de yg, para diferentes valores de «.
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Fonte: producao do préprio autor, 2016.

Plotamos na figura (4.4.2) as densidades de mondmeros
A e B respectivamente e o grafico correspondente a fracdo de
sitios vazios, como funcdo de yp, para diferentes valores do pa-
rametro . Podemos observar que para valores de yp abaixo do
valor critico yg, a rede s6 satura com mondmeros do tipo A. E
facil verificar que o valor critico yg_ depende da probabilidade de
dessorcao de mondmeros B. Acima deste valor critico, o sistema
evolui para um estado estaciondrio ativo cuja fracdo de sitios va-
zios € ndo nula. Destes resultados, pode-se concluir que a fracao
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de sitios vazios € o parametro de ordem do sistema e, na vizi-
nhanca do ponto critico, podemos considerar que p,, ~ AP onde
A = yp —yp.. Assumimos que, na regido critica, o parametro de
ordem se comporta como

_B 1
pyv~L Vi f(ALVL), (4.4.1)

em que f é uma funcdo de escala que tem a propriedade f(0) ~ 1
e f(x) ~ xP parax — co. O expoente v, é definido como o expo-
ente de comprimento de correlacdo espacial, isto €, o expoente
que descreve a correlacdo entre sitios na rede no ponto critico,
medindo a correlagdo do pardmetro de ordem sobre o sistema.
No ponto critico, o grafico do parametro de ordem p,, versus o
tamanho da rede na escala log-log deve ser uma linha reta cuja
inclinag@o vale —f3/v,. A figura (4.4.3) mostra o grifico de
py X L para diferentes valores dos pardmetros o e yp.
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Figura 4.4.3: Grafico na escala log-log de p, x L para dife-
rentes valores do parametro yp e para o valor do pardmetro
a=0,2,0,5¢e 0,8, nas proximidades do ponto critico. A in-
clinagdo da linha reta dd a razdo —f3 /v, indicada na figura.
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Fonte: producdo do préprio autor, 2016.

Estes valores foram calculados realizando um ajuste li-
near dos dados da simulacdo. Para realizar a andlise de escala de
tamanho finito para o parametro de ordem, um nimero de simu-
lacdes independentes foi realizada nas proximidades do ponto
critico para cada tamanho de rede. Com os dados obtidos no
estado estacionario ativo, foi realizado uma média aritmética da
razdo f3/v,. A tabela 4.1 mostra o valor critico de yp para dife-
rentes valores do pardmetro de dessor¢do ¢ e a correspondente
razdo —f/v,.
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Tabela 4.1: Valor critico do parametro yp e a correspondente
razdo 3 /v, para diferentes valores de a.

04 YBc :B/VJ_
0,1 0,547 0,275
0.2 0564 0,254
0,3  0,5755 0,260
0.4  0,5843 0,262
0,5 0,5914 0,257
0,6 0,5973 0,263
0,7  0,6023 0,249
0,8  0,6065 0,256
0,9 06104 0,253

Fonte: préprio autor, 2016.
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Figura 4.4.4: Diagrama de fases obtido por simulagdo de Monte
Carlo (linha continua). As linhas pontilhada e tracejada se refe-
rem ao diagrama de pares na aproximacdo de campo médio de
sitios e pares, respectivamente.
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Fonte: producdo do préprio autor, 2016.

A figura (4.4.4) mostra o diagrama de fases obtido com
os valores de yp. da tabela 4.1. O diagrama de fases indica os
valores de yp € & para os quais o sistema evolui para o estado
envenenado ou para o estado estaciondrio ativo. Iniciando a si-
mulagdo com valores de yp € & a esquerda da linha, o sistema
evolui para um estado envenenado. Por outro lado, se iniciarmos
a simulac@o com valores a direita da linha o sistema evolui para
um estado estaciondrio ativo.

Da tabela 4.1 obtemos o valor médio (f/v,) =0,258. 0
resultado apresenta uma boa concordancia com o melhor valor
encontrado para a classe de universalidade da Percolacdo Diri-
gida [17]. Além disso, o modelo revela uma transicdo continua
de um estado estaciondrio ativo para um estado saturado, que é
consistente com a conjectura de Grassberger [25].

Para obtermos os valores corretos dos expoentes § € V|
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plotamos o gréfico das quantidades puLP/Viversus ALYVL numa
escala log-log para vérios tamanhos de rede e diferentes valores
de . A figura (4.4.5) mostra o colapso do parametro de or-
dem p, para tamanhos de rede diferentes. Os colapsos foram
obtidos com os seguintes valores de pardmetros: 3 = 0,27(2),
v, = 1,08(3), yp. = 0,5636(4) para oo = 0,2; B = 0,26(2),
v, = 1,08(2), yp, = 0,5915(1) para ¢ = 0,5; e B = 0,27(1),
v, =1,08(2), yg, = 0,6065(1) para oo = 0,8. Podemos obser-
var que a razdo /v, é consistente com a razdo encontrada na
tabela 4.1 e que ambos também sdo consistentes com os valores
dos expoentes criticos estaticos da Percolagdo Dirigida.
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Figura 4.4.5: Colapso dos valores do pardmetro de ordem p,
para diferentes tamanhos de rede L. A inclinagdo da linha reta,
em cada figura, nos dd o valor do expoente critico 3. Na figura
B =0,27(2) para ¢ = 0,2, B = 0,26(2) para a =0,5¢ B =
0,27(1) para oc =0, 8.
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Fonte: producdo do préprio autor, 2016.

Estudamos também o comportamento temporal do mo-
delo. Para isto, definimos o tempo caracteristico T como sendo o
tempo para um sistema finito chegar ao estado saturado. Assim,

Y tpy
t
Yoo/’
t

N

T= (4.4.2)
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que ¢é funcdo do tamanho do sistema L, do parametro yp e do
valor do parametro ¢. O indice s na equagao (4.4.2) denota uma
média sobre muitas amostras independentes. Proximo ao ponto
critico T ~ A7Vl e, definindo o expoente critico V| como o com-
primento de correlacdo temporal, a anélise de escala de tamanho
finito fornece

T~ Ly (ALI/ VL) , (4.4.3)

tal que no ponto critico T ~ L%, e z = V| /v, . Na figura (4.4.6)
mostramos os graficos na escala log-log do tempo caracteristico
T em funcdo do tamanho de rede L para diferentes valores de yp
e .

Figura 4.4.6: Gréfico log-log de p, versus L para valores do
parametro yp préximo do ponto critico para o = 0,2,0,5 ¢ 0, 8.
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Com os valores de v obtidos do colapso das curvas nas
figuras (4.4.5), juntamente com os valores de z obtidos nas figu-
ras (4.4.6), calculamos V|, uma vez que V| =zV,. Deste modo,
obtemos v = 1,71(4), 1,68(6),e1,72(4) para & = 0,2,0,5 e
0, 8 respectivamente. O comportamento temporal do parametro
de ordem no ponto critico foi estudado definindo

= (pu(t,L)), (4.4.4)

que na regido critica assume a fun¢do de escala

U o~ L’B/VLQ(é) (4.4.5)

Em intervalos de tempo curtos (¢ < L?) e no limite ter-
modindmico (L — oo), esta quantidade mostra um comporta-
mento na forma y ~ t~P/VI. Na figura (4.4.7), mostramos o
colapso das curvas ;,LLB/ Viversus tL~° na escala log-log para va-
rios tamanhos de rede e diferentes valores do pardmetro «.
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Figura 4.4.7:

a=0,2,0,5e0,8. A inclinacdo da linha reta € a razdo —ﬁ/vH.
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Grafico do ajuste das curvas para o comporta-
mento dindmico do pardmetro de ordem no ponto critico para
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Destes resultados, podemos estimar o expoente critico
v =1,79(2),1,76(3) e 1,72(3) para o = 0,2,0,5 e @ = 0,38,
respectivamente. Estes resultados também sdo consistentes com

aqueles encontrados pela relagdo v = zv, .



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Estudamos 0 modelo de reagdo entre dois mondmeros, A qqy) +
B(a45) — AB(g), em uma superficie catalitica unidimensional por
meio do mecanismo de Langmuir-Hinshelwood no limite con-
trolado pela taxa de adsorg¢do, e atribuimos ao mondmero do tipo
B uma probabilidade de dessor¢do a € (0, 1). O modelo de re-
acdo A(uqy) + B(ags) — AB(g) € bastante conhecido na literatura
e apresenta apenas um estado estaciondrio ativo, em yp. = 1/2.
O comportamento estacionério deste modelo com taxa de des-
sor¢do foi estudado por meio das aproximagdes de campo mé-
dio em nivel sitios e de pares independentes. A implementacao
da aproximagao de campo médio em nivel de sitios forneceu,
por meio das equacdes de ganho-perda, o valor critico da proba-
bilidade de chegada do mondmero B, yp. = 1 /2, evidenciando
uma transi¢@o de fases de um estado ativo para um estado absor-
vente que segundo a conjectura de Grassberger, estd na classe de
universalidade da Percolacdo Dirigida. Partindo deste principio,
foi possivel definir a fracdo de sitios vazios na rede p, como o
parametro de ordem do sistema e associar, a este parametro, o
expoente critico f3.

A taxa de dessor¢do o ndo alterou a densidade de mono-
meros do tipo A na rede e pode-se observar que, no limite em que

67
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o — 0, o modelo recupera as caracteristicas conhecidas do mo-
Flelo de reag@o A ,45) + B(aas) — AB(,) sem a taxa de degsorgﬁo,
isto é, para yp < 1/2 a rede satura com mondmeros do tipo A e
para ygp > 1/2 a rede satura com mondmeros do tipo B.

Com as equagdes de ganho-perda resultantes da aproxi-
macdo de campo médio em nivel de sitios, empregamos a teo-
ria da andlise de estabilidade que, por meio dos autovalores da
matriz jacobiana, resultante das equacdes de ganho-perda para
esta aproximacao, caracterizou um no estavel para a condi¢do de
equilibrio, p} =1 e pp =0 para ygp < 1/2, fornecendo uma con-
dicdo de estabilidade a rede, que caracteriza um estado saturado
por mondmeros do tipo A.

Na aproximag¢do de campo médio em nivel de pares atribuiu-
se uma probabilidade condicional para a configuracdo de pares
de sitios da rede, gerando equacdes de ganho-perda mais condi-
zentes com o processo fisico associado ao sistema. O método de
Runge-Kutta de 4* ordem foi utilizado para resolver o sistema de
equagoes diferenciais ndo-lineares acopladas e foi possivel ob-
servar que a fracdo de sitios vazios varia com o pardmetro de
controle yp e com a taxa de dessorcao ¢, mostrando que o ponto
critico yp,., depende do valor do pardmetro . Um diagrama de
fases foi obtido nas duas aproximagdes de campo médio. Na
aproximac¢ao de campo médio em nivel de pares, o diagrama de
fases & x yp,. fornece um conjunto de valores de (yg, o) para os
quais o sistema evolui para um estado absorvente ou ativo.

Simula¢des de Monte Carlo foram realizadas para dife-
rentes tamanhos de rede apds o tempo transiente, e o grifico da
fracdo de sitios vazios p, em fun¢do de yp para diferentes valo-
res de & mostrou que, para valores de yp abaixo do valor critico
VB a rede satura com mondmeros do tipo A, e que o valor de
vB. depende da probabilidade de dessorcdo a. Acima do valor
critico, observou-se que o sistema evolui para um estado estacio-
ndrio ativo com a fracao de sitios vazios ndo nula, caracterizando
a frac@o de sitios vazios como o parametro de ordem do sistema,
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possibilitando a implementa¢do da andlise de escala de tamanho
finito para o estudo do comportamento do parametro de ordem
na criticalidade.

No ponto critico, o gréifico na escala log-log da fracdo
de sitios vazios p,, em funcdo do tamanho L da rede, deve ser
uma linha reta. Por meio deste grafico foi possivel obter os va-
lores criticos do pardmetro de controle yg. para varios valores
da probabilidade de dessorcdo . A inclinag@o das linhas retas é
arazdo —f /v, e uma amostragem forneceu o valor médio para
a razdao (B/v,) = 0,258, que estd em boa concordincia com
o melhor valor encontrado para a classe de universalidade, da
Percolacao Dirigida (0,252) [17]. O colapso das curvas para di-
ferentes tamanhos de rede realizado com a anélise de escala de
tamanho finito possibilitou ajustar os valores dos expoentes cri-
ticos estaticos e encontrar os valores de 3 e v separadamente
por meio do grifico das quantidades p,LA/V: versus ALY/VL na
escala log-log.

Os colapsos foram obtidos com os seguintes valores de
pardmetros: B =0,27(2), v, = 1,08(3), yp, = 0,5636(4) para
a=0,2; f=0,262), v, =1,08(2), yg, = 0,5915(1) para
o=0,5¢p=0,27(1), v, =1,08(2), yg. = 0,6065(1) para
o = 0,8. Pdde-se observar que a razdo f3/v, € consistente com
o valor médio (/v ), e que ambos também sdo consistentes
com os valores dos expoentes criticos estdticos da Percolagdo
Dirigida.

Estudamos também o comportamento dindmico do sis-
tema definindo o tempo caracteristico 7, como o tempo médio
para cada amostra alcancar o estado envenenado. O célculo de
7 foi realizado tomando a média sobre varias amostras indepen-
dentes. Préximo ao ponto critico p, ~ A"l, tal que no ponto cri-
tico p, ~ L*, naqual z= VH/VL- O gréfico na escala log-log da
quantidade 7 em fun¢do do tamanho da rede L no ponto critico
deve ser uma linha reta cuja inclinacdo déa o expoente critico z.
Com os valores de v | obtidos do colapso das curvas e com o0s va-
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lores de z obtidos do grafico 7 x L, pode-se calcular V|, uma vez
que V) = zv. Desse modo obtivemos, v| = 1,71(4), 1,68(6) e
1,72(4) para oo = 0,2, 0,5 e 0, 8 respectivamente.

O comportamento temporal do pardmetro de ordem na
criticalidade foi estudado definindo o valor médio da fragcdo de
sitios vazios como fun¢do do tempo e do tamanho da rede u, isto
é, u = (p(t,L))s; onde o indice s denota uma média realizada
sobre vérias amostras independentes. Para intervalos de tem-
pos curtos (¢ < L?) e no limite termodindmico em que L — oo,
esta quantidade mostra um comportamento na forma u ~ t BV
O gréfico na escala log-log das quantidades uLﬁ /Viversus tL~*
mostra um comportamento assintético, que no limite termodina-
mico ¢ uma linha reta cuja inclinag@o € o expoente critico v|. Do
grafico pdde-se estimar o expoente critico v = 1,79(2), 1,76(3)
e 1,72(3) para @ = 0,2,0,5 e o = 0,8, respectivamente. Es-
tes resultados também sdo consistentes com aqueles encontrados
pela relagdo v = zv e também sdo consistentes com os valores
dos expoentes criticos dinamicos da Percolac¢do Dirigida.

Evidentemente que os resultados até agora encontrados
suscitam novas indagagdes, como por exemplo, que consequén-
cias haveria no modelo se considerdssemos agora a taxa de des-
sor¢ao dos dois mondmeros A e B simultaneamente? Quais as
consequéncias da dessor¢do dos dois mondmeros nas aproxima-
¢oes de campo médio? Se a taxa de dessor¢do de um dos mono-
meros for muito mais alta que a do outro mondmero, a rede sa-
turard com o mondmero que menos dessorve, alids, havera es-
tados saturados se atribuirmos uma taxa de dessorcao aos dois
mondmeros simultaneamente? O regime de competitividade en-
tre as taxas de dessorcao afetaria ou favoreceria os possiveis es-
tados estacionarios? Uma outra possivel indagacao seria atribuir,
juntamente com a taxa de dessorcdo do mondmero B, a difusdao
desta espécie quimica sobre a rede e analisar as consequéncias
no comportamento critico do sistema.

Resta ainda calcular os expoentes criticos dinamicos do
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sistema 0, 1 e z que descrevem o comportamento critico da pro-
babilidade de sobrevivéncia P(¢), do nimero médio de sitios va-
zios (ny(t)) e do desvio quadratico médio, respectivamente, em
uma dimensao. Além disso, podem ser investigados todos os ex-
poentes criticos, estaticos e dinamicos numa rede bidimensional.
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Apéndice A

Analise de estabilidade das
equacoes de ganho-perda na
aproximacao de sitio

E possivel estudar a estabilidade das equacdes de ganho-perda
4.2.1 e 4.2.2 oriundas da aproximag¢ao de campo médio em nivel
de sitios. Considerando as equacgdes de ganho-perda na aproxi-
macao de campo médio em nivel de sitios, temos

d
Ph— Fpacrn) (A.0.1)
d
L= (par) (A.0.2)
em que
Flpapn) = () {pa(=ps)’=ya|1=(1=paP|} (403
gpaps) = () {m(1=pa) —ya [1=(1=pa)’|} . (204
—Oapsp

7
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De acordo com a teoria de analise de estabilidade [33], deve exis-
tir um ponto de equilibrio P* = (p}, pj), parao qual f (p}, pp) =
g (P4, pi) = 0. Realizando a expansdo em série de Taylor das
equacoes (A.0.3) e (A.0.4) e utilizando nas equagdes (A.0.3) e
(A.0.4) a condicdo de normalizacdo p, = 1 — ps — pp, segue

9f (pa, PB) (pa— 1

pa = f(paPs)+——5 PO+ (A0S)
pa
a * *
+7f (Pi. i) (pB — pp) + O(superior)
dps

(A.0.6)

. « vy, 98(Pa, P .
B = g(pAapB)‘f'(a;AB)(pA_pA)"i' (A.0.7)

+M (pg — pg) + O(superior) .
dps

Definindo-se novas varidveis ps = pa — pj € Pp = pp —
pp e observando que s = pa, pp = ppe f (Pi, Pp) =& (P4, PB) =
0, obtém-se, apds desprezar os termos de ordem superior, o Sis-
tema linearizado na forma matricial

af Idf
d Pa apA (9[73 Pa
7 = . , (A.0.8)
pB Jdg  9dg| |ps
dpa dpp

no qual
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JaIf  If
aPA 3173
J = (A.0.9)
dg  Jg
3PA 3173

¢ a matriz jacobiana calculada no ponto de equilibrio.
Tomando-se o ponto de equilibrio P* = (pj}, pp) como sendo
P* = (p3 =1, p5 =0), ou seja, o estado saturado por
monomeros do tipo A, e calculando as derivadas parciais da
matriz jacobiana vem

d
L - sl - (1=} (A0.10)
PA
+ (1=pa—ps)[2yp(1—pa)(—1)]
0
aif = —ya+t)B
pPA| ., .
P4 PR
If — 2y (A0.11)
dpal . .
PasPp
Jdf
9L —oy i
aPA . VB
pAva

dessa forma segue que
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dg
3PA

dpa

af
Jps

af
ps

PasPp

APENDICE A. ANALISE DE ESTABILIDADE

= —ua(l—-pp)—ys[1-(1—pa)’]} (A0.12)
+  (I—=pa—ps)[2y8(1—pa)(—1)]

=2yp—1 (A.0.13)
PasPp

df

= =2yp— 1

aps| "

PasPB

(—1){y3(1—pA)2—yA 1—(l—p3)2}} (A.0.14)

(1=pa—pa) 2y (1 —pa) (—=1)]

(A.0.15)

(A.0.16)

Ipa

PisPp

e finalmente
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ag o 2 2
5y = D {yB (1= pa)*—ya [1 —(1-pp) } } (A0.17)
+  (I=pa—pp)2va(1—pp)(-1)] -
(A.0.18)
dg
— =—a
Irs | . .
PasPp
(A.0.19)
dg
—_S = —
apB * *
Pa>Pp
Com isso, temos a seguinte matriz Jacobiana
2yp—1  2yp—1
J— . (A.0.20)
0 —-a
O tipo de estabilidade do sistema € determinado pelos
autovalores da matriz Jacobiana. Utilizando a equacao
caracteristica, temos
det|lJ—AI| = 0 (A.0.21)

com J sendo a matriz jacobiana e / a matriz identidade. Desta
forma, temos
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2y3—1—)~ 2y3—l

[(2yg—1)—Al[—(ax+1)] 0, (A.0.22)

a equacdo (A.0.22) tem duas possiveis raizes

7L1:2y3—1 e’)Lz:—OC‘

Pode-se notar que A1, A, < 0se yg < 1/2, o que caracte-
riza, de acordo com a teoria de analise de estabilidade [33], um
né estdvel e evidencia que yp. = 1/2. De fato, para pj =1 e
pp = 0 temos a rede em um estado saturado por mondmeros do
tipo A. A andlise de estabilidade, realizada para a aproximagao
de campo médio ao nivel de sitio, permite verificar o compor-
tamento estdvel de uma fase do sistema p4 = 1, quando ¢é feita
uma pequena pertubagdo no parametro de controle. Por exem-
plo, vamos considerar, na aproximacao de sitios, uma rede em
um estado saturado por mondmeros do tipo A. Se realizarmos
uma pequena perturbacao no estado de equilibrio do sistema, re-
tirando um mondmero A do centro da rede e deixando somente
um sitio vazio, e observarmos a evolu¢ao do sistema, apds um
certo tempo, o sistema voltard para o estado saturado por mono-
meros do tipo A, o que caracteriza uma fase estdvel. Além disso,
para esta fase ser estavel, yp < 1/2, o que nos indica que na apro-
ximagdo de sitios o valor critico yg. = 1/2 e que independe de
o, pois o autovalor A; ndo dependem da taxa de dessor¢do o.



Apéndice B

Artigo publicado na revista
Physica A: Statistical
Mechanics and its
Applications

83



Physica A 451 (2016) 565-577

journal homepage: www.elsevier.com/locate/physa o

Contents lists available at ScienceDirect

Physica A

Ftunsncu wicaics
i 11 AppiA iSRS

Static and dynamical critical behavior of the @CmsMaﬂ(
monomer-monomer reaction model with desorption

E.C. da Costa ™, Flavio Roberto Rusch
Departamento de Fisica - Centro de Ciéncias Tecnoldgicas - UDESC, 89219-710, SC, Brazil

HIGHLIGHTS

The monomer-monomer reaction model (A + B — AB) in the linear chain. The B monomer desorbs with probability «.
The model displays a continuous phase transition from an absorbing phase into a reactive steady state.

The critical behavior was studied by mean field theory (site and pair approximations) and Monte Carlo simulations.
The model exhibits the same critical exponents of the directed universality class.

ARTICLE INFO

ABSTRACT

Article history:

Received 27 August 2015

Received in revised form 13 November
2015

Available online 1 February 2016

Keywords:

Monte Carlo
Critical behavior
Critical exponents
Mean field

We studied in this work the monomer-monomer reaction model on a linear chain. The
model is described by the following reaction: A + B — AB, where A and B are two
monomers that arrive at the surface with probabilities y4 and y3, respectively, and we have
considered desorption of the monomer B with probability «. The model is studied in the
adsorption controlled limit where the reaction rate is infinitely larger than the adsorption
rate. We employ site and pair mean-field approximations as well as static and dynamical
Monte Carlo simulations. We show that the model exhibits a continuous phase transition
between an active steady state and an A-absorbing state, when the parameter y, is varied
through a critical value, which depends on the value of «. Monte Carlo simulations and
finite-size scaling analysis near the critical point are used to determine the static critical
exponents 8 and v, and the dynamical critical exponents v; and z. The results found
for the monomer-monomer reaction model with B desorption, in the linear chain, are
different from those found by E. V. Albano (Albano, 1992) and are in accordance with the
values obtained by Jun Zhuo and Sidney Redner (Zhuo and Redner, 1993), and endorse the
conjecture of Grassberger, which states that any system undergoing a continuous phase
transition from an active steady state to a single absorbing state, exhibits the same critical
behavior of the directed percolation universality class.

© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Since the pioneering work of Schlogl

[1] and Ziff, Gulari and Barshad [2] statistical mechanics community has made

great progress in the study of chemical reaction on a catalytic surface [3], nonequilibrium phenomena [4] and in stochastic
dynamics and irreversibility [5]. Examples of recent problems on nonequilibrium processes include markets [6,7], rain
precipitation [8], sandpiles [9] and conserved contact process [10]. There is also a great interest in modeling interface

* Corresponding author.

E-mail address: edio.costa@udesc.br (E.C. da Costa).

http://dx.doi.org/10.1016/j.physa.2016.01.063
0378-4371/© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.


http://dx.doi.org/10.1016/j.physa.2016.01.063
http://www.elsevier.com/locate/physa
http://www.elsevier.com/locate/physa
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.physa.2016.01.063&domain=pdf
mailto:edio.costa@udesc.br
http://dx.doi.org/10.1016/j.physa.2016.01.063

566 E.C. da Costa, F.R. Rusch / Physica A 451 (2016) 565-577

growth [11,12], traffic flow [13], temperature dependent catalytic reactions [14], predator-prey systems [15], population
dynamics [ 16] and epidemic models [ 17]. Nonequilibrium magnetic systems, with a well defined hamiltonian, have been also
studied in the context of nonequilibrium processes [ 18,19] as well. Until now, we do not have a complete theory accounting
for the nonequilibrium systems although stochastic approach to equilibrium and nonequilibrium thermodynamics, using
the master equation and the Fokker-Planck equation has been done. To this we recommend the recent work done by Tania
Tomé and Mario ]. de Oliveira [20]. The fundamental concept of a Gibbsian distribution of states in equilibrium has no
counterpart in the nonequilibrium situation. This happens because many of these systems do not present even a hamiltonian
function and, if it is possible to define a hamiltonian, the detailed balance would be violated.

For the equilibrium systems we can induce phase transitions by changing some external parameters. Usually, the
temperature is the selected control parameter to study phase transitions between equilibrium states. In the case of
continuous phase transitions, at the critical point, long range correlations are established inside the system and a set of
critical exponents can be defined to describe the critical behavior of some thermodynamic properties. The renormalization
group theory [21] is a well known theory that allows the calculation of these critical exponents.

We can also consider external constraints for the nonequilibrium systems that can drive the dynamical behavior of the
system. The nature of the external parameter depends on the nature of the system. For instance, in an epidemic model for the
spread of a disease, the external parameter to be considered is the rate of change of the healthily individuals into unhealthily
ones. In a catalytic reaction model, the external parameter can be the rate of change of the concentration of reactants.
These, and many other examples of nonequilibrium systems display dynamical phase transitions. A comprehensive survey
on the dynamic phase transitions and nonequilibrium systems can be found in the books of Marro and Dickman [4] and
Privman [22].

Catalytic reaction models are a class of nonequilibrium systems that show phase transitions among its stationary
states, particularly, these are irreversible phase transitions (IPT) and many other catalytic reaction models appeared in
literature [23].

The monomer-monomer reaction model [24,25] is the simplest catalytic reaction model, described by the reaction
A + B — AB, where A and B are two monomers that arrive on a surface with probabilities y4 and y = 1 — y,, respectively.
This model was studied in the reaction controlled limit as well as in the adsorption controlled limit. In both cases, ify, > 0.5,
the surface becomes saturated by monomers A, and the system always enters into an absorbing state. On the other hand,
if y4 < 0.5, the absorbing state is one in which the lattice is completely covered by monomers of the type B. However, if
ya = 0.5, the surface still saturates but with a much slower rate, and there is no preferred species to saturate the catalyst. The
mapping onto the kinetic Ising model [26] showed that the time for the system to enter the absorbing state, at the particular
value y, = 0.5 and, in the reaction controlled limit, grows with the system size. Studies including monomers with different
sizes [27], substrate viewed as a complete graph [28], introduction of a repulsive interaction between like monomers [29],
the increase in the number of degrees of freedom for the reaction [30], are some examples of the research concerning the
monomer-monomer reaction model. In 1992, E. V. Albano [31] studied the monomer-monomer reaction model using Monte
Carlo technique employing three different substrate: one and two dimensional lattices, and incipient percolation clusters
in two dimensions. He considered B desorption with probability one and conclude that this monomer-monomer reaction
model does not belong to the Reggeon Field Theory (RFT), that is, the Direct Percolation (DP) universality class. However,
Jun Zhuo and Sidney Redner [32] used series expansion [33] to provide evidence that the critical exponents of Albano’s
model in one dimension agree with those of DP. The DP universality class is the paradigm to describe the nonequilibrium
phase transitions of a variety of models. However, the experimental determination of the critical exponents is too hard. In
real systems, a perfect absorbing state is not easily realized because there are always small fluctuations, for instance, due
to thermal desorption of the elements. The presence of impurities, inactive sites and other inhomogeneities on the catalyst
also difficult the measurements of the critical exponents. A full account on the possible experimental realizations of Direct
Percolation can be found in the review work of Hinrichsen [34] and the references therein, as well as in the work done by
Kazumasa and co-authors [35].

In the present work we considered the monomer-monomer reaction model with B desorption with probability . The
catalyst was represented by a linear lattice, and it is in contact with an infinite reservoir of monomers A and B in their gaseous
phases. The monomers A and B arrive at the surface with probabilities y4 and yg = 1 — y,, respectively. These probabilities
are related to the partial pressures of the gases A and B inside the reservoir. The model was investigated by effective field
approximations, as well as through static and dynamic Monte Carlo simulations ind = 1 dimension. The model also exhibits
continuous phase transition into an absorbing state, and the finite-size scaling arguments show that the model belongs to
the same universality class of the Directed Percolation for all the values considered to the parameter .

This paper is organized as follows: in the next section we describe the model and we present the results obtained through
the site and pair mean-field approximations. In Section 3 the model is studied by using static Monte Carlo simulations and
finite-size scaling arguments. Section 4 is dedicated to the study of the dynamical critical behavior of the model. In the last
section we present our main conclusions.

2. Model and mean-field approximations

We consider a catalytic surface in contact with an infinite reservoir of monomers, labeled by A and B. The catalyst will
be represented by a linear chain. These monomers can be adsorbed onto the lattice, and they can react according to the
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Table 1
Steps describing the processes (i)-(iv) in the site mean field approximation.

LAg + v — A 2.Bg + v — B 3.Ag + v — ABg, +2v
4, B(g) +v— AB(g) + 2v 5. B(a) g B(g) +v

following steps:

(i) A(g) +v— A(a),
(ll) B(g) +v— B(a),
(lll) A(a) + B(a) — AB(g),
(IV) B(a) — B(g) + v.

The first two steps describe the adsorption of the species and the third, reaction between adsorbed monomers that occupy
nearest neighbor sites. Step (iv) express the desorption of an adsorbed B monomer. Here, the (g) and the (a) labels denote
a monomer in the gaseous and in the adsorbed phases, respectively. The symbol v indicates a vacant site. The rules (i)-(iv)
can also describe a lattice model for the birth and death of vacancies, resembling to the contact process. For instance, the
processes (i) and (ii) account for the annihilation of a vacancy due to the adsorption of a particle, while the processes (iii) and
(iv) give the birth of a vacancy due to the reaction step. For these reactions to occur, we need to have at least one vacant site,
which is nearest neighbor of an adsorbed monomer. After the reaction, a pair of nearest-neighbor vacant sites is generated
on the surface. In this way, we could resume the four steps above by a simple birth-death process for vacancies: v <> ¢ and
v — 2v. Then, we expect that our model is in the same universality class of the contact process [4], which belongs to the
universality class of the DP.

We must introduce the quantity y4, which gives the probability that the next arriving monomer to be of the A species. For
the B monomers the probability is yg. These parameters are related to the ratio of the partial pressures of the gases A and B
inside the reservoir. Due to the fact that the partial pressures are normalized, we have y, + yg = 1. Another parameter that
must be defined is «, which is the probability that a B adsorbed monomer be desorbed. Thus the model has two independent
parameter, y4 and «.

The dynamics of the model can be thought as (a) the transport of monomers to the substrate, (b) adsorption of the
monomers onto the catalytic surface, (c) surface reaction between adsorbed monomers, (d) desorption of the products (the
dimer AB and desorption of a B adsorbed monomer) and (e) transport of the products away the catalytic surface. Because
we assumed an infinite reservoir of monomers, the steps (a) and (e) occur instantaneously. In our modeling the adsorbed
monomers cannot diffuse on the lattice. We studied the model in the adsorption controlled limit, where the rate for the
reactions is much larger than the rate for the adsorption.

2.1. Site approximation

In the site mean field approximation we neglect the correlations between neighboring sites, and we take all of them as
being statistically independent. We consider that the system is translationally invariant. In this way, we define the densities
pi = N;/N as being the number of sites occupied by the species i divided by the total number N of sites in the lattice. The
label i stands for the A and B monomers, as well as for the vacant (v) sites in the lattice. The densities are normalized,

Pa+pg+py =1 (1)
Now, we need to calculate the transition probabilities describing the steps (i)-(iv) presented before. In the Table 1 we
show the balance of the vacant sites.
For instance, for the process 1, an A monomer in the gaseous phase arrives at an empty site and sticks there if there is no
B monomers in all its neighboring sites, that is, T; = yap, (pa + P»)2. On the other hand, for the process 3, an A monomer
in the gaseous phase arrives at an empty site and finds at least one B monomer adsorbed in its neighborhood. Then, they
react instantaneously, forming the dimer AB, that immediately leaves the catalyst, and two new vacant sites are left on the
surface. The time evolution of the densities is described by a set of differential equations that takes into account the 1 to 4
processes considered in the previous table, the gain-loss equations.

dp
=N (2)
dps
=T =T, 3
a 2 3)

subjected to normalization condition given by Eq. (1). Since we are considering the desorption of monomers of type B
with probability «, we insert in Eq. (3) the term «apg, which is the rate for the process 5 and contributes to the decrease in
density of monomers B. These equations are written in the form

dpa
dt
dps
dt

= yaPy (Pa + Pv)* — YePo [Ph + 2Pa (05 + Dv)] (4)

= ygpy (D5 + Do) — YaPo [P5 + 2P (P4 + Pu) ] — aps, (5)
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which, together with the normalization condition expressed by Eq. (1), are rewritten as

dpa
a yapy (1 — pp)? — ysp, [1 - (1= PA)Z] ) (6)
dps
o = vepe (1 —pa)? —yapy [1— (1 = pp)*] — aps. (7)
The stationary states of the system are obtained by imposing that the Eqs. (6) and (7) are null, that is
po{ya(1—pp)® —ys[1— (1 —pa)?]} =0, (8)
pu{ys (1 —pa)* —ya[1— (1 —pp)*]} —aps = 0. (9)

p» = 0is a possible solution, corresponding to the poisoned state. On the other hand, by Eq. (9) we get pg = 0. Therefore,
this is an absorbing steady state in which the lattice is saturated by monomers of the type A.
If we assume that p, # 0, then

ya(1=pp)? —ys[1— (1 —pa)’] = 0. (10)
Substituting this in Eq. (9) we obtain
p
pp=""Qy—1. (1)
o
By this equation we obtain that, for y5 < 1/2, the only single steady state that is possible is the poisoned state. If y = 1/2

yetwe get pg = p, = Oandifygz > 1/2 we find all densities different from zero, which is the active steady state. Substituting
Eq.(11)in Eq. (10) we obtain

1— T2
pA=1—\/1—< yB)[]—(ZyB—l)p—] . (12)
VB o

Finally, these expressions substituted in the normalization condition we have

B + +/B% — 4AC
p=——— (13)
2A
where
1 (25— 1\2 2y5 — 1
A:—(yB )+2(y3 )+1, (14)
Y8 o o
1— 2y — 1
B2 (J) <yi) (15)
VB o
1-2
C= -8 (16)
VB
providing the fraction of empty sites at the steady state. The value yg. = 1/2 denotes a continuous phase transition

whose order parameter is the fraction of empty sites, p,, and the associated critical exponent § is defined by the equation
Py ~ (v — ygc)ﬂ. It can be shown that p, ~ (yz — 1/2)1/2 in this site mean field approximation, which gives the value
B = 1/2 for the critical exponent of the order parameter of the model. The critical point yg_, in this site mean field
approximation, does not depend on the values of the parameter «.

2.2. Pair approximation

In the pair mean-field approximation we introduce the correlation between two nearest neighbor sites of the lattice
by defining the conditional probability P (i | j), which is the probability that a given site to be of type i, given that one of
its nearest neighbors is of type j. We define the pair probability p; = p;P (i | j), that a randomly chosen nearest neighbor
pair of sites are occupied by the i and j monomers or they are vacant. The dynamics of the model is given by the rate of
change of these pair probabilities, which are evaluated by counting the changes in the number of nearest neighbor pairs in
a neighborhood of sites centered on, and including, the center pair i — j.

We need to consider only the pair probabilities p,,, pya, Pvg and pgg to describe this model, since the pairs i — j and
j — i, although physically distinct, they contribute with the same weight to the equations of motion. The pair probabilities
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Table 2
Possible transitions among different configurations of pairs of nearest neighbors in the lattice.
from—

ol A—A B—B A—v B—v v—v
A—A X X T; X X
B—B X X X T, X
A—v T3 X X X Ty
B—v X Ts X X Ts
v—v X X T; Ts X

are related to the densities of monomers and to the fraction of vacant sites by the relation p; = }_, p;j. We may write the
following relations

Pa = Pva + Paa; (17)

P = DvB + PBs; (18)

Pv = Pva + PuB + Duv- (19)
Because of the relation given by Eq. (1) we can also write

Pvv + Pasa + Ps + 2 (va + po) =1 (20)

In this pair mean-field approximation we also suppose that these pair probabilities are all statistically independent and
that the system is translationally invariant. The Table 2 show all the possible transitions among the pairs.

For instance the transition T; represents a pair of nearest neighbor sites (central pair) in the configuration A — v. Then
a monomer of the type A arrives at the empty site of this central pair, changing the configuration of this pair to A — A. The
rate transition is the same for the transition v — A — A — A. Thus the eventsA— v —- A—Aand v — A — A — A occur with
equal probability and the rate transition T; is given by

T1 = Yabav (pAv + pﬁ) , (21)
Dv Dy

since the other nearest neighbor site of the empty site of the central pair cannot have a B monomer. The calculation of the
rate T; is more elaborate. In this case we have to consider two possible paths: the monomer B arriving at the empty site of
the A — v pair or arriving in the first neighbor site of the monomer A of this same pair. In this case all possible distributions
of the monomers B in the first neighbors of the pair A — v should be taken into account. The rate T; can be written as

T; = Ty + T2,

where

T71 = pav

pAvyB (1 Pav PBv Dvv (22)

P Py ) and T7z=pAuyB<f—+—+—
2 py Dv Dv 2 py Dv DPv

Assigning the rate of desorption «, the equations of gain and loss for the densities of pairs pgg and p, are respectively

1 DPav PBv DPvv )
Da .

dp
—2_> (T, — Ts — apgs) , (23)
dt
dev T
a - 5+ Ts — T — Tg + appg — atPpy. (24)

The equations of time evolution of pairs of densities paa, Pgs, Pav, Py and p,, form a set of differential equations subject to
normalization condition given by Eq. (20). The set of equations for the pair probabilities cannot be solved analytically and
we have solved by applying the 4th order Runge-Kutta method.

In Fig. 1(a) and (b) we show the site and pair mean-field results for the order parameter of the model, that is, the fraction
of empty sites. The pair mean-field approximation gives the critical point yz. depending on the value of the parameter «.

3. Static Monte Carlo simulations

In this section we give a brief description of the method we used. The results of simulations were obtained through the
following algorithm: we randomly choose a site of the lattice. If this site is occupied by an A monomer, than the attempt
adsorption ends and a new site is randomly chosen. But if the selected site is occupied by a B monomer, than this monomer
is desorbed from the lattice with probability «. If the selected site is empty, than, with probability y4 (y), a monomer A (B)
will be adsorbed and if no one of the nearest neighbor sites of the selected site are occupied by B (A) monomer, then this
empty site becomes occupied by a monomer A (B). Else, if there are some distinct monomer in its neighborhood, then the
reaction (A 4+ B) will take place, leaving two empty sites after reaction. One Monte Carlo step was defined as N attempts
adsorption and all the simulations started with an empty lattice. The time required for a finite system to become poisoned
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Fig. 1. Fraction of empty sites as a function of the parameter y; for different values of the parameter «. Figures (a) and (b) represent, respectively, the
results obtained by site and pair mean field approximations. In both figures « = 0.1, 0.2, ..., 0.9, 1.0, from bottom to top.

depends on the lattice size and on the value of yz and «. For yg larger than the critical value, the system can be found in a
reactive steady state, until a large fluctuation drive it to a poisoned state. This reactive steady state is indeed a metastable
state. For these metastable states we compute the order parameter (fraction of vacant sites) which exhibits fluctuations
around the mean value, for different values of the parameter «. We performed simulations for the various lattice sizes, and
we considered detailed calculations near the transition point. The simulations showed that the system exhibits a continuous
phase transition between an absorbing state, which is poisoned by monomers of the type A, and an active steady state. Our
results showed that de critical point (ys. ) depends on the value of «.

To obtain the critical exponents of the model we performed a finite-size scaling analysis for the order parameter p,. We
assume that it is a generalized homogeneous function of the variables L and A = yp — yp.. We suppose [36] that in the
critical region, the order parameter behaves as

Py~ L/ (ALV'L), (25)

where @ is a scaling function with the properties that at the critical point ®(0) ~ 1, and that & (x) ~ x#, forx — oc.
The latter property recovers the power law behavior p, ~ A# which is valid for a system of infinite size near its critical
point. The exponent v, is the correlation length exponent and measures the correlations of the order parameter over the
surface. At the critical point, a log-log plot of p, versus L must be a straight line with slope —8/v, . Fig. 2(a), (b) and (c)
show the log-log plots of p, versus L, for three values of the parameter o showed in the figures. The error bar for each
point is not included in these plots. The data points give the value yp (¢ = 0.2) = 0.564(1), yp. (¢ = 0.5) = 0.5914(4)
and yp. (¢ = 0.8) = 0.6065(5) for the critical value of the parameter yg. The values of the critical exponent ratio are
B/vi = 0.251, 0.254 and 0.255, for each value of the parameter «, respectively.
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Fig. 2. Log-log plots of p, versus L for some values of the parameter y; (indicated in the figures), near the critical point, for (a) « = 0.2, (b) @ = 0.5, and
(c) @ = 0.8. From the slope of the straight lines we found 8/v; = 0.251 (a), 0.254 (b) and 0.255 (c).
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Fig. 3. Collapse of the data points for the order parameter p, for different lattice sizes L for the values (a) « = 0.2, (b) « = 0.5 and (c) « = 0.8. The figure
is a log-log plot of p,L#/"L versus AL'/":,
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Fig. 4. Phase diagram of the model in the site mean field (solid line), pair mean field (dotted line) and Monte Carlo simulations (dashed line). These lines
separate the absorbing states from the active steady states, for the possible combinations of yz and «. The system will saturate for the combinations that
are on the left of those lines.

In order to carry out a finite-size scaling analysis for the order parameter, a number of independent runs were done near
the transition point for each lattice size, and for « = 0.2, 0.5 and 0.8. Data obtained from the quasiequilibrium active steady
states were then sampled. We have plotted, in Fig. 3, the quantity p,L?/"L versus AL/"~ in a log-log scale, for various lattice
sizes and values of the parameter «, showed in the figures. As we can see, the data for the different lattice sizes, in each
plot, collapse very well, suggesting the correctness of the scaling form of Eq. (25). Thus, for large values of the argument of
the function @ in Eq. (25), the data should fall on a straight line with slope .

The collapse of the data points was obtained with the following values of the parameters: 8 = 0.27(2),v; = 1.08(3) and
¥g. = 0.5636(4) fora = 0.2, 8 = 0.26(2), v, = 1.08(2) and yg, = 0.5915(1) fora = 0.5and g = 0.27(1), v, = 1.08(2)
and yg, = 0.6065(1) for « = 0.8. We observe that the ratios 8/v, are the same as those found in Fig. 2. The values we have
found are compatible with the best values of the static critical exponents of the Directed Percolation [37] and we conclude
that there is a good agreement between the values we found in our static Monte Carlo simulations and those of the DP.
This is a good evidence that monomer-monomer reaction model with B desorption is in the same universality class of the
Directed Percolation. Fig. 4 show the phase diagram of the model in the site and pair mean field approximation, as well as,
the corresponding phase diagram obtained by Monte Carlo simulations.

4. Dynamic Monte Carlo simulations

We also studied the dynamical critical behavior of the model by introducing a suitable time variable. It is defined as being
the mean time required for the system to become completely poisoned. Firstly, we define the time for a selected sample to
become poisoned, that is,

> tpy
t
> Dy

t

T, = . (26)

This particular function depends on the linear size L of the system and on the parameter yg, as well as on the value of the
parameter «. Then, we take an average over all the independent samples, getting the quantity t = (t,)s, which is assumed
to have the scaling form [36]

T~ (AL, (27)

In Eq. (27) the scaling function ¢ is assumed to behave as ¢(0) ~ 1 at the critical point, so that a log-log plot of  versus
the system size L is a straight line with the slope z. This result is displayed in our Fig. 5 for the same values of the parameter
« as those used in the Figs. 2 and 3. From these figures we obtainz = 1.59(1) and yg. = 0.5641(3) foraw = 0.2,z = 1.58(1)
and yg, = 0.5915(5) for@ = 0.5, and z = 1.59(1) and yg. = 0.6067(3) for « = 0.8 Eq. (27) must be consistent with the
definition of the v exponent: in the limit of a system with an infinite lattice size (L — oo) the characteristic time diverges
ast ~ (ys —ys.) . So, the z and the v exponents are related by z = vy /v, . From these results we estimate the values
v = 1.72(6), 1.71(4) and 1.72(4) for « = 0.2, 0, 5 and 0.8, respectively.

Another way to get information about the these critical exponents at the critical point, is to consider, for a fixed time
t, all the samples (the surviving ones and those which entered the absorbing state). Defining § as the average of the order
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Fig.5. Log-log plots of T versus L for some values of the parameter y; (indicated in the figures), near the critical point, for different values of the parameter
«. In figure (a), « = 0.2 and the slope of the straight line gives z = 1.59, while for the values @ = 0.5 (b) and 0.8 (c), z is 1.58 and 1.59, respectively.
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Fig. 6. Collapse of the data points for the dynamical behavior of the order parameter at the critical point, fora = 0.2 (a),« = 0.5 (b) and « = 0.8 (c). The

slope of the straight line gives the ratio /v = 0.15,0.15 and 0.16.
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parameter over many samples, at the critical point, this quantity will depend on the system size L as well as the value of «,
and on time. For the long time behavior and for a large system size one can assume the following scaling form

8~ LMy (e/17). (28)

We have plotted, in Fig. 6, 8L#/"* versus t/I? on a log-log scale. The data points collapse very well for 8/v; = 0.25(3),
z = 1,58(1) and yg, = 0.5636(4) in the case o« = 0.2; /v, = 0.24(2),z = 1,58(1) and yg, = 0.5915(1) in the case
a =0.5and B/v; =0.25(1),z = 1,58(1) and yg, = 0.6065(1) in the case o« = 0.8. All these values are consistent with
the previous ones we have found by employing the other manner of collapsing the order parameter data. As we can see
from these figures, for t < L? the data points collapse onto a straight line with the slope —f/v; = —0.15(1), —0.15(1)
and —0.16(1) for the three values of the parameter «. Finally, from these ratios, we can estimate the value of the critical
exponent v;. We found the values 1.8(2), 1.7(2) and 1.7(2) for o = 0.2, 0.5 and 0.8, respectively.

5. Conclusions

We have studied the monomer-monomer reaction model with B desorption on a catalytic surface. We have considered
the site and the pair mean-field approximations to obtain the steady states and a qualitative picture of the critical behavior of
the model for different values of the probability «.The model displays a continuous phase transition into a single absorbing
state. The critical point obtained via pair approximation agree qualitatively with that found by Monte Carlo simulations.
By employing finite-size scaling arguments, we determined the static and dynamic critical exponents of the model. All the
values we have found are in agreement with those of the Directed Percolation (DP) in one dimension. This was indeed
expected, since the phase transition from the active to the single absorbing state is one in which the concentration of
vacancies goes continuously to zero. This is a strong evidence in favor of the universality: models with different dynamical
rules exhibit the same critical behavior. The essential characteristic shared by these models is a continuous phase transition
into an absorbing state. The DP conjecture asserts that models with a continuous phase transition into an absorbing state
belong generically to the DP universality class. In summary, based on the values we have found for the static and dynamic
critical exponents,' and on the DP conjecture, we can conclude that the monomer-monomer model with desorption, in one
dimension, belongs to the same universality class of the DP, which corroborate the results obtained by Jun Zhuo and Sidney
Redner [32].
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