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RESUMO

WEBER, Karla. Auséncia de Correlagoes entre as Equacgoes
de Onda Para Campos Twistoriais Covariantes e Contrava-
riantes Ocorrentes nos Formalismos Espinoriais de Infeld e
van der Waerden. 2014. 48p. Dissertagio (Mestrado Académico
em Fisica - Area: Relatividade Geral e Cosmologia) - Universidade
do Estado de Santa Catarina. Programa de Pds-graduagao em Fisica,
Joinville, 2014.

Mostraremos neste trabalho que as equagoes de onda para quaisquer
campos twistoriais de um tunico indice, as quais ocorrem no contexto
dos formalismos espinoriais ve de Infeld e van der Waerden para a Re-
latividade Geral, devem ser formalmente as mesmas. FEste resultado
decorre essencialmente do fato que a transcrigao espinorial da tradicio-
nal equacao conforme de Killing fornece equacoes twistoriais da mesma
forma. Uma consequéncia deste resultado é que os dispositivos dife-
renciais covariantes do formalismo -, os quais usualmente servem para
controlar valéncias de configuracoes indiciais, tornam-se inaplicdveis no
que concerne a obtencao dos padroes formais das equacoes de onda sob
consideragao aqui.

Palavras-chave: equagoes de onda; campos twistoriais; formalismos
espinoriais de Infeld e van der Waerden.






ABSTRACT

WEBER, Karla. Absence of Differential Correlations Between
the Wave Equations for Covariant and Contravariant Twistor
Fields Borne by the Infeld-Van der Waerden Spinor Forma-
lisms for General Relativity. In 2014. 48p. Dissertation (MSc in
Physics - Academic Area: General Relativity and Cosmology) - Uni-
versity of the State of Santa Catarina. Graduate Program in Physics,
Joinville, 2014.

In this work we will show that the wave equations for any twistor
fields carrying a single index, which occur in the frameworks of the
Infeld-van der Waerden ~ye-formalisms for General Relativity, must be
formally the same. This result stems mainly from the fact that the spi-
nor transcription of the traditional conformal Killing equation provides
twistor equations of the same form. A consequence of this result is
that the usual y-formalism covariant differential devices for controlling
valences of spinor-index configurations turn out to be inapplicable as
regards the specification of the formal patterns for the wave equations
under consideration here.

Keywords: wave equations; twistor fields; Infeld-van der Waerden
spinor formalisms.
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1 Introducao

Os espinores no ambito da fisica, sdo encontrados no contexto das
teorias de Pauli (J.SAKURALI 1994) e Dirac (BJORKEN; S.D.DRELL,
1965) para o spin do elétron. Na teoria de Pauli, os espinores sao
descritos com base na existéncia de um homomorfismo entre o grupo
de matrizes unitdrias SU(2) e o grupo SO(3), no qual para cada rotacao
de SO(3) correspondem duas matrizes de SU(2). Na teoria de Dirac, os
espinores surgem naturalmente na descricao da dinamica de particulas
com spin £1/2, no espago de Minkowski da Relatividade Restrita. O
grupo de transformagoes que atua neste caso, é o grupo de Lorentz
L. Existe um homomorfismo entre o grupo SL(2,C) e a componente
ortécrona prépria LT de L nesta teoria, o qual foi estabelecido por
Van der Waerden (Van Der WAERDEN, 1929) em conexao com uma
descricao em termos de espinores de duas componentes da equacao de
Dirac.

Naturalmente, surgiu o interesse em obter uma descricao em termos
de espinores de duas componentes no contexto da Relatividade Geral.
Em 1933, Infeld e van der Waerden (INFELD; Van Der WAERDEN,
1933) introduziram os chamados formalismos espinoriais e, os quais
propiciaram tal descricao em termos de espinores de duas componentes
de uma parte consideravel da estrutura geométrica da Relatividade
Geral. Uma das motivagoes originais em conexao com o advento destes
formalismos, estd relacionada com a obtencao definitiva da versao de
duas componentes da teoria de Dirac para o elétron em espagos-tempo
curvos sem tor¢ao. A construgdo dos formalismos e constituiu uma
extensao de trabalhos anteriores, propostos primeiramente por van der
Waerden (Van Der WAERDEN, 1929) e, subsequentemente, por Infeld
(INFELD, 1932).

Os formalismos e envolvem o assentamento, em cada ponto nao-
singular de um espago-tempo curvo, de dois pares de espagos de espin
conjugados complexos. Neste contexto, o papel desempenhado tradici-
onalmente pelo grupo linear SL(2,C) da Relatividade Especial, é as-
sumido pelo chamado grupo de calibre generalizado de Weyl (WEYL,
1929). O grupo de Weyl aparece como um conjunto de matrizes (2 x 2)
nao-singulares complexas cujas entradas dependem essencialmente de
um parametro real definido adequadamente no espaco-tempo, eventual-
mente sob consideragdo. Os espagos de espinores elementares surgiram,
entao, como espacos vetoriais de duas dimensoes complexas assenta-
dos localmente nos ambientes espaco-temporais, tais espagos espinori-
ais transportam um espinor métrico antissimétrico. Nos quais, cada
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tensor mundo ¢ associado a um espinor Hermitiano.

Na teoria de espinores utilizada neste trabalho, os chamados forma-
lismos e , possuem algumas diferencas no que diz respeito a natureza
geométrica de determinados objetos, ou seja, em um formalismo o ob-
jeto em questao pode ser uma densidade de espin, enquanto que, em
outro um tensor espin. O comportamento de tal objeto sob as trans-
formagoes de calibre de Weyl, é que determina a natureza de tal objeto
(WEYL, 1929). No formalismo v, as componentes bésicas dos obje-
tos métricos e conectores sao fungoes de x* e qualquer espinor métrico
aparece como sendo um tensor de espin com relagao ao grupo de Weyl.
Ja no formalismo ¢, os objetos métricos aparecem como densidades de
espin, como serd apresentado de maneira breve no capitulo 3.

Em tais formalismos, toda a descricao dos padroes afinidade espin
repousa sobre propriedades geométricas das habituais conexoes mundo-
afim e a implementacao de uma condigao que consiste em tomar qual-
quer objeto de conexao hermitiano como entidades covariantemente
constantes.

O estudo da teoria de espinores de duas componentes torna possivel
descrever-se aspectos da natureza que nao sao possiveis de serem des-
critos apenas com o uso de tensores mundo. Um destes aspectos ad-
vem de uma das principais propriedades dos formalismos e, de acordo
com a qual, tais formalismos exibem uma caracteristica eletromagnética
manifestamente geométrica de certos espacos-tempo a qual, falando a
grosso modo, é exibida por conexoes afim espinoriais e pela presenga
em curvaturas espinoriais de bivetores de Maxwell (INFELD; Van Der
WAERDEN, 1933; BADE; JEHLE, 1953). Em adigao, as fungbes de
onda para fétons geométricos e gravitons somente sao exibidas quando
usa-se os formalismos espinoriais.

Um desenvolvimento consideravel dos formalismos e foi levado a
cabo por Witten (WITTEN, 1959) e, independentemente, um tanto
mais tarde, por Penrose (vide (PENROSE; Mac CALLUM, 1972; PEN-
ROSE; RINDLER, 1984)). Witten obteve pela primeira vez a decom-
posicao espinorial de duas componentes de tensores de curvatura de
Riemann, em adigao a estabelecer o niimero de componentes indepen-
dentes mundo-espin mais diretamente pertinente e a obter um conjunto
de invariantes tipicos da Relatividade Geral.

Penrose desenvolveu consideravelmente as técnicas calculacionais es-
pinoriais e ndo somente obteve um conjunto de expansoes algébricas for-
mais e de regras de reducao espinoriais, mas também a decomposicao
espinorial irredutivel do tensor de Weyl. Tais trabalhos propiciaram
uma transcrigao espinorial natural das equagoes de Einstein bem como
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a defini¢do definitiva de fungoes de onda para gravitons (vide (CAR-
DOSO, 2005)) as quais ocorrem, nos dois formalismos, como os espino-
res (totalmente simétricos) que entram em decomposigoes de tensores
de Weyl.

O completamento da descrigao espinorial da geometria mundo ori-
unda dos formalismos 7e foi realizado somente em 2004 (CARDOSO,
2005). Este trabalho, particularmente, sugeriu que a defini¢ao de fungoes
de onda para fétons geométricos, a saber, fétons envolvidos em curvatu-
ras eletromagnéticas de Infeld e van der Waerden tal como mencionadas
acima, poderia descrever as propriedades fisicas do fundo césmico de
microondas em conjuncdo com os modelos cosmoldgicos padroes (PEN-
ROSE; RINDLER, 1986, 1984; SCHOUTEN, 1954). Podemos enfatizar
que um dos resultados mais significantes, o qual emergiu a partir do
trabalho da Ref. (CARDOSO, 2005), é o fato que fungoes de onda para
fotons geométricos e gravitons ocorrem nos dois formalismos como par-
tes apropriadamente definidas de espinores de curvaturas, como sera
visto no capitulo 4.

Mais recentemente (CARDOSO, 2010), os formalismos e foram
utilizados para descrever em detalhes as condigoes de integrabilidade
da equagao twistorial de Penrose (ISHAM; PENROSE; SCTAMA, 1975;
PENROSE; Mac CALLUM, 1972), no caso de campos twistoriais que
portam um indice contravariante. De fato, as técnicas calculacionais
utilizadas em conexao com estas condi¢oes envolvem certos disposi-
tivos diferenciais covariantes de segunda ordem adequadamente con-
traidos, juntamente com certas regras computacionais algébricas. Es-
tes métodos tinham sido usados anteriormente na Ref. (CARDOSO,
2005) para deduzir explicitamente o conjunto completo de equagdes
de onda para gravitons e fétons que ocorre em ambos os formalismos.
Um dos resultados mais notéveis que emergiu deste trabalho twisto-
rial é que campos espinoriais conformalmente invariantes nao se aco-
plam com gravitons (CARDOSO, 2007, 2009) mas, estritamente, com
fétons de Infeld e van der Waerden, independentemente de se o espago-
tempo de fundo é conformalmente plano ou nao. Este resultado pode
ser observado, no capitulo, no qual é demonstrado nas manipulacoes
algébricas para a obtengao da equacao de onda, que a parte que car-
rega a informagao gravitacional é identicamente igual a zero, devido a
propriedades de simetrias.

O presente trabalho tem como objetivo central mostrar e enfatizar
que as equacoes de onda para campos twistoriais covariantes e con-
travariantes com um indice cada, possuem a mesma forma dentro dos
contextos dos formalismos ~ye. Para isso, usar-se-4 as técnicas calcula-
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cionais propiciadas pelo trabalho das Refs (CARDOSO, 2005, 2012a,
2012b, 2010), as quais sdo as mesmas que aquelas referidas previa-
mente. O principal resultado obtido aqui estd, com efeito, relacionado
com a auséncia de correlagoes diferenciais entre tais equagoes de onda,
resultado este que repousa essencialmente no principio de covariancia

generalizado dos objetos conectores Hermitianos de ambos os formalis-
mos (vide (CARDOSO, 2005)).



2 Notacao e Planejamento do Trabalho

As seguintes convengoes serao usadas aqui. As componentes de
qualquer quantidade mundo num espaco-tempo curvo 9t serdao rotu-
ladas por indices latinos mintsculos, os quais assumirao os valores
0,1,2,3. O operador derivada parcial com relacao as coordenadas z
em M serd denotado simplesmente por d,. Sem risco de confusao, uti-
lizaremos o mesmo simbolo indexado V, para denotar um operador
derivada covariante sem torgao em cada um dos formalismos. Por con-
veniéncia, a assinatura métrica de um tensor métrico covariante g, em
M serd considerada como (+ — ——). Adotaremos a convengao da Ref.
(PENROSE; RINDLER, 1986) que utiliza letras Latinas maidsculas
linhadas e nao-linhadas para denotar componentes espinoriais conju-
gadas complexas. Assim, todos os indices espinoriais assumirao os va-
lores 0,1. Para denotar as operagoes de simetria e antissimetria, usa-
remos a convenc¢ao de envolver os indices absorvidos pelas operagoes
com parénteses e colchetes, respectivamente. Explicaremos outras con-
vengoes no devido tempo, caso seja necessario.

O planejamento do trabalho foi arranjado como segue. No capitulo
3, sera feita uma breve apresentagao dos objetos métricos e da carac-
terizagao geométrica de cada formalismo. No Capitulo 4, as técnicas
calculacionais exibidas nas Refs. (CARDOSO, 2005, 2010), as quais
mencionamos no Capitulo 1, serdo revistas. Este procedimento pro-
piciard um embasamento para o desenvolvimento dos Capitulos sub-
sequentes. No Capitulo 5, considerar-se-4 a equacao de Killing con-
forme (PENROSE; RINDLER, 1984; ISHAM; PENROSE; SCIAMA,
1975; PENROSE; Mac CALLUM, 1972), visando a apresentacao das
equagoes de campo twistoriais para espinores com um unico indice, as
quais sao evidentemente de nosso interesse imediato. Nosso resultado
chave é estabelecido no Capitulo 6, onde deduzimos as equagoes de
onda para os campos sob consideragao, e efetivamente estabelecemos
que estas possuem a mesma forma. No Capitulo 7, tracamos algumas
observagoes finais sobre nosso trabalho.






3 Espinores Métricos e Conexoes Afim Es-
pinoriais

Neste capitulo, serao brevemente apresentados alguns aspectos con-
cernentes a geometria métrica e afim dos formalismos 7e, evidenciando
algumas diferencas de natureza geométrica entre os dois formalismos.
Como mencionado anteriormente, no formalismo 7, qualquer espinor
métrico aparece como sendo um tensor de espin com relacao ao grupo
de Weyl, e todos os objetos conectores correspondentes portam um
carater combinado de tensor de espin e de vetor mundo, covariantes
ou contravariantes. No formalismo €, os objetos conectores sao olha-
dos como entidades que portam o mesmo carater mundo daqueles do
formalismo =y, porém, um carater de densidade de espin é atribuido a
cada um deles.

3.1 Espinores Métricos

No formalismo +, os espinores métricos aparecem como sendo ten-
sores de espin antissimétricos invariantes sob transformacées de coor-
denadas mundo. Dentre estes, temos particularmente os de valéncias
{0,2,0,0} e {2,0,0,0}, a saber,

oam=( % 3 ) vl ewtie) )

-1
ABy _ 0 v 9
o= (0 7). @)
com as entradas do par (| v |, ®) sendo fungoes reais derivaveis de z®.
No formalismo &, os espinores métricos também sao espinores antis-
simétricos invariantes mundo, com suas expressoes sendo dadas por

cam=( 5 )= )

juntamente com os complexos conjugados das equagoes (2) e (3).
As relacoes entre os espinores métricos nao-linhados dos formalismos
sao dadas por

AB —1€AB

YT = s YAB = YEAB - (4)
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Denotando v ou € por M, temos as seguintes relagoes:

MPMea =M,y P =-M", (5)

MAB$5A32<(1) ?) (6)

Os espinores métricos e seus complexos conjugados sao particular-
mente tteis para levantar e abaixar indices de espinores e de quanti-
dades mistas espin-mundo em 9. Considerando um espinor arbitrario
¢4, tem-se os seguintes esquemas para mover indices:

(=8¢, Ca=CP vBa (7)

¢4 =e"P(p, (4 =(Pepa. (8)

Devido & propriedade tensorial das configuragdes métricas (1) e (2) e
de suas complexas conjugadas, o fato de mover indices no formalismo
~ preserva o carater espinorial dos objetos considerados, enquanto que
no formalismo € este processo geralmente produz objetos cujo cardter
espinorial é diferente daquele do objeto inicial. Contudo, em vista da
invaridncia das estruturas (1 - 3) sob transformagcoes de coordenadas
mundo, a acao dos espinores métricos de cada formalismo sempre pre-
serva o carater mundo dos objetos envolvidos.

3.2 Objetos Conectores

A correspondéncia entre tensores mundo e espinores é realizada por
meio de objetos conectores hermitianos. Estes objetos sao matrizes
(2 x 2) cujas componentes dependem de z*. Tais objetos sdo dados
pelas entradas do seguinte conjunto:

S = {Sannr, 84 u, SAN 5aAAY (9)

onde S denota o ou ¥ de acordo com o formalismo 7 ou €, respectiva-
mente.

A hermiticidade de qualquer objeto do conjunto (9) é perdida quando
os indices espinoriais ocupam ”andares” diferentes. Os objetos conecto-
res sao relacionados com g, pela seguinte relacao de definigao:
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2SAA/(QSSB :gabMAB' (10)
Aqui, vale a pena mencionar que, manipulando adequadamente os
indices da equagao (10), obtém-se a seguinte propriedade:

A oB)A’ A B)A’ !
SASPY =80 8, = 84 LsEY (11)

Tal manipulagao envolve a utilizagao dos mecanismos de levantar e

abaixar indices espinoriais bem como a simetrizacao dos indices A, B.
A relagao entre objetos mundo e de espin é prescrita explicitamente

em termos de produtos externos apropriados tais como, por exemplo,

Ka = Sé?A/KAAH (12)
gab = S SPE MapMar g, (13)

e
MABMA'B’ = Sz{A’SbBB’gab- (14)

3.3 Tensores e Densidades de Espin

Para caracterizar os objetos espinoriais em cada formalismo, verifica-
se como estes se comportam sob transformagoes de calibre generaliza-
das. Estas transformagoes constituem o grupo de Weyl (WEYL, 1929),
cujos elementos possuem componentes definidas por

Ay B = /pexp(iN)i, P, (15)

onde p é uma funcao real derivdavel de x® positivo-definida, e 6 é o
parametro de calibre do grupo que é considerado como uma fungao
real derivavel arbitraria sobre 9. Este grupo opera localmente sobre
os espagos de espin de 9N e independe da acao do grupo pertinente
de mapeamentos espago-temporais. A definicao do determinante de

(A7) é

Ap = det(Ay B) = pexp(2i)), (16)

onde
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ABAL = ApN6 B0, (17)

Um dos mais simples exemplos de tensores de espin é um vetor de
espin covariante (4, o qual se transforma segundo a lei

Ch=A4"Ca. (18)

Para um vetor de espin contravariante ¢4, tem-se

¢4 =¢PAgt, (19)

juntamente com as conjugadas complexas de (18) e (19). Uma quanti-
dade numérica que é invariante sob transformacoes de calibre é deno-
minada um escalar de espin.

Usualmente, a definigao das leis de transformagao para tensores de
espin de valéncias arbitrarias sao obtidas a partir de produtos externos
adequados entre vetores de espin e as prescri¢oes (18) e (19). O cardter
de tensor de espin dos objetos métricos fundamentais do formalismo
é exibido através das seguintes configuragoes:

Yap = MCAGPvep e AP = yPASANGTE, (20)
oy =AM PA P 0% = An | 0%y (21)

e 7 ’ ’ ’
O_IaAA — O_aBB AEIAAE/IA :| AX1 ‘O,aAA, (22)

juntamente com suas conjugadas complexas. Analogamente & situacao
mundo, as densidades tensoriais de espin sao definidas como produtos
externos entre tensores de espin e densidades de espin escalares. Uma
descrigao algébrico-geométrica completa dos formalismos pode ser en-
contrada na Ref. (CARDOSO, 2005).



4 Curvaturas Espinoriais

Neste Capitulo, como mencionado anteriormente, as técnicas calcu-
lacionais desenvolvidas na Ref. (CARDOSO, 2005, 2010) serao utiliza-
das para obter-se as equacgoes de onda do nosso contexto.

Em qualquer um dos formalismos, um dos procedimentos calcula-
cionais para obter-se as respectivas estruturas de curvatura de espin
em M, consiste (CARDOSO, 2005) basicamente em atuar com o co-
mutador derivada covariante mundo sobre quaisquer objetos conectores
Hermitianos de Infeld e van der Waerden tal como, por exemplo,

[Va, V] SPP" = 2V, (Vy SPP") = 0, (23)
onde S°PP" &, com efeito, um dos objetos conectores Hermitianos para
o formalismo considerado. Expandindo explicitamente (23), temos

SCAB/WabAB + SCBA'W A/ B’ + ShBB/Rath —=0. (24)

a

Os objetos de curvatura mistos de Infeld e Van der Waerden (CAR-
DOSO, 2005) que aparecem na equacio (24), sdo definidos como'!

Wapa® = 20,9547 — (904 00c® — 944 00c®) = Wi a®,  (25)
e satisfazem a seguinte relagao:

Wapal + 045 Wapa?t' = S45:SPP Rypea. (26)

Realizando uma contragio dos indices A e B na equagio (26), ob-
temos

2(Wapa™ + Wapar ™) = Rapn = 0. (27)

A contragdo indicial na equagao (27), em qualquer formalismo, im-
plica na aniquilacao de toda a informacao carregada pelo tensor de
Riemann Rabcd.

Uma maneira alternativa para obter-se os objetos de curvatura es-
pinoriais, consiste em deixar o comutador espinorial covariante atuar
sobre um vetor de espin arbitrario ¢¢, tal como segue

1A quantidade 9,47 denota uma conexao afim espinorial para qualquer um dos
formalismos.
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S4uS% 5 Ve, VilCC = [Van, Vep|(C = Waaspu“CM.  (28)

A equagdo (25) pode ser recuperada a partir da equagdo (28), em
qualquer formalismo, substituindo o vetor de espin envolvido por uma
quantidade de espin definida como o produto externo de um vetor
mundo invariante de calibre com uma matriz S Hermitiana adequada
(CARDOSO, 2005).

Tendo definido os objetos de curvatura mistos, realizamos agora
o desdobramento de tais objetos em suas partes simétricas e antis-
simétricas nos indices espinoriais, a saber,

Wabas = Wapcan) + Wasjan)- (29)

Concordantemente, a contribuicao gravitacional é fornecida pela
parte simétrica

1 /
Waban) = 551043/5%]3 Rapea- (30)

A equacgao (30) é obtida, primeiramente, movendo-se adequada-
mente indices da configuragdo (26) e, entdo, realizando-se a operagao
de simetria nos indices A e B.

Para escrevermos as contribuigoes eletromagnéticas e gravitacionais
explicitas, usamos a relacao?

XAB = %XMAB = Xun, X =xc°, (31)
a qual é definida para algum tensor de espin. Lembrando que, como
todos os espagos de espin sao bidimensionais, os tinicos objetos de espin
totalmente antissimétricos que possuem utilidade carregam dois indices
do mesmo tipo (CARDOSO, 2005). A contribuigdo eletromagnética
é obtida ao realizar-se uma contracao nos indices A e B da equacgao
(25), notando que a versio contraida do termo quadrético em 9,47 ¢
aniquilada pela contracao. Com efeito,

Wapa® = 20,,054" = (—4i)0), Dy = —2iFop, (32)

onde F;, é o tensor de Maxwell e &, é um vetor mundo®. Sendo assim,

2Daqui em diante, a letra niicleo M denotaré - ou «.
3Em cada formalismo, ®; constitui a parte imaginiria de uma estrutura afim
contraida e é identificado como um potencial eletromagnético afim que, geralmente,
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obtém-se 1
Wapas = 5523/5%8 Ravea — iFapMap. (33)

A equagdo (33) claramente exibe o desdobramento que envolve as
contribuigoes gravitacional e eletromagnética do objeto W. Assim, a
parte simétrica em A e B carrega toda a informagao gravitacional sobre
a curvatura de 91, enquanto que a parte antissimétrica carrega toda a
informacao eletromagnética.

Sob transformacoes de calibre, os objetos W45 € seus complexos
conjugados, se comportam no formalismo € como densidades de espin
invariantes de peso +1 e anti-peso —1 e, no formalismo 7, como ten-
sores de espin. Em qualquer formalismo, os espinores de curvatura do
respectivo Ua4 2 surgem da decomposicio bivetorial dada por

b
SaaSppWacp = Mapwapcp + Mapwarpcp, (34)

onde wapcp € warp'op Sao 0s espinores de curvatura do respectivo
formalismo. A partir do desdobramento espinorial dos indices mundo
portados pelos objetos W, obtemos uma associacao com o par de espi-
nores de curvatura do tipo

Warep <> (WaBcD,wa'B/CD)- (35)

Mais explicitamente, os espinores de curvatura sao definidos pelas se-
guintes equagoes:

1 /
WABCD = W(AB)CD = 55?;,4/5?3 Waben (36)

1
WA'B'CD = W(A'B')CD = §SZA/S?§?WabCD~ (37)

Devido ao comportamento dos objetos W sob transformagoes de ca-
libre, os espinores de curvatura aparecem no formalismo -y como tenso-
res de espin e, no formalismo €, como densidades tensoriais invariantes

de peso —2 e peso absoluto —2 (CARDOSO, 2005).

é 0 mesmo para ambos os formalismos.
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4.1 Espinores de Curvatura Gravitacionais

A estrutura gravitacional de 9t pode ser descrita completamente
pelo seguinte par de objetos espinoriais:

G = (WaB(CD)» WA B/ (CD))> (38)

os quais nos permite (PENROSE; RINDLER, 1986) escrever a ex-
pressdo espinorial para o tensor de Riemann como®

Raappcopp = (MapMorpwapcpy+MapMco prwarprcpy)te.c.

(39)
Conforme observado originalmente por (PENROSE; RINDLER, 1986),
é de grande interesse implementar-se uma interpretagao cosmoldgica
dos espinores gravitacionais a partir da expansao

Raaspccppr = (MapMcopXapep+MapMce pZcapp)+c.c.,

(40)
sendo os espinores X e = definidos por
1 I o7 7~/
Xapcep = ZMA BMCP Ranppcepp = WAB(CD) (41)
e
—_ ]. 1y
Eca'pp = ZMABMC D Raapprccpp = warpcp)- (42)

Deve ser notado que os indices dos espinores das equagoes (41) e (42)
apresentam simetria nos pares e nos indices de cada par. Em particular,
a simetria nos pares é estabelecida a partir das propriedades de simetria
do tensor de Riemann (PENROSE; RINDLER, 1986).

E relevante mencionar também que, na expansao de Penrose para
o espinor X (PENROSE; RINDLER, 1986; CARDOSO, 2005), as si-
metrias dos indices ABC D portadas por este espinor simplificam con-
sideravelmente os termos da expansao

40 sfmbolo c.c. denota aqui, e no que segue, uma, contribuicio conjugada com-
plexa.
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1
Xapcp = XaBep) — E(MABXM(MCD) + MacX™ (vpD) (43)

1
+ Map X" (mBe)) — g(MBCXMA(MD) + Mpp XM s(m1c))

1
- §MCDXAB]VIM7

e propiciam deste modo a seguinte relagao:
Xapcep = Xapep) — 2AM g Mp) s, (44)
com
Vapcp = Xapep) = Xamep) = X(aBo)p- (45)

No véacuo, a quantidade A é proporcional a constante cosmoldgica.
Além disso, o objeto ¥ que aparece na equagao(45) define uma funcao
de onda para gravitons (CARDOSO, 2007, 2009). Mais detalhes sobre
a interpretagdo cosmolégica referida acima pode ser vista em (CAR-
DOSO, 2005).

4.2 Espinores de Curvatura Eletromagnéticos

Em ambos os formalismos, os espinores de curvatura eletromagnética
sao dados pelo par espinorial

E = (wapc® ,wapc©), (46)

o qual surge diretamente da decomposicao bivetorial
a b i c c
S*an S’ Fay = i(MA’B/UJABC + Mapwarpc™),  (47)

com F,, dado por (32). Vale a pena enfatizar que os espinores de
curvatura eletromagnética satisfazem (CARDOSO, 2005) as seguintes
relagoes de conjugacao:

’

wapc® = —wapc© (48)

’

WA’B’CC = _WA’B’C’C . (49)
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Consequentemente, temos os desdobramentos

1
WABCD = W(AB)(CD) T iw(AB)LLMCD (50)

¢ 1
WA'B'CD = W(A'B')(CD) T §W(A'B/)LLMCD7 (51)

juntamente com os complexos conjugados de (50) e (51).

4.3 Técnicas Calculacionais

O comutador da equagdo (28) é escrito espinorialmente como a se-
guinte expansao bivetorial formal:

[Vaa,Vep|=MapAap+ MapAap, (52)

onde os A envolvidos no lado direito da equagdo (52) sdo operado-
res diferenciais de segunda ordem simétricos que satisfazem a regra de
Leibniz e portam a propriedade de linearidade.

No formalismo -y, os operadores A p e Ay/p/ se comportam for-
malmente como tensores de espin covariantes sob transformagcoes de
calibre, e sdo definidos por

App = VC’(AVB)C/ - iﬁC’(AvB)Cl = A (53)

App =Veuw Ve +iBew Ve =Awp), (54)

onde 3, é um vetor mundo real e invariante de calibre (CARDOSO,
2005), o qual satisfaz as seguintes equagoes de autovalores:

Vave = iBavBc = 1(0.P + 2P, )vBC (55)

VP9 = (i) By PC. (56)

As expressoes (53) e (54) podem ser reescritas de maneira mais simples,
modificando-se as configuracoes indiciais tal que

Aup = -V Vg (57)

5Em (55), a quantidade ® é o argumento polar da (tinica) componente indepen-
dente de yap.-
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Aap ==V Ve (58)

No formalismo ¢, temos as seguintes configuracoes:
AAB = Vc/(AVg) = —V(CAVB)CH (59)

com A 4 g correspondentemente se comportando formalmente como den-
sidades espinoriais invariantes de calibre de peso —1 e anti-peso —1,
respectivamente.

As vezes, é de interesse escrever-se a forma contravariante dos ope-
radores A em ambos os formalismos. Tem-se, com efeito,

juntamente com o respectivo conjugado complexo. As derivadas A de
vetores de espin (¢ e £, em qualquer formalismo, sdo formalmente
dadas pelas configuragoes (CARDOSO, 2005)

1
AapC® =wapm M = Xapn M + iwABMMCCv (61)
_ 1
AapCC =wapn®M=Z2pu“M+ §WA'B/MMCC (62)
e
1
Aupéc = ~wapc™éu = —(Xapc™éun + iwABMMgC)a (63)
— 1
Appéc =—wapc™én = —Capc™én + §WA’B’MM£C)7 (64)

juntamente com as conjugadas complexas das equagoes (61)-(64) e as
identificagbes gravitacionais (41) e (42).
Para uma densidade escalar n de peso «, temos

Aapn = —anwapc®, Aapn=—anwapcC. (65)

Para derivadas covariantes de densidades tensoriais de espin de valéncia
arbitraria, correspondentemente temos

Asp(nTc..p) = (Aan)Tc..p +nAasTc.. p, (66)
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onde To..p é um tensor de espin, e tem-se considerado as expansoes de
Leibniz para os produtos externos entre densidades escalares de espin
e tensores de espin. Além disso, em nossos cédlculos serao utilizados
os procedimentos baseados no uso das seguintes regras calculacionais
(CARDOSO, 2005):

VY ajar = Mach = Vi (McaV?h) (67)

ovIOvAA = pCA0 = VR, (MACVY), (68)
onde [J é o operador d’Alembertiano definido por
O=25%,S8"8'V,V, = Vpp VPP =VP2'vyh, (69)

o qual é invariante de calibre. Aqui torna-se necesséario utilizar as se-
guintes configuracoes que envolvem desdobramentos de operadores de-
rivadas covariantes contraidas de segunda ordem (CARDOSO, 2005):

' 1
V4G VAL = AAC 5MACD (70)

¢ 1
Vé Vaa = —Aysc + iMAcm. (71)

Ainda neste contexto, é relevante mencionar que o procedimento
chave para a obtengao das equagoes de onda para fétons e para gravitons
em ambos os formalismos, é levado a cabo a partir do uso das equagoes
de campo para os espinores curvaturas eletromagnéticos e gravitacio-
nais, respectivamente. De acordo com tal procedimento, utiliza-se as
mesmas técnicas calculacionais que aquelas que temos utilizado ante-
riormente. No entanto, como este nao é o objetivo crucial do nosso
trabalho, omitiremos os desenvolvimentos pertinentes. Estas dedugoes
podem ser vistas detalhadamente na Ref. (CARDOSO, 2005).

6Lembramos aqui que temos usado a letra nticleo M para denotar v ou .



5 Equacao de Penrose

Serao apresentadas, neste capitulo as equagOes twistoriais para cam-
pos conformalmente invariantes (covariantes e contravariantes) com um
unico indice. Para a obtencao de tais equagoes, primeiramente consi-
deramos a equacao conforme de Killing (PENROSE; RINDLER, 1984)

1
V(aKb) — Zgabchc = 0, (72)

a qual, obviamente, pode ser interpretada como a parte livre de trago
do tensor mundo V(, K3 (PENROSE; RINDLER, 1986), com K, sendo
um vetor de Killing conforme nulo. A equagédo (72), transcrita na forma
espinorial para indices contravariantes e covariantes, torna-se

’ / ]_ / I
v(AA KBB ) — Z(VCC’KCC )MABMA B (73)

1 ’
VaaKppy = Z(VCC Koo )MapMarp:, (74)

onde a simetrizagao envolvida é supostamente nos pares de indices.
Para obtermos as equagoes (73) e (74), utilizamos a transcrigao espi-
norial usual de indices mundo para indices espinoriais. Deste modo,
os objetos K que aparecem nas equagoes (73) e (74), sdo as versoes
espinoriais Hermitianas de um vetor de Killing conforme nulo.

A nulidade de K, é expressa como

g KK = KK, = 0= MagMuyp KAV KPP = KAY K 440 (75)

Agora, levando em conta o fato de que os vetores de Killing sob consi-
derag@o sao nulos, podemos realizar (PENROSE; RINDLER, 1986) a
seguinte decomposigao:

KAA SASA’. (76)
Para indices covariantes, similarmente, temos a seguinte prescrigao:

Kaar = &a8a. (77)
Enfatizamos que a decomposigio exibida pelas equagoes (76) e (77) é

realizada de acordo com a prescricao bem conhecida que quaisquer veto-
res nulos podem ser transcritos em termos de produtos entre espinores
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elementares conjugados complexos.

.~ ! . . 7
Com as decomposicoes de K44 ¢ K consideradas acima, é
possivel reescrever-se as equagoes (73) e (74) da seguinte maneira:

VAR = LVeo (CENMAPMAE (1)
¢ 1
Vi alésénn) = 71V (€cto]MapMars, (79)

onde, como antes, a operacao de simetria deve ser aplicada nos pares
de indices. Expandindo a equagao (79), temos

SV a(Estn) + Virn(Eata)] = VO (€co)MasMa, (80)

ou ainda

%(SBVAIAiBI + & Vaalp +aVrBéa +€aVeéa) = (81)

% [V (cbo) | MapMarp.

Assim, reescrevendo-se cada um dos termos do lado esquerdo da igual-
dade (??) como suas contribuigbes simétrica e antissimétrica e, pos-
teriormente, efetuando-se uma operacdo de simetria nos indices AB e
A'B', obtemos

f(A,VB/)(AgB) +c.c. = 07 (82)

desde que os objetos métricos Map e M g/ sejam antissimétricos.
Com isto, é suficiente pegar-se

Vara€p) =0 (83)

VA AeB) — . (84)

As equagoes (83) e (84) sdo chamadas equagoes twistoriais de Pen-
rose (ISHAM; PENROSE; SCIAMA, 1975; PENROSE; Mac CALLUM,
1972). Observamos que estas equagoes sdo conformalmente invariantes
(PENROSE; RINDLER, 1984), independentemente de se 9t é confor-
malmente plano ou ndo. As equagoes envolvendo os campos conjugados
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complexos sdo”

VAW B — ¢ (85)

vA(A’é-B’) - 0 (86)

Naturalmente, os campos twistoriais estao intimamente relaciona-
dos com solugdes da equacao de Killing conforme. Devemos enfati-
zar que a legitimidade das equacoes twistoriais como um sistema de
equagoes de campo equivalentes, esta por tras de uma propriedade ge-
ral de constancia covariante dos objetos conectores Hermitianos para
ambos os formalismos (INFELD; Van Der WAERDEN, 1933; BADE;
JEHLE, 1953). Assim sendo, em ambos os formalismos, é possivel
obter-se as equacoes de campo do nosso contexto levando-se em conta
as condicoes de compatibilidade métrica

Vo (MABMABY =0 & Vo (MagMag) = 0. (87)

Portanto, usando-se as prescrigoes do produto externo elementar dadas
pelas equagoes (76) e (77), juntamente com suas versbes conjugadas
complexas, depois de algumas manipulacoes pode-se obter as equagoes
(83)e (84) as quais, quando combinadas com suas conjugadas comple-
xas, apresentam de fato a forma tipica das equagoes twistoriais.

E importante mencionar que as solugoes das equacoes twistoriais sao
geralmente sujeitas a uma forte condi¢do de consisténcia (para maio-
res detalhes, vide (CARDOSO, 2010)). Em adigao, enfatizamos que
a invariancia conforme de qualquer solugao das equagoes de campo
twistoriais nao depende de se o espago-tempo de fundo é conformal-
mente plano ou ndo. No formalismo v, as entradas do par (£€4,£4), e
seus conjugados complexos, se comportam como vetores de espin sob
transformagoes do grupo de Weyl, enquanto que suas contrapartes no
formalismo ¢ aparecem como densidades vetoriais de espin de pesos
+1/2 e anti-pesos +1/2, respectivamente.

7 As equacbes twistoriais sio suficientes para garantir a aplicabilidade da equacéo
de Killing conforme mas, no entanto, ndo sao necessirias para isto. Uma condi¢ao
necessdria é dada pela equagdo (82).






6 Equacoes de Onda

Como mencionado no Capitulo 1, nés agora deduziremos as equagoes
de onda para campos twistoriais em espagos-tempo curvos sem torgao,
que portam um indice covariante e que supostamente ocorrem nos for-
malismos de Infeld e van der Waerden. Para levar a cabo a deducao
de interesse, usaremos as equagoes (83) e (84), e sera suficiente traba-
lharmos no formalismo 7. No trabalho da Ref. (CARDOSO, 2010),
obteve-se a equagao de onda para campos twistoriais contravariantes
com um unico indice. Concordantemente, no formalismo v, um tal
campo &4 é solucdo de uma equacdo de onda da seguinte forma:

" .
(O- )= %W‘BSB, (88)

com R sendo o escalar de Ricci de qualquer V,, e ¢* 5 denotando uma
fungéo de onda para fétons de Infeld e van der Waerden (KUERTEN;
CARDOSO, 2011; CARDOSO, 2012a, 2012b).

Nossos procedimentos comegam reescrevendo a equagao (83) com
base na seguinte relagao:

Varaépy = Vaalp — Vaaép = 0. (89)

Na equagdo (89), a parte antisimétrica é reexpressa usando-se a regra
calculacional dada pela equagao (67)

1 1
Varaép) = §VBAV51/§L = —§7ABV54/§L- (90)

Neste estagio, fazemos algumas manipulagoes indiciais utilizando o me-
canismo de levantar e abaixar indices espinoriais, para obter

1 1
Varaép) = —§’YAB’YLMVAfM§L = §'VAB'VLMVA’L'SM- (91)

Assim, voltando & equagao (89), obtemos

1
Vaaépy =Vaalp — §7AB'7LMVA’L§M =0, (92)
tal que, passando o segundo termo da subtracao para o lado direito,
vem

1
Vaalp = §’YAB’YLMVA'L§M, (93)
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ou ainda,
2V aralp = vapv" MV ar €. (94)

A fim de completar-se a obtencao da equagao de onda pertinente
no formalismo v, atua-se com VA sobre (94), tal que

2V Varalp = VE (vapy" MV arréu). (95)
Ainda mais, usando-se a propriedade
V& (vapy™M) =0, (96)

obtem-se , ,
IVEV aralp = yapy"MVAV b (97)

Agora, na equacao (97), utilizamos o desdobramento espinorial dado
pela (71) juntamente com a definicao (57), para escrever

1

1
2(5%405 —Aasc)p = WABWLM(§7LCD€M — Arcéum). (98)

Portanto, realizando-se uma transveccdo na equacdo (98) com ~CB isto
é, efetuando-se o produto externo com uma contragao, vem

1
VOB 4cO€p — 2v9BAscép = §'YCBVAB'YLM’YLCD£M* (99)

VOB yapy M Arcér.

No desenvolvimento calculacional que temos implementado, vale a
pena observar que o procedimento que leva a (??) é adequado, isto é,
a escolha dos indices dos v

envolvidos tem sido apropriada tal como, por exemplo, os indices
de v“B. Para configuracdes indiciais oriundas de outras transveccoes,
tais como com v4B e y4C a (98) se torna trivial. Entdo, manipulando
adequadamente os ndices da eq. (?7) e realizando uma substitui¢ao
indicial, obtemos

1
68 ,0¢p + 248 4¢5 = §D§A + AP 4¢3, (100)

ou ainda,

1
—0084 + 24846 = 5084 + As "¢, (101)
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tal que®
2
Oéa — gAAng =0. (102)

A equacao de onda de interesse é escrita explicitamente quando
calcula~se a derivada delta da equagdo (102). Para isto, usa-se a ex-
pansdo de Penrose (PENROSE; RINDLER, 1986) dada por (44), além
das prescrigoes das derivadas delta tal como em (63). Assim, manipu-
lando a simetria do bloco que carrega os objetos M em (44), vem

Aapéc = —wapc™éu = —Vapc™éar + A(MacMM g+ (103)
MM Mep)éu +idante,

ou ainda,

Aapéc = —Vapc™én + AM(—Macép + Mopéa) +idapéc. (104)

Portanto, transvectando a equagdo (104) com MY resulta

MBAapéc = M P apc™éps + A(~M B Mactp+  (105)
MOPMeopéa) +iM“Poapéc,

tal que, ap6s algumas manipulacoes, levando em conta que MCBMop =
2, obtemos

AxPep = MEa+26a) +ida"Ep. (106)
Agora, sabendo que A = R/24, temos

AaBep = %A +ipaPep. (107)

A equagao de onda pertinente emerge ao substituir-se (107) em (102)

O6a— 2(ta +i64"Em) =0, (108)

tal que, evidenciando £4 em (108), obtem-se

R

O - E)fA = %iquBrSB. (109)

No formalismo ¢, como £4 é uma densidade vetorial de espin com

8Notamos que os operadores A sdo simétricos tal que o “staggering”de seus
indices é imaterial.
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peso —1/2; conclui-se que a contraparte € da derivada (107) deve ser
expressa como uma contribuicao puramente gravitacional, a saber,

A Bep = %A. (110)

Sendo assim, para o formalismo ¢, a versao da equagio de onda (109)
é explicitamente dada por®

(- 1—R2)£A =0. (111)

Vale a pena observar que o sinal comum no lado direito das equacoes
(88) e (109) ocorre devido a relagdo métrica do formalismo v que en-
volve a configuragao diferencial (107) e a expansao

MM P = —(oeh + o )6, (112)

com a relagdo contravariante (112) pegando lugar quando usamos as
seguintes derivadas (CARDOSO, 2005):

Aapycp = 2ipaBYCD (113)

Aapy°P = —2igpap7°P. (114)

No que diz respeito a esta situagao, o que ocorre é que as partes das
derivadas contraidas A€ sob consideracdo se compensam mutuamente
de uma forma ou de outra, produzindo assim a adequagao formal dos
acoplamentos pertinentes através da relagao

AABep + Aape® =2ip4"¢p. (115)

A principio, poder-se-ia pensar que um conjunto de correlagoes di-
ferenciais entre as equacoes de onda no formalismo v para &4 e €4 po-
deria pegar lugar ao utilizar-se os dispositivos covariantes (CARDOSO,
2005, 2007)

06t = A P0¢p + Oy P)ep + 2V )Vt (116)

O¢a = 784067 + (Oy4)E" +2(V'y84)Vat”, (117)

9Deve ser dito que a igualdade (102) também permanece vélida no formalismo
E.
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juntamente com as equagoes de autovalores (55) e
A8 = —0yAB Oyap = —Oyas, (118)

onde
O = "By +iViB". (119)

De fato, a equacao (119) é obtida a partir das equagdes de autova-
lores dadas pelas egs. (55) e (56) juntamente com a definicdo de [I.
Se quaisquer dispositivos para levantar e abaixar indices fossem imple-
mentados de uma maneira direta, entdo uma quantidade consideravel
de informagao “estranha’”seria, com efeito, introduzida no formulario
resultante, enquanto que algumas contribui¢oes envolvidas nos passos
intermediarios dos cédlculos que dao origem as equagoes

V(A(AIKBl)B) == O7V(A(A’KB’)B) == O7 (120)

poderiam ser eventualmente descartadas. Podemos concluir que, qual-
quer tentativa de fazer uso das prescrigoes métricas para recuperar as
equagoes (88) e (109) uma a partir da outra, deveria visivelmente carre-
gar uma séria inadequacao em que as equagoes twistoriais do Capitulo
4 nao poderiam ser implementadas simultaneamente. E evidente que a
propriedade deduzida acima essencialmente reflete a auséncia de con-
tracoes indiciais das equagoes twistoriais.






7 Conclusoes

Neste trabalho, foi estabelecida a auséncia de correlagoes diferen-
ciais entre as equacoes de onda para campos twistoriais covariantes
e contravariantes que portam um unico indice, as quais ocorrem nos
formalismos de Infeld e van der Waerden. Para isto, foi necessirio
deduzir-se as equagoes de onda explicitamente, utilizando-se as técnicas
calculacionais exibidas no Capitulo 4.

A dedugao da equagdo de onda para campos covariantes, quando
combinada com aquela para campos contravariantes, tornou possivel
obter-se um conjunto completo de configuracoes diferenciais, as quais
permitiram prescrever todos os correspondentes acoplamentos no for-
malismo ~ entre curvaturas espinoriais e campos twistoriais com um
indice. Adicionalmente, nosso trabalho permitiu realgar de maneira
clara os procedimentos calculacionais utilizados para descrever as equa
-¢Oes twistoriais tradicionais num espago-tempo curvo. Ainda mais,
na dedu-cao das equagoes de onda pertinentes, ficou evidente que a
transcrigao espinorial da equacodes classica de Killing produz equagoes
twistoriais que sao formalmente as mesmas.

Uma das caracteristicas notdveis das equacoes de onda obtidas e,
de fato, que elas nao envolvem acoplamentos entre os campos twisto-
riais envolvidos e funcoes de onda para gravitons. Este caracteristiva
pode ser observada claramente nos desenvolvimentos calculacionais da
obtengao da equagao de onda, em que a parte que carrega a informacao
gravitacional é aniquilidada devido a propriedades de simetria.

Com efeito, mostrou-se que as unicas configuragoeses de acopla-
mento produzidas pelas técnicas calculacionais que utilizamos, exibem
somente produtos externos que carregam os proprios campos twistori-
ais juntamente com curvaturas eletromagnéticas para o formalismo ~.
No caso do formalismo ¢, foi mencionado que estes acoplamentos nao
ocorrem devido a propriedades geométricas dos respectivos espinores
de curvatura relacionadas com valéncias e pesos. Assim, como vimos,
os dispositivos covariantes convencionais do formalismo usados para
controlar valéncias de configuracoes diferenciais espinoriais, tornam-
se supérfluos no que se refere a especificagao completa da forma das
equacgoes de campo e de onda consideradas.

Finalmente, enfatizamos que qualquer tentativa de fazer uso das
prescricoes métricas dos formalismos para recuperar tanto a equacao
(66) como (87), uma a partir da outra, deveria visivelmente carregar
uma séria inadequacao em que as equagoes twistoriais nao poderiam ser
trazidas a tona simultaneamente. Com base no que vimos no Capitulo
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6, pode-se concluir que a propriedade relacionada com a auséncia de
correlagoes diferenciais entre as equagoes de onda que consideramos
efetivamente, remete a auséncia de contragoes indiciais nas equagoes
de campo twistoriais.

Uma proposta para trabalhos futuros é obter as equacoes de onda
para campos twistoriais de valéncias arbitrarias, ou seja, com mais de
um indice.
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