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RESUMO

WEBER, Karla. Ausência de Correlações entre as Equações
de Onda Para Campos Twistoriais Covariantes e Contrava-
riantes Ocorrentes nos Formalismos Espinoriais de Infeld e
van der Waerden. 2014. 48p. Dissertação (Mestrado Acadêmico
em F́ısica - Área: Relatividade Geral e Cosmologia) - Universidade
do Estado de Santa Catarina. Programa de Pós-graduação em F́ısica,
Joinville, 2014.

Mostraremos neste trabalho que as equações de onda para quaisquer
campos twistoriais de um único ı́ndice, as quais ocorrem no contexto
dos formalismos espinoriais γε de Infeld e van der Waerden para a Re-
latividade Geral, devem ser formalmente as mesmas. Este resultado
decorre essencialmente do fato que a transcrição espinorial da tradicio-
nal equação conforme de Killing fornece equações twistoriais da mesma
forma. Uma consequência deste resultado é que os dispositivos dife-
renciais covariantes do formalismo γ, os quais usualmente servem para
controlar valências de configurações indiciais, tornam-se inaplicáveis no
que concerne a obtenção dos padrões formais das equações de onda sob
consideração aqui.

Palavras-chave: equações de onda; campos twistoriais; formalismos
espinoriais de Infeld e van der Waerden.





ABSTRACT

WEBER, Karla. Absence of Differential Correlations Between
the Wave Equations for Covariant and Contravariant Twistor
Fields Borne by the Infeld-Van der Waerden Spinor Forma-
lisms for General Relativity. In 2014. 48p. Dissertation (MSc in
Physics - Academic Area: General Relativity and Cosmology) - Uni-
versity of the State of Santa Catarina. Graduate Program in Physics,
Joinville, 2014.

In this work we will show that the wave equations for any twistor
fields carrying a single index, which occur in the frameworks of the
Infeld-van der Waerden γε-formalisms for General Relativity, must be
formally the same. This result stems mainly from the fact that the spi-
nor transcription of the traditional conformal Killing equation provides
twistor equations of the same form. A consequence of this result is
that the usual γ-formalism covariant differential devices for controlling
valences of spinor-index configurations turn out to be inapplicable as
regards the specification of the formal patterns for the wave equations
under consideration here.

Keywords: wave equations; twistor fields; Infeld-van der Waerden
spinor formalisms.
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1 Introdução

Os espinores no âmbito da f́ısica, são encontrados no contexto das
teorias de Pauli (J.SAKURAI, 1994) e Dirac (BJORKEN; S.D.DRELL,
1965) para o spin do elétron. Na teoria de Pauli, os espinores são
descritos com base na existência de um homomorfismo entre o grupo
de matrizes unitárias SU(2) e o grupo SO(3), no qual para cada rotação
de SO(3) correspondem duas matrizes de SU(2). Na teoria de Dirac, os
espinores surgem naturalmente na descrição da dinâmica de part́ıculas
com spin ±1/2, no espaço de Minkowski da Relatividade Restrita. O
grupo de transformações que atua neste caso, é o grupo de Lorentz
L. Existe um homomorfismo entre o grupo SL(2, C) e a componente
ortócrona própria L↑+ de L nesta teoria, o qual foi estabelecido por
Van der Waerden (Van Der WAERDEN, 1929) em conexão com uma
descrição em termos de espinores de duas componentes da equação de
Dirac.

Naturalmente, surgiu o interesse em obter uma descrição em termos
de espinores de duas componentes no contexto da Relatividade Geral.
Em 1933, Infeld e van der Waerden (INFELD; Van Der WAERDEN,
1933) introduziram os chamados formalismos espinoriais γε, os quais
propiciaram tal descrição em termos de espinores de duas componentes
de uma parte considerável da estrutura geométrica da Relatividade
Geral. Uma das motivações originais em conexão com o advento destes
formalismos, está relacionada com a obtenção definitiva da versão de
duas componentes da teoria de Dirac para o elétron em espaços-tempo
curvos sem torção. A construção dos formalismos γε constituiu uma
extensão de trabalhos anteriores, propostos primeiramente por van der
Waerden (Van Der WAERDEN, 1929) e, subsequentemente, por Infeld
(INFELD, 1932).

Os formalismos γε envolvem o assentamento, em cada ponto não-
singular de um espaço-tempo curvo, de dois pares de espaços de espin
conjugados complexos. Neste contexto, o papel desempenhado tradici-
onalmente pelo grupo linear SL(2, C) da Relatividade Especial, é as-
sumido pelo chamado grupo de calibre generalizado de Weyl (WEYL,
1929). O grupo de Weyl aparece como um conjunto de matrizes (2×2)
não-singulares complexas cujas entradas dependem essencialmente de
um parâmetro real definido adequadamente no espaço-tempo, eventual-
mente sob consideração. Os espaços de espinores elementares surgiram,
então, como espaços vetoriais de duas dimensões complexas assenta-
dos localmente nos ambientes espaço-temporais, tais espaços espinori-
ais transportam um espinor métrico antissimétrico. Nos quais, cada
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tensor mundo é associado a um espinor Hermitiano.

Na teoria de espinores utilizada neste trabalho, os chamados forma-
lismos γε , possuem algumas diferenças no que diz respeito a natureza
geométrica de determinados objetos, ou seja, em um formalismo o ob-
jeto em questão pode ser uma densidade de espin, enquanto que, em
outro um tensor espin. O comportamento de tal objeto sob as trans-
formações de calibre de Weyl, é que determina a natureza de tal objeto
(WEYL, 1929). No formalismo γ, as componentes básicas dos obje-
tos métricos e conectores são funções de xa e qualquer espinor métrico
aparece como sendo um tensor de espin com relação ao grupo de Weyl.
Já no formalismo ε, os objetos métricos aparecem como densidades de
espin, como será apresentado de maneira breve no caṕıtulo 3.

Em tais formalismos, toda a descrição dos padrões afinidade espin
repousa sobre propriedades geométricas das habituais conexões mundo-
afim e a implementação de uma condição que consiste em tomar qual-
quer objeto de conexão hermitiano como entidades covariantemente
constantes.

O estudo da teoria de espinores de duas componentes torna posśıvel
descrever-se aspectos da natureza que não são posśıveis de serem des-
critos apenas com o uso de tensores mundo. Um destes aspectos ad-
vem de uma das principais propriedades dos formalismos γε, de acordo
com a qual, tais formalismos exibem uma caracteŕıstica eletromagnética
manifestamente geométrica de certos espaços-tempo a qual, falando a
grosso modo, é exibida por conexões afim espinoriais e pela presença
em curvaturas espinoriais de bivetores de Maxwell (INFELD; Van Der
WAERDEN, 1933; BADE; JEHLE, 1953). Em adição, as funções de
onda para fótons geométricos e grávitons somente são exibidas quando
usa-se os formalismos espinoriais.

Um desenvolvimento considerável dos formalismos γε foi levado a
cabo por Witten (WITTEN, 1959) e, independentemente, um tanto
mais tarde, por Penrose (vide (PENROSE; Mac CALLUM, 1972; PEN-
ROSE; RINDLER, 1984)). Witten obteve pela primeira vez a decom-
posição espinorial de duas componentes de tensores de curvatura de
Riemann, em adição a estabelecer o número de componentes indepen-
dentes mundo-espin mais diretamente pertinente e a obter um conjunto
de invariantes t́ıpicos da Relatividade Geral.

Penrose desenvolveu consideravelmente as técnicas calculacionais es-
pinoriais e não somente obteve um conjunto de expansões algébricas for-
mais e de regras de redução espinoriais, mas também a decomposição
espinorial irredut́ıvel do tensor de Weyl. Tais trabalhos propiciaram
uma transcrição espinorial natural das equações de Einstein bem como
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a definição definitiva de funções de onda para grávitons (vide (CAR-
DOSO, 2005)) as quais ocorrem, nos dois formalismos, como os espino-
res (totalmente simétricos) que entram em decomposições de tensores
de Weyl.

O completamento da descrição espinorial da geometria mundo ori-
unda dos formalismos γε foi realizado somente em 2004 (CARDOSO,
2005). Este trabalho, particularmente, sugeriu que a definição de funções
de onda para fótons geométricos, a saber, fótons envolvidos em curvatu-
ras eletromagnéticas de Infeld e van der Waerden tal como mencionadas
acima, poderia descrever as propriedades f́ısicas do fundo cósmico de
microondas em conjunção com os modelos cosmológicos padrões (PEN-
ROSE; RINDLER, 1986, 1984; SCHOUTEN, 1954). Podemos enfatizar
que um dos resultados mais significantes, o qual emergiu a partir do
trabalho da Ref. (CARDOSO, 2005), é o fato que funções de onda para
fótons geométricos e grávitons ocorrem nos dois formalismos como par-
tes apropriadamente definidas de espinores de curvaturas, como será
visto no caṕıtulo 4.

Mais recentemente (CARDOSO, 2010), os formalismos γε foram
utilizados para descrever em detalhes as condições de integrabilidade
da equação twistorial de Penrose (ISHAM; PENROSE; SCIAMA, 1975;
PENROSE; Mac CALLUM, 1972), no caso de campos twistoriais que
portam um ı́ndice contravariante. De fato, as técnicas calculacionais
utilizadas em conexão com estas condições envolvem certos disposi-
tivos diferenciais covariantes de segunda ordem adequadamente con-
tráıdos, juntamente com certas regras computacionais algébricas. Es-
tes métodos tinham sido usados anteriormente na Ref. (CARDOSO,
2005) para deduzir explicitamente o conjunto completo de equações
de onda para grávitons e fótons que ocorre em ambos os formalismos.
Um dos resultados mais notáveis que emergiu deste trabalho twisto-
rial é que campos espinoriais conformalmente invariantes não se aco-
plam com grávitons (CARDOSO, 2007, 2009) mas, estritamente, com
fótons de Infeld e van der Waerden, independentemente de se o espaço-
tempo de fundo é conformalmente plano ou não. Este resultado pode
ser observado, no caṕıtulo, no qual é demonstrado nas manipulações
algébricas para a obtenção da equação de onda, que a parte que car-
rega a informação gravitacional é identicamente igual a zero, devido a
propriedades de simetrias.

O presente trabalho tem como objetivo central mostrar e enfatizar
que as equações de onda para campos twistoriais covariantes e con-
travariantes com um ı́ndice cada, possuem a mesma forma dentro dos
contextos dos formalismos γε. Para isso, usar-se-á as técnicas calcula-
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cionais propiciadas pelo trabalho das Refs (CARDOSO, 2005, 2012a,
2012b, 2010), as quais são as mesmas que aquelas referidas previa-
mente. O principal resultado obtido aqui está, com efeito, relacionado
com a ausência de correlações diferenciais entre tais equações de onda,
resultado este que repousa essencialmente no prinćıpio de covariância
generalizado dos objetos conectores Hermitianos de ambos os formalis-
mos (vide (CARDOSO, 2005)).



2 Notação e Planejamento do Trabalho

As seguintes convenções serão usadas aqui. As componentes de
qualquer quantidade mundo num espaço-tempo curvo M serão rotu-
ladas por ı́ndices latinos minúsculos, os quais assumirão os valores
0, 1, 2, 3. O operador derivada parcial com relação as coordenadas xa

em M será denotado simplesmente por ∂a. Sem risco de confusão, uti-
lizaremos o mesmo śımbolo indexado ∇a para denotar um operador
derivada covariante sem torção em cada um dos formalismos. Por con-
veniência, a assinatura métrica de um tensor métrico covariante gab em
M será considerada como (+−−−). Adotaremos a convenção da Ref.
(PENROSE; RINDLER, 1986) que utiliza letras Latinas maiúsculas
linhadas e não-linhadas para denotar componentes espinoriais conju-
gadas complexas. Assim, todos os ı́ndices espinoriais assumirão os va-
lores 0, 1. Para denotar as operações de simetria e antissimetria, usa-
remos a convenção de envolver os ı́ndices absorvidos pelas operações
com parênteses e colchetes, respectivamente. Explicaremos outras con-
venções no devido tempo, caso seja necessário.

O planejamento do trabalho foi arranjado como segue. No caṕıtulo
3, será feita uma breve apresentação dos objetos métricos e da carac-
terização geométrica de cada formalismo. No Caṕıtulo 4, as técnicas
calculacionais exibidas nas Refs. (CARDOSO, 2005, 2010), as quais
mencionamos no Caṕıtulo 1, serão revistas. Este procedimento pro-
piciará um embasamento para o desenvolvimento dos Caṕıtulos sub-
sequentes. No Caṕıtulo 5, considerar-se-á a equação de Killing con-
forme (PENROSE; RINDLER, 1984; ISHAM; PENROSE; SCIAMA,
1975; PENROSE; Mac CALLUM, 1972), visando a apresentação das
equações de campo twistoriais para espinores com um único ı́ndice, as
quais são evidentemente de nosso interesse imediato. Nosso resultado
chave é estabelecido no Caṕıtulo 6, onde deduzimos as equações de
onda para os campos sob consideração, e efetivamente estabelecemos
que estas possuem a mesma forma. No Caṕıtulo 7, traçamos algumas
observações finais sobre nosso trabalho.





3 Espinores Métricos e Conexões Afim Es-
pinoriais

Neste caṕıtulo, serão brevemente apresentados alguns aspectos con-
cernentes à geometria métrica e afim dos formalismos γε, evidenciando
algumas diferenças de natureza geométrica entre os dois formalismos.
Como mencionado anteriormente, no formalismo γ, qualquer espinor
métrico aparece como sendo um tensor de espin com relação ao grupo
de Weyl, e todos os objetos conectores correspondentes portam um
caráter combinado de tensor de espin e de vetor mundo, covariantes
ou contravariantes. No formalismo ε, os objetos conectores são olha-
dos como entidades que portam o mesmo caráter mundo daqueles do
formalismo γ, porém, um caráter de densidade de espin é atribúıdo a
cada um deles.

3.1 Espinores Métricos

No formalismo γ, os espinores métricos aparecem como sendo ten-
sores de espin antissimétricos invariantes sob transformações de coor-
denadas mundo. Dentre estes, temos particularmente os de valências
{0, 2, 0, 0} e {2, 0, 0, 0}, a saber,

(γAB) =

(
0 γ
−γ 0

)
, γ =| γ | exp(iΦ) (1)

e

(γAB) =

(
0 γ−1

−γ−1 0

)
, (2)

com as entradas do par (| γ |,Φ) sendo funções reais deriváveis de xa.
No formalismo ε, os espinores métricos também são espinores antis-

simétricos invariantes mundo, com suas expressões sendo dadas por

(εAB) =

(
0 1
−1 0

)
= (εAB), (3)

juntamente com os complexos conjugados das equações (2) e (3).
As relações entre os espinores métricos não-linhados dos formalismos

são dadas por

γAB = γ−1εAB , γAB = γεAB . (4)
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Denotando γ ou ε por M , temos as seguintes relações:

MCBMCA = M B
A = −MB

A (5)

e

M B
A + δ B

A =

(
1 0
0 1

)
. (6)

Os espinores métricos e seus complexos conjugados são particular-
mente úteis para levantar e abaixar ı́ndices de espinores e de quanti-
dades mistas espin-mundo em M. Considerando um espinor arbitrário
ζA, tem-se os seguintes esquemas para mover ı́ndices:

ζA = γABζB , ζA = ζB γBA (7)

e

ζA = εABζB , ζA = ζBεBA. (8)

Devido à propriedade tensorial das configurações métricas (1) e (2) e
de suas complexas conjugadas, o fato de mover ı́ndices no formalismo
γ preserva o caráter espinorial dos objetos considerados, enquanto que
no formalismo ε este processo geralmente produz objetos cujo caráter
espinorial é diferente daquele do objeto inicial. Contudo, em vista da
invariância das estruturas (1 - 3) sob transformações de coordenadas
mundo, a ação dos espinores métricos de cada formalismo sempre pre-
serva o caráter mundo dos objetos envolvidos.

3.2 Objetos Conectores

A correspondência entre tensores mundo e espinores é realizada por
meio de objetos conectores hermitianos. Estes objetos são matrizes
(2 × 2) cujas componentes dependem de xa. Tais objetos são dados
pelas entradas do seguinte conjunto:

S = {SaAA′ , Sa
AA′ , SAA′

a , SaAA′
}, (9)

onde S denota σ ou Σ de acordo com o formalismo γ ou ε, respectiva-
mente.

A hermiticidade de qualquer objeto do conjunto (9) é perdida quando
os ı́ndices espinoriais ocupam ”andares”diferentes. Os objetos conecto-
res são relacionados com gab pela seguinte relação de definição:
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2SAA′(aS
A′

b)B = gabMAB . (10)

Aqui, vale a pena mencionar que, manipulando adequadamente os
ı́ndices da equação (10), obtém-se a seguinte propriedade:

S
(A
aA′S

B)A′

b = S
(A
A′[aS

B)A′

b] = SA
A′[aS

BA′

b] . (11)

Tal manipulação envolve a utilização dos mecanismos de levantar e
abaixar ı́ndices espinoriais bem como a simetrização dos ı́ndices A,B.

A relação entre objetos mundo e de espin é prescrita explicitamente
em termos de produtos externos apropriados tais como, por exemplo,

Ka = SAA′

a KAA′ , (12)

gab = SAA′

a SBB′

b MABMA′B′ , (13)

e

MABMA′B′ = Sa
AA′Sb

BB′gab. (14)

3.3 Tensores e Densidades de Espin

Para caracterizar os objetos espinoriais em cada formalismo, verifica-
se como estes se comportam sob transformações de calibre generaliza-
das. Estas transformações constituem o grupo de Weyl (WEYL, 1929),
cujos elementos possuem componentes definidas por

Λ B
A =

√
ρ exp(iλ)δ B

A , (15)

onde ρ é uma função real derivável de xa positivo-definida, e θ é o
parâmetro de calibre do grupo que é considerado como uma função
real derivável arbitrária sobre M. Este grupo opera localmente sobre
os espaços de espin de M e independe da ação do grupo pertinente
de mapeamentos espaço-temporais. A definição do determinante de
(Λ B

A ) é

∆Λ = det(Λ B
A ) = ρ exp(2iλ), (16)

onde
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Λ B
A Λ D

C = ∆Λδ
B

A δ D
C . (17)

Um dos mais simples exemplos de tensores de espin é um vetor de
espin covariante ζA, o qual se transforma segundo a lei

ζ ′A = Λ B
A ζB . (18)

Para um vetor de espin contravariante ζA, tem-se

ζ ′A = ζBΛ −1A
B , (19)

juntamente com as conjugadas complexas de (18) e (19). Uma quanti-
dade numérica que é invariante sob transformações de calibre é deno-
minada um escalar de espin.

Usualmente, a definição das leis de transformação para tensores de
espin de valências arbitrárias são obtidas a partir de produtos externos
adequados entre vetores de espin e as prescrições (18) e (19). O caráter
de tensor de espin dos objetos métricos fundamentais do formalismo γ
é exibido através das seguintes configurações:

γ′AB = Λ C
A Λ D

B γCD e γ′AB = γCDΛ −1A
C Λ −1B

D , (20)

σ′aAA′ = Λ B
A Λ B′

A′ σa
BB′ =| ∆Λ | σa

AA′ (21)

e
σ′aAA′

= σaBB′
Λ−1A
B Λ−1A′

B′ =| ∆−1
Λ | σaAA′

, (22)

juntamente com suas conjugadas complexas. Analogamente à situação
mundo, as densidades tensoriais de espin são definidas como produtos
externos entre tensores de espin e densidades de espin escalares. Uma
descrição algébrico-geométrica completa dos formalismos pode ser en-
contrada na Ref. (CARDOSO, 2005).



4 Curvaturas Espinoriais

Neste Caṕıtulo, como mencionado anteriormente, as técnicas calcu-
lacionais desenvolvidas na Ref. (CARDOSO, 2005, 2010) serão utiliza-
das para obter-se as equações de onda do nosso contexto.

Em qualquer um dos formalismos, um dos procedimentos calcula-
cionais para obter-se as respectivas estruturas de curvatura de espin
em M, consiste (CARDOSO, 2005) basicamente em atuar com o co-
mutador derivada covariante mundo sobre quaisquer objetos conectores
Hermitianos de Infeld e van der Waerden tal como, por exemplo,

[∇a,∇b]S
cDD′

= 2∇[a(∇b]S
cDD′

) = 0, (23)

onde ScDD′
é, com efeito, um dos objetos conectores Hermitianos para

o formalismo considerado. Expandindo explicitamente (23), temos

ScAB′
WabA

B + ScBA′
WabA′

B′
+ ShBB′

Rabh
c = 0. (24)

Os objetos de curvatura mistos de Infeld e Van der Waerden (CAR-
DOSO, 2005) que aparecem na equação (24), são definidos como1

WabA
B = 2∂[aϑb]A

B − (ϑaA
CϑbC

B − ϑbACϑaC
B) = W[ab]A

B , (25)

e satisfazem a seguinte relação:

2WabA
B + δA

BWabA′
A′

= Sc
AB′SdBB′

Rabcd. (26)

Realizando uma contração dos ı́ndices A e B na equação (26), ob-
temos

2(WabA
A +WabA′

A′
) = Rabh

h = 0. (27)

A contração indicial na equação (27), em qualquer formalismo, im-
plica na aniquilação de toda a informação carregada pelo tensor de
Riemann Rabc

d.

Uma maneira alternativa para obter-se os objetos de curvatura es-
pinoriais, consiste em deixar o comutador espinorial covariante atuar
sobre um vetor de espin arbitrário ζC , tal como segue

1A quantidade ϑaA
B denota uma conexão afim espinorial para qualquer um dos

formalismos.
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Sa
AA′Sb

BB′ [∇a,∇b]ζ
C = [∇AA′ ,∇BB′ ]ζC = WAA′BB′M

CζM . (28)

A equação (25) pode ser recuperada a partir da equação (28), em
qualquer formalismo, substituindo o vetor de espin envolvido por uma
quantidade de espin definida como o produto externo de um vetor
mundo invariante de calibre com uma matriz S Hermitiana adequada
(CARDOSO, 2005).

Tendo definido os objetos de curvatura mistos, realizamos agora
o desdobramento de tais objetos em suas partes simétricas e antis-
simétricas nos ı́ndices espinoriais, a saber,

WabAB = Wab(AB) +Wab[AB]. (29)

Concordantemente, a contribuição gravitacional é fornecida pela
parte simétrica

Wab(AB) =
1

2
Sc
AB′SdB′

B Rabcd. (30)

A equação (30) é obtida, primeiramente, movendo-se adequada-
mente ı́ndices da configuração (26) e, então, realizando-se a operação
de simetria nos ı́ndices A e B.

Para escrevermos as contribuições eletromagnéticas e gravitacionais
expĺıcitas, usamos a relação2

χAB =
1

2
χMAB = χ[AB], χ = χC

C , (31)

a qual é definida para algum tensor de espin. Lembrando que, como
todos os espaços de espin são bidimensionais, os únicos objetos de espin
totalmente antissimétricos que possuem utilidade carregam dois ı́ndices
do mesmo tipo (CARDOSO, 2005). A contribuição eletromagnética
é obtida ao realizar-se uma contração nos ı́ndices A e B da equação
(25), notando que a versão contráıda do termo quadrático em ϑaA

B é
aniquilada pela contração. Com efeito,

WabA
A = 2∂[aϑb]A

A = (−4i)∂[aΦb] = −2iFab, (32)

onde Fab é o tensor de Maxwell e Φb é um vetor mundo3. Sendo assim,

2Daqui em diante, a letra núcleo M denotará γ ou ε.
3Em cada formalismo, Φb constitúı a parte imaginária de uma estrutura afim

contráıda e é identificado como um potencial eletromagnético afim que, geralmente,
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obtém-se

WabAB =
1

2
Sc
AB′SdB′

B Rabcd − iFabMAB . (33)

A equação (33) claramente exibe o desdobramento que envolve as
contribuições gravitacional e eletromagnética do objeto W . Assim, a
parte simétrica em A e B carrega toda a informação gravitacional sobre
a curvatura de M, enquanto que a parte antissimétrica carrega toda a
informação eletromagnética.

Sob transformações de calibre, os objetos WabAB e seus complexos
conjugados, se comportam no formalismo ε como densidades de espin
invariantes de peso +1 e anti-peso −1 e, no formalismo γ, como ten-
sores de espin. Em qualquer formalismo, os espinores de curvatura do
respectivo ϑaA

B surgem da decomposição bivetorial dada por

Sa
AA′Sb

BB′WabCD = MA′B′ωABCD +MABωA′B′CD, (34)

onde ωABCD e ωA′B′CD são os espinores de curvatura do respectivo
formalismo. A partir do desdobramento espinorial dos ı́ndices mundo
portados pelos objetos W , obtemos uma associação com o par de espi-
nores de curvatura do tipo

WabCD ↔ (ωABCD, ωA′B′CD). (35)

Mais explicitamente, os espinores de curvatura são definidos pelas se-
guintes equações:

ωABCD = ω(AB)CD +
1

2
Sa
AA′SbA′

B WabCD (36)

e

ωA′B′CD = ω(A′B′)CD +
1

2
Sa
AA′SbA

B′WabCD. (37)

Devido ao comportamento dos objetos W sob transformações de ca-
libre, os espinores de curvatura aparecem no formalismo γ como tenso-
res de espin e, no formalismo ε, como densidades tensoriais invariantes
de peso −2 e peso absoluto −2 (CARDOSO, 2005).

é o mesmo para ambos os formalismos.
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4.1 Espinores de Curvatura Gravitacionais

A estrutura gravitacional de M pode ser descrita completamente
pelo seguinte par de objetos espinoriais:

G = (ωAB(CD), ωA′B′(CD)), (38)

os quais nos permite (PENROSE; RINDLER, 1986) escrever a ex-
pressão espinorial para o tensor de Riemann como4

RAA′BB′CC′DD′ = (MA′B′MC′D′ωAB(CD)+MABMC′D′ωA′B′(CD))+c.c.
(39)

Conforme observado originalmente por (PENROSE; RINDLER, 1986),
é de grande interesse implementar-se uma interpretação cosmológica
dos espinores gravitacionais a partir da expansão

RAA′BB′CC′DD′ = (MA′B′MC′D′XABCD +MABMC′D′ΞCA′DB′)+c.c.,
(40)

sendo os espinores X e Ξ definidos por

XABCD =
1

4
MA′B′

MC′D′
RAA′BB′CC′DD′ = ωAB(CD) (41)

e

ΞCA′DB′ =
1

4
MABMC′D′

RAA′BB′CC′DD′ = ωA′B′(CD). (42)

Deve ser notado que os ı́ndices dos espinores das equações (41) e (42)
apresentam simetria nos pares e nos ı́ndices de cada par. Em particular,
a simetria nos pares é estabelecida a partir das propriedades de simetria
do tensor de Riemann (PENROSE; RINDLER, 1986).

É relevante mencionar também que, na expansão de Penrose para
o espinor X (PENROSE; RINDLER, 1986; CARDOSO, 2005), as si-
metrias dos ı́ndices ABCD portadas por este espinor simplificam con-
sideravelmente os termos da expansão

4O śımbolo c.c. denota aqui, e no que segue, uma contribuição conjugada com-
plexa.
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XABCD = X(ABCD) −
1

4
(MABX

M
(MCD) +MACX

M
(MBD) (43)

+MADX
M

(MBC))−
1

3
(MBCX

M
A(MD) +MBDX

M
A(MC))

− 1

2
MCDXAB

M
M ,

e propiciam deste modo a seguinte relação:

XABCD = X(ABCD) − 2ΛMA(CMD)B , (44)

com
ΨABCD = X(ABCD) = XA(BCD) = X(ABC)D. (45)

No vácuo, a quantidade Λ é proporcional à constante cosmológica.
Além disso, o objeto Ψ que aparece na equação(45) define uma função
de onda para grávitons (CARDOSO, 2007, 2009). Mais detalhes sobre
a interpretação cosmológica referida acima pode ser vista em (CAR-
DOSO, 2005).

4.2 Espinores de Curvatura Eletromagnéticos

Em ambos os formalismos, os espinores de curvatura eletromagnética
são dados pelo par espinorial

E = (ωABC
C , ωA′B′C

C), (46)

o qual surge diretamente da decomposição bivetorial

Sa
AA′Sb

BB′Fab =
i

2
(MA′B′ωABC

C +MABωA′B′C
C), (47)

com Fab dado por (32). Vale a pena enfatizar que os espinores de
curvatura eletromagnética satisfazem (CARDOSO, 2005) as seguintes
relações de conjugação:

ωABC
C = −ωABC′

C′
(48)

e
ωA′B′C

C = −ωA′B′C′
C′
. (49)
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Consequentemente, temos os desdobramentos

ωABCD = ω(AB)(CD) +
1

2
ω(AB)L

LMCD (50)

e

ωA′B′CD = ω(A′B′)(CD) +
1

2
ω(A′B′)L

LMCD, (51)

juntamente com os complexos conjugados de (50) e (51).

4.3 Técnicas Calculacionais

O comutador da equação (28) é escrito espinorialmente como a se-
guinte expansão bivetorial formal:

[∇AA′ ,∇BB′ ] = MA′B′∆AB +MAB∆A′B′ , (52)

onde os ∆ envolvidos no lado direito da equação (52) são operado-
res diferenciais de segunda ordem simétricos que satisfazem a regra de
Leibniz e portam a propriedade de linearidade.

No formalismo γ, os operadores ∆AB e ∆A′B′ se comportam for-
malmente como tensores de espin covariantes sob transformações de
calibre, e são definidos por

∆AB = ∇C′(A∇B)
C′
− iβC′(A∇B)

C′
= ∆(AB) (53)

e
∆A′B′ = ∇C(A′∇B′)

C + iβC(A′∇B′)
C = ∆(A′B′), (54)

onde βa é um vetor mundo real e invariante de calibre (CARDOSO,
2005), o qual satisfaz as seguintes equações de autovalores:

∇aγBC = iβaγBC + i(∂aΦ + 2Φa)γBC (55)

e5

∇aγ
BC = (−i)βaγBC . (56)

As expressões (53) e (54) podem ser reescritas de maneira mais simples,
modificando-se as configurações indiciais tal que

∆AB = −∇C′

(A∇B)C′ (57)

5Em (55), a quantidade Φ é o argumento polar da (única) componente indepen-
dente de γAB .
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e
∆A′B′ = −∇C

(A′∇B′)C . (58)

No formalismo ε, temos as seguintes configurações:

∆AB = ∇C′(A∇C′

B) = −∇C′

(A∇B)C′ , (59)

com ∆AB correspondentemente se comportando formalmente como den-
sidades espinoriais invariantes de calibre de peso −1 e anti-peso −1,
respectivamente.

Às vezes, é de interesse escrever-se a forma contravariante dos ope-
radores ∆ em ambos os formalismos. Tem-se, com efeito,

∆AB +MACMBD∆CD, (60)

juntamente com o respectivo conjugado complexo. As derivadas ∆ de
vetores de espin ζC e ξC , em qualquer formalismo, são formalmente
dadas pelas configurações (CARDOSO, 2005)

∆ABζ
C = ωABM

CζM = XABM
CζM +

1

2
ωABM

MζC , (61)

∆A′B′ζC = ωA′B′M
CζM = ΞA′B′M

CζM +
1

2
ωA′B′M

MζC (62)

e

∆ABξC = −ωABC
MξM = −(XABC

MξM +
1

2
ωABM

MξC), (63)

∆A′B′ξC = −ωA′B′C
MξM = −(ΞA′B′C

MξM +
1

2
ωA′B′M

MξC), (64)

juntamente com as conjugadas complexas das equações (61)-(64) e as
identificações gravitacionais (41) e (42).

Para uma densidade escalar η de peso α, temos

∆ABη = −αηωABC
C , ∆A′B′η = −αηωA′B′C

C . (65)

Para derivadas covariantes de densidades tensoriais de espin de valência
arbitrária, correspondentemente temos

∆AB(ηTC...D) = (∆ABη)TC...D + η∆ABTC...D, (66)
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onde TC..D é um tensor de espin, e tem-se considerado as expansões de
Leibniz para os produtos externos entre densidades escalares de espin
e tensores de espin. Além disso, em nossos cálculos serão utilizados
os procedimentos baseados no uso das seguintes regras calculacionais
(CARDOSO, 2005):

2∇A′

[C∇A]A′ = MAC� = ∇A′

D (MCA∇D
A′) (67)

e6

2∇[C
A′∇A]A′

= MCA� = ∇D
A′(MAC∇A′

D ), (68)

onde � é o operador d’Alembertiano definido por

� = Sa
AA′SbBB′

∇a∇b = ∇DD′∇DD′
= ∇DD′

∇DD′ , (69)

o qual é invariante de calibre. Aqui torna-se necessário utilizar as se-
guintes configurações que envolvem desdobramentos de operadores de-
rivadas covariantes contráıdas de segunda ordem (CARDOSO, 2005):

∇C
A′∇AA′

= ∆AC − 1

2
MAC� (70)

e

∇A′

C ∇AA′ = −∆AC +
1

2
MAC�. (71)

Ainda neste contexto, é relevante mencionar que o procedimento
chave para a obtenção das equações de onda para fótons e para grávitons
em ambos os formalismos, é levado a cabo a partir do uso das equações
de campo para os espinores curvaturas eletromagnéticos e gravitacio-
nais, respectivamente. De acordo com tal procedimento, utiliza-se as
mesmas técnicas calculacionais que aquelas que temos utilizado ante-
riormente. No entanto, como este não é o objetivo crucial do nosso
trabalho, omitiremos os desenvolvimentos pertinentes. Estas deduções
podem ser vistas detalhadamente na Ref. (CARDOSO, 2005).

6Lembramos aqui que temos usado a letra núcleo M para denotar γ ou ε.



5 Equação de Penrose

Serão apresentadas, neste caṕıtulo as equações twistoriais para cam-
pos conformalmente invariantes (covariantes e contravariantes) com um
único ı́ndice. Para a obtenção de tais equações, primeiramente consi-
deramos a equação conforme de Killing (PENROSE; RINDLER, 1984)

∇(aKb) −
1

4
gab∇cK

c = 0, (72)

a qual, obviamente, pode ser interpretada como a parte livre de traço
do tensor mundo∇(aKb) (PENROSE; RINDLER, 1986), com Ka sendo
um vetor de Killing conforme nulo. A equação (72), transcrita na forma
espinorial para ı́ndices contravariantes e covariantes, torna-se

∇(AA′
KBB′) =

1

4
(∇CC′KCC′

)MABMA′B′
(73)

e

∇(AA′KBB′) =
1

4
(∇CC′

KCC′)MABMA′B′ , (74)

onde a simetrização envolvida é supostamente nos pares de ı́ndices.
Para obtermos as equações (73) e (74), utilizamos a transcrição espi-
norial usual de ı́ndices mundo para ı́ndices espinoriais. Deste modo,
os objetos K que aparecem nas equações (73) e (74), são as versões
espinoriais Hermitianas de um vetor de Killing conforme nulo.

A nulidade de Ka é expressa como

gabK
aKb = KaKa = 0 = MABMA′B′KAA′

KBB′
= KAA′

KAA′ . (75)

Agora, levando em conta o fato de que os vetores de Killing sob consi-
deração são nulos, podemos realizar (PENROSE; RINDLER, 1986) a
seguinte decomposição:

KAA′
= ξAξA

′
. (76)

Para ı́ndices covariantes, similarmente, temos a seguinte prescrição:

KAA′ = ξAξA′ . (77)

Enfatizamos que a decomposição exibida pelas equações (76) e (77) é
realizada de acordo com a prescrição bem conhecida que quaisquer veto-
res nulos podem ser transcritos em termos de produtos entre espinores
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elementares conjugados complexos.

Com as decomposições de KAA′
e KAA′ consideradas acima, é

posśıvel reescrever-se as equações (73) e (74) da seguinte maneira:

∇(A′A(ξBξB
′)) =

1

4
[∇CC′(ξCξC

′
)]MABMA′B′

(78)

e

∇(A′A(ξBξB′)) =
1

4
[∇CC′

(ξCξC′)]MABMA′B′ , (79)

onde, como antes, a operação de simetria deve ser aplicada nos pares
de ı́ndices. Expandindo a equação (79), temos

1

2
[∇A′A(ξBξB′) +∇B′B(ξAξA′)] =

1

4
[∇CC′

(ξCξC′)]MABMA′B′ , (80)

ou ainda

1

2
(ξB∇A′AξB′ + ξB′∇A′AξB + ξA∇B′BξA′ + ξA′∇B′BξA) = (81)

1

4
[∇CC′

(ξCξC′)]MABMA′B′ .

Assim, reescrevendo-se cada um dos termos do lado esquerdo da igual-
dade (??) como suas contribuições simétrica e antissimétrica e, pos-
teriormente, efetuando-se uma operação de simetria nos ı́ndices AB e
A

′
B

′
, obtemos

ξ(A′∇B′)(AξB) + c.c. ≡ 0, (82)

desde que os objetos métricos MAB e MA′B′ sejam antissimétricos.
Com isto, é suficiente pegar-se

∇A′(AξB) = 0 (83)

e
∇A′(AξB) = 0. (84)

As equações (83) e (84) são chamadas equações twistoriais de Pen-
rose (ISHAM; PENROSE; SCIAMA, 1975; PENROSE; Mac CALLUM,
1972). Observamos que estas equações são conformalmente invariantes
(PENROSE; RINDLER, 1984), independentemente de se M é confor-
malmente plano ou não. As equações envolvendo os campos conjugados
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complexos são7

∇A(A′
ξB

′) = 0 (85)

e
∇A(A′ξB′) = 0. (86)

Naturalmente, os campos twistoriais estão intimamente relaciona-
dos com soluções da equação de Killing conforme. Devemos enfati-
zar que a legitimidade das equações twistoriais como um sistema de
equações de campo equivalentes, está por trás de uma propriedade ge-
ral de constância covariante dos objetos conectores Hermitianos para
ambos os formalismos (INFELD; Van Der WAERDEN, 1933; BADE;
JEHLE, 1953). Assim sendo, em ambos os formalismos, é posśıvel
obter-se as equações de campo do nosso contexto levando-se em conta
as condições de compatibilidade métrica

∇a(MABMA′B′
) = 0⇔ ∇a(MABMA′B′) = 0. (87)

Portanto, usando-se as prescrições do produto externo elementar dadas
pelas equações (76) e (77), juntamente com suas versões conjugadas
complexas, depois de algumas manipulações pode-se obter as equações
(83)e (84) as quais, quando combinadas com suas conjugadas comple-
xas, apresentam de fato a forma t́ıpica das equações twistoriais.

É importante mencionar que as soluções das equações twistoriais são
geralmente sujeitas a uma forte condição de consistência (para maio-
res detalhes, vide (CARDOSO, 2010)). Em adição, enfatizamos que
a invariância conforme de qualquer solução das equações de campo
twistoriais não depende de se o espaço-tempo de fundo é conformal-
mente plano ou não. No formalismo γ, as entradas do par (ξA, ξA), e
seus conjugados complexos, se comportam como vetores de espin sob
transformações do grupo de Weyl, enquanto que suas contrapartes no
formalismo ε aparecem como densidades vetoriais de espin de pesos
±1/2 e anti-pesos ±1/2, respectivamente.

7As equações twistoriais são suficientes para garantir a aplicabilidade da equação
de Killing conforme mas, no entanto, não são necessárias para isto. Uma condição
necessária é dada pela equação (82).





6 Equações de Onda

Como mencionado no Caṕıtulo 1, nós agora deduziremos as equações
de onda para campos twistoriais em espaços-tempo curvos sem torção,
que portam um ı́ndice covariante e que supostamente ocorrem nos for-
malismos de Infeld e van der Waerden. Para levar a cabo a dedução
de interesse, usaremos as equações (83) e (84), e será suficiente traba-
lharmos no formalismo γ. No trabalho da Ref. (CARDOSO, 2010),
obteve-se a equação de onda para campos twistoriais contravariantes
com um único ı́ndice. Concordantemente, no formalismo γ, um tal
campo ξA é solução de uma equação de onda da seguinte forma:

(�− R

12
)ξA =

2i

3
φABξ

B , (88)

com R sendo o escalar de Ricci de qualquer ∇a, e φAB denotando uma
função de onda para fótons de Infeld e van der Waerden (KUERTEN;
CARDOSO, 2011; CARDOSO, 2012a, 2012b).

Nossos procedimentos começam reescrevendo a equação (83) com
base na seguinte relação:

∇A′(AξB) = ∇A′AξB −∇A′[AξB] = 0. (89)

Na equação (89), a parte antisimétrica é reexpressa usando-se a regra
calculacional dada pela equação (67)

∇A′[AξB] =
1

2
γBA∇L

A′ξL = −1

2
γAB∇L

A′ξL. (90)

Neste estágio, fazemos algumas manipulações indiciais utilizando o me-
canismo de levantar e abaixar ı́ndices espinoriais, para obter

∇A′[AξB] = −1

2
γABγ

LM∇A′MξL =
1

2
γABγ

LM∇A′LξM . (91)

Assim, voltando à equação (89), obtemos

∇A′(AξB) = ∇A′AξB −
1

2
γABγ

LM∇A′LξM = 0, (92)

tal que, passando o segundo termo da subtração para o lado direito,
vem

∇A′AξB =
1

2
γABγ

LM∇A′LξM , (93)
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ou ainda,
2∇A′AξB = γABγ

LM∇A′LξM . (94)

A fim de completar-se a obtenção da equação de onda pertinente
no formalismo γ, atua-se com ∇A′

C sobre (94), tal que

2∇A′

C ∇A′AξB = ∇A′

C (γABγ
LM∇A′LξM ). (95)

Ainda mais, usando-se a propriedade

∇A′

C (γABγ
LM ) = 0, (96)

obtem-se
2∇A′

C ∇A′AξB = γABγ
LM∇A′

C ∇A′LξM . (97)

Agora, na equação (97), utilizamos o desdobramento espinorial dado
pela (71) juntamente com a definição (57), para escrever

2(
1

2
γAC�−∆AC)ξB = γABγ

LM (
1

2
γLC�ξM −∆LCξM ). (98)

Portanto, realizando-se uma transvecção na equação (98) com γCB , isto
é, efetuando-se o produto externo com uma contração, vem

γCBγAC�ξB − 2γCB∆ACξB =
1

2
γCBγABγ

LMγLC�ξM− (99)

γCBγABγ
LM∆LCξM .

No desenvolvimento calculacional que temos implementado, vale a
pena observar que o procedimento que leva à (??) é adequado, isto é,
a escolha dos ı́ndices dos γ

envolvidos tem sido apropriada tal como, por exemplo, os ı́ndices
de γCB . Para configurações indiciais oriundas de outras transvecções,
tais como com γAB e γAC , a (98) se torna trivial. Então, manipulando
adequadamente os ı́ndices da eq. (??) e realizando uma substituição
indicial, obtemos

−δBA�ξB + 2∆B
AξB =

1

2
�ξA + ∆B

AξB , (100)

ou ainda,

−�ξA + 2∆A
BξB =

1

2
�ξA + ∆A

BξB , (101)
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tal que8

�ξA −
2

3
∆A

BξB = 0. (102)

A equação de onda de interesse é escrita explicitamente quando
calcula-se a derivada delta da equação (102). Para isto, usa-se a ex-
pansão de Penrose (PENROSE; RINDLER, 1986) dada por (44), além
das prescrições das derivadas delta tal como em (63). Assim, manipu-
lando a simetria do bloco que carrega os objetos M em (44), vem

∆ABξC = −ωABC
MξM = −ΨABC

MξM + Λ(MACM
M

B+ (103)

MA
MMCB)ξM + iφABξC ,

ou ainda,

∆ABξC = −ΨABC
MξM + Λ(−MACξB +MCBξA) + iφABξC . (104)

Portanto, transvectando a equação (104) com MCB , resulta

MCB∆ABξC = −MCBΨABC
MξM + Λ(−MCBMACξB+ (105)

MCBMCBξA) + iMCBφABξC ,

tal que, após algumas manipulações, levando em conta queMCBMCB =
2, obtemos

∆A
BξB = Λ(ξA + 2ξA) + iφA

BξB . (106)

Agora, sabendo que Λ = R/24, temos

∆A
BξB =

R

8
ξA + iφA

BξB . (107)

A equação de onda pertinente emerge ao substituir-se (107) em (102)

�ξA −
2

3
(
R

8
ξA + iφA

BξB) = 0, (108)

tal que, evidenciando ξA em (108), obtem-se

(�− R

12
)ξA =

2

3
iφA

BξB . (109)

No formalismo ε, como ξA é uma densidade vetorial de espin com

8Notamos que os operadores ∆ são simétricos tal que o “staggering”de seus
ı́ndices é imaterial.
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peso −1/2, conclúı-se que a contraparte ε da derivada (107) deve ser
expressa como uma contribuição puramente gravitacional, a saber,

∆A
BξB =

R

8
ξA. (110)

Sendo assim, para o formalismo ε, a versão da equação de onda (109)
é explicitamente dada por9

(�− R

12
)ξA = 0. (111)

Vale a pena observar que o sinal comum no lado direito das equações
(88) e (109) ocorre devido à relação métrica do formalismo γ que en-
volve a configuração diferencial (107) e a expansão

∆A
Bξ

B = −(
R

8
ξA + iφAB)ξB , (112)

com a relação contravariante (112) pegando lugar quando usamos as
seguintes derivadas (CARDOSO, 2005):

∆ABγCD = 2iφABγCD (113)

e
∆ABγ

CD = −2iφABγ
CD. (114)

No que diz respeito a esta situação, o que ocorre é que as partes das
derivadas contráıdas ∆ξ sob consideração se compensam mutuamente
de uma forma ou de outra, produzindo assim a adequação formal dos
acoplamentos pertinentes através da relação

∆A
BξB + ∆ABξ

B = 2iφA
BξB . (115)

A prinćıpio, poder-se-ia pensar que um conjunto de correlações di-
ferenciais entre as equações de onda no formalismo γ para ξA e ξA po-
deria pegar lugar ao utilizar-se os dispositivos covariantes (CARDOSO,
2005, 2007)

�ξA = γAB�ξB + (�γAB)ξB + 2(∇hγAB)∇hξB (116)

e
�ξA = γBA�ξ

B + (�γBA)ξB + 2(∇hγBA)∇hξ
B , (117)

9Deve ser dito que a igualdade (102) também permanece válida no formalismo
ε.
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juntamente com as equações de autovalores (55) e

�γAB = −ΘγAB ,�γAB = −Θ̄γAB , (118)

onde
Θ + βhβh + i∇hβ

h. (119)

De fato, a equação (119) é obtida a partir das equações de autova-
lores dadas pelas eqs. (55) e (56) juntamente com a definição de �.
Se quaisquer dispositivos para levantar e abaixar ı́ndices fossem imple-
mentados de uma maneira direta, então uma quantidade considerável
de informação “estranha”seria, com efeito, introduzida no formulário
resultante, enquanto que algumas contribuições envolvidas nos passos
intermediários dos cálculos que dão origem às equações

∇(A(A′
KB′)B) = 0,∇(A(A′KB′)B) = 0, (120)

poderiam ser eventualmente descartadas. Podemos concluir que, qual-
quer tentativa de fazer uso das prescrições métricas para recuperar as
equações (88) e (109) uma a partir da outra, deveria visivelmente carre-
gar uma séria inadequação em que as equações twistoriais do Caṕıtulo
4 não poderiam ser implementadas simultaneamente. É evidente que a
propriedade deduzida acima essencialmente reflete a ausência de con-
trações indiciais das equações twistoriais.





7 Conclusões

Neste trabalho, foi estabelecida a ausência de correlações diferen-
ciais entre as equações de onda para campos twistoriais covariantes
e contravariantes que portam um único ı́ndice, as quais ocorrem nos
formalismos de Infeld e van der Waerden. Para isto, foi necessário
deduzir-se as equações de onda explicitamente, utilizando-se as técnicas
calculacionais exibidas no Caṕıtulo 4.

A dedução da equação de onda para campos covariantes, quando
combinada com aquela para campos contravariantes, tornou posśıvel
obter-se um conjunto completo de configurações diferenciais, as quais
permitiram prescrever todos os correspondentes acoplamentos no for-
malismo γ entre curvaturas espinoriais e campos twistoriais com um
ı́ndice. Adicionalmente, nosso trabalho permitiu realçar de maneira
clara os procedimentos calculacionais utilizados para descrever as equa
-ções twistoriais tradicionais num espaço-tempo curvo. Ainda mais,
na dedu-ção das equações de onda pertinentes, ficou evidente que a
transcrição espinorial da equações clássica de Killing produz equações
twistoriais que são formalmente as mesmas.

Uma das caracteŕısticas notáveis das equações de onda obtidas e,
de fato, que elas não envolvem acoplamentos entre os campos twisto-
riais envolvidos e funções de onda para grávitons. Este caracteŕıstiva
pode ser observada claramente nos desenvolvimentos calculacionais da
obtenção da equação de onda, em que a parte que carrega a informação
gravitacional é aniquilidada devido a propriedades de simetria.

Com efeito, mostrou-se que as únicas configuraçõeses de acopla-
mento produzidas pelas técnicas calculacionais que utilizamos, exibem
somente produtos externos que carregam os próprios campos twistori-
ais juntamente com curvaturas eletromagnéticas para o formalismo γ.
No caso do formalismo ε, foi mencionado que estes acoplamentos não
ocorrem devido a propriedades geométricas dos respectivos espinores
de curvatura relacionadas com valências e pesos. Assim, como vimos,
os dispositivos covariantes convencionais do formalismo usados para
controlar valências de configurações diferenciais espinoriais, tornam-
se supérfluos no que se refere a especificação completa da forma das
equações de campo e de onda consideradas.

Finalmente, enfatizamos que qualquer tentativa de fazer uso das
prescrições métricas dos formalismos para recuperar tanto a equação
(66) como (87), uma a partir da outra, deveria visivelmente carregar
uma séria inadequação em que as equações twistoriais não poderiam ser
trazidas a tona simultaneamente. Com base no que vimos no Caṕıtulo
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6, pode-se concluir que a propriedade relacionada com a ausência de
correlações diferenciais entre as equações de onda que consideramos
efetivamente, remete a ausência de contrações indiciais nas equações
de campo twistoriais.

Uma proposta para trabalhos futuros é obter as equações de onda
para campos twistoriais de valências arbitrárias, ou seja, com mais de
um ı́ndice.
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