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RESUMO

ALBRECHT, Ricardo. Equagoes de Onda para Gravitons com Fontes Eletromag-
néticas em Espagos-tempo Curvos sem Torgao. 2011. 49f. Dissertacao (Mestrado
em Fisica - Area: Relatividade e Cosmologia) - Universidade do Estado de Santa Catarina,

Programa de Pés-Graduagao em Fisica, Joinville, 2011.

Os formalismos espinoriais de Infeld e van der Waerden sao utilizados para descrever a
estrutura de curvaturas espago-temporais da Relatividade Geral. Sao apresentados os con-
textos métricos de cada formalismo assim como o comportamento de seus objetos basicos
sob transformacoes de calibre de Weyl. O desdobramento de curvaturas em partes pura-
mente gravitacionais e puramente eletromagnéticas como dadas originalmente por Infeld
e van der Waerden é exibido. Os espinores de curvatura e suas propriedades sao entao
considerados. Com base na implementagao de um conjunto de comutadores covariantes
livres de torcao obtemos inicialmente o conjunto de equacoes de onda para gréavitons com
fontes generalizadas que é bem conhecido na literatura. Tais equacoes de onda gravita-
cionais sao subsequentemente particularizadas para a situacao que envolve a presenca de
fontes eletromagnéticas geométricas. Um resultado notédvel obtido aqui é que as fontes

em um dos formalismos absorvem certas densidades de corrente eletromagnética.

PALAVRAS-CHAVE: Espinores. Equagoes de Onda. Gravitons.



ABSTRACT

ALBRECHT, Ricardo. Wave Equations for Gravitons with Electromagnetic
Sources in Curved Spacetimes without Torsion. 2011. 49f. Dissertation (Master
Course in Physics - Area: Relativity and Cosmology) - Santa Catarina State University,

Post Graduation Program in Physics, Joinville, 2011.

The gravitational field and wave equations with arbitrary sources that take place in the
two-component spinor formalisms of Infeld and van der Waerden for General Relativity are
already exhibited in the literature. In the present work, we implement geometric electro-
magnetic sources to derive the expressions for the corresponding right-hand sides of those
equations. A notable result that emerges here is the occurrence of source contributions

which absorb in one of the formalisms certain electromagnetic current densities.

KEY WORDS: Spinors. Wave Equations. Gravitons.
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Capitulo 1
Introducao

Os chamados formalismos e de Infeld e van der Waerden [1] foram publicados
em 1933, e introduziram estruturas espinoriais de duas componentes generalizadas no
contexto da teoria da Relatividade Geral. Em ambos os formalismos, dois pares de espacos
de espin conjugados sao assentados em cada ponto nao-singular de um espacgo-tempo curvo
sem torgao, com o papel desempenhado pelo grupo SL(2,C) da formulacdo espinorial
cldssica de van der Waerden [2] passando a ser assumido por um grupo de transformagoes
de calibre generalizadas, denominado grupo de Weyl [3, 4]. Os elementos do grupo de Weyl
sao matrizes ndo-singulares complexas (2 x 2) cujas entradas dependem essencialmente
de um parametro real. A possibilidade de aplicar tais transformacées no contexto da
Relatividade Geral havia sido estabelecida anteriormente por Weyl em conexao com a
formulac¢ao de um principio generalizado de invariancia de calibre [4]. Uma das principais
motivagoes para a construcao dos formalismos e foi relacionada com uma extensao de
trabalhos anteriores [2, 5] os quais visavam assentar uma versao em espinores de duas
componentes da teoria de Dirac do elétron em espagos-tempo curvos [1].

Uma das mais notdveis caracteristicas dos formalismos e é que eles propiciam
fungoes de onda para gravitons. Tal fato foi explorado durante os anos por alguns au-
tores, particularmente pelo trabalho da Ref. [6], o qual estabeleceu somente com o uso de
um método de transcricao que funcoes de onda para gréavitons em algum espago-tempo
da Relatividade Geral sao definidas pelos espinores que entram na decomposicao espino-
rial do tensor de Weyl pertinente. Mais recentemente [3, 7], foi mostrado que fungoes
de onda para gravitons emergem naturalmente em ambos os formalismos como partes
totalmente simétricas da decomposicao espinorial de certos objetos de curvatura que en-
volvem simultaneamente tensores de Riemann e bivetores de Maxwell [8-11]. Em adigao,
um conjunto completo de equagoes de onda gravitacionais foi obtido [3, 7] no caso de

propagacao no vicuo e, subsequentemente, estendido para o caso de fontes fisicamente

10



arbitrarias [12]. Em ambos os formalismos, a construcao de curvaturas de espin é feita
com base no procedimento tradicional que envolve tomar comutadores entre operadores
de derivada covariante [6]. Deste modo, tais curvaturas estao profundamente envolvidas
na estrutura geométrica de espacos-tempo curvos.

No presente trabalho, estamos particularmente interessados em obter dentro dos
contextos dos formalismos e as equagoes de campo e de onda para gravitons na presenca
de fontes eletromagnéticas geométricas. Para isso, faremos inicialmente uma breve revisao
de alguns aspectos dos formalismos, quando particularmente exibiremos a estrutura de
curvatura espinorial de um espago-tempo curvo sem torcao M juntamente com a defini¢ao
de fungoes de onda para fétons geométricos tal como introduzida na Ref. [3]. Em seguida,
trabalharemos com a versao espinorial da identidade de Bianchi em conjunto com as
técnicas calculacionais desenvolvidas nas Refs. [3, 7, 12] e, entdo, obteremos as equagoes
de campo e de onda de nosso interesse aqui.

As seguintes convengoes serao adotadas. Utilizaremos letras Latinas minidsculas para
indices mundo e letras Latinas maitsculas para os indices de objetos espinoriais. A oper-
acao de conjugacgao complexa serd representada por uma barra horizontal sobre letras ni-
cleo ou letras nicleo indexadas. Serd adotada a notagao de indices linhados e nao-linhados
usual [13] para o caso de componentes espinoriais conjugadas. Indices mundo assumirdo
os valores 0, 1, 2 e 3, enquanto indices espinoriais assumirdo os valores 0,1 ou 0, 1.
Indicaremos as operagoes de simetrizacao e anti-simetrizagao com o uso de parénteses e
colchetes envolvendo os indices pertinentes, respectivamente. Barras verticais separando
blocos de indices indicarao que tais indices nao participam de operacoes de simetria. A
convengao de somacao serd assumida desde o inicio. Uma quantidade espinorial que porta
a Indices contravariantes e b indices covariantes nao-linhados juntamente com c indices
contravariantes e d indices covariantes linhados, respectivamente, serd referida como uma
quantidade espinorial de valéncia {a, b; c,d}. O simbolo "c.c."denotard sem ambiguidades
expressoes complexo-conjugadas. Os operadores derivadas parciais 0/0x® para coorde-
nadas x® de M serao escritos como J,, assim como também usaremos o simbolo indexado
V. para derivadas covariantes em ambos os formalismos. Adotaremos a assinatura métrica
espago-temporal dada por (+ — ——), e utilizaremos o sistema de unidades naturais no

qual ¢ = h = 1. Para o tensor de Ricci, usaremos a seguinte convenc¢ao de sinal:
C
Rab = Racb )
tal que, para o escalar de curvatura, teremos

R = gabRab = Rabab-
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A presenca nas equacoes de Einstein da constante cosmolégica A estard implicita através
da relagao de traco estendido
R =4\ + KT,

com 7" sendo o traco de algum tensor energia-momento e x denotando a constante gravi-
tacional de Einstein. Demais convengoes serao explicadas ocasionalmente.

Esta dissertacao estd organizada como segue: no Capitulo 2 apresenta-se uma breve
revisao da estrutura afim dos formalismos, onde serao introduzidos brevemente os es-
pinores métricos, objetos conectores, tensores e densidades de espin, derivadas covari-
antes e algumas equacoes de autovalores. No Capitulo 3, apresentaremos a curvatura
espinorial de Infeld e van der Waerden de M a partir da atuagao de comutadores entre
derivadas covariantes sobre vetores de espin. Assim, obteremos os chamados objetos de
curvatura mistos de Infeld e van der Waerden [14-16], os quais exibem o desdobramento
mencionado anteriormente que envolve contribuicoes gravitacionais e eletromagnéticas.
Ainda no Capitulo 3, apresentaremos os espinores de curvatura e a versao espinorial de
alguns objetos geométricos da Relatividade Geral. O Capitulo 4 serd dedicado a uma
revisao das equacoes de campo e de onda gravitacionais com fontes generalizadas tais
como dadas na Ref. [12]. No Capitulo 5, particularizaremos estas equagoes para fontes
eletromagnéticas geométricas em conexao com o principal objetivo de nosso trabalho.

Finalmente, no Capitulo 6, apresentaremos nossas conclusoes.
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Capitulo 2
Geometria Afim Espinorial

Neste capitulo, apresentaremos de uma maneira breve alguns dos aspectos concer-
nentes & geometria afim dos formalismos ~e, explicitando algumas das diferencas de na-
tureza geométrica entre eles, incluindo a apresentacao de algumas das equacoes de auto-
valores que neles ocorrem.

No formalismo v, as componentes bdsicas dos objetos métricos e conectores sao
fungoes de z* de tal modo que uma fungao complexa de coordenadas espaco-temporais é
utilizada no lugar da fungao real que tinha sido usada anteriormente no trabalho de Infeld
[1]. Qualquer espinor métrico v aparece como sendo um tensor de espin com relagao
ao grupo de Weyl, e todos os objetos conectores correspondentes portam um cardter
combinado de tensor de espin e de vetor mundo, covariantes ou contravariantes [3, 14].
Os objetos bédsicos para a formalismo ¢ sao considerados como entidades que portam o
mesmo carater mundo daqueles do formalismo =, porém, um carater de densidade de espin
é atribuido a cada um deles [3]. Assim, quantidades espinorias geralmente aparecem no
formalismo € como densidades de espin cuja descricao geométrica j& tinha sido fornecida
por Schouten [17-19] na ocasiao do advento dos formalismos. Uma descrigao algébrico-

geométrica completa dos formalismos pode ser encontrada na Ref. [3].

2.1 Espinores Métricos

Os espinores métricos do formalismo v aparecem como sendo tensores de espin an-
tissimétricos invariantes sob tranformacoes de coordenadas mundo. Dentre estes, temos

particularmente os de valéncias {0,2;0,0} e {2,0;0,0}

(Y
(vap) = (—’y 0) ; (2.1)
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cujos complexos conjugados sao

I
(varpr) = (_7 0) ) (2.3)

wpy _ [ 0 A
(7)) = (_7_1 0 > ; (2.4)

os quais possuem valéncias {0,0;0,2} e {0,0;2,0}. As entradas do par polar (||, ®), as
quais ocorrem na expressao

v = |y exp (i®), (2.5)

sao fungoes reais derivaveis de z“.
No formalismo &, os espinores métricos também sao espinores antissimétricos invari-

antes mundo, com suas expressoes sendo dadas por

0 1 AB
<aAB>=(_1 0>=<e ) (26)

(em) = (_01 ;) S G! 1)

0s quais sao os tinicos espinores métricos deste formalismo.! As relacoes entre os espinores

métricos nao-linhados dos formalismos sao entao dadas por

YAB = VEAB, (2.8)

A8 = 4718, (2.9)

E ttil denotar por M as letras niicleo  ou ¢ e, entdo, as relagdes (2.1-2.4) e (2.6-2.7)
implicam que
MYBMpoy = MAP = —MP (2.10)

onde

(MAP) = (6,47) = ((1) 2) : (2.11)

!Esta propriedade de unicidade estd relacionada com o cardter de densidade portado pelos espinores

métricos €. Isto deverd ser evidenciado mais tarde neste capitulo.
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Os espinores métricos e seus complexos conjugados sao particularmente tteis para
levantar e abaixar fndices de espinores e de quantidades mistas espin-mundo em M.
Assim, considerando um espinor arbitrdrio (4, tem-se os seguintes esquemas para mover
indices:

¢ = MAB¢, (2.12)

Ca = (" Mpa, (2.13)

com um esquema similar sendo aplicado no caso de espinores complexos conjugados tais

como, por exemplo,
¢ = MY ¢p, (2.14)

Ea =& Mpa. (2.15)

Devido a propriedade tensorial das configuragdes métricas (2.1-2.4), o processo de
mover indices no formalismo 7 preserva o cardter espinorial dos objetos considerados,
enquanto que no formalismo e este processo geralmente produz objetos cujo cardter es-
pinorial é diferente daquele do objeto inicial. Contudo, em vista da invaridncia das estru-
turas (2.1-2.4) e (2.6-2.7) sob transformagoes de coordenadas mundo, a agdo dos espinores

métricos de cada formalismo sempre preserva o cardter mundo dos objetos envolvidos.

2.2 Objetos Conectores

A correspondéncia entre tensores mundo e espinores é realizada por intermédio de
quantidades mistas adequadas [14-16]. Estes objetos sdo matrizes Hermitianas (2 x 2)
cujas componentes dependem de z. No formalismo v, eles sao denotados por ¢% 5 €, no
formalismo ¢, por X% .. Por questao notacional, denotaremos a letra nticleo dos objetos
conectores de qualquer um dos formalismos por S. Assim, temos o conjunto de objetos

conectores Hermitianos

HS = {S,aa, 5%, SAY §aAAY (2.16)

Enfatizamos que a ordem dos indices carregados por qualquer objeto conector Hermitiano
¢ irrelevante [8]. Para levantar e abaixar indices de objetos conectores, utilizamos os
espinores métricos do formalismo correspondente no caso dos fndices espinoriais, e o tensor
métrico g, de M no caso dos indices mundo. A Hermiticidade das matrizes do conjunto

HS significa, por exemplo, que
S = Shar (2.17)
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Ressalta-se aqui que a Hermiticidade de qualquer objeto S é perdida quando indices
espinoriais ocupam "andares"diferentes.

Os objetos conectores podem ser relacionados com g, pela relagao
2San(aSiy5 = YaMas, (2.18)
ou pela relacao complexo-conjugada
2514 = JaMarp- (2.19)

A relagao entre objetos mundo e de espin é prescrita em termos de produtos externos

apropriados tais como, por exemplo,

K, = S K au, (2.20)
Gab = SfA/SbBB/MABMA/B/, (221)

(]
MagMag = S%0S% 5 Gab. (2.22)

2.3 Tensores de Espin e Densidades Espinoriais

Para caracterizar os objetos espinoriais de cada formalismo, precisamos verificar
como estes se comportam sob transformacoes de calibre generalizadas. Como mencionado
no Capitulo 1, estas transformagoes constituem o grupo de Weyl [3, 4] cujos elementos

possuem componentes definidas por
AAB = /pe5,4", (2.23)

onde p é uma funcgao real derivavel de % positivo-definida, e # é o parametro de calibre
do grupo que é considerado como uma fungao real derivavel arbitrdria sobre M. A agao
deste grupo sob os espagos de espin de M ¢é independente da acao do grupo pertinente

de mapeamentos espaco-temporais. Podemos definir o determinante de (A4?) como
Ap = det(A4P) = |Ap|exp (2i6) , (2.24)

de modo que
AsCABP = Ap5,%057. (2.25)

Um dos mais simples exemplos de tensores de espin é um vetor de espin covariante

(4, o qual se transforma segundo a lei
Ch=AA"(p, (2.26)
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com seu complexo conjugado se transformando como
Cly = AP . (2.27)

Para um vetor de espin contravariante £* e seu complexo conjugado %', as leis de trans-
formacao sao
€4 = €PN, (2.28)

g = BN (2.29)

Uma quantidade numérica que ¢é invariante sob transformacoes de calibre é denom-
inada um escalar de espin. As leis de transformagao para tensores de espin de valéncias
arbitrdrias sdo obtidas [3, 8, 14] realizando-se produtos externos adequados entre vetores
de espin e utilizando-se as prescrigoes (2.26-2.29). Neste estagio, podemos identificar o

cardter de tensor de espin dos objetos fundamentais do formalismo v através das seguintes

configuragoes:
Yap = AaAp"vop = Ayvas, (2.30)
’7,AB — ’VCDAE’LAAE)lB — (AA)fl ’YAB; (231)
€
O-XA/ - AABAA/BIO-%B/ == |AA|0-?4A” (232)
O_/aAA' _ O'GBBIAglAAB/lA/ _ |AX1|O,¢1AA" (233)

ou, alternativamente, através dos complexos conjugados de (2.30-2.33). Obviamente,
poder-se-ia usar também a versao covariante mundo de (2.32) e (2.33).

As densidades de espin escalares emergem quando levamos em consideragao o fato de
que todos os espagos de espin de M possuem duas dimensoes complexas. Assim, os tinicos
objetos espinoriais totalmente antissimétricos nao-nulos sempre carregam dois indices do
mesmo tipo [8]. Para qualquer tensor de espin antissimétrico x4p pode-se, com efeito,

escrever

1
XAB = 5)(%43 = X[AB], X = ch- (2.34)

Agora, se observarmos esta tltima relacdo em conjunto com as leis de transformagao
para o espinor métrico 7, como enfatizado na Ref. [3], podemos definir uma densidade
de espin escalar complexa de peso +1 como uma quantidade numérica que se comporta
sob transformacgoes de calibre como a componente v de v45. Uma densidade de espin

escalar complexa de peso —1 emerge quando tomamos a versao contravariante de (2.34),

17



e olhamos o comportamento sob transformacoes de calibre da componente v~ de v4%.
Um procedimento andlogo é utilizado para os casos do complexo conjugado de (2.34) e
de sua versao contravariante, onde definem-se as densidades escalares complexas de anti-
peso +1 e —1 como quantidades que se transformam como as componentes individuais
nao nulas de va e v4'F' respectivamente.

Para densidades de espin escalares complexas de peso w temos a seguinte prescri¢ao:
¢ = (Ap)"S, (2.35)

e, para as de anti-peso y, temos
i = (Ax)"n. (2-36)
No caso de uma densidade escalar a que possui peso w e anti-peso ¥, a lei de transformagao
é
o = (Ap)" (Ay)" o (2.37)
No caso particular onde w = y, a densidade a é dita possuir peso absoluto 2w, e se

comporta sob transformacoes de calibre como
o = |Ar]*a. (2.38)

Em analogia com a situa¢do mundo [17-19], densidades tensoriais de espin sao definidas
como produtos externos entre tensores de espin e densidades de espin escalares.
Quando olhamos o comportamento dos espinores métricos do formalismo ¢ sob trans-

formacoes de calibre,? obtemos as propriedades de invariancia

ehp = (Aa) " As“ApPecp = eap, (2.39)

8/AB’ — AA‘ECDAE«IAABlB — 8AB7 (240)

como também suas conjugadas complexas. Assim, nota-se que todos os espinores métricos
do formalismo € se comportam como densidades tensoriais de espin invariantes de calibre.
Veé-se que as densidades e45 e 2P possuem pesos —1 e +1 enquanto que 45 € 25
possuem anti-pesos —1 e +1, respectivamente. Assim, estes objetos podem ser vistos como
simbolos de Levi-Civita espinoriais. Para alguns dos objetos conectores Hermitianos do

formalismo ¢ , tem-se

:zAA’ = ‘AA‘_lAABAA’B,EaBB’ = EaAA’a (241)

2Tal comportamento pode ser especificado a partir da combinacio das Eqgs.(2.30-2.31) e (2.8-2.9).
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S = |AN[SET AN = S (242)

de modo que os mesmos sao densidades tensoriais de espin invariantes de pesos absolutos
—1 e +1, respectivamente.

As leis de transformagao (2.30-2.31) garantem a preservagao de cardteres geométricos
de calibre quando o processo de levantamento e abaixamento de indices é implementado
no formalismo 7. Este processo no formalismo ¢, por outro lado, geralmente altera os

cardteres dos objetos cujos indices teriam sido movidos.

2.4 Derivadas Covariantes

Para prescrever derivadas covariantes de objetos espinoriais [3, 8], considera-se os
espagos de espin de M assentados nos pontos % e z* 4+ dx®. Uma diferencial covariante
D(¢4 em 2% de um vetor de espin contravariante ¢4 é definida como a diferenca entre o
valor de (# em 2% +dz® e o valor em 2 do vetor de espin que resulta de um deslocamento

afim de (4. Deste modo, tem-se
DA = d¢t 4+ 9,54 ¢B da?, (2.43)

onde ¥,5? é a conexfio afim espinorial de fndices nio-linhados associada ao deslocamento
afim em questdo, sendo que no formalismo 7 isto é denotado por 7,5 e, no formalismo

e, por I',p?. Entdo, a derivada covariante de ¢4 é
Vol = 0,0 + 95" (2.44)
A derivada covariante de um vetor de espin covariante {4 é prescrita como

Vaba = 0uéa — 944", (2.45)

a qual emerge quando admite-se a aplicabilidade da regra de Leibniz para diferenciais

covariantes, e exige-se que?
D(¢€a) = d(¢¢a). (2.46)

Para derivadas covariantes dos vetores de espin (4 e &4/, basta tomar o complexo conju-
gado das expressoes (2.44) e (2.45). Derivadas covariantes de tensores de espin de valéncia
arbitraria sao obtidas efetuando-se produtos externos entre vetores de espin adequados, e

levando-se a cabo expansoes de Leibniz [8-11].

3Como na situagao mundo [21-26], os operadores V,, sdo lineares e satisfazem a regra de Leibniz.
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Deslocamentos afim espinoriais e mundo em M podem ser induzidos uns pelos out-
ros* exigindo-se que os objetos conectores Hermitianos sejam covariantemente constantes,
isto &,

DS, = 0. (2.47)

Este fato encontra-se profundamente envolvido na estrutura interna de cada formalismo.?

Sempre que uma quantidade tensorial que carrega indices mundo e indices espinoriais
¢é derivada covariantemente, necessitaremos incorporar as expansoes pertinentes as con-
tribuicoes afim associadas com todos os indices carregados pela quantidade [3, 8, 9, 10].
Assim, para um objeto de valéncia arbitrdria, com indices espinoriais e mundo, temos,
por exemplo,

vaﬁ; = 8bUf; + 19bB/A,Uf; - ﬁbABUg; —I'e© 1144;, (248)

onde I',;¢ é a conexao afim mundo de gg.
Uma expressao que serd de considerdvel utilidade na construcao das estruturas de

curvatura, ¢ a conexao afim contraida 9,4 [3], a qual pode ser obtida a partir da assuncio
Va(9aasp) = Va (yapyap) =0, (2.49)
a qual, por sua vez, quando expandida explicitamente, é escrita como
Vo (yapvap) = (0. 1n 7[> — 2Re %CC) Yapya g = 0. (2.50)
Isto nos fornece a relacao
2ReVac® = Yac® + Yacr® = 0uln |7]?. (2.51)
Agora, se implementarmos a relagao [3, 14]
Yacr” = Va0 = 4i®,, (2.52)

com ®, sendo um vetor mundo, e combind-la com (2.51), obteremos a conexao afim
contraida
IYaCC - = (ea + ZZ(I)a) ) (253)

com o vetor mundo

0, = O, In|y| " (2.54)

4No formalismo ¢, todos os objetos conectores sdo covariantemente constantes, enquanto no formalismo

7, a principio, somente os objetos conectores Hermitianos sao (vide Ref. [14]).
Para que a Eq.(2.47) seja uma caracteristica da estrutura de cada formalismo, é necessério balancear

o numero de componentes independentes de I'gp® € Y447, cujo procedimento é descrito em detalhes na

Ref. [3].
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A versao de (2.53) para o formalismo ¢ ¢é escrita como
Tt = — (I, + 2ip,) (2.55)

com II, e ¢, sendo ambos vetores mundo. As partes imagindrias destas afinidades es-
pinoriais contraidas geralmente coincidem uma com a outra, e fornecem um potencial
eletromagnético afim @, intrinsico a geometria de M. Pode-se também usar as estru-
turas (2.53) e (2.55), e suas conjugadas complexas, para escrever derivadas covariantes de
densidades de espin escalares de peso qualquer [3]. Por exemplo, se ( é uma densidade

escalar complexa de espin de peso w, temos

Vol = 0, — w(,. (2.56)

2.5 Algumas Equacoes de Autovalores

Uma das mais importantes caracteristicas dos formalismos é o fato que os espinores

métricos £ sdo covariantemente constantes [3, 8, 14]. Isto nos permite escrever

Varvse = (v 'Va7) 180, (2.57)
e, entao, como
va7 - 8@7 — YYa> (258)
obtemos a expansao
Vavse = (0alogy — 7a) YBC- (2.59)

Agora, utilizando a relagao (2.5), podemos obter a equagao de autovalor

Vavse = ibavBC, (2.60)
e, desde que V.65 ¢ = 0, também obtemos
V" = (i) Bar "€, (2.61)
com f3, sendo um vetor mundo real invariante de calibre definido por [3, 14]
Ba = 0,P + 29,. (2.62)

As equacdes de autovalores de vgor e vYP'¢" sdo encontradas tomando-se os complexos
conjugados de (2.60) e (2.61).
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Capitulo 3
Curvatura

Neste capitulo vamos construir as estruturas de curvaturas associadas com as conexoes
afim espinoriais de cada formalismo. Obteremos os objetos de curvatura mistos de In-
feld e van der Waerden, e evidenciaremos o desdobramento dos mesmos em suas partes
gravitacional e eletromagnética [3]. As partes gravitacionais fornecem um conjunto de
fungoes de onda para gravitons de ambas as helicidades, como também uma constante
cosmoldgica invariante de calibre. As partes eletromagnéticas, por suas vezes, aparecem
como partes contraidas de estruturas de curvatura, e similarmente fornecem um conjunto
de fungoes de onda para fétons. Os espinores de curvatura para o formalismo v aparecem
como tensores de espin, enquanto que para o formalismo €, os correspondentes espinores
aparecem como densidades espinoriais. Assim, realizaremos uma apresentacao da estru-
tura de curvatura de M bem como as versoes espinoriais de alguns dos entes matemaéticos
da Relatividade Geral.

3.1 Objetos de Curvatura Mistos de Infeld and van
der Waerden

Um dos procedimentos para evidenciar a estrutura de curvatura de espin de M
consiste [3, 7] primeiramente em considerar dois vetores de espin invariantes mundo ¢(* e

&4 juntamente com a propriedade livre de torgao

[Va, Vi)(¢“éc) = 0, (3.1)

e, entao, deixar comutadores entre operadores derivadas covariantes atuarem sobre eles

individualmente, tal como segue
[V, V¢ = Wanne "¢, (3:2)
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[Va, ViJéa = —Wapa™ . (3.3)

O objeto W envolvido em (3.2) e (3.3) constitui um tipico objeto de curvatura misto

de Infeld e van der Waerden [1, 3, 7], sendo expresso explicitamente por
Wapa® = 20,0547 — (904 0c” — 954 00c”) = Wiaa”, (3.4)
o qual satisfaz a relacao
2Wapa? + 04B W™ = 5555 Rupea- (3.5)

Quando contraida nos indices A e B, a relacao (3.5) nos mostra que

I

2(Wapa™ + Wapar™) = R = 0, (3.6)

isto ¢, esta contracdo implica na aniquilacao de toda informacao carregada por Rgu.%.
Podemos desdobrar os objetos Ws em suas partes simétrica e antissimétrica em

relagdo aos indices espinoriais, a saber [3]
Wayap = Wapap) + Wapjap)- (3.7)
Entao, com a ajuda da Eq. (2.34), podemos escrever

1
Waap = Wapap) + §WabCCMAB- (3.8)

A parte simétrica de Wyap da equacao acima pode ser obtida movendo-se indices e

realizando-se uma simetrizagdo nos indices A e B da relagao (3.5). Com efeito,
1 /
Wab(AB) = §SJC4B/S%B Raped- (39)

A parte antissimétrica pode ser obtida fazendo-se uma contracao nos indices A e B da
Eq. (3.4), o que resulta em
Wapa™ = 20,,054%, (3.10)

tal que, com o auxilio da Eq. (2.53), a expressao (3.10) passa a ser escrita como
Wapa® = —4i0, Py = —2iF, (3.11)
com F; sendo o tensor de Maxwell
Fap = 2V, ®y) = 20},Py. (3.12)
Deste modo, utilizando as relagdes (3.9) e (3.11), podemos reescrever (3.8) como

1 / )
Wapas = QSXB/S%B Ropea — 1FopMap, (3.13)
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onde fica claramente exibido o desdobramento entre a contribuigao gravitacional e a eletro-
magnética de W: a parte simétrica em A e B carrega toda a informagao gravitacional
sobre a curvatura de M, enquanto que a parte antissimétrica carrega toda a informacao
eletromagnética.

Sob transformacoes de calibre, no formalismo 7, o objeto W, ,ap e seu complexo
conjugado se comportam como tensores de espin enquanto que, no formalismo &, os cor-
respondentes objetos se comportam como densidades de espin invariantes de peso —1 e

anti-peso —1, respectivamente.

3.2 Espinores de Curvatura Gravitacionais

Os espinores de curvatura associados ao ¥,5¢ de cada formalismo surgem da config-

uragao de bivetor portada por (3.13). Assim, tem-se

S4aSpeWacp = Maypwapep + Mapwascn, (3.14)
onde
1 /
WABCD = W(AB)CD = §SZA,S%A Waren, (3.15)
e
w _ - lsa SbAW 3.16
A'B'CD = WABNCD = 50440 51 W abCD: (3.16)

sao, de fato, usualmente chamados de espinores de curvatura. Devido ao comportamento
sob transformacoes de calibre dos objetos W, os espinores de curvatura para o formalismo
~ aparecem como tensores de espin, enquanto que os do formalismo ¢ aparecem como
densidades tensoriais de espin de peso —2 e peso absoluto —2, respectivamente [3, 7].

O desdobramento dos objetos W em partes que carregam a informagao gravitaci-
onal e a informagao eletromagnética é repassado aos espinores de curvatura [3]. Assim
sendo, podemos descrever a estrutura de curvatura gravitacional de M inteira utilizando

o seguinte par de objetos espinoriais:

G = (waB(cD), WA'B (CD))- (3.17)

Entao, como estabelecido definitivamente na Ref. [3], podemos escrever a expressao es-

pinorial do tensor de Riemann de acordo com a prescricao Hermitiana
RAA’BB’CC’DD’ = (MA’B’MC’D’WAB(CD) + MABMC’D’WA’B’(C'D)) + c.c.. (318)

Para fornecer uma interpretagao cosmoldgica aos espinores gravitacionais, conforme

realizado originalmente na Ref. [8], é conveniente reescrever (3.18) como
Raaspccpp = (MapMop Xapep + MapMerpZcapp) + c.c., (3.19)

24



com as expressoes de definicao para os espinores X e = sendo dadas por

1 ! ! ! !
XaBcp = ZMA B M P Rynppcopp = wapcp), (3.20)
e
— . 1 1y
‘:‘CA’DB’ = ZMABMC D RAA’BB’CC’DD' = WA’B’(CD)' (321)

Elaboraremos a cerca da interpretagao cosmoldgica referida acima na subsegao 3.4.

3.3 Simetrias dos Espinores de Curvatura Gravitaci-

onais

As propriedades de simetria de Xapcp € Zcarpr sao estabelecidas diretamente a

partir das propriedades de simetria do tensor de Riemann [8-10)]

Rapeqd = R[ab][cd]> (322)
Rabcd = Rcdab; (323)

(§
Ra[bcd] = 0. (324)

A propriedade de antissimetria em a e b exibida pela Eq. (3.22), nos fornece diretamente,

com a ajuda de (3.19), as seguintes propriedades de simetria dos espinores de curvatura:

Xapep = Xpacp, (3.25)

EABc'D = ZBAC'D'- (3.26)

Similarmente, a antissimetria em ¢ e d nos fornece

Xapcep = XaBpe, (3.27)

ZaBc'D! = ZABDICYs (3.28)

tal que, combinando (3.25-3.28), podemos escrever

Xapep = X(4B)cD), (3.29)

ZABC'D! = Z(AB)(C'D')- (3.30)
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Pela transposigao dos pares de indices exibida pela Eq. (3.23), obtemos

Xapep = Xcpas, (3.31)

HaBc'p' = Zc'prAB- (3.32)

Desde que indices espinoriais sempre assumem valores algebricamente independentes [8],
conclui-se que a ordem dos indices de =4pc/pr é imaterial.
Para obter a descricao espinorial da simetria ciclica do tensor de Riemann como dada

em (3.24), escrevemos a bem conhecida relagdo mundo contraida [8]
*Rap =0, (3.33)
onde *Rgpeq é 0 primeiro dual a esquerda do tensor de Riemann, dado por!
"Raped = %eabrerscd- (3.34)

A versao espinorial de (3.34) é escrita como [8]
*Raaspcocpp = [(—1)(MapMerp Xapep + Map MepZaperpr)] + c.c.. (3.35)
Assim, (3.33) produz a relagao
Xapc”Muyo = Xape® Mac, (3.36)
a qual, quando acoplada com M4A'¢", fornece
XQBCB::%XA@/“yMQC. (3.37)
Entao, acoplando-se (3.37) com M4, obtém-se
A=A, (3.38)
com a quantidade A sendo um escalar espin-mundo real definido por [§]
A#%Xw”. (3.39)
Agora, se substituirmos (3.39) em (3.37), obtemos
Xapc” = 3AMy¢, (3.40)

a qual estabelece que X 4pc? ¢ antissimétrico no primeiro e terceiro indices,? a saber,

Xapc” = —Xepa®. (3.41)

10O objeto eq,°* & obtido a partir dos tensores alternantes de M.
2Esta propriedade também pode ser verificada pelas simetrias dadas por (3.29) e (3.31).
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3.4 O Espinor de Ricci

O espinor associado ao tensor de Ricci, segundo a convencao de sinal adotada aqui,

¢ obtido acoplando-se (3.19) com MBPMPB'P', Tem-se
Rasvcer = XapcPMucr — Eaccrar + c.c.. (3.42)
Utilizando a relagao (3.40), podemos reescrever (3.42) como
Rawcer = 6AMacMarcr — 2Eacarcr, (3.43)
a qual, quando acoplada com MACMAC"| nos fornece o escalar de Ricci

R = 24A — B0, (3.44)

Devido a simetria exibida por (3.30), vemos que Z4pcrps tem trago nulo e, entao, encon-

tramos a famosa relacao entre A e o escalar de Ricci
R = 24A. (3.45)

Agora, por transcricao direta, podemos obter o resultado que o espinor associado a

parte livre de trago do tensor de Ricci [§]

1
<§Rab : Rab - ZRgab, (3-46)
aparece como —2Z=,g4/p. S0b certas circunstancias, o espinor equivalente ao tensor de
Einstein [§]
1
Gapy = Rap — §Rgab> (3.47)
¢ similarmente dado por
GAA/BB/ = —6AMABMA/B/ — 2EAAIBB/. (348)

As equagoes de campo de Einstein com fontes e na presenca da constante cosmoldgica
sdo dadas por [22-27]
Gab = _HTab - )‘galn (349)

onde T,;, denota a versao mundo do tensor energia-momento de alguma fonte. A forma

espinorial de (3.49) é obtida também por transcrigao direta, e é dada por [§]
_6AMABMA’B’ — QEAA’BB’ = _’%TAA’BB’ — AMABMA’B’- (350)

Portanto, se acoplarmos (3.50) com MA5 M A'B’ re-obtemos a relacio de trago mencionada
no Capitulo 1, a saber,
24N = KT + 4, (3.51)
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a qual pode ser substituida em (3.50) para expressar as equagoes de Einstein na forma

_ 1
2‘:‘AA/BB’ :’%(TAA’BB’_ZTMABMA’B’> . (352)

Se considerarmos as equagoes de campo gravitacionais para o espago vazio com uma
constante cosmolégica nao nula, as equagoes (3.51) e (3.52) nos fornecerao, respectiva-
mente,

A=-A (3.53)

EAA’BB/ — 0 (354)
Nota-se aqui que A = 0 implica, a partir de (3.40), que
Xasicip) =0, (3.55)

tal que, neste caso, (3.29) nos leva a relacao

Xapep = XaBcp). (3.56)

3.5 O Espinor de Weyl

Vamos assumir que A # 0 e, entao, usar as férmulas de redugao dadas na Ref.
[8] para decompor o espinor de curvatura X, pcp. Assim, levando em consideragao as

simetrias (3.29) e (3.31), as quais implicam em

Xiapep) =0, (3.57)

Xapcp) = Xamep) = X(aBo)p- (3.58)
podemos decompor X spcp na expressao

1 1
Xapcep = Xaep) + 3 (XaBep — Xacsp) + 3 (XaBep — Xapes) - (3.59)

Agora, contando com o auxilio da relagao (2.34), podemos reescrever (3.59) na forma

1 1
Xapep = Xaeop) + gMBCXAEED + gMBDXAECEa (3.60)
tal que, com a relacao (3.40), obtemos finalmente
Xapep = VYapep — 2AM e Mpyg, (3.61)
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com a defini¢ao
Vapep = Xamep) = XaBep)- (3.62)
Em ambos os formalismos, o objeto ¥ que aparece em (3.62) é conhecido como o
espinor de Weyl ou, simplesmente, como o espinor gravitacional. Claramente, como o
espinor de Weyl é totalmente simétrico, ele possui cinco componentes complexas indepen-
dentes, ou seja, dez componentes reais independentes, de modo que podemos interpreté-lo
como uma fun¢do de onda para gravitons (particulas sem massa, sem carga e com espin
+2) que representa em cada ponto de M os graus de liberdade de g,. Algumas vezes,
convenciona-se [8] que gravitons de "mao-esquerdae de "mao-direita"sao representados
por funcoes de onda nao-linhadas e linhadas tais como V¥ pcp € YV pcrp , respectiva-
mente.
Com os espinores ¥ acima definidos, tem-se uma maneira simples de expressar Rgp.q
em suas partes irredutiveis [8], de modo que pode-se reexpressar o lado direito de (3.19)

como
(MA/B/MC/D/\IIABC’D + MABMC’D’EA’B’CD — ZAMA(CMD)B) + c.c.. (363)

Como o espinor de curvatura = pcrpr possui trés componentes complexas e trés compo-
nentes reais, e A tem uma componente real, quando tomadas em conjunto com as cinco
componentes complexas de ¥ 4pcp, concluimos que as vinte componentes reais do tensor

de Riemann sao preservadas sob transcri¢oes espinoriais.?

3.6 Espinores de Curvatura Eletromagnéticos

As contribuicoes eletromagnéticas para os espinores de curvatura de cada formalismo

entram na decomposicao espinorial do respectivo W,©, sendo dadas pelo par
E = (wapc”, wapc”). (3.64)

As quantidades definidas por [3]

?
§WABCC = ¢aB = P(aB), (3.65)

{
§WA’B’CC = ¢A’B’ = ¢(A’B’); (366)

sao vistas localmente como fungdes de onda para fétons geométricos (particulas sem massa,
sem carga e com espin +1), as quais estdo profundamente envolvidas na estrutura de

curvatura de M.

3Esta contagem foi originalmente realizada por Witten [20].
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A relagao entre as fungoes de onda para fétons definidas acima e o potencial eletro-
magnético afim pode ser obtida realizando-se a decomposicao de bivetor para o espinor

de Maxwell, isto é,
S S%p Fup = 2854555V u®y = Mapdap + Mapdap, (3.67)
onde, entao, encontramos
0 = —Vu®or, San = Vi Pac. (3.68)

A versao espinorial das equacoes de Maxwell sem fontes externas é escrita em ambos os
formalismos como [3]
VA (Mapdap) =0, (3.69)

VAY (Mapodap) = 0. (3.70)

No formalismo v, como os espinores métricos nao sao geralmente covariantemente con-

stantes, (3.69) e (3.70) passam a ser escritas como as seguintes equagoes de autovalores:

VAZ pap = i pap < Vap ¢t = (—i) Bap¢™P, (3.71)

VEY S g = (i) B2 b ap & Vpad™? =iBpadp™?. (3.72)
No formalismo ¢, (3.69) e (3.70) se reduzem as equagoes de campo de massa de repouso
nula invariantes de calibre

VAP hup =0 Vgt =0, (3.73)

VEY G pp =0 Vpapt? =0. (3.74)
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Capitulo 4

Equacoes de Campo e de Onda

Gravitacionais

As equagoes de onda sem fontes para gravitons que deveriam pegar lugar no contexto
dos formalimos 7e de Infeld e van der Waerden, foram deduzidas na Ref. [3] utilizando-se
como base a combinagao da versao espinorial da identidade de Bianchi gravitacional com
certas técnicas calculacionais. Falando a grosso modo, tais técnicas envolvem comutadores
entre operadores derivadas covariantes sem torcao adequadamente contraidos, e fornecem
uma especificacao geométrica da agao dos comutadores sobre tensores e densidades de
espin. Mais recentemente [12], foram estabelecidas as equagdes de onda para grévitons
na presenca de fontes generalizadas.

Neste capitulo, utilizaremos a metodologia referida acima para obter as equagoes
de campo e de onda gravitacionais com fontes generalizadas no contexto de ambos os
formalismos, tal como apresentado na Ref. [12]. Vale a pena notar que, durante o proced-
imento calculacional no formalismo ~, surgem acoplamentos entre fungoes de onda para
gravitons e fétons [3, 7, 12]. Contudo, estas contribuigoes se cancelam quando os célculos
sao completados. No formalismo ¢, devido geralmente a natureza de densidade de espin
das fungoes de onda pertinentes, os correspondentes acoplamentos sao cancelados desde

0 inicio.

4.1 Equacoes de Campo

A versdo mundo da identidade de Bianchi gravitacional [21-27] pode ser elegante-
mente escrita [8] em termos da divergéncia covariante do primeiro dual a esquerda do

tensor de Riemann, isto é,

YV Rapea = 0. (4.1)
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A forma espinorial de (4.1) é dada em ambos os formalismos por
VAY* Raxpocopp =0, (4.2)

tal que, inserindo a expressao (3.35) em (4.2), obtemos

AA! AA! -
-V (MapMep Xapep) — V2 (MapMepZEaperpr)

+ VA (MugMepXapop) + VA (MapMeopZEapep) = 0. (4.3)

Agora, acoplando a Eq. (4.3) com MPE M ¢'D' podemos escrever a versio espinorial da

identidade de Bianchi na forma compacta

!

VAY (X apcPMag) = VA (Zap e Mag), (4.4)

juntamente com o complexo conjugado de (4.4).

4.1.1 Equagoes de Campo para o Formalismo 7y

Como observado anteriormente, devido ao fato que os espinores métricos do for-
malismo v nao sao geralmente covariantemente constantes, torna-se necessdrio avaliar
as derivadas covariantes envolvidas na identidade de Bianchi espinorial correspondente.

Deste modo, a partir da versao para o formalismo v de (4.4), a qual é expressa por

VA X apcPyam) = VA Eapcvas), (4.5)
ou, alternativamente, por
VA (PP ap Xapow) = VY (7P PrasEamen), (4.6)

obtém-se
YPE(VAY y p5) Xapor + s (VY YPEYX apor + vPEVE X apor
= P VA Ey e, (4.7)

Para se chegar ao lado esquerdo de (4.7), considerou-se a aplicabilidade da regra de
Leibniz para as derivadas covariantes, e para o lado direito, o fato peculiar de que
VAY (vPErype) = 0 (vide Ref. [3]). Entao, utilizando as equagdes de autovalores (2.60)

e (2.61) juntamente com suas conjugadas complexas, podemos reexpressar (4.7) como
Vi Xapep — 2iBpXascp = Vi Ecoas, (4.8)
a qual é a versao usual da identidade de Bianchi espinorial para o formalismo ~.
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Realizando uma simetrizacao nos indices B, C' e D da Eq. (4.8)
Vi Xasep) — 2iBs Xamep) = VisEcoyap, (4.9)
e utilizando a propriedade
Xasepy = Xasep) = Yasep, (4.10)
conseguimos introduzir a funcao de onda ¥ pcp em (4.8). Com efeito,
V5 Yapep — 2iBpVapep = VipEcp)ap- (4.11)

Consequentemente, com o auxilio das equacoes de Einstein, as quais no formalismo v tem

a forma

— 1
25A4'BB = K (TAA/BB’ — ZTVAB’YA'B/) , (4.12)

obtemos a equacao de campo para W 4pcp na presenca de fontes!
. K
VaUapep — 2iBp Y apop = 5V(‘BTCD)A,B,. (4.13)

As equacdes de campo para UABCP e W, 5P podem ser obtidas diretamente da Eq.

(4.13), conforme realizado na Ref. [12], tal que

Voap UABCL 23, p wABOD — —g (VA'<BTCD> wp + 2ipYETED) A,B,) . (414)
e
K ’
VglquBCD — E CM’}/DNV(‘BTMN)A/BI' (415)

Deve ser enfatizado que a configuracao indicial de W 45°" produz particularmente
uma funcao de onda tensorial invariante de calibre em ambos os formalismos. Outro

modo de escrever a Eq. (4.15) consiste em considerar a expansao

1
Tepas = Tiepyarsy + ZTVCD'YA’BH (4.16)
de modo que obtemos
K ’ ’ ’
VA/\IJABCD _ EWCM’VDN <Vg T(MN)A’B' + vﬁT(BN)A’B/ + Vﬁ T(BM)A’B/> , (417)

ja que a simetria de T, implica que T{cpyarp = T(cpya'B)-

'Nota-se que a simetrizagio envolvida em (4.11) aniquila a parte do traco T’ que aparece nas equagoes

de Einstein.
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4.1.2 Equacgoes de Campo para o Formalismo ¢

O procedimento para se obter as equagoes de campo no formalismo ¢ é formalmente
o mesmo que o do formalismo 7, com a diferenca computacional de que os espinores
métricos € sao covariantemente constantes, o que facilita considerdvelmente a obtengao
das expressoes correspondentes. Assim, partindo da identidade de Bianchi espinorial no

formalismo ¢

!

VAY (X apcPewp) = VA (EupcPean), (4.18)

obtém-se

Vi Xapep = Vi Expep, (4.19)
tal que, realizando uma simetrizagao nos indices B, C' e D
Vi Xamep) = VisEcpam, (4.20)

e utilizando a versao no formalismo ¢ das propriedades de simetria dos espinores X de-

duzidas anteriormente, obtemos
Vi Yapep = V{sEcpap- (4.21)
Com o auxilio das equagoes de Einstein neste formalismo,
— 1
2~:'AA’BB’ = KR TAA’BB’ — ZT{:‘ABEA/B/ , (422)
obtemos a equacao de campo para ¥ gcp

K ’
vg/\I/ABCD - §V?BTCD)A/B’- (423)

\IJABCD

Para obter-se as equacoes de campo de e U597, basta rearranjar adequadamente

indices espinoriais como antes. Assim,

VAB/\IJABCD == —gvAl(BTCD)A/B/, (424)
e
K ’
VA/\IJABCD = §€CM€DNVE4BTMN)A/B/, (425)

onde, com o auxilio da versao para o formalismo ¢ da expansao (4.16), podemos reescrever

esta tltima equacao como

R / ’
Vg/\IfABCD - g (Vg T(CD)(AIB/) + QVA (CTBD)(AIB/)> . (426)
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4.2 Equacoes de Onda

De fato, para estabelecer as equagoes de onda para os campos ¥, necessitamos utilizar
as técnicas calculacionais referidas anteriormente, as quais serao discutidas na préxima
subsecao. Com o uso destas técnicas, obteremos as equacoes de onda para o campo da Eq.
(4.15) no contexto do formalismo ~. Utilizando os mecanismos fornecidos nas Refs. [3, 7]
para mudar as valéncias dos campos do formalismo 7, obteremos as equacoes de onda para
os campos de (4.13) e (4.14). Para as equagoes de onda no formalismo e, utilizaremos

©D ¢ um tensor de espin em ambos os formalismos [3].

o fato particular de que W43
Assim sendo, a equacao de onda para esta funcao de onda é formalmente a mesma que a
correspondente do formalismo 7. As demais equagoes de onda serao obtidas a partir da

propriedade geral de covariancia constante dos espinores métricos .

4.2.1 Técnicas Calculacionais

O procedimento bésico para se obter as equagoes de onda em cada formalismo con-
siste em escrever o comutador entre derivadas covariantes como a seguinte expansao de

bivetor:
S4aSBpVa, Vo] = MapAsp + MapAap, (4.27)

onde cada um dos A’s envolvidos sao operadores diferenciais de segunda ordem simétricos
que possuem a propriedade de linearidade e satisfazem a regra de Leibniz [3]. No for-
malismo 7, tanto A p quanto A 45 comportam-se sob transformagoes de calibre como

tensores de espin covariantes, de modo que temos as respectivas expressoes

Aup = VoruVG —iBoraVh = Aup), (4.28)

AA’B’ = VC(A/Vg’) ‘I— Z.ﬁc(A/vg/) - A(A’B')- (429)

Vale a pena notar que também podemos expressar (4.28) e (4.29) de um modo formalmente

mais simples alterando suas configuragoes indiciais, tal que

Aup = -V Vg, (4.30)
e
Axp ==V Ve (4.31)

No formalismo ¢, ambos A, e Ay g se comportam como densidades espinoriais invari-
antes de calibre de peso —1 e anti-peso —1, respectivamente, e constituem as seguintes
configuracoes:

Aup =VeuVg =-V4UVaer, (4.32)
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AA’B’ = VC(A'V%) = _V(CA/VB’)C" (433)

A forma contravariante dos operadores A em ambos os formalismos, é fornecida

utilizando-se a seguinte expressao:
AAB = MACMPP A, (4.34)

a qual produz para o formalismo v e para o formalismo e, respectivamente, as seguintes
configuragoes:
AAB — (VO E) 1 ipc Ay By = vy (4.35)

AP — gyl — yUeRI (4.36)

juntamente com os complexos conjugados de (4.35) e (4.36).

As derivadas A de vetores de espin £ e 14 sdo dadas por [3]

Aapt® = wapneM, (4.37)
AA'B'SC = WA’B’MCSMa (4-38)
e
Aapne = —wapc™nur, (4.39)
AA/B'UC = —WA'B’CMnM> (4-40)

juntamente com os (algebricamente independentes) complexos conjugados de (4.37-4.40).

Quando escritas em termos dos espinores X =, as derivadas acima aparecem como

1
Aap€ = Xapp“E"” + §UJABDD§C7 (4.41)
— 1
AA’B’é'C = ‘_,A/B/Dch —|— §CUAIB/DD§C7 (442)
e
1
Aapne = — (XABCDnD + §WABDD770> ) (4.43)
= D 1 D
AA/B/T]C = — :‘A’B/C 77D + §QJA/B/D 770 . (444)
Para uma densidade de espin escalar 7 de peso w, temos as seguintes derivadas [3]
AupT = —wTwapc©, (4.45)
e
AA’B’T = —UJT(,L)AIB/CC. (446)
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De fato, como no caso de derivadas covariantes, para densidades tensoriais de espin de
valéncia arbitraria, obtemos as derivadas A considerando as expansoes de Leibniz para
produtos externos entre densidades de espin escalares e tensores de espin. Por exemplo,

se Tc..p € um tensor de espin, tem-se
Aap (tTe..p) = (AapT) Te..p + TAaBTC. - (4.47)

Muitos dos célculos que foram efetuados na Ref. [12] utilizam procedimentos basea-

dos no uso das seguintes regras algébricas [3]:

2v[46/’VA}A' = MACD = vg, (MCAVQI) , (448)

ovlOvAA = NCAg = VD (MACV;?,’) , (4.49)
onde [J é o operador d’Alembertiano definido por
0= 54,5888V, V, = Vpp VPP = VPPV, (4.50)

o qual é invariante de calibre. Torna-se necessario, também, utilizar as seguintes config-
uracoes que envolvem desdobramentos de operadores derivadas covariantes contraidas de

segunda ordem [3]:

/ 1
VG VA = A1C 5MACD, (4.51)

° 1
Vé’VAA/ = —Ayc+ §MAOD, (452)

juntamente com a regra de deslocamento indicial
vL(A'vB')S — vS(A'vB')L 4 ]\4LSAA’B'7 (453)

e a versao covariante de (4.53).

4.2.2 Equacgoes de Onda no Formalismo 7y

Para obter as equagoes de onda no formalismo +y, é necessario reescrever a Eq. (4.15)

do seguinte modo:

’ KR 1y ’
vAB \I’IABCD — 5,}/C'M,}/DN,YB D 75(3vSA TMN)A’B’- (454)
Operando sobre (4.54) com V&,
/ K ey ’
VL VAR, ;0P = 2VL/ (,YCM,YDN,YB D ,}/S(BVSA TMN)A’B’) ’ (4.55)
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e levando em conta que
vk, (,YCM,YDN,YB’D’,Y ) —0, (4.56)
obtém-se

Vé/VAB/\IfABCD 270M7DN’YB v Vs (Bvé'VSA/TMN)A’B’

Y / /
— 2,_}/CM,.YDN,.}/ (BVLB VSA TMN)A’B’

K / /
2’YCM’YDN’YS(BVL(A \ )STMN)A’B’- (4-57)

Utilizando as regras (4.51)-(4.53), podemos escrever (4.57) como
1
(ALA + §,YLAD) \IJABCD

I{ !
2701\47171\/7 (VL(A VB 4 A LS AA'B ) Tyuwnyas. (4.58)

Agora, precisamos avaliar as duas derivadas A envolvidas em (4.58). A do termo a

esquerda é dada em [3], e seu resultado é

R

ALA\I/ABCD — Z\I/CDLB _ 3\I/MN(CD\IILG)MN7GB- (459)

A derivada A do termo do lado direito da equagao (4.58) ¢ calculada na Ref. [12], e nos
fornece

AYF Ty ap = —224PC 3 Tyyap, (4.60)
a qual, com o auxilio das equagoes de Einstein (3.52), aparece como
AA/B/TMNA’B’ — _HTA/B/G(MTN)GA’B’ =0, (4_61)

onde a tltima igualdade de (4.61) é devida ao fato que Ty, possui componentes numéricas
e o nimero de indices contraidos ¢ impar. Levando em consideracao (4.59) e (4.61), vemos

que a Eq. (4.58) pode ser escrita como
R
(D + E) U upP — 60N CPTIDIMN g v = Sap©P, (4.62)

com a definicao?
SABCD = ’YCM DN’Y V V TMN)A’B’ (463)
A configuragao de (4.63) é simétrica nos indices C' e D. A simetria em A e B, imposta
por (4.62), é facilmente verificada pela computacao
YL[A (Vg]‘ VI Thnarp + V|(]1\2|VB,)LTB]NA’B’ + V|(;3|VB,)LTB]NA'B'>

= 'YBAVE}?;VB,)LTN)LA/B/ = 0, (464)

2Na referéncia [12] hd um fator 2 "perdido"na expressio para Sap “P.
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onde o tltimo estdgio ¢ devido & (4.61) e ao fato que T, tem divergéncia covariante nula.

E um tanto evidente que a propriedade de simetria deduzida acima também é vélida para

os indices A, N e A, M, de modo que Sapcp ¢ totalmente simétrico.

Para se obter as equacoes de onda para ¥ 450p e UABCP

, podemos utilizar o proced-

imento desenvolvido em [3], o qual implementa as seguintes correlagoes para a dedugao

da equacao de onda para ¥, gcp:

OWagep = O (Yas"™y2cvmp) |

O (veevmp) = —T(G)’YLC’YMD>

juntamente com

2 (VaVap™) V" (vrevmn) = 4 (28" B, +i8" V1) Yapep,

onde
Y = 48" 3, + 2i (O + 2V, ") .

De modo similar, para o caso de ¥4BCP  tem-se

D\I’ABCD -0 (,YAL,}/BM\IJLMCD) ’

0 (,YALVBM) _ _T(GWAL,VBM’

juntamente com
2vh (,YAL,YBM) (vh\I]LMCD) — 4 (26h6h o Zﬁth) \I[ABCD'
Assim, apds a realizagao das manipulacoes pertinentes, obtem-se

: R
(D — 4ip"V, — T (g + —> Uapep — 69 unas¥om™Y = Sascn,

2
onde
Sapcp = —/f’VL(AVSgAIVB/)LTCD)A/B';
e
(D 4BV — e + g) PABCD _ Gy, (ABGCDMN _ GABCD,
com

GABCD _ _H,VAR,YBV,VCM,VDN%(Rvg/A VB')LTMN)A’B’v
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e os complexos conjugados de (4.72) e (4.74). E estabelecido na Ref. [3] que os lados

\I/ABCD

esquerdos das equacoes de onda para V,gcp e podem ser obtidos um do outro

com base no uso das regras
iV, = (—i) B"V, (4.76)

T(G) = T(G). (477)

4.2.3 Equacgoes de Onda no Formalismo ¢

As equagoes de onda para o formalismo ¢ podem ser facilmente obtidas se levarmos

D ¢ um tensor de espin em ambos os formalismos. As-

em consideracdo o fato que W4 5¢
sim, A9 459D possui a mesma forma puramente gravitacional da Eq. (4.59). Desde
que Thpa g aparece no formalismo € como uma densidade de espin Hermitiana de peso
absoluto —2, a derivada (4.60) também se anula aqui de modo que a Eq. (4.62) é formal-

mente vélida em ambos os formalismos. Assim, a equacao de onda para ¥ ,5°P é dada

por
R
(D + 5) WA — 60N UMY = 5457, (4.78)
com a definicao
sap? = —KéCMéDNVEﬁ/Vg/)TMN)A/B/- (4.79)

As equacoes de onda para ¥, pcp e WABCP podem ser obtidas gerenciando-se ad-

equadamente os indices de (4.78). Posto que os espinores métricos do formalismo e sao

covariantemente constantes, temos?

R
(D + 5) Uapep — 69 nnas¥ony™™ = sapep, (4.80)
com
SABCD = _vai/vgl)TCD)A'B’y (4.81)
e
(D n g) WABCD _ gy, (ABGCD)MN _ (ABOD. (4.82)
onde
SABCD _ —K/V(A(AIVB,)BTCD)A/B/. (483)

3Na Ref. [12], hd um fator 2 "perdido"também nas equacdes de onda para o formalismo .
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Capitulo 5

Equacoes de Campo e de Onda
Gravitacionais com Fontes

Eletromagnéticas

Uma aplicacao direta das equacoes de campo e de onda para gravitons obtidas no
capitulo anterior, consiste em implementar fontes eletromagnéticas com um tensor energia
momento tal como aquele dado nas Refs. [6, 8 9, 10, 11, 28]. No formalismo ¢, a
forma destas equagdes ja tinha sido fixada anteriormente nas Refs. [6, 8] com campos
eletromagnéticos erternos (nao-geométricos). Porém, o cardter de densidade de espin
intrinsicamente portado pelo formalismo ¢ foi 14 ignorado. A situagao para o formalismo
~ ainda nao tinha sido estabelecida. Assim, neste capitulo, completaremos o cendrio
para ambos os formalismos das equagoes de campo e de onda gravitacionais com fontes
eletromagnéticas oriundas de curvaturas. No formalismo =, aparecerd um novo termo de
fonte, o qual pode ser associado a uma densidade de corrente eletromagnética que estd

intimamente ligada com a estrutura de curvatura de M.

5.1 Tensor Energia Momento Eletromagnético

A versao mundo do tensor energia-momento eletromagnético [8, 10, 26] adotado neste

trabalho, tem a forma

1 /1
Tab = - _gachdFCd - FachC s (51)
4 \ 4

com F; efetivamente constituindo a parte contraida Wo,©. Por transcricao direta, Ty
tem sua versao espinorial dada por
1 /1

TaaBp = e (ZMABMA’B’FCC’DD’FCC,DD/ — FAA’CC/FBB’CCI> - (5.2)

41



Os dois termos quadréticos que aparecem na Eq. (5.2) podem ser trabalhados usando-se

a relacao (3.67). Tem-se

Foorpp FEOPP =2 <¢CD¢CD + ¢C'D'¢C/D,> ) (5.3)

cc' c’ c
Faanco Fpp™" = =20apbap + Mappac¢p™ + dacts” Marp. (5.4)
Assim, a Eq. (5.2) pode ser reescrita concisamente como
1
Tanpp = 5=QABYA B (5.5)
27
E ébvio que, em concordéncia com a situacao mundo, o tensor energia-momento
eletromagnético tem traco nulo em ambos os formalismos, isto é

! I 1 I !
T,* = MAPMAP' Ty ppp = %MABMA B apdan =0. (5.6)

A propriedade de divergéncia nula de todo tensor energia-momento também pode ser
verificada como segue

! 1 /
VAT yapp = %VAA (paBdarpr)

1

= o= [(V6u8) dasr + 6a5 (V¥ 0um )] (5.7)

onde, para o formalismo 7y, com o auxilio das equagoes de Maxwell (3.71-3.72), obtemos

! 1 . I . !’
VAT ynpp = o <15AA — ZﬁAA> dapdap = 0. (5.8)

Para o formalismo ¢, com o auxilio das equagoes de Maxwell (3.73-3.74), similarmente
obtemos
VAY Ty e = 0. (5.9)

5.2 Equacoes de Campo

As equagoes de campo para grdavitons na presenca de fontes eletromagnéticas ge-
ométricas sao obtidas diretamente a partir das equagoes de campo para fontes general-
izadas apresentadas no capitulo anterior. Para o formalismo 7, obteremos explicitamente
as equacoes de campo para ¥ 5op, UWAPCP e U, 59P | enquanto que para o formalismo ¢,
obteremos inicialmente a equacao para ¥ 4pcp e, entao, realizando alteracoes apropriadas

nas configuracoes indiciais pertinentes, obteremos as demais.
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5.2.1 Equacgoes de Campo no Formalismo -y

No formalismo +, para se obter as equacoes de campo para ¥ 4gop partirmos da Eq.

(4.13) com o tensor energia-momento eletromagnético dado pela Eq. (5.5). Deste modo,
. K
VU apop — 283V apcp = EV(AB (pcpydars) - (5.10)

Expandindo em Leibniz o lado direito da equacao acima, nos leva a

K

VaUapep — 2BV apop = y

[(V?Jéd)cm) bap + P (Vg')d)A,B/ﬂ . (5.11)

tal que, utilizando as equagoes de Maxwell (3.71), obtemos a equagao de campo para
VaBcp

K

VaUapep — 2iBgVapop = yp

[(V?é¢CD)> Gap — i5é¢0D)¢A,B,} ' (5.12)

De fato, a teoria de Maxwell no formalismo + sugere interpretar estruturas da forma
—if34 ¢ 45/, bem como o complexo conjugado disto, como densidades geométricas de
corrente eletromagnética.

Para as equacbes de campo que envolvem as funcoes de onda WABCP e W,z
partimos das Egs. (4.14) e (4.15) com o tensor energia-momento eletromagnético. Desta

forma, obtém-se

VAB’ qIABCD + 2Z-BAB/\IJABCD
K

= VY E (6Poup) + 216 P g

K ’ . / . /

e (VA6 b — BV 6P g + 28 BP0

K ’ . !

-—= [(vA <B¢CD>) Sap + i <B¢0D>¢AIB/} , (5.13)

K ’
Vi Wap? = =My (driwydarsr)

dm
— %VCMVDN [(VE%¢MN)> bap + QN <V§3¢A/B/)]
— %70M7DN [(V(AE/;¢MN)> bap — iﬁé;¢MN)¢A’B/] : (5.14)

5.2.2 Equacgoes de Campo no Formalismo ¢

As equacoes de campo para ¥ ,gop no formalismo € podem ser obtidas a partir da

Eq. (4.23) com o tensor energia-momento eletromagnético. Assim,

K

Vi ¥agen = EV?E/; (¢cpydars) - (5.15)
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Portanto, expandindo o lado direito de (5.15) em Leibniz

K

o [(Vf‘éd)CD)) ap + Qo <V§‘;¢A'B'>} ; (5.16)

A
Ve Vasep =

e observando que o tltimo termo da direita de (5.16) se anula devido as equagbes de

Maxwell no formalismo &, obtemos

R

Vi Vapcp = o <V(Aé¢CD)> g (5.17)

Podemos obter as equacoes de campo para WABCP e W, 5P diretamente alterando
a valéncia de (5.17), e considerando mais uma vez a constancia covariante dos espinores

métricos do formalismo . Deste modo, obtemos

V g WABCD — _f (VAI(B(bCD)) darp, (5.18)
T
(&
K ’
VAUl = EECM&:DN (V(AB¢MN)> Qarpr- (5.19)

5.3 Equacoes de Onda

As equacoes de onda para gréavitons na presenca de fontes generalizadas foram ap-
resentadas no capitulo anterior. Para particularizarmos para fontes eletromagnéticas ge-
ométricas, basta calcularmos os objetos S totalmente simétricos no caso do tensor energia-

momento dado por (5.5).

5.3.1 Equacgoes de Onda no Formalismo ~

As equagbes de onda para o formalismo ~y s@o dadas por (4.62), (4.72) e (4.75), com
os respectivos objetos S sendo dados por (4.63), (4.73) e (4.74), os quais sdo escritos na

situagao sob consideracao como

KR / /
Sap“P = —%VCMVDNVL(AV%A VEIL (drinyparm) s (5.20)
KR ’ /
Sapcp = _%'YL(AV%A VEIL (bepypam) (5.21)
e
KR A’ ’
GABCD _ _%,YAR,YBV,YCM,VDN,YL(RV& v B )L (¢MN)¢A/B') ' (5'22)

Vamos inicialmente expandir as derivadas covariantes envolvidas em (5.20). Deste

modo, ao introduzir y,4 para dentro da primeira derivada covariante, obtemos

SapCP = —%’YCM’YDN [vgﬁ’v? (brmydars) — B V) (c/)MN)m/B/)] . (5.23)
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Entao, utilizando as equacgoes de autovalores mostradas na subsecao 2.5, podemos escrever

K ’ ! . 4
Sap“" = ——WCMWDNVEQ [(Vg )¢MN)> bap — Zﬁg )¢MN)¢A’B'}

21
_ z’ﬁ((j‘" [(vg,)@\m)) barp — iﬁgl)¢MN)¢A’B/] . (5.24)

ou ainda

K A — B . A(A B’
Sap”? = =My (ng \ )¢MN>) by — B, (VB )¢MN>> oap
— (ngx ¢MN> 55))¢A’B’ — 1 (ngx §)> PuN)Pa B — Béﬁ By Prmdar

_ 2'5((,:' <v§')¢MN)) barp — B((jlﬁgl)QSMN)ﬁbA’B’]' (5.25)

Portanto, se levarmos em conta as simetrias pertinentes, podemos simplificar a configu-

ragao (5.25) para

K / / . ’ ’
San” = 5PN (VD bai ) o — 31805 (V8 0umy) b
—i (V18" oamdan — 280 85 dambarm). - (5.26)

SABCD

As expressoes para Sapcep € podem ser obtidas acoplando-se adequadamente

os espinores métricos apropriados & expressao (5.26). Assim, temos

K / / 3 ! /
Sapcp = —%[ (Vgﬁ v, )¢CD)> dap — 315((2 (Vg )¢(JD)) dap
—1 (Wfﬁ?) PcpyPars — 25((2/55)¢CD)¢A'B’]7 (5.27)
€
K A’ ’
GABCD _ _%,YAR,YBV,YCM,YDN[ (VER i )¢MN)) darp

— 31’5((2/ <V€l)¢MN)) dap —1 <Vgg/55/)) PMN) DA B

— 260 B bamydarm]. (5.28)

5.3.2 Equacgoes de Onda no Formalismo ¢

No formalismo ¢, as equagoes de onda sao dadas por (4.78), (4.80) e (4.82), com as

respectivas estruturas de fontes sendo expressas por (4.79), (4.81) e (4.83). Assim, tem-se

K ! !
sapP = —%€CM5DNVE2 V? (prrnydars) (5.29)
K / !
SABCD = —%Vgi vy (pcpydap) (5.30)
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K / /
GABCD _ _%V(A(A VBB (6D 1) . (5.31)

Para avaliarmos as derivadas covariantes envolvidas nestas iltimas configuracoes,
basta trabalharmos com (5.29), j4 que podemos facilmente obter os correspondentes re-
sultados para (5.30) e (5.31) simplesmente alterando configuragoes indiciais com base na

constancia covariante dos espinores métricos €. Deste modo, obtemos

K ! !
s4pCD = _%€CM€DNVE2 v2) (Srrnydars) (5.32)
isto &,
K Al / !
545 = == MPNU (V5 uin) ) b + b (Vi) oam )], (5:33)

onde, devido a (3.74), o tltimo termo de (5.33) se anula. Consequentemente, expandindo

a outra derivada covariante de (5.33), obtém-se a estrutura

su5C0 = _%ECM&,DN [(ngvg/)qmm) barp + <VE2/¢MN> (V‘:;WA/B/)] , (5.34)

com o ultimo termo da qual também se anulando devido a (3.74). Desta forma, con-

seguimos
SABCD = —%)SCM&?DN (Vﬁfvgl)wm) barpr, (5-35)
a qual, concordantemente, pode ter sua configuracao indicial imediatamente modificada
para
SABCD = —% (VEZ"V?%D)) dapr, (5.36)
e
GABCD _ _% <V(A(A’VB’)B¢CD)> Gar. (5.37)
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Capitulo 6
Conclusoes

A introducao de estruturas espinoriais no contexto da Relatividade Geral nos permite
obter resultados que nao podem ser obtidos no contexto tradicional, puramente mundo,
da teoria. Com o uso dos formalismos e, consegue-se visualizar curvaturas espaco-
temporais como desdobramentos que envolvem contribuigoes gravitacionais e eletromag-
néticas. Além disso, neste cendrio, ocorrem naturalmente fungoes de onda para fétons que
sao intrinsecas & geometria, mas ha também a possibilidade de descrever-se a propagacao
de campos externos de espins semi-inteiros, em contraposicao ao formalismo puramente
mundo que descreve somente particulas com espins inteiros.

Os procedimentos que conduziram as estruturas apresentadas neste trabalho propi-
ciaram a obtencao de algumas configuragoes diferenciais novas, identificadas com fontes
para gravitons. E digno de ser enfatizado que nas equacoes de campo e de onda para o
formalismo v consideradas aqui, aparecem termos de fonte que podem ser associados a

densidades de corrente eletromagnética.
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