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RESUMO

KRUGER, Taline SuellenEstudo da dinamica de um laser de fibra de dois anéis dopado a
érbio. 2012. 50f. Dissertacéo (Mestrado em Fisica - Area: Dinam#&a Linear) - Universi-
dade do Estado de Santa Catarina, Programa de Pos-Gradoa€dsica, Joinville, 2012.

O laser de fibra de dois anéis dopado a érbio é um sistema dimgordridimensional a tempo
continuo, modelado por um conjunto de quatro equacfGe<sedif&is ordinarias de primeira
ordem auténomas, e tem sido investigado nos ultimos anadadas diversas aplicagdes, como
por exemplo, controle de caos, sincronizacdo de caos ensistde telecomunicacdes. Neste
trabalho estudamos a dindmica nao linear do laser de fibrais@xéis dopado a érbio a partir
de dois pontos de vista, analitico e numérico. A investigagéalitica consiste em analisar a
estabilidade de um ponto de equilibrio do sistema, usandtésic de Routh-Hurwitz e alguns
autovalores da matriz Jacobiana. A investigacdo numésiaaélizada em um espaco de pa-
rametros bidimensional de um conjunto de quatro equac@&®dcias ordinarias de primeira
ordem autbnomas com sete parametros, variando dois pao&ngeie controlam a dinamica.
Usando o maior Expoente de Lyapunov como uma medida dos etanpentos cadtico e perio-
dico construimos diagramas do espaco de parametros parderarar a dindmica do modelo.
Estudamos as auto-organizagdes de estruturas periogieesas em uma regido caotica usando
diagramas de bifurcagédo, mostrando que existem dire¢fesiésas no espaco de parametros
bidimensional em que tais estruturas periodicas sdo adasjem cascatas de bifurcacédo por
adicao de periodo.

Palavras-chave:Laser de fibra de dois anéis dopado a érbio. Diagrama de agaoc Espaco
de Parametros.



ABSTRACT

KRUGER, Taline Suellen.Study of dynamics of an erbium-doped fiber dual-ring laser.
2012. 50f. Dissertation (Mestrado em Fisica - Area: Din&niNé&o Linear) - Universidade do
Estado de Santa Catarina, Programa de P0s-Graduacao ea) Fagiville, 2012.

The erbium-doped fiber dual-ring laser is a four-dimendiaonatinuous-time dynamical sys-
tem, modeled by a set of four autonomous, first-order orglidédferential equations, and has
been investigated in the last years due to several applitgatias an example, chaos control,
chaos synchronization and telecommunications systemghidiwork we study the nonlinear
dynamics of an erbium-doped fiber dual-ring laser from twm{soof view, analytical and nu-
merical. The analytical investigation consists in to aralthe stability of an equilibrium point,
using the Routh-Hurwitz criterion and some eigenvalues@fdcobian matrix. The numerical
investigation was performed in a the two-dimensional p&tamspace of a set autonomous,
seven-parameter, four-dimensional first-order ordindgfgr@ntial equation system, tuning two
parameters that control the dynamics. By using the Lyapurperents spectrum as a measure
of chaotic and periodic behaviors, we construct paransgace diagrams to characterize the
dynamics of the model. We study the self-organized peristtiecctures embedded in a chaotic
region by means of bifurcation diagrams, showing that tlaeeedirections in two-dimensional
parameter-spaces in which the periodic structures aregedhin period-adding bifurcation
cascades.

Key words: Erbium-doped fiber dual-ring laser. Bifurcation diagramraf@eter-space.
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Capitulo 1

Introducao

Uma rica gama de conhecimentos tem sido observada em umaewrariedade de
sistemas de lasers, sendo que tais conhecimentos sobrénaicindestes lasers € de grande
importancia para o entendimento do seu funcionamento erdetesisticas peculiares perten-
centes a eles. Os estudos sobre lasers de fibra dopada coem&lsemerras Raras realizados
nos ultimos anos sédo tdpicos atraentes para serem instigavido as suas inimeras aplica-
¢bes em varios campos da Fisica e outras areas afins [1, 2].

Devido aos intensos estudos que tem sido feitos com relat@s®ees de fibra, varios
trabalhos foram publicados a respeito. Mais especificaandasers de fibra dopada com ér-
bio s&o considerados instrumentos de investigacao istaress por que eles tem um grande
potencial de aplicacdes em controle de caos [3], sincroa@de caos [4, 5, 6] e sistemas de
telecomunicacoes [7].

Os primeiros resultados observados experimentalmentstaéos cadticos e bifurcacéo
por duplicacao de periodo nestes tipos de lasers foramtaglesrpor Phillips em 1987 [8] para
uma laser de fibra dopado com neodimio. Somente em 1996 sstderimentais e tedricos
foram relatados para um modelo de laser de fibra dopado a[Btbio

O nosso objeto de estudo neste trabalho € um laser de fibraiglam@s dopado a
érbio, onde investigamos sua dinamica no espaco de pacdnpeEtr meio de estudos analiti-
COs e numéricos do sistema, que é modelado por um conjuntoat®egquacdes diferenciais
ndo-lineares ordinarias de primeira ordem. A maioria dagdes envolvendo espacos de para-
metros de sistemas dindmicos ndo-lineares abrangem uoméodie trés equagdes diferenciais

ordinarias de primeira ordem, sendo que a partir de 2005foetatados varios estudos de tais
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sistemas que apresentam caos. Por exemplo, em 2005 o traleaBonatto et al. [10], que
trata de um modelo de laser de £@e dois niveis com perdas moduladas, relata a existéncia
de ilhas de estabilidade mergulhadas em regifes de cacs,gyesn neste modelo organizadas
em redes regulares de estruturas auto-similares chamadasnadroes.

Outro trabalho foi feito com um conjunto de trés equacderelifciais de primeira or-
dem em 2007, de acordo com Rubinger et al. [11], foram reaizadalises de séries temporais
experimentais de um circuito de Chua. Ainda, para um atraeolkhgem dupla os resultados
indicaram um comportamento caotico caracterizado por ynente de Lyapunov positivo e
com a dimensao Kaplan-Yorke de 2,14. Através de simulag@®ericas foram investigadas a
ocorréncia de caos.

Neste mesmo ano, outro trabalho sobre este tema foi publjé@§i contudo com outro
enfoque de investigacdo, sendo relatada uma andlise ds s&riporais ndo-lineares realizada
com dados experimentais e tedricos de um pequeno indutdrauita de Chua. Além disso,
sao utilizados espectros de expoentes de Lyapunov, a dimelesKaplan-Yorke e o diagrama
de fase para mostrar as semelhancas entre os resultadasexpeais e tedricos.

O estudo de multiestabilidade, diagramas de fase e intiradade no modelo de cir-
culacdo atmosférica de baixa ordem de Lorenz-84 [13], &@axemplo de sistema dinamico
nao-linear, que é caracterizado por um modelo de trés egsaljferenciais autbnomas. Os
autores apresentam diagramas de fase detalhando a itNrdade observada neste modelo,
sendo também verificada a partir de analises de diagramafudeabdo a coexisténcia de até
quatro climas simultaneamente para uma grande regido dmpaos.

Investigacdes sobre centros de periodicidade e ninhospil@issforam feitas em um
simples circuito resistivo [14], e a descoberta destasitesérs neste modelo, que é descrito
por um conjunto de trés equacgdes diferenciais autbnomasi @sgautores descrevem uma
organizacao em torno de um ponto no espaco de parametrosjapuisia organizacao central
descoberta dentro de uma fase cadtica, que inclui a exiat@@ainhos de espirais que emanam
de um ponto focal ou centro.

Estudos foram realizados com o modelo de circuito de Chuagib}estigagdes nu-
méricas mostraram em um espaco de parametros bidimengiomakistem estruturas estaveis
auto-similares mergulhadas em um mar de caos, e que taiesgueriodicas se organizam em

uma cascata de bifurcagéo por adi¢cdo de periodo.
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Investigacdes em modelos de lasers semicondutores mooaroodinjecao optica [16]
mostraram uma estruturacdo hierarquica de ilhas de o8egastaveis dentro de regides caoti-
cas. Por meio de diagramas de fase foram observados heszimbcumulacao e cascatas que
seguem uma rota de adicéo de periodo especifica.

Estudos do modelo do oscilador de Chua com uma nao linearwidiea [17], mo-
delado por trés equacdes diferenciais autbnomas, foraestipadas por meio de simulacoes
numeéricas. Resultados desta investigacdo foram obtidegatde um espaco de parametros,
onde mostraram a presenca de ilhas de estabilidade imensa® enar de caos, sendo que tais
ilhas sdo auto-similares e organizam-se em uma cascatéudesalgéio por adicéo de periodo.

Na area da quimica também temos pesquisas sendo feitagaoespsistemas dinami-
cos nédo-lineares modelados por trés equacdes difereaciisomas. Por exemplo, o estudo
das reacfes cinéticas ndo polinomiais de Belousov-Zhagtii8], onde sdo relatadas in-
vestigacbes numéricas da relativa abundancia de osdlagiticas e periddicas no diagrama
de fase. Ainda sao encontradas estruturas de fases pasd@liadticas para mostrar padroes
globais incomuns.

Gallas [19], relatou estudos mais gerais a respeito de umadeale de sistemas di-
namicos nédo-lineares, como por exemplo, equacdo de Rosistento de Chua, modelo de
Belousov-Zhabotinsky, modelo de Hindmarsh-Rose e modelmaijgolinomial, com o obje-
tivo de descrever auto organizacoes regulares quandosagsbblemas elementares. Em tais
sistemas foram observadas cascatas centrais e centrodipesi

Investigagcdes em um modelo de circuito RLC com um disposii@linear NDC [20],
modelado por um conjunto de trés equacdes diferenciamnfoealizadas e resultados interes-
santes foram encontrados, como por exemplo, a existén@atdguras periédicas complexas
formando redes periddicas complicadas embutidas em un@oregotica e indicando a pre-
senca de transi¢cdes topoldgicas no espaco de parametros.

Estudos foram feitos para dois modelos de lasers semicmmedf1], onde sdo mostra-
dos diagramas de fase para caracterizar a extensao no elgppgrametros de fases pulsantes
e indicar onde multi-estabilidade é esperada nos lasers.

Investigacdes foram feitas em um circuito de Chua compardonatipos de modelos,
um cubico e outro linear por partes, com o objetivo de verifisasimilaridades entre eles [22].

Espacos de parametros sédo reportados para quantificarrastant atuacao dinamica de um
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circuito de Chua linear por partes e um circuito cubico. Mosk que as estruturas micros-
copicas dos circuitos exibem uma infinidade de caractesitstintrinsecas bastante distintas
tornando-as Unicas. Cascatas infinitas de espirais e cdaotama observados em ambos 0s
circuitos.

Investigacdes numéricas foram feitas em um protétipo diéadsc eletroquimico [23].
Com o calculo de expoentes de Lyapunov foram fornecidoshitale fases cadticas e pe-
ribdicas. Tais fases revelaram a existéncia de uma cordglieatrutura auto-organizada de
periodicidade em uma regiao cadtica e ainda foram obses\aslaegides periodicas chamadas
de camardes.

A investigacdo de um circuito caotico experimental em unaesple parametros de alta
resolucdo [24], mostrou que ocorre abundancia de esteupgaodicas complexas, as quais
se organizam em uma cascata de bifurcacao por adicdo delperie se acumulam em uma
regido caotica. Além disso, foram feitas investigacGesérigas para corroborar as novas
caracteristicas observadas no espaco de parametros tesaltagdo experimental.

Investigacdes sobre o modelo do oscilador de Chua com umizne@oidade cubica [25],
foram feitas com alguns espacos de parametros bidimeisiosia um conjunto de trés para-
metros. Estruturas peridédicas embutidas em uma largaoregidtica foram observadas, sendo
gue tais estruturas organizam-se em cascatas por adic&oidedq

Outros estudos com circuito de Chua foram realizados [2@)ocoor exemplo, através
de simula¢des numéricas construiram-se espacos de pardmdébram observadas estruturas
auto-organizadas imersas em uma regido cadtica formandcestrutura espiral disposta em
torno de um ponto focal. Diagramas de bifurcacdo mostraraartajs estruturas sao organiza-
das em uma cascata por adicéo de periodo.

A dinamica de um caso particular do sistema de Lorenz [27jnf@stigada e foram
obtidos resultados analiticos com relacao ao ponto deilbgoie andlises da estabilidade do
sistema. Resultados numéricos também foram apresentaaios estudo do espaco de para-
metros e diagrama de bifurcacéo.

O modelo de um processo de acoplamento ressonante naofA&Efmi estudado com o
objetivo de analisar a dinamica do sistema a respeito dhiksséale, encontrando os pontos de
equilibrio, e do espaco de parametros, computando o mgioeake de Lyapunov. Mostraram

que o espaco de parametros apresenta estruturas autarspieriodicas organizadas em uma
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cascata de bifurcacao por adicdo de periodo.

Para o estudo da deteccao de periodicidade em um espac@adesprars de um circuito
de Chua [29], foi utilizado a implementacdo de um algoritmd.abView. Os resultados mos-
traram regioes de estruturas periddicas organizadas encasgata de bifurcacdo por adicéo
de periodo e uma nova sequéncia de acumulacéo de fronteira.

Na area biolégica também temos investigacfes de sistentadsdequacdes diferenci-
ais. Por exemplo, o estudo da dindmica do modelo neural depanémetros de Hindmarsh-
Rose [30], onde foram obtidos alguns espacos de parameteotirade simulacdes numéricas
e as analises mostraram que independentemente do par deepasiutilizado o espaco de
parametros apresenta um cenario tipico. Foram encontestiaguras caoticas em forma de
pente, imersas em uma larga regiao periodica.

Portanto, existe uma variedade enorme de estudos em sssteoakelados por um con-
junto de trés equagdes diferenciais ordinéris autbnomasideira ordem. Estudos sobre a
dindmica de sistemas com quatro dimensdes, que utilizaatesme parametros, estdo sendo
realizados para verificar quais comportamentos tais séstgradem apresentar. Quando estu-
damos sistemas com quatro dimensfes ou mais podemos emeong dindmica muito rica e
diversificada, sendo que o sistema pode apresentar egyititmlo limite, torus bidimensional
e/ou tridimensional, caos e hipercaos.

Neste trabalho sera feito um estudo do sistema dindmico desende fibra de dois
anéis dopado a érbio, que € modelado por um conjunto de qemiax6es diferenciais ordi-
néarias de primeira ordem, ndo-lineares. No Capitulo 2 trasedetalhes do funcionamento
de um laser e uma breve introducéo historica de sua invebeio,como expandiremos tais
conhecimentos para um laser de fibra dopado a érbio, pordusaras principais caracteristi-
cas. Mostraremos o conjunto de equacoes diferenciais qdelam o sistema dinamico a ser
estudado e explicaremos as variaveis e parametros envslaam modelagem. No Capitulo 3
realizamos um estudo analitico com o conjunto de equaceEeitiais que modelam o laser
de fibra de dois anéis dopado a érbio. Determinamos a diveegérs pontos fixos, a matriz
Jacobiana e seus respectivos autovalores para analigabdiéade do sistema, sendo que uti-
lizamos o critério de Routh-Hurwitz, pois alguns autovados&o complicados de se calcular
analiticamente. No Capitulo 4 fazemos estudos numérico®ujoro de equacdes que mo-

delam o laser de dois anéis de fibra dopado a érbio, o qualitzned, baseado em pesquisas
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bibliogréaficas, ser inédito na literatura. Tais estudos éngns consistem em construir espa-
cos de parametros bidimensionais para um par de paramstolhieo do sistema, e analisar
a dindmica presente. Observamos estruturas peridédicasnifeadas camardes, e estudamos a
sua periodicidade e a lei de formacdo. Analisamos os dilesgreriodos encontrados em um
camarao isolado, dependendo do ponto escolhido ao longmaddinha tracada na estrutura.

Por fim, no Capitulo 5 apresentamos as conclusdes gerais sio tnalsalho.



Capitulo 2

O laser de fibra de dois anéis dopado a

érbio

Neste capitulo apresentaremos uma breve introducédo sdserpbem como seu fun-
cionamento. Estenderemos tal conhecimento para uma ladérd dopado a érbio, descre-
vendo caracteristicas peculiares deste modelo de lagefinRanostramos o sistema de equa-
cOes que modela o laser de fibra de dois anéis dopado a érhial oapsiste em um conjunto

de quatro equag0es diferenciais ordinarias de primeirnordao-lineares.

2.1 Breve introducao ao laser

O laser é um instrumento muito utilizado atualmente em dagiareas de aplicacao,
como por exemplo, na Gtica, na astronomia, na medicina,diesiria, na comunicacao, eletro-
nica, entre outras. O laser é um dispositivo que funcionaocoma fonte de luz de caracteris-
ticas Unicas.

Albert Einstein foi um dos cientistas pioneiros na descabeo laser. Em 1917 seus
estudos mostraram que o processo de emisséo estimulatig mas somente em 1960 o pri-
meiro laser foi construido por Maiman [2] utilizando os pipios fundamentais estudados por
Einstein. A palavra LASER (Light Amplification by Stimulaté&mission of Radiation) é uma
sigla de sua denominac&o em inglés e significa amplificac@iazdzor emisséo estimulada de
radiacao.

O laser apresenta trés partes principais. O meio ativo queaét@ do laser onde estéo
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contidos os atomos com os elétrons que fardo os saltos pafgeis mais baixos de energia.
A bomba ou fonte de energia externa que tem a funcdo de egsiglétrons para niveis mais
altos de energia. Por fim, o ressonador ou cavidade Optica tprenado por espelhos que séo
colocados nas extremidades desta cavidade e tem como fpreé&xar a reflexdo dos fotons
de volta a amostra, para que ocorra cada vez mais emisséullesta.

O laser gera luz a partir de um processo chamado de emisgaalasta. O processo de
emissao estimulada ocorre quando um elétron que néo estejateestado mais fundamental
(estado excitado) tende-la ir para um estado de mais bagxgianEntretanto, espontaneamente
este processo pode ser demorado, entdo € utilizado um aygeteo, por exemplo, um féton
gue faz com que o elétron salte para um nivel mais baixo, goes¢emente emitindo um foton
gue emerge do sistema juntamente com o féton que causolsg&an

O feixe de luz gerado pelo laser possui caracteristicasesgantes e Gnicas, como por
exemplo, a luz € monocromatica, ou seja, tem apenas um oo de onda, que pode ser
verificado pelo espectro da luz laser. Outras propriedattes sarater direcional do feixe, onde
todo o feixe propaga-se na mesma direcdo, e a coerénciagnicsi que as ondas estdo em

fase, na mesma direcdo e com o mesmo comprimento de onda.

2.2 Laser de fibra

Com o avanco tecnoldgico ocorrido nos ultimos anos, o lasgduieve seu aprimora-
mento foi feito, obtendo assim novas formas, tamanhos e anedade de aplicagdes. Um tipo
de laser que esta sendo estudado € o laser de fibra, que érEsiea laser descrito acima,
mas com a diferenca que o meio ativo é constituido de uma fiblaser de fibra foi inventado
por Snitzer e Koester [31] no ano de 1963 e somente em 1988capacomercialmente.

Um laser de fibra basicamente € constituido de um meio atiwgquma fibra optica,
cujo nucleo é dopado com elementos terras raras que sdo jumttode 15 elementos quimi-
cos ocupando a penultima linha da tabela periddica. A fibtmapsta localizada entre dois
espelhos que formam a cavidade ressonante do laser. Aimds tem laser de bombeio, que
emite luz através da fibra, provocando a inversdo de popula@daser de bombeio pode ser
um laser de diodo semicondutor.

Podemos considerar um laser de fibra como um conversor dericoempo de onda,
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pois fotons no comprimento de onda do feixe de bombeio s@ates produzindo a inversao
de populacédo, e a emissdo estimulada é necesséria paraaaaida de luz do laser em um
comprimento de onda caracteristico do dopante na fibra. fauseomprimento de onda do
laser é determinado pelo elemento dopante na fibra, sendegides espectrais de3um e
1.55um s&o consideradas janelas de baixa perda de transmis$&o [31

A utilizacdo de lasers de fibra, como ja foi citado, apreseivarsas aplicacoes em
varios ramos, principalmente na area de telecomunicagéeislo ao fato da reducao nas perdas
de sinal. Outra caracteristica interessante € que se atmslaarias fibras podemos obter lasers
com poténcias mais elevadas.

Neste trabalho estudamos o modelo de um laser de fibra derdagsdopado a érbio,
gue pode ser visto como um acoplamento de dois lasers de dbraim anel dopado a érbio,

como mostrado na Fig. 2.1.

Laser de Ipa WQM Saida
bombeio

Saida

Laser de
bombeio =
Lo WDM

Figura 2.1: Esquema do laser de fibra de dois anéis dopado a érbié. oGcoplador, WDM é o
multiplexador por comprimento de ondg, E 1, sdo as intensidades de bombeamento.

O modelo é composto por dois lasers de bombeio, que geramatoos elétricos que
tem a frequéncia chaveada nos dois anéis através do aco@igdmm uma mudanca de fase
der/2 de um anel para o outro. O acopladgrf@z a ligacdo de uma fibra com a outra, tornado

possivel o acoplamento dos dois anéis de fibra dopado a @rleid), formando a cavidade
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ressonante do laser. Os WDM séao os multiplexadores por corapto de onda e tem a funcao
de bombear o sinal de entrada e de saida nos dois anéis. tBasaWwDM selecionam um
comprimento de onda, que é determinado pelo dopante dadilerajtem tal comprimento de
onda [3].

Além de estudos com lasers de fibra dopado com érbio sdo tammtana literatura
estudos com a dopagem de outros elementos Terras-raras poorexemplo, o Itérbio, Talio,
Praseodimio e Neodimio, sendo observadas varias progesdaeressantes para cada tipo de

dopante.

2.3 Equacéo do laser de fibra de dois anéis dopado a érbio

Nesta secdo apresentaremos as equacdes diferenciaériaglge primeira ordem néo-
lineares que descrevem teoricamente o comportamento idio@im laser de fibra de dois anéis

dopado a érbio [3, 32], e que podem ser escritas da seguinte,fo

dﬁ“ = —ko(Ey+ CoEy) + guEuD,,

% = —ky(Ep — CoE,) + goEp Dy, (2.1)
dj} = —(1+ Ly + E2)Da+ L — 1,

% = (14 Ly+ E)Dy+ Ly — 1.

ondeF, e E, sdo os campos elétricos do laser, que sao gerados por dots deessbombeio, de
modo que os lasers de bombeio podem operar nos seguintesimemios de onda10, 532,

665, 810, 980 e 1480um [33]. D, e D, séo as inversdes de populacao, respectivamente dos
aneéis a e bk, ek, sdo as taxas de decaiment@,e g, sao os coeficientes de ganho dos campos
elétricos, respectivamente dos anéis a €h.é o coeficiente de acoplamento do acoplador
direcional entre os dois anéis e seu valor deve ser pequeaaipacomprimento de onda de
1.55um [34]. 1,, e 1, s8o as intensidades de bombeamento nos anéis.tempo reescalado,
sendo que = ~+t, ondey € dado pory = 1/7;, e 75 € 0 tempo de decaimento de um nivel mais
alto do laser. Para um laser de fibra dopado a étbio 10ms, cujo valor € caracteristico para

o0 elemento érbio e pode ser medido experimentalmente.



Capitulo 3

Resultados analiticos

Neste capitulo fazemos um estudo analitico do sistema (Reterminamos analitica-
mente a divergéncia do sistema e os pontos de equilibricdpsratir a estabilidade do sistema
nao-linear em estudo. Calculamos a matriz Jacobiana no plenémuilibrio para posterior-
mente encontrarmos os autovalores associados a matrizenpagltirar conclusdes a respeito

da estabilidade, sendo que para isto utilizamos o CritérRaleh-Hurwitz.

3.1 Andlise de estabilidade dos pontos de equilibrio

Um sistema dinamico dissipativo € caracterizado por unrgétedo elemento de vo-
lumeV limitado por uma superficie fechadano espaco de fase, que contrai quando o sistema
evolui no tempo. A partir de um campo vetorial bem definidogrods calcular a dissipacéo
de um sistema com o célculo da divergéncia do campo vetegatjo que a condi¢cédo para o
sistema ser dissipativo é o divergente ter um valor negatNo sistema (2.1) fazemos uma
mudanca das variaveis do sistema, oifle £, D, e D, sao substituidos por, y, z e w,

respectivamente. Assim, o sistema de equacoes (2.1) podeeserito como

T = —ki(x+ Coy) + gar2,
y = —ky(y— Cox) + gryw, (3.1)
o= —(1+Le+a%)z+ I —1,

W = —(1+ Ly +y*)w+ Ly — 1.
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Podemos determinar a regido dissipativa do sistema (3d)laado o seu divergente a

partir da seguinte expressao
V.F=20, 09, 07, 00
gue tem como resultado
—(ka + Ky + Tpa + I + 2) + (g2 + gow) — (° + 37).

Concluimos entéo que o sistema (3.1) é dissipativo quandvess e parametros obe-

decem a seguinte condi¢cao
—(ka + kp + Lo + Lp +2) + (gaz + gyw) — (2* + y°) < 0,

significando entdo que, a condi¢do de contracédo do volumepeaxe de fase pode ser satis-
feita conforme o tempo passa. Como consequéncia, muitasdias do sistema finalmente
convergem para um atrator, em um espaco de fase de quatnosdiese Para o caso em estudo,
podemos encontrar alguns tipos de atratores no espacgoajectaso por exemplo, ponto de
equilibrio, ciclo limite, torus-2, torus-3, caos ou hipeos, dependendo do espectro dos expo-
entes de Lyapunov.
Para analisarmos a estabilidade do sistema (3.1), devemoastear 0os pontos de equi-

librio, que sado obtidos fazendo= 0, y = 0, 2 = 0, w = 0. Impondo estas condi¢ces, obtemos

quatro equacdes algébricas dadas por

—ko(xz + Coy) + gaxz = 0,
—ky(y — Coz) + gyyw = 0,
(14 Ly +2*)2+ L, —1 = 0,

A+ Ip+y ) w+ILy—1 = 0,

gue resolvendo pars, y, z, e w, fornecem um ponto de equilibrio

Py = (0,0, 2251, 12t

' Tpat1? Tpp+1
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o qual corresponde ao laser desligado. Outros pontos déegupodem existir, mas sua deter-
minacao envolve a computacao das raizes ou zeros de umrmaidé grau 9 que néo fatora.
Como consequéncia, ndo existem solucdes algébricas paué&ros pontos de equilibrio.

A matriz Jacobiana para o sistema (3.1) é dada por

—katga —kaCo gal 0
J— kyCo  —kp+gpw 0 IbyY
- —2xz 0 —(14Ipe+2a?) 0 )
0 —2yw 0 —(14+Ipp+y?)
a qual quando calculada no portptransforma-se para
Ipa—1
—ka+9a Tpatl —kqCo 0 0
I,—1
Jo = koCo  —kptgp 7 O 0
0 0 —(1+1pa) 0
0 0 0 —(14+1pp)

Conhecida a matriz Jacobiana do sistema, podemos encasigaastovalores e enfim
analisar a estabilidade. Para encontrarmos os autovaldiiésamos a equacao caracteristica
que é dada patet(J,—\I) = 0, ondel é a matriz identidadéx 4. Encontramos os autovalores
correspondentes, sendo que dois deles sé&o dados per —(1 + I,,) € Ay = —(1 + I).
Ambos sdo reais e negativos, porqyge I, sdo ambos positivos. Os outros dois autovalores
sdo determinados a partir das raizes de uma polinbmio de2graw seja, obtendo as raizes
deste polinbmio de grau 2 obteremos 0s outros dois aut@gatt®/,. Este polindbmio de grau
2,p(\) = aA? + B\ + v, é dado em fungédo dos coeficientess e v, sendo cada coeficiente

dado em fungéo dos parametQs gi, ka, kv, Co, Lpa, € Iy POI

o =14 Ipy + Ly + Lo dpp,

B=—(9a+go+katkp)+(9a—9b— ka — ki) Ipat
~Ga+ Go — ko — ko) Loy + (9o + 96 — ka — k) Lpadpp,

v =(9ags + gaks + goka + kaky + kakeC3)+ (3.2)

(
=(
(—9age — Yok + gokia + kaks + kakoC3) Ipat
(—Gags + Gakp — Goka + kakp + kakoCo) Lp+
(

9aGb — Gakv — Goka + kaky + kakyC2) Lo Lp.

Com os coeficientes do polindbmijg\) determinados, podemos tirar algumas conclu-
sbes a respeito da estabilidade do ponto de equiliiyio Resolvendo a equacédo algébrica

p(A) = 0 obtemos os autovalores, porém devido a complexidade dtagsudas expressdes
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muito longas para os autovalores, conclusdes sobre alektdbido ponto de equilibrif, sdo

dificeis de se obter.

Um método alternativo que permite tirar conclusfes sobwuts/alores, mas que nao
envolve a solugéo explicita da equagéd) = 0, € utilizar o critério de estabilidade de Routh-
Hurwitz [35]. O critério de Routh-Hurwitz € um método utildmpara determinar se um ponto
de equilibrio é estavel ou instavel, apenas examinando eficiemtes da equacédo polinomial

gue caracteriza o sistema.

Para estudar a estabilidade do ponto de equilibrio a partritério de Routh-Hurwitz

devemos verificar duas condicdes:

1. Para que todas as raizes possuam parte real negativapddages sdo necessarias, mas

nao suficientes:
(a) Todos os coeficientes do polinémio devem ter mesmo sinal.
(b) Todos os coeficientes do polinémio devem ser diferergeed.

2. A condicdo necessaria para que todas as raizes tenhamgamegativa € que todos os
elementos da primeira coluna da tabela de Routh-Hurwitzrmdgaassuir o mesmo sinal.

Além disso, temos que o nimero de mudancas de sinal é igudinaera de raizes com

parte real positiva.

As condicfes acima listadas se referem a um ponto de equidibtavel. Caso alguma
destas condi¢des seja quebrada temos um ponto de equittduel. Dada a equacao caracte-
ristica genérica

D(s) = ap\" + @ N Fa )+ ag = 0.

Verificamos a estabilidade a partir da Tabela de Routh-Hapaitjual analisa os coefi-

cientes do polindbmio, que é dada por
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n—1
A an—1 Ap-3 Ap—5

)\1
/\O

onde osi;s sao os coeficientes polinomiais e os outros coeficientesadéala@dos por

-1 Ay Op_o —1
bl — = (anan_g - an—2an—1)7 (33)
n-1 ap—1 Ap-3 On-1
-1 Ay, Qps —1
b2 — = (anan_5 - an—4an—1)7 (34)
Un-1 ap-1  QAp—5 On-1
-1 ap  Gp—g —1
b3 — = (anan_7 - an—Gan—l)a (35)
n-1 ap—1 Ap—7 Un-1
—1 Ap—1 Ap—3 —1
c = ™ = b—(bzan—l — ay-3b1), (3.6)
1 bl b2 1
1| an—1  an_s —1
Cy = b_ = b—(bganfl — an,5b1). (37)
1 by bs 1

Para 0 nosso caso o polindbmigp@\) = aA\? + S\ + v e a tabela de Routh-Hurwitz é

dada por
)\2 Ao Qo
)\1 aq 0
ANlb 0

ondea, = «, a; = 3, ag = 7. O valor deb; calculamos atraves de (3.3) e encontramos ~.

Portanto, reescrevendo
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NMla vy
Mg 0
N~y 0

A tabela de Routh-Hurwitz acima esta associada com os outigsadtovalores da
matriz Jacobiana no ponto de equilibiiiy, portanto basta analisar a tabela de acordo com
as condicdes possiveis pata S e . O coeficientenn € sempre positivo, porque todos os
parametros do sistema sao positivos. Tal afirmacédo podesBcada observando (3.2).

Os coeficienteg ey podem assumir sinais positivo ou negativo, dependendoatas p
metros, que podem ser ajustados de acordo com o resultade gigseja ter com 0 manuseio

do laser. Devido a estas possibilidades, quatro situagitespocorrer:

(i) 5 e~ podem ter ambos sinais positivos. Neste caso, toda a pameiuna da tabela de
Routh-Hurwitz fica com o sinal positivo, sendo portanto $gitiss as condi¢éela), 1(b)
e 2. Consequentemente as raizes possuem parte real negatiéa talos os autovalores
tem parte real negativa e nao ocorrem mudancas de sinab,Eotécluimos que o ponto

de equilibrioF, é estavel.

(i) B é positivo ey é negativo. Agora ocorre uma mudanca de sjpal> + — —), e as
condicdesl e 2 ndo sdao mais satisfeitas. Portanto, como ocorre uma mudansiaal,
temos uma raiz com parte real positiva ou um autovalor positnfringindo a condigao

de estabilidade. Sendo assim, o ponto de equiliByié instavel.

(iii) 5 é negativo ey é positivo. Desta vez, existem duas mudancgas de Ginab — — +).
Consequentemente duas raizes com parte real positivagodsisj autovalores positivos.

Novamente, as condi¢coése 2. ndo sao satisfeitas e o ponto de equilibiice instavel.

(iv) B e~ sdo ambos negativos. Ocorre uma mudanca de Ginab — — —), e portanto
temos uma raiz com parte real positiva ou um autovalor posii as condicOeke 2 ndo

sdo satisfeitas. Em consequéncia o ponto de equiliiyréinstavel.

Com as analises realizadas acima, podemos concluir que o gertquilibrio”, pode
ser instavel. A possibilidade do sistema (3.1) apresentgranto de equilibrio instavel nos leva
a uma condicéo necessaria, mas nao suficiente, para a ewsiératratores cadticos no espaco

de fase. A existéncia de atratores caoéticos indica queensisapresenta dependéncia sensivel
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as condicdes iniciais, ou seja, quando consideramos dudgfes iniciais proximas e imagi-
namos sua evolugdo no tempo por um sistema a tempo contilpseErvamos que ocorre uma
separacao entre as trajetorias. Se a separacao crescemeipbmente com o tempo dizemos
gue o sistema apresenta dependéncia sensivel nas condici@s.

Para quantificarmos a dependéncia sensivel nas condigbessinou medir a taxa de
divergéncia de trajetorias, utilizamos o maior expoenteyd@unov [35]. No préximo capitulo
faremos estudos numéricos do sistema (3.1) e utilizarernoeaeito de expoente de Lyapunov

para verificar a existéncia de regides caoticas e periadicas



Capitulo 4

Resultados Numéricos

O estudo de um sistema dinamico, representado por um corgergquacoes que mos-
tram a evolucdo do sistema conforme o tempo passa, € muitrtampe devido ao fato de
podermos verificar comportamentos caracteristicos exegenos mais variados sistemas fisi-
cos reais. Um sistema dinamico é caracterizado pelo canketd de seu estado futurdt)
parat > (0 a partir de um estado inicial0) do sistema, obtendo assim um conjunto de estados
possiveis [36]. Em um sistema dinamico o tempo pode ter umac continua ou discreta,
sendo que quando ocorre uma variacdo continua o sistemaeSesfado por equacdes dife-
renciais e na variacao discreta por mapas. O sistema dio&micestudo neste trabalho é um
sistema continuo e, portanto, € representado por um comjienequacdes diferenciais.

Um sistema fisico real pode ser descrito por um conjunto da@igs, que geralmente
depende de um ou mais parametros. Tais parametros séo aifoagiros de controle do sis-
tema, porque quando alteramos seus valores o comportadieatoico do sistema pode mudar.
Um mecanismo que usamos para ilustrar como a dinamica destemsi muda com a variacao
do parametro é o diagrama de bifurcacdo. Um diagrama deca@o € construido plotando
uma variavelr; em funcdo de um parametro do sistema. Apdés um tempo suficiente
longo podemos ver no diagrama de bifurcacdo os pontos pagaais o sistema converge,
podendo ser érbitas periddicas, pontos fixos ou outro ctmjde pontos atrativos. Com o
diagrama de bifurcacdo podemos estudar a periodicidadé@mosesle rotas para o caos.

Além do diagrama de bifurcagéo, temos outra maneira deashad 0 comportamento
dindmico de um sistema, que € por meio do espaco de paramétiespaco de parametros €

representado pela variacao de dois ou mais parametrosptmidmos o expoente de Lyapunov



4.1 Espacgo de Parametros e diagramas de bifurcagdo 28

para diferentes valores dos varios parametros que commlsistema. No espaco de parame-
tros podemos verificar a existéncia de caos, periodicidagtgugibrio, mostrando portanto a
rica dinamica envolvida em um determinado sistema.

Diagramas de bifurcacéo e espacos de parametros sdo fetasndea area da dinamica
nao-linear que sao utilizadas para analisar a dinamica dgsiema, verificar o quao cadtico
o0 sistema e como ocorrem as transi¢cdes entre 0s regimesdiperadtico e caotico-periodico.
No estudo numeérico feito do laser de fibra de dois anéis dop&doio utilizamos destes recur-
sos apresentados na literatura. Neste capitulo seraeafdss os resultados numéricos obti-
dos através de métodos computacionais para resolver atomje equacoes diferenciais (3.1).
Mostraremos espacos de parametros e diagramas de biforcagstruidos a partir de dados

obtidos computacionalmente, assim elucidando a dinaraigtica presente neste sistema.

4.1 Espaco de Parametros e diagramas de bifurcacao

O espaco de parametros, como mencionado acima, € um reciliada como uma
medida para caracterizar o comportamento de um sistemaaesa construgao realizamos o
calculo do maior expoente de Lyapunov. A partir da soluc&uérica do sistema (3.1) cons-
truimos um espaco de parametros que mostra uma visao glmbabdelo de um laser de fibra
de dois anéis dopado a érbio, usando como parametros deleadtrsistema as intensidades
de bombeamentd,, e I,;,, sendo que para os outros parametros foram utilizados omseg
valores: k, = k, = 1000, g, = 10500, g, = 4700, e Cy = 0,2 [3]. Na Fig. 4.1 é mostrado
uma visdo geral do espaco de parametros para a variagaordassp@s/,,, e I, para o maior
expoente de Lyapunov.

A construcao da Fig. 4.1 foi obtida por meio do célculo do meigpoente de Lyapunov,
discretizada em uma mall3a0 x 500 pontos igualmente espagadds,(/,;). O sistema (3.1)
foi integrado utilizando o integrador numérico de Runget&de quarta ordem com um passo
fixo igual a10~*, e considerandd x 10° passos para calcular cada um do8 x 10® expoentes
de Lyapunov. As condi¢des iniciais utilizadas na integoagdmeérica foramy,yo,z0,wo) =
(5,0;5,0;0,1;0,1), e para cada incremento dos paraméfyas,, usamos o ultimo valor ob-
tido para {,y,z,w) como as novas condi¢des iniciais para o célculo do proxixpoente de

Lyapunov. Tal procedimento € conhecido coseguindo o atratar
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6

Figura 4.1: Espaco de parametros do sistema (3.1) para k, = 1000, g, = 10500, g, = 4700,
Co=0,2,2<1I,, <6,2 < Iy < 6. As intensidades de cores diferentes estdo associadas a diferentes
valores do Expoente de Lyapunov.

No diagrama da Fig. 4.1 observamos um paleta de cores, semrdtaig cores estao
associadas a magnitude do maior expoente de Lyapunov, g badgco para expoente mais
negativo, preto para expoente nulo e vermelho para expoegte positivo. Verificamos que
neste sistema em estudo existem regiées que apresentam padsm ser observadas na mu-
danca gradativa da cor amarela para o vermelho, regidexdmas que podem ser observadas
na cor preta e regides de ponto de equilibrio cuja tonalidgaddo branco para o cinza. Um
sistema apresenta uma dinamica caotica quando ele temd#géam sensivel nas condi¢cdes
iniciais, que é resultado das nao-linearidades do sistehma. maneira de quantificar tal depen-
déncia é calculando o expoente de Lyapunov que mede a taxsedgéhcia de duas trajetorias,
ou seja, duas condi¢des iniciais muito proximas no espagasgepodem divergir exponenci-
almente uma da outra a medida que o sistema evolui ho tempdo sgie podemos calcular
essa razao de afastamento das duas trajetorias, quatifieimexpoente de Lyapunov [37].
Ainda na Fig. 4.1 podemos verificar a existéncia de regioétoes em amarelo-vermelho, que
apresentam janelas de periodicidade em preto.

Sistemas dissipativos apresentam um conceito importasgeestudado, que € definido
como atrator. Quando analisamos as trajetdrias no espdaeala medida que o tempo evolui,
observamos a existéncia de atratores, que sao conjuntngaimes para o qual as trajetorias

convergem depois de um tempo suficientemente longo. Osnsistdinamicos podem apre-
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sentar varios atratores e estes estdo associados a magiatuaior expoente de Lyapunov.
O maior expoente de Lyapunov negativo indica um ponto deibgoi o maior expoente de
Lyapunov nulo indica um atrator periddico ou quase periddio maior expoente de Lyapunov
positivo indica um atrator cadtico.

Na Fig. 4.2 podemos ver as projecdes tridimensionais deajaatores tipicos no es-
paco (,y,z), correspondentes a quatro pontos escolhidos da Fig. delsap localizados pelo
sinal+ na cor turquesa. Um ponto na regiao preta, um na regido veamain na regido ama-
rela e um na regido cinza, sendo que tais pontos correspoag@rametros para 0s quais o
sistema (3.1) apresenta um comportamento periddicoccadtotico e de equilibrio, respecti-

vamente. Para a construcdo de cada um dos atratores folaadat20 x 10° pontos.

z z

0,202

0,184

0,13

-20

Figura 4.2: (a) Atrator periddico, cor(dpa, Iy) = (3,
(3,5;4,5). (c) Atrator caotico, contl,q, Ip) = (5,2;5
(5,5;2,1).

0;5,0). (b) Atrator cadtico, conflq, Is) =
,0). (d) Ponto de equilibrio, corfl,q, I,5) =

Nas Figs. 4.2(a), 4.2(b), 4.2(c) e 4.2(d) os respectivazrgaldo par de parametros séo
(Ipas Ip) = (3,0;5,0), (Tpa, ) = (3,5;4,5), (Tpa, ) = (5,2;5,0) € (I, I;w) = (5,5;2, 1).

Para analisarmos melhor o comportamento dindmico do sastpnesentado na Fig. (4.1),
onde podemos ver que existem estruturas periodicas immuigae regido caodtica, vamos fazer
ampliacGes de algumas regibes que tem uma dinamica ricdatenacdes. Além de anali-

sar as estruturas periodicas, também estudaremos a smézaggm. Assim, foram feitas trés
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ampliacdes da Fig. 4.1 aquelas das caka® e C. A ampliacdo da caixd € mostrada na
Fig. 4.3(a) com o intervald, 91362 < I,, < 5,42082 e 3,63640 < I, < 4,45536, a am-
pliacéo da caixdB € mostrada na Fig. 4.3(b) com o interval®7440 < I,, < 6,07291 e
3,90938 < I, < 4,69801, e a amplia¢édo da caixa € mostrada na Fig. 4.3(c) com o intervalo
4,35209 < I, <5,49326 e4, 63735 < I,;, < 5, 21365.

Figura 4.3: (a) Ampliacdo da caiXana Fig. 4.1. (b) Ampliacdo da caiBana Fig. 4.1. (c) Ampliacédo
da caixaC na Fig. 4.1.

Nas Figs. 4.3(a), 4.3(b) e 4.3(c) observamos com maiorzdaas estruturas periddicas
imersas em regides cadticas, sendo que tais estruturaslipas sdo conhecidas na literatura
como “camardes” [38]. Como podemos observar os camarfeggraasma auto-organizacao
estabelecida e para verificarmos a auto-organizacaoamitz o diagrama de bifurcacéo para
encontrarmos os periodos de cada um deles. A partir distenpogl analisar se estas estrutu-
ras periodicas possuem uma lei de formacgdo que regula ssicsopamentos. Por meio do

diagrama de bifurcacdo podemos mostrar o hascimento, agéok a morte do conjunto de
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pontos para o qual o sistema € atraido como funcdo de um das\@@aos do sistema, bem
como mostrar as rotas para o0 caos, ou seja, como o sistenzadgasm estado periddico para
caotico ou vice e versa.

Na Fig. 4.3(a) vemos que os dois camardes maiores possueerigd@6 e ainda temos
regides periddicas de periodos 4 e 2. Para conseguirmoar amperiodos das estruturas
periodicas entre os camardes de periodo 6 faremos mais uplmgéo, a da mostrada pela
caixaD. Também ampliaremos uma regido da parte superior, aquedaada pela caix&,
onde estruturas periddicas podem ser visualizadas. NadHfh) vemos uma sequéncia de
camardes organizadas em uma direcao especifica de periydds 14, 10 e regides periddicas
de periodo 4 e 6. Faremos uma ampliacdo para investigarmesgraturas entre as estruturas
periodicas de periodo 16 e 14, correspondente a regidoadasia caixd.

Na Fig. 4.3(c) observamos que no canto inferior direitoterisdiversas estruturas pe-
ribdicas imersas em regides cadticas, cujos periodos gados foram 12, 18, 20, 22 e temos
regides periddicas de periodos 8 e 6. Para visualizarmdsntglis estruturas e contarmos 0s
periodos de outras estruturas presentes nesta figuraoreampliacdes, correspondentes as
regides mostradas nas caiXasH, | eJ.

Os valores para os periodos dos camardes nas Figs. 4.3(@®), €. 4.3(c) foram en-
contrados a partir da construcdo de diagramas de bifurcacél® consideramos o numero
de maximos locais da variavelem uma orbita completa sobre o atrator. Para obtermos o
diagrama de bifurcacdo consideramos dois pontos no esgagarédmetros e encontramos a
equacao da reta que 0s une e que atravessa as regides psri@dijos periodos queremos
determinar. Nas Figs. 4.4(a), 4.4(b) e 4.4(c) sdo mostrddmgamas de bifurcacédo corres-
pondentes as Figs. 4.3(a), 4.3(b) e 4.3(c). Na Fig. 4.4(@@mos observar que existem duas
janelas de periodicidade maiores que correspondem aaslps descritos acima, também po-
demos ver outras janelas de periodicidade um pouco menoeesa® dos camardes proximos
e para verificarmos os periodos sdo necessarias ampliag@sgama para a sua contagem.
O parametrd,,, localizado no eixo horizontal varia no intervalpl 3768 < I,, < 5,24923 e
3,69236 < I,, < 4,22574. No eixo vertical temos nimero de maximos locais da variavel
numa orbita completa.

Na Fig. 4.4(b) observamos a existéncia de duas janelas ideljggdade maiores que cor-

respondem aos periodos 12 e 10 relatados acima. Entreastéesjde periodicidade temos os
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Figura 4.4: (a) Diagrama de bifurcacéo da Fig. 4.3(a) na varigvearas, 13768 < I,, < 5,24923 e
3,69236 < I, < 4,22574. (b) Diagrama de bifurcacéo da Fig. 4.3(b) na variaygdaras, 90722 <
Iq < 5,76697 € 3,93293 < I, < 4,58058. (c) Diagrama de bifurcagéo da Fig. 4.3(c) na variavel
parab, 01454 < I, < 5,29226 e4,71082 < I, < 4,72960.

periodos 16 e 14, e ainda conseguimos ver mais uma janelaidéipelade, a qual sera contada
com a ampliagédo desta regido. O paraméfrovaria no intervald, 90722 < I,, < 5,76697
e3,93293 < I, < 4,58058. Por fim, na Fig. 4.4(c) observamos no diagrama de bifurcagéo
os periodos 22, 20 e 12, sendo que, além destes trés perifmom¥ramos os periodos 18 e
8. No diagrama da Fig. 4.4(c) observamos trés janelas dedi@dade maiores (22, 20, 12)
e podemos ver que existem outras janelas de periodicidaceaestes periodos. O parametro
I, varia no intervald, 01454 < I, < 5,29226 e4,71082 < I, < 4,72960. As equacoes
de reta utilizadas para fazer os diagramas de bifurcacdagdat B(a), 4.4(b) e 4.4(c) sao
Ly = —4, 781531, +28, 79171, I, = 4,617831,, — 22,69796, € I, = 0, 067621, + 4, 37174,
respectivamente.

A Fig. 4.5 mostra as ampliacbes das caixas azul e vermelhagn&.&(a), para po-
dermos ver com maior detalhe a contagem do periodo 6. Olpsesvque na parte superior,
correspondente a caixa azul, obtemos trés periodos e maipi@rior, correspondente a caixa

vermelha, obtemos mais trés periodos, totalizando portamt periodo 6 para esta estrutura
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periodica.
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Figura 4.5: (a) Ampliacédo da caixa azul na Fig. 4.4(a). (b) Ampliacéo ida earmelha na Fig. 4.4(a).

Agora faremos algumas ampliacfes nos espacos de paraag@tesentados para inves-
tigarmos algumas estruturas periédicas, as quais haoguanszs analisar os periodos com cla-
reza, para depois inferirmos sobre possiveis leis de f@mag sua organizacdo. Na Fig. 4.3(a)
faremos duas ampliacfes: caiba® E que estdo localizadas entre as janelas de periodicidade
6 e na parte superior, respectivamente. As ampliacdes deasEa e E sdo mostradas na
Fig. 4.6(a) com o intervald, 15163 < I,, < 5,25329 e 3,78839 < I, < 4,07617, e na
Fig. 4.6(b) com o interval6, 11802 < I, < 5,18525 €4,32395 < [, < 4,43772,

Figura 4.6: (a) Ampliacdo da caixada Fig. 4.3(a). (b) Ampliacéo da caikana Fig. 4.3(a).
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Figura 4.7: (a) Diagrama de bifurcacéo da Fig. 4.6(a) na varigveras, 19674 < I,, < 5,21641 e
3,69236 < I, < 4,22574. (b) Diagrama de bifurcacéo da Fig. 4.6(b) na variaygdaras, 15749 <
Iq <5,16742 €4, 36668 < I, < 4,39264.

Analisando os periodos na Fig. 4.6(a) encontramos, pordeaitagrama de bifurcacéo,
0s seguintes periodos 8, 10, 10, 8, sendo o intervalo do pa@wariando de, 19674 <
I, <5,21641 €3,69236 < I, < 4,22574, mostrado na Fig. 4.7(a). Para a determinagéo dos
periodos da Fig. 4.6(b) foram feitas varias retas afim deata@arcontagem com mais exatidao.
Os periodos encontrados em torno do camarao de periododi &, 24, 28, 12, 20, 24, 28,
enguanto que para o camarao de periodo 16 foram 20, 24, 288184, 20. Por exemplo,
para encontrar os periodos 20, 24, 28, 16 o intervalo vamdy tH749 < [,, < 5,16742 e
4,36668 < I, < 4,39264, como mostrado na Fig. 4.7(b). As equagdes de reta utikizpade
fazer os diagramas de bifurcacéo das Figs. 4.6(a) e 4.6, = —0,054911,, + 4, 32806
el =2,614301,, — 9,11655.

Com os resultados obtidos do estudo da periodicidade dasugas periodicas na Fig.
4.3(a), podemos concluir que neste espaco de parametmstemoos uma cascata de bifurca-
céo por adicédo de periodo, sendo que o periodo é 2. A casevalaens seguintes periodos 6,

8, 10, 10, 8, 6, e € denominada de periodo 2, pois o valor qua oeidm periodo para o outro
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vai de dois em dois. Com relacéo a periodicidade da Fig. 4di(&rvamos outras formas de
organizagéo das estruturas periodicas quando se aumenta e I,,,. A estrutura maior de
periodo 12 tem estruturas satélites organizadas como 2@8242, 20, 24, 28, enquanto que
para a maior estrutura de periodo 16 a organizacéo € do tji1208, 16, 28, 24, 20.

Dando continuidade ao estudo da periodicidade, agora vamadsar a ampliacdo da
caixaF, localizada na Fig. 4.3(b), e que € mostrada na Fig. 4.8. t&walos dos pardmetros sdo
5,82517 < I,, < 5,84211 e4,18810 < I, < 4,28038 para a Fig. 4.8, onde encontramos 0s
periodos 20, 24, 22, 18. O diagrama de bifurcacao é mosteBagn4.9, cujas maiores janelas
periodicas correspondem aos periodos 20, 18 e a equacatad#ilieada, para o intervalo
5,82623 < I,, < 5,83578 €4,20696 < I, < 4,26240, foi I, = 5,805241,, — 29, 61570.
Portanto, podemos concluir que através da anélise da prdade na Fig. 4.3(b), que possui
0S seguintes periodos 12, 16, 20, 24, 22, 18, 14, 10, temosreéncia de uma cascata de

bifurcacao por adicédo de periodo, aumentando de um periodo 2

4,28

25

20

15

10

4,19

Figura 4.8: Ampliacdo da caixg parab, 82517 < I, < 5,84211 e4,18810 < I, < 4,28038.
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Figura 4.9: Diagrama de bifurcacdo da Fig. 4.8 na variaygaras, 82623 < I,, < 5,83578 e
4,20696 < I, < 4,26240.

Para visualizarmos melhor como ocorre a cascata de bifiwgagr adicdo de periodo

2, mostramos na Fig. 4.10 a sua organizagao.

[2]

12 16 20 24 22 18 14 10

[=]

Figura 4.10: Cascata de bifurcagéo por adicéo de periodo 2 das estpuiodicas de periodos 12, 16,
20, 24, 22, 18, 14, 10.

Na Fig. 4.3(c) fizemos 4 ampliacdes, caitadd, | eJ, mostradas nas Figs. 4.11(a), 4.11
(b), 4.11(c) e 4.11(d). Na Fig. 4.11(a) encontramos peddeosés diferentes cascatas de
bifurcacéo por adicdo de periodo, a satier—» 18 — ...,20 — 26 — ..., 28 — 34 — ...

e22 — 28 — ... todos aumentando de um periodo 6 e convergindo para uméauestde
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acumulacéo de periodo 6, visivel na Fig. 4.3. Nas Figs. B)1d4(4.11(c) encontramos 0s
periodos 14, 18, 18, 14 que s&o arranjados em uma cascatarda¢fo por adigdo de periodo,
onde o periodo € aumentado de 4. Além disso, encontramosriosl@e entre 0os pares de
camardes da Fig. 4.11(b) que sdo 14 20, 26, 18, 18, 26, 20, 44gdd.11(c) sdo 14, 22, 26,
18, 18, 26, 22, 14.

Na Fig. 4.11(d) analisamos o periodo de um Unico camardoa@#amos um periodo
10. Com relacdo a todos os estudos feitos sobre a periodiciizsl espacos de parametros,
podemos concluir que as cascatas aumentam de periodo panuenainteira. e se acumulam

em uma larga regido periddica com a mesma periodicidade

Figura 4.11: (a) Ampliacao da caixa na Fig. 4.3(c), pard, 98302 < I,, < 5,27935 e 4, 68887 <
Iy < 4,79697. (b) Ampliagéo da caixél na Fig. 4.3(c), paré, 31642 < I,,, < 5,38126 €4,70295 <
I, < 4,74368. (c) Ampliacéo da caix& na Fig. 4.3(c), para, 41459 < I,,, < 5,47750 €4,70142 <
Iy, < 4,72184. (d) Ampliacéo da caixd na Fig. 4.3(c), para, 44792 < I,, < 5,48861 e 4, 73429 <

Ly < 4,79533.
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Todos os periodos encontrados nas Figs. 4.11(a), 4.11{d\c¥ e 4.11(d) foram ob-
tidos analisando os diagramas de bifurcacdo mostradosigas4-12(a), 4.12(b), 4.12(c) e
4.12(d). Na Fig. 4.12(a) encontramos os periodos 20, 28.&6que sao obtidos da equacao
daretal,, = 0,137451,, + 4,04937. Os periodos do diagrama de bifurcacéo da Fig. 4.12(b)
sdo 14, 18, 18, 14 e sao obtidos pela equagéo dalggeta —0,065567,, + 5,07340 e na
Fig. 4.12(c) séo 14, 18, 18, 14, obtidos pela equagédo dayeta —0, 124241, + 5, 38829.
Por fim, o diagrama com periodo 10 da Fig. 4.12(d), obtido ptk( 1), cuja equacao da reta
él, =1,221281,, — 1,91100.

Figura 4.12: (a) Diagrama de bifurcagéo da Fig. 4.11(a) na variayarad, 97191 < I,,, < 5,26824 e
4,73276 < I, < 4,77349. (b) Diagrama de bifurcacéo da Fig. 4.11(b) na variaygdaras, 32102 <

I,q < 5,36312 €4,72179 < I, < 4,72455. (c) Diagrama de bifurcacéo da Fig. 4.11(c) na variavel
z, parab, 42180 < I,, < 5,47400 e 4,70548 < I, < 4,71469. (d) Diagrama de bifurcacéo da
Fig. 4.11(d) na variaved, paras, 45880 < I,, < 5,48013 e4, 75572 < I, < 4,78177.
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Figura 4.13: Diagrama de bifurcacdo da Fig. 4.11(d) na variavearios periodos podem ser observa-
dos analisando pontos nas fronteiras e no interior do camarao.

Um fato interessante que podemos observar quando anatisapeiodicidade de uma
estrutura periodica simples, como mostrado na Fig. 4.1&(dle estas regides ndo séo carac-
terizadas pela existéncia de um unico periodo. A existé&eimais de um periodo em uma
estrutura periddica pode ser conferida no diagrama dechifdo da Fig. 4.13, que corresponde
a reta(2) da Fig. 4.11(d). A equacdo da reta utilizada fgi = —0,018031,, + 4, 86987.
Dependendo da regido que olharmos no diagrama de bifurpagéd@ contagem dos periodos

encontraremos varios periodos em um unico camaréo [39].

4.2 Leide formacao de estruturas periodicas

Conhecidos os periodos de algumas estruturas periodicasdedas “camardes”, po-
demos agora analisar as regras de sua organizacao, busoaadei de formacao para estas
estruturas. A auto-organizacdo predominante para o nesms, que foi investigada através
dos diagramas de bifurcacao, € a cascata por adicdo deqeNeste tipo de cascata as estru-
turas se organizam de tal maneira que o periodo de cadauestauimenta de forma constante

em direcOes especificas. Utilizando o software Wolframalgisponivel na pagina da internet
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http://www.wolframalpha.com, verificamos a possibilidaths sequéncias de periodos encon-
tradas terem uma lei de formacédo. Para a Fig. 4.3(a), queayeeos seguintes periodos 6, 8,

10, 10, 8, 6, encontramos uma sequéncia que determina suag@o, sendo dada por

2(n* — Tn + 42)
n2—"Tn-+ 18

ap = )

onden = 1,2,3,4,5,6. A Fig. 4.11(b) também tem uma sequéncia que determina af@o
das estruturas periédicas de periodos 14, 20, 26, 18, 180264, a qual € dada por

—27n* + 486m3 — 2531n? + 30961 + 3596
Ap = )
29n2 — 261n + 562

onden = 1,2,3,4,5,6,7,8. Na Fig. 4.11(c), com periodos 14, 18, 18, 14, surgem esasitu

organizadas de acordo com a sequéncia
an, = —2(n* — 5n — 3),

onden = 1,2,3,4. Ou ainda temos outra possibilidade de periodos como 1£2&2,8, 18,

26, 22, 14, sendo a sequéncia dada por

L —17n" + 306n° — 1687n2 + 2790n + 708
" 6(2n2 — 18n + 41) ’

onden = 1,2,3,4,5,6,7,8.

Como podemos observar, para algumas sequéncias de penmdosradas obtivemos
uma relacdo que governa a organizacao das estruturasipasiOdparentemente, cada uma
das rela¢cBes séo validas apenas para os numernosnfi@rmados, ou seja, extrapolacdes ndo

sao garantidas.

4.3 Outros espacos de parametros

Alem da construgéo do espaco de parametfps I,,,) fizemos a combinagéo de todos
0s espacos de parametros possiveis, sob as mesmas coffeitgdgsara a Fig. 4.1, para veri-
ficarmos quais estruturas apareceriam. Os parametros for@atos para os seguintes valores
k. = ky = 1000, g, = 10500, g, = 4700, Cy = 0.2, I,,, = I,;,, = 4, de acordo com cada caso,
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exceto para os dois parametros que estdo sendo variada@squarstrucao da figura. Excluindo
0 espaco de parametr@s,, [,;) foram construidos 20 espagos de parametros, a $dher. ),
(Lpas 9v)s (Lpas ka)y (Ipas kiv)y (Ipas Co)s (Lpb, 9a)s (Ipps Gb)s (Ipbs Ka)y (Ipps K)s (Lpp, Co) que s&o
mostrados nas Figs. 4.14(a), 4.14(b), 4.14(c), 4.14(&4(8), 4.14(f), 4.14(g), 4.14(h), 4.14(i),
4.14() €(9as 96)s (a> ka)s (gas kv)s (9a: Co)s (96 ka)s (96s k) (gos Co), (Kay k), (Kay Co), (Ky, Co),
sao mostrados nas Figs. 4.15(a), 4.15(b), 4.15(c), 4.14H(e), 4.15(f), 4.15(g), 4.15(h), 4.15
(1), 4.15(j), respectivamente.

Observando os espacos de parametros das Figs. 4.14 e 4€lde pa fato comum en-
tre eles: independentemente dos dois parametros que estdmeeamente variando, o cenario
caracterizado pela presenca de estruturas peridédica®ag#toizadas imersas em uma regido
caotica é preservado. Neste trabalho escolhemos invedatggihadamente o espaco bidimen-
sional de parametrad,,, [,;), porque entendemos serem estes mais facilmente alteraveis
sistema, ou seja, possivelmerig e I,, sejam 0s parametros mais acessiveis para atividades

experimentais.
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Figura 4.14: (a)1pa, ga). (b) (Ipa, g)- (€) (Ipa;ka). (d) (Ipa: kp)- (&) (Ipa, Co)
(Lpb gb)- (M) (Lpb, ka)- () (Lpbs k). () (I, Co)-

- () (Zpbs 9a)- (9)
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Figura 4.15: (a)ga, g5)- (0) (9a> ka)- (€) (9a, kb). (d) (ga, Co). (€) (g6, ka). (F) (g, ks). (@) (g5, Co). (h)
(ka, k). () (Ka, Co). () (Kb, Co).



Capitulo 5

Conclusoes

O sistema dindmico do laser de fibra de dois anéis dopado@ érbdelado pelo con-
junto de quatro equacdes diferenciais de primeira ordeailindares (3.1), € caracterizado por
um conjunto de sete parametros que controlam o seu comportam, consequentemente, dao
origem a mudancas na dinamica. Estudos com sistemas de duagnsdes sao de grande in-
teresse devido a rica dinamica apresentada e que pode leseasidescobertas. Tais sistemas
tem sido pouco investigados.

Neste trabalho estudamos analiticamente e numericameataeterizacao dos estados
de um sistema dindmico a tempo continuo. A investigacadtmaatonsistiu na andlise da es-
tabilidade do pontos de equilibrio para o modelo do lasendsa critério de Routh-Hurwitz.
Os resultados analiticos obtidos mostraram a existénciardponto de equilibrio para o sis-
tema (3.1) e através do calculo da matriz Jacobiana cakuladoonto verificamos que o0s
autovalores encontrados eram muito complexos, sendo ise&adal estabilidade de dificil con-
cluséo. Entédo utilizamos o critério de Routh-Hurwitz e obaeros que o ponto de equilibrio é
caracterizado com a possibilidade de ser instavel. Corthentéo, que podem existir atratores
cadticos, logo existem regides cadticas na dindmica da lase

Simulagbes numéricas usando o maior expoente de Lyapunevungde o comporta-
mento cadtico de um sistema, foram realizadas incluindanataagcdo de diagramas em espa-
cos de parametros bidimensionais, portanto variando @o@mpetros. O resultado das solucdes
numeéricas para o laser de fibra de dois anéis dopado a érbimogisa a presenca de estru-
turas periddicas tipicas auto-organizadas, imersas d@fegegadticas. Importante € que todos

0s espacos de parametros bidimensionais apresentadedrabsiho, envolvendo as diversas
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combinacfes possiveis dois a dois para 0s sete parameairgsggparece tem preservado o
cenario de estruturas periddicas auto-organizadas imensaiegides cadticas.

Estudamos a periodicidade das estruturas periédicasamera uma regido caotica e
descobrimos algumas leis de formacéao para elas. Atravémgd@atha de bifurcacdo contamos
0s periodos das estruturas encontradas nos espacos defpaséanconseguimos verificar que
certas sequéncias que descrevem a organizacao de algintop@bedecem uma lei de forma-
cdo. O estudo da periodicidade nos mostrou que as estrpeniadicas estao auto-organizadas
em direcdes especificas no espaco de parametros e sdodasan@auma cascata de bifurcacao
por adicdo de periodo. As cascatas de bifurcacdo ocorrexamaioria das estruturas periddicas
estudadas, o que pode ser observado com o auxilio dos degderbifurcacdo. Além disto,
outro topico estudado foi a questdo dos diversos periodosnglados com o estudo de um
anico camarao, concluindo que dependendo do ponto ondet&doon periodo ele vai mudar.
Portanto, existe mais de um periodo em um camarao.

Em resumo, espacos de parametros bidimensionais do lagibralee dois anéis do-
pado a érbio apresentam estruturas periodicas auto-negkas, imersas em regides caodticas. A
organizacao de tais estruturas pode, em alguns casossseatalpor uma lei de formacéo espe-
cifica. E comum encontrar nestes espacos bidimensionais@imptros as estruturas periodicas
organizadas em cascata de bifurcacéo por adi¢éo de periodo.

Alguns dos resultados mostrados neste trabalho ajudaramoc o artigo Dynamics

of an erbium-doped dual-ring laser, Ref. [40].
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