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RESUMO

Neste trabalho analisamos a dindmica de dois modelos a teomuo: () o0 modelo de
Rossler, um modelo para o sistema de Lorenz, composto pejontorde trés equacdes di-
ferenciais, de primeira ordem, autbnomo e que apresenteagapena nao-linearidade &) (0
modelo de dois osciladores cadticos de Rossler acopladuastreimo pelo acoplamento linear
entre dois sistemas de Rossler e controlado por dois pa@sdtr acoplamente e ¢, que
correspondem a intensidade e simetria de acoplamento oRan@eiro modelo, encontramos
analiticamente os pontos de equilibrio e analisamos,&grdo método de Routh-Hurwitz, suas
estabilidades. Construimos numericamente 0s espacos @lmeierse X b, a X c €c X b
identificando as regides de regime caodtico e detectamagests periddicas tipicas imersas
nessas regides. Para o segundo modelo, construimos namernite o espaco de parametros
para os parametros de acoplamené®, e encontramos uma regido periddica imersa em caos,
caracterizando o efeito de supresséo de caos. Analisaneiguod maior expoente de Lya-
punov detectamos uma larga regiao hipercaotica. Para amsbosdelos usamos diagramas de

bifurcacdo para analisar as estruturas periddicas e dageras rotas para 0 caos.

Palavras-chave: Modelo de Rossler. Modelos Acoplados. Nao-linearidade.ekdgos. Su-

presséo de caos.
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ABSTRACT

In this work we analyze the dynamics of two continuous timedais: {) the Rdssler model,
a model for the Lorenz system, composed by a set of threeeliffial equations of first order,
autonomous, and has only one nonlinearity andtfie model of two coupled chaotic RAssler
oscillators, built by the linear coupling between two Roéssigstems and controlled by two
coupling parameters and ¢, which correspond to intensity and symmetry of the coupling
For the first model, we find analytically the equilibrium pi@imnd analyzed by the method of
Routh-Hurwitz, their stability. We construct numericalhetparameters spaaex b, a x ¢ and

¢ x b identifying the regions of chaotic regime and detect tylppeaiodic structures immersed
in these regions. For the second model, we construct nuatigribe parameter space for the
coupling parametersandd, and we find a periodic region immersed in chaos charaaterthie
effect of suppression of chaos. By analyzing the seconddatg@punov exponent we detect
a hiperchaotic region. For both models we use bifurcati@g@dms to analyze the periodic

structures and to determine the routes to chaos.

Key words: Rdssler model. Coupled model. Nonlinearity. Hiperchaos. €lsagppression.
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Capitulo 1

Introducao

Mesmo antes do invento da roda a mente humana procura eqd#para os fendmenos
gue permeiam sua vida. O conjunto dessas explicacbes campd@pie conhecemos como
verdade. Com o desenvolvimento do pensamento I6gico surguessidade de expressar essa
verdade em uma linguagem prépria e universal, nasceu asagteanatica e passamos entao a
descrever nosso mundo modelando-o através dela. Mas foagpepois de Sir Isaac Newton
(1642-1727) que os fenbmenos naturais passaram a ser rdeiwitos, com o uso de equagdes
diferenciais.

Em 1886, J. H. Poincaré (1854-1912), ao estudar o problenr@&sleorpos [1], perce-
beu que haviam métodos adequados para trata-lo que famed@rmacoes qualitativas sem
a necessidade de solucionar um sistema de equacfes dd&eRoincaré iniciou ali seu es-
tudo das estruturas topoldgicas no espaco de fases détiagetinamicas, identificando os
componentes essenciais do caos deterministico e elaloopante da matematica necessaria
para estudar caos [2]. No capitulo 2 apresentamos algumrisdé do estudo qualitativo de
sistemas dinamicos, assim como alguns conceitos e definiigéentes ao estudo do sistema
trabalhado.

Criar ou adequar um modelo para descrever um fendmeno obdseévam trabalho
complexo. O modelo mais completo ndo €, necessariamentelhmmmodelo para descrever
gualquer situacdo. Vejamos, por exemplo, a foto de um homemmanequim de plastico e
um macaco. Cada um deles pode servir como modelo para refanresenhomem, porém, qual
seria 0 modelo mais adequado? Para responder essa pemupntdue considerar que uso

daremos ao modelo, por exemplo, para um pintor a foto seriadeln mais adequado, porém



para um alfaiate 0 manequim se torna a op¢ao mais apropripdeaaim bidlogo, 0 macaco
representaria o melhor modelo. Alguns modelos foram csailmplesmente para simplificar
outros modelos, como a foto de um manequim. Esse é o caso delardelRossler [3], que
foi criado em 1976 com a proposta de fornecer resultadosmo®xdo modelo de Lorenz [4],
porém com uma dindmica mais simples contendo apenas umiineddedade. No capitulo
3 fazemos um estudo da dinamica do modelo de Rdssler. Detarmaganaliticamente os
pontos de equilibrio e suas condi¢fes de estabilidade, entamente encontramos os locais
no espaco de parametros que apresentam regime periodigidesreom regime caotico.

No capitulo 4 apresentamos a proposta de trabalho, o estudcoglamento linear de
dois osciladores de Rdssler. Nesse capitulo apresentamesuitsidos numéricos obtidos para
o0 modelo acoplado, juntamente com sua analise qualitafieasta, finalmente, no capitulo 5

uma concluséo geral do trabalho.



Capitulo 2

Uma breve revisao sobre sistemas

dinamicos

A pequena revisao que faremos neste capitulo tem comowabpgiresentar ao leitor
uma breve revisdo dos conceitos de caracterizacéo qivalitit sistemas dindmicos, necessaria
para garantir uma leitura continua e mais enriquecedoraajutulos posteriores. Obviamente
0s conceitos abordados aqui serdo deliberadamente espssto compromisso com demons-
tracOes ou maiores aprofundamentos, tal como um guia. Secoaeresentado aqui estimular
a curiosidade do leitor, aconselho a leitura das Refs1{g para um entendimento mais com-

pleto dos conceitos.

2.1 Sistemas dinamicos

Por definicdo, um sistema dinAmico consiste em um conjunési@delos possiveis para
um sistema mutavel no tempo, juntamente com uma regra geendet o estado atual em
termos dos estados passados [5]. O tempo em um sistema clindoaie ter uma evolugao con-
tinua, ou entdo assumir somente valores discretos intefisgemas dinamicos com evolucao

discreta no tempo séo chamados de mapas, o tempo pode asslonas inteiros positivog£
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0,1, 2,...). Um exemplo de mapa pode ser descrito pelo conjuntgaagdes abaixo,

x&)l = My(zW 2@ . 2™,
22— Mye®, 2@, ™)), (2.1)
ngl) - MN(x(1)7$(2)7 "'7I(N))7

ondez® so as variaveis de estado do sistemd sdo funcdes de®.
Sistemas dindmicos com evolugdo continua no tempo séo doarflaxos, um exem-
plo de conjunto de equacdes diferenciais ordinarias antéepque descreve um sistemiva

dimensional continuo, € representado abaixo,

dr™

- 0 = 7 (20, 2@ My,

dz® 1 N
i i? = Fy(zW 2P ™), (2.2)
N

dxd(t ) = x'(N) = FN(x(l),a:(2), ...,x(N)),

ondez® sdo as variaveis de estado do sistemd sdo funcdes de®.

Para fins de reducdo de tempo computacional, € Gtil escreverstema de tempo con-
tinuo como um mapa, um sistema a tempo discreto, atravésasersgao de Poincaré. Usando
uma seccao de Poincaré podemos investigar a dinamica dstemaicontinud’-dimensional,
investigando o respectivo mapa de dimendae 1. Uma seccao de Poincaré de um fluxo tridi-
mensional, por exemplo, pode ser construida plotando o®g@ara os quais a trajetoria

atravessa a superficie seccéo bidimensional, conforme mostrado na Fig. 2.1.
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Figura 2.1: Esquema representativo da seccdo de Poincaré.

Observando duas intersecc¢des sucessivas da trajetoumagrelo sistema com a seccgéo, a
primeira resulta em um ponto com coordenadas:() que determina a posicédo da segunda,
com coordenadas/(.1,z,+1), j& que podemos usar o primeiro ponto como condig&o inicial
nas Eq. (2.2) para obter o segundo. Assim, o0 mapa de Poineasé@iéncia de pontos nos
quais o fluxo intercepta a seccéo e transforma as coorde(te{ﬂi)asf),...,r,gv’”) dai-ésima
perfuracéo, nas coordenadaélj(l,xﬁl,...xﬁjl)) da perfuragaoi(+ 1).

O grande objetivo ao estudarmos sistemas dinamicos é desgroocomportamento das
solucdes para os modelos matematicos propostos, tendotelgsetacdes fisicas ou ndo. Ba-
sicamente, existem trés técnicas para se investigar o atampento de um sistema dinamico:
(1) Técnica analiticaintegram-se analiticamente as equacdes, determinaraogie em ter-
mos de férmulas gerais. Desse modo obtém-se solu¢cdess/phidaquaisquer condicdes inici-
ais e quaisquer conjunto de parametros de controle. Notenteem todo sistemas de equacdes
pode ser integrado analiticamente;

(77) Técnica numéricaintegram-se numericamente as equagdes, calculandesgbara as
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variaveisx(t) = (z1(t), z2(t), ..., x,(t)) para determinados valores da variavel independente
Usando esse método, todo trabalho de integracéo é realisol@omputador, o conjunto de
sistemas de equacdes soluciondveis é infinitamente magap da técnica analitica, porém as
solugdes sao especificas para um conjunto de parametrodied@@miniciais, sendo impossivel
generalizar tais solucoes;
(737) Técnica qualitativaatravés de calculos analiticos relativamente simplesosepistas de
como o sistema evolui. Basicamente determinam-se as selagémtoticas, 0s possiveis com-
portamentos do sistema quande> o, e a estabilidade dessas solu¢cdes, sem solucionar dire-
tamente um sistema de equac0es diferenciais. QuandorapBoassa técnica perdemos parte
da informacéo, relativa ao comportamento do sistema astasirtyir o regime permanente.
Desse ponto em diante, essa revisdo tem como foco os sisieni@aspo continuo e a

técnica qualitativa.

2.2 Espaco de fases

Um estado de um sistema dinamico é composto pelo conjuntmoddenadas, n-variaveis
de estado, determinadas em um temhdéssas coordenadas compéem um ponto em um espaco
n-dimensional, denominado espaco de fases, ou espaco dessta
Desse modo um estado € representado como um ponto com cadasen(t),zs(t),...,x,(t)
no espaco de fasesdimensional e sua dindmica é regida por um conjunto de égsadife-
renciais como na equacéo (2.2), as funcfegpresentam as variagbes temporais das variaveis
de estada;, e o conjunto dag; compdem o campo de velocidades do sistema. A dimenséo do
espaco de fases € igual ao numero de equacdes diferencaisné@ra ordem necessarias para
descreve-lo que é, por sua vez, igual ao numero de variggeaistddo.

Pode-se dizer que uma solugée) para um sistema, descreve no tempo um caminho, ou tra-
jetdria, no espaco de fases percorrido com velocidxde /d¢, que coincide, em cada ponto,

com o campo de velocidad&x, t).
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2.3 Atratores

Analisando um fluxo no espaco de fases aos olhos do teoremmullle, podemos
verificar se o sistema € conservativo, ou ndo, observandolacé&o temporal de um hipervo-
lume n-dimensional, definido pelo contorno de um conjunto de aghes iniciais, senda a
dimensao do espaco de fases [10]. Se o fluxo preservar o velaraspaco de fases, tal qual
um sistema hamiltoniano [11] na auséncia de forcas dis&sab sistema € dito conservativo.
Se o volume no espaco de fases diminui com o tempo, o sisterasigadivo.

Uma forma mais pratica de definir se um sistema é dissipapaccalculo e analise do diver-

gente, pois se ele € negativo o sistema é dissipativo. Ogeiner do sistema é dado por,

oz 91 oz

Conhecer se seu modelo descreve um sistema dissipativo éarmmfportante para o estudo de
sistemas dinamicos, pois apenas sistemas dissipativesyaatesentar atratores. Tal afirmacéo
se torna mais plausivel ap6s definirmos o atrator.

SejaA um conjunto fechado de pontos no espaco de fases de um siitednaco,A é
um atrator se:
(1) A € um conjunto invariante: ou seja, qualquer trajet®(ia que comeca em, permanece
em A por todo o tempo;
(17) A atrai um conjunto aberto de condigfes iniciais: isso é, h&ipervolumeB, que contém
A, tal que para qualquer condicao iniciél) pertencente &, entdo a distancia entre a trajetéria
X(t) e A tende a zero, quando— co. O maior conjunto de condig¢des iniciais que satisfaz essa
propriedade é chamadacia de atracaale A;

(171) A € minimo: ou seja, ndo ha subconjuntoAlque satisfaca as duas condi¢des anteriores.

2.4 Diagrama de bifurcacao

O conceito de bifurcacdo esta intimamente ligado ao candeiestabilidade estrutural
e consiste na variacao no retrato de fases quando realizigwosa mudancga nos parametros
de controle. Um sistema é estruturalmente estavel se reastias caracteristicas topoldgicas

imutaveis perante a variacdes em seus parametros de eatertal modo que, se um parametro
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assume um valor, conhecido como valor critico e o sistema sofitacdo em seu retrato de
fases, esse passa a ter um comportamento instavel e nesseoporre a bifurcacdo, como

ilustrado na Fig 2.2.

0,22 0,245
a

Figura 2.2: Exemplo genérico de diagrama de bifurcacao para um sistetigucy construido para os
maximos da variavet; em relacdo ao parametto

Como visto na Fig 2.2, a estabilidade do sistema pode seaddteanquanto variamos apenas
um dos parametros de controle do sistema, isso caractenadifurcacdo de codimensao um.
Em 1997, Ernest Barreto, Brian R. Hunt, Celso Grebogi e James #keYa&2] propds uma
relacéo direta entre o numero de expoentes de Lyapunowpssiiada uma determinada con-
figuracao do sistema, e o niumero minimo de parametros qumdarevariados para que ocorra
uma bifurcagéo.

Podemos classificar as bifurcagcées quanto a possibilidadedo, de prevé-las estudando os
autovalores da matriz Jacobiana [6] do sistema. Quandcshipessibilidade estamos tratando
de bifurcacdes ditas locais, como a sela-no, a transgrétida forquilha e a de Hopf. Quando
ndo h4, estamos tratando de bifurcaces ditas globais, esniifurcacdes homociclicas e
heterociclicas. N&ao cabe a essa revisdo detalhar os tipoifudeacdes, mas € interessante e
altamente recomendado que o leitor observe o capitulo 8 d4 R&f

Para o caso de mapas, o diagrama de bifurcagédo pode seuddmstpenas plotando o com-
portamento de uma variavel de estado em funcdo de um Uniémpto de controle. Para o
caso de fluxos, o diagrama € construido plotando os maxirmasslde uma variavel de estado

também em funcdo de um Unico parametro.
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2.5 Caos e expoente de Lyapunov

A definicéo precisa e definitiva para que um atrator sejaifilzesso como cadtico ainda
nao consta na bibliografia de sistemas dinamicos, porénmeracaos diversas tentativas. Acon-
selho a leitura do capitulo 10, subseccao 2 da Ref. [10]. Nes&ho vamos simplificar esse
trabalho analisando apenas um aspecto, comum a todas as@efijd apresentadas. Um atra-
tor, cuja dinamica é caodtica, apresenta dependéncia sénaivcondicdes iniciais, essa sendo
a caracteristica de sistemas cadticos mais conhecida. Mataracadtico duas trajetorias vi-
zinhas no espaco de fases divergem a medida que o sisternarevéémpo, como mostra a

Fig 2.3. Para medir a taxa de divergéncia de trajetoriasregano, quantificar a dependéncia

X2 (1)

(A(0)

\

x1(0)

Figura 2.3: Esquema representativo para divergéncia de trajetoréspacgo de fases.

sensivel nas condi¢des iniciais calcula-se 0s expoentegageinov. Podemos deduzir o ex-
poente de Lyapunov partindo da Fig 2.3 e generalizando agdimeia em uma dimenséo para
um espaca-dimensional, imaginemos uma hiperesfera de condi¢cemisicentrada em um
pontoz(0). Conforme o tempo evolui, o raio inicial dessa hiperesfé@)|, definido em todas
as direcdes do espaco de fases, varia exponencialmentepo,tde modo que a relacdo entre

|d;(0)| e o valor correspondente ao tempaado pord;(t)|, seja

d;(®)] = ld;(0)]eV.
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Essa relacao pode ser escrita como,

Os numeros\; sdo chamados de expoentes de Lyapunpw=el, 2, ..., n.

Observando qué;(t) = f*(zo + d;(0)) — f*(z0), 0 que resulta em

1

\ - hul ot tio) o

d;(0)
A o= (Y @)l

onde fizemos o limite/;(0) — 0 no ultimo passo. O termo dentro do logaritmo pode ser

expandido usando a regra da cadeia, resultando

t—1

(@) = [[F@).

Teremos portanto o expoente de Lyapunascrito como

1 t—1 /
Ajo= ;lﬂ\gf(l’iﬂ
1t71
Aj=¥;mmmn (2.4)

Num instante > t,, o volumeV (t) da hiperesfera deve ser proporcional ao produto das dis-

tanciasd;(t) que o caracterizam logo,

n (t—to) Z Aj
V(t)oc [[di(t) < Vito)e =1, (2.5)

j=1

sendoV/(t,) o volume no instante iniciab.

Quando) ~ \; = 0, temosV/(t) = V(t) e o sistema é conservativo, quando \; <
j=1 j=1
0, temosV (t) < V(ty), ocorre a contragdo da hiperesfera no espacgo de fases emasist

é dissipativo. Vamos considerar um sistema tridimensjamadle podemos encontrar quatro

tipos de atratores. Para esses atratores temos trés eepdentyapunoy;, Az, A\3) com as
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seguintes possibilidades:

(7) ponto de equilibrio neste caso os sinais dos expoentes)sdd,, A3 < 0. Com efeito, as
trajetérias convergem para um Unico ponto, cessando cerali@slocamento;

(17) ciclo limite: tem-se\; = 0, A2, A3 < 0 correspondendo o expoente nulo a dire¢éo ao longo
da trajetoria,

(7i7) toros bidimensionaltem-se\;, A» = 0, A3 < 0 de modo que a trajetéria atratora situa-se
sobre uma superficie;

(iv) atrator cadtica tem-se\; > 0, A\, = 0, A3 < 0, um expoente deve ser positivo para
gue exista dependéncia sensivel nas condi¢des iniciaidomyo da trajetdria associa-se um

expoente nulo e o terceiro deve ser negativo e, em modul@rmae o primeiro, para que o

3
sistema seja dissipativo, istoE A=A+ A+ A3 < 0.
=1

2.6 Espaco de parametros

Quando usamos um diagrama de bifurcagao para analisatatjuainente um sistema,
podemos observar seu comportamento em funcdo de um Uni@m@ao. Porém nao pre-
cisamos nos limitar a analise de apenas um parametro, pedexpandir esse método para
dois parametros. Para tal basta incluir a caracteristisistiema a ser analisada em uma coluna
de cores, uma representacéo da terceira dimensao.

Podemos atribuir para a coluna de cores a periodicidadestéon®, possibilitando-nos
contar periodos usando um método seguro e simples. Outgoauanalise do maior expoente de
Lyapunov em fungéo dos parametros do sistema, observasiosasregioes de periodicidade
e de caos. Esse método ainda nos possibilita observar sedgdieipercaos e torus 3, 4, 5 ...,
analisando, em conjunto com o maior expoente de Lyapundostos demais expoentes.

O amplo leque de aplicacfes faz desse um dos métodos maidames para o estudo

gualitativo de sistemas dinamicos.

2.7 Hipercaos

Em 1979 O. E. Rdssler propds um modelo quadridimensional {34 variacao de seu

modelo tridimensional mais conhecido na literatura, sgetivb era possibilitar a propagacéo
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de instabilidade em duas dimensdes do atrator. A modificagdmosta foi a adicdo de uma

guarta variavel de estado de forma que seu modelo correspond

T o= —y-—Zz,
y = x+ay+w, (2.6)
i = b+z(x—c),

w = —0,52+0, 05w,

comz, y, z € w sendo as variaveis de estada e= 0,25, b = 3 ec = 0 como parametros
de controle. Neste trabalho Rdssler introduziu o termo bgies, nomeando assim a orbita
cadtica com dois ou mais expoentes de Lyapunov positivoddigdia da quarta dimenséo foi
necessaria, pois sabia-se que para sistemas dissipativ@sd ter, a0 menos, uma direcao do
espaco de fases para qual a dimensao do atrator se conuaia, direcdo em que a dimenséo
do atrator permaneca imutavel, sobrando livres, para epan tempo, duas direcdes, critério
necessario, porém nao suficiente, para ocorréncia de hgmer¥amos considerar um sistema
guadridimensional, onde podemos encontrar seis tipogaeds. Para esses atratores temos
quatro expoentes de Lyapunpvi, Ao, A3, A,) com as seguintes possibilidades:

(¢) ponto de equilibrio neste caso os sinais dos expoentes)séod., A3, A, < 0 [14]. Com
efeito, as trajetorias convergem para um unico ponto, ndssgualquer deslocamento;

(¢7) ciclo limite: tem-se\; = 0, Ay, A3, Ay < 0, correspondendo o expoente nulo & dire¢édo ao
longo da trajetoria;

(71) toros bidimensionaltem-se\;, A, = 0, A3, Ay < 0, de modo que a trajetéria atratora
situa-se sobre uma superficie;

(iv) toros tridimensional tem-se\;, Ay, A3 = 0, Ay < 0, de modo que a trajetéria atratora
situa-se sobre um volume;

(v) atrator caotica tem-se\; > 0, Ay = 0, A3, Ay < 00UX; >0, Ag, A3 =0, Ay < 0[15], um

expoente deve ser positivo para que exista dependénciwelamss condi¢des iniciais, e para
4

que o sistema seja dissipatiE A=A+ A+ A3+ A <O
j=1
(vi) atrator hipercadtico tem-se\; > 0, Ay > 0, A3 = 0, Ay < 0 [14], dois expoentes devem

ser positivo. Ao longo da trajetoria associa-se um expoeuite e 0 quarto expoente deve ser

negativo.
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Nas ultimas décadas, devido aos grandes avancos na cajgadelprocessamento com-
putacional, o interesse por sistemas de quatro ou mais dédmendenominados sistemas de alta
dimensionalidade, tém aumentado. Os sistemas hiperoagtiziem ser utilizados para descre-
ver diversas dinamicas, tanto na area da biologia, paraelesama dinamica simplificada de
uma rede neural de quatro neurénios [16], como na quimiGgescrever modelos de equi-
librio quimico [17]. Na engenharia descrevem dois cirautte Chua acoplados [18]. Na fisica
descrevem sistemas meteoroldgicos, como o sistema deZum@adificado pela adicdo de uma
quarta dimenséo [19].

Essa tendéncia pela investigacéo da dinamica de sistera#ta demensionalidade € previsivel,
pois se representamos a variagdo temporal de uma gransiezgpfdr uma equacédo diferencial
envolvendo uma variavel de estado e tal equacao represeatdimensado do espaco de fases,
entdo quanto mais dimens@es um modelo apresenta, maiegearfisicas sdo representadas e

mais completo € o modelo.



Capitulo 3

Modelo de Rossler

O. E. ROssler, em 1976, propds em seu artigo [3] um sistemadeéegs diferenciais de
primeira ordem e autbnomas que gerava um atrator cadtaimensional, muito semelhante
ao atrator "borboleta” proposto anteriormente por E.N.eloar [4]. Seu sistema chamou a
atencao por apresentar tal atrator, tendo apenas umane@oidiade. Inicialmente o modelo foi

apresentado com parametros fixos, como visto abaixo,

T = —Yy-—2z,
y = x+0,2y, (3.1)

z = 0,2+ z(x—5,7).

Rossler referia-se ao seu modelo como "um modelo de um mod&io'énha, ao menos no
principio de seu trabalho, o objetivo de modelar qualqueesia fisico real.

Ainda consta em sua publicacéo os atratores desse sistemayeproduzidos a seguir:
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Figura 3.1: Projecdes nos planos fa)e (b)yx do atrator de Rossler [3]. (c) Atrator tridimensional do
modelo de Rdssler.

Posteriormente o modelo de Rdssler ficou mais conhecido rfasua geral dada por,

T = —y-—2z,
y = r+ay, (3.2)

Z = b+z(z—o).

Sendaz, b e c 0s parametros de controle do sistema que devem assumiyalmigatoriamente

positivos.
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3.1 Resultados analiticos

Para obter os pontos de equilibrio do sistema (3.2) fazemos

T = —y—2z2=0,
y = x+ay=0, (3.3)

2 = b+z(x—c) =0.

Resolvendo o sistema (3.3), obtemos os poatos- (v, y., z.)eP_=(x_,y_, z_) onde
cF Ve —4ab

2 )
—c+ v —4ab

2a

cF Ve —4ab
;g = —
2a

r+ =

Y+ =

A matriz Jacobiana para o sistema (3.2) € dada por

or 0Oy 0z 0 -1 -1
AN 7 O
_3$ Jy 8,?_ “

%%% z 0 x—c

oxr Oy 0z

Consequentemente, a equacao caracteristica, encontzaddddet(J — \I) = 0, ondel é a

matriz identidade, € dada por
N4+ AN+ BA+C =0, (3.4)
onde

= c—a—ux,
= ar—ac+z+1,

C = —az—z+ec.

Algumas conclusdes a respeito da estabilidade dos ponteguilébrio podem ser tiradas dos

coeficientes do polinémio (3.4). Fazemos este estudo usara@ério de estabilidade de
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Routh-Hurwitz [20]. O critério de Routh-Hurwitz € um métodoegserve para determinar a
estabilidade de um sistema, apenas examinando os coefici@éamtequacao caracteristica do
sistema, calculada em cada um dos pontos de equilibrio semtveno calculo explicito das
raizes.

Seja a equacdao caracteristica
D(S) - an}‘n + an—l)\n_l +...+ al)\ + ap = 0 (35)

Para determinar se o sistema é estavel ou ndo, checamosddages:

1. Duas condi¢des necessarias, mas nao suficientes, pasatorhizes possuirem parte
real negativa sao:

(7) Todos os coeficientes do polinbmio devem ter o mesmo sinal;

(1) Todos os coeficientes do polindbmio devem ser diferentegite z

Se a condicao (1) for satisfeita, entdo calculamos a séodé-Hurwitz como segue

A" an a, —2 a,—4
ANt—-11a,—-1 a,—3 a,—5
A" — 2 by b b3
A —3 c1 Co C3
A" —4

Al

\0

onde osz; Sdo os coeficientes polinomiais e os coeficientes no restarébela séo calculados

de
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by

&

C2

7 Ap—2 —1

= 0 (anan—S'_'an—Qan—1%
ap—-1 Gp-3 n—1
Qp, Ap—1 —1

- 0 (ananAB _'anf4an71%
Ap—1 OGp—5 n—1
Qp, Ap—6 —1

= (ananq - an76an71)7
(p—1

Ap—1 Ap—3 —1
= b—(bzan—l - an—Sbl)v

by b 1

Ap—1 QAp—5 —1

= —(b3an—1 - an—Sbl)-

by b by

2. A condicao necessaria para todas as raizes possuiremgamegativa, € que todos

0s elementos da primeira coluna da série devem possuir oorgsal. O nimero de mudancas

de sinal é igual ao nimero de raizes com parte real positiva.

Para o pontd®, = (z, v, z,) a equacao (3.4) se transforma em

onde

a3 =

a9 =

a; =

ag =

as\® + as\? + ag )\ + ag = 0, (3.6)
L,
¢+ V2 — 4ab .
2 b
c(1 —a?) — v/ — 4dab(a® + 1) 1
2a ’
V2 — 4ab.

As trés raizes sdo expressdes complicadas envolvendoéaqians:, b € ¢ a partir das quais

conclusdes séao dificeis de se tirar. Preferimos aqui, deimsaalternativa, aplicar o méetodo de
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Routh-Hurwitz. Para a condicéo %) éer satisfeita,
c+ Ve —4dab
—— —a>0,
2
1 —a®) — /& —4dab(a® + 1
c(1—a?) c ab(a+)+1>0’
2a
V2 —4ab > 0,
gue resolvidas parafornecem
b < c—a (3.7)
e
A (c(a* —1)* —2a)? c?
— = b< —. 3.8
ta da@+1z "4 (3:8)

Para o caso presente, a condicdo 1. (a) sendo satisfeitadg@o 1. (b) € automaticamente

satisfeita. Uma vez satisfeita a condi¢do 1., calculamadeozis termos da série de Routh-

c+ V2 —4dab

Hurwitz,
2
c+ V2 —4ab c—a =
by = a f 1 —c+
3

b2 - O,

¢, = V& —4dab,

C2 = Oa

gue pode entdo ser construida, resultando

2
( c+/c?—4ab
a3lc—aq— ——WMWMWM—

2

c(1—a?) — /2 —4dab(a® + 1)

A3 1
1 2a
\2 HC% —a V2 — dab
Al by 0
AV 2 — 4ab 0.

+1

)
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Aplicando a condicao 2. do critério de Routh-Hurwitz, encamios uma nova condi¢ao para o
parametrd que, juntamente com as equacodes (3.7) e (3.8) dao as condie@stabilidade do

ponto P, , em termos de, b e ¢, dadas por

b < c—a
c? B (c(a* —1)% — 2a)? b - 1 (2a>—c+d*(c—1)(c—2a)\" ¢
4a da(a® +1)2 4a ad(c—1)—2 4a
Para o pontd®_ = (z_, y_, z_) a equacao (3.4) se transforma em
CL3)\3 + CLQ)\2 + (11/\ +ag = 0, (39)

onde

as = ].,
c— 2 —4ab
ay = — 5 a,
c(1—a?) + V2 —dab(a® + 1)
a = + ]-7
2a
ay = —Vc2—4ab.
Para a condicao 1i)(ser satisfeita,
— V2 —4dab
# —a>0,
c(1—a*) + v —4ab(a®* + 1) 10,
2a
—v 2 —4ab > 0,

gue resolvidas parafornecem

b > c—a (3.10)
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z (c(a® —1)? — 2a)? c?
— — b>—. 3.11
4a da(a® +1)2 "% Ja (3.11)

Como os parametras b e ¢ sdo positivos, a condicdo de estabilidade (3.11) € um ab-
surdo matematico, dessa forma a condigéo 1.(a) ndo € gatisfeomo resultado ndo teremos
todas as raizes do polindbmio caracteristico com parte eg@tiva. Determinamos assim que o
ponto P_ €&, obrigatoriamente, instavel. Assim, como necessarigr@nmenos um ponto de
equilibrio é instavel, temos um indicador de que o sistenuke @presentar 0 comportamento
cadtico. Devido a dificuldade de determinar analiticamerdemportamento do sistema, deve-

mos aplicar as técnicas de solu¢cao numérica.

3.2 Resultados numeéricos

O objetivo dessa sec¢éao € investigar alguns aspectos nasérgualitativos do modelo
de Roéssler enquanto variamos 0s parametros de contrblec. Para isso usamos 0s espagos
de parametros, mostrados na Fig. 3.2, tendo sido cada um alatilo por meio do célculo

do maior expoente de Lyapunov, em uma malha@le x 500 pontos. O sistema (3.2) foi

0,21 0,18

0,13
(a) 0,17

Figura 3.2: Espacos de parametros para o sistema (3.2)cgan=(10,0, (b)) b= 0,2 e (c) a = 0, 15.
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integrado utilizando um integrador Runge-Kutta de quartkemmr com um passo fixo igual a
1072, e considerandd x 10° passos para calcular cada um dos expoentes. Em cada um dos
espacos de parametros da Fig. 3.2, as cores estdo assa@ciadgsitude do maior expoente
de Lyapunov: branco para expoentes mais negativos, predoegpoentes nulos e vermelho
para expoentes mais positivos. Usaremos também diagraenaisudcacdo do sistema (3.2),
utilizando como condicéo iniciak(= 2,0, y = 3,5, z = 4, 0) e dividindo o eixo do parametro

b em10? intervalos iguais e plotandt) pontos para cada valor dos parametrosou c.

0,21 0,16
b
0
0,13 -0,02

0,17 0,19

Figura 3.3: Espaco de parametios b conforme a Fig. 3.2(a).

Na Fig 3.2(a) é mostrado o espaco de parametsos come = 10,0; 0,13 < b < 0,21
e0,17 < a < 0,19, observamos a ocorréncia de estruturas periddicas tipgoasumente
conhecidas como camardes, imersas em uma regido caotisdinitaremos a analisar as trés
maiores estruturas!, B e C' como observamos na Fig. 3.3.

O diagrama de bifurcacéo do sistema, representado na BigoBgerado considerando
c=10,0e0,1347 < b < 0,2043, que corresponde aos pontos da reta presente na Fig. 3.3.
Caminhando ao longo dessa reta no sentido do crescimeritoetheontramos a estruturé
gue inicialmente tem periodo sete, com atrator represemtzmonstrado na Fig. 3.5(a). Em
b =~ 0,140119 ocorre uma bifurcacdo e a regiao passa a ter periodo quaitéize- 0, 141093
e ruma ao caos via dobramento de periodo. Aumentando aindaomalor do parametro
b encontramos, em =~ 0, 174257, a estruturaB com periodo oito e atrator representativo

demonstrado na Fig. 3.5(b). B~ 0, 175672 ocorre uma bifurcacéo e, assim como dm
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcacao construido sobre a reta presehig. 13a3.

através do dobramento de periodo o sistema retorna ao cawenmando o valor do parametro
parab ~ 0,197749 encontramos a ultima estrutura periodica de intereSsesom periodo
nove e rota para o caos via dobramento de periodo como atuestrd e B, e com atrator

representativo demonstrado na Fig. 3.5(c).

60

15

2020

(a) (b)

60

15
-20

(©

Figura 3.5: Atratores periodicos para os pontos 4, a = 0,177660, b = 0,138639, (b) B, a =
0,180101,b=0,175188 e (¢c) C, a = 0,181686, b = 0, 198089 da Fig. 3.3.

Na Fig. 3.6 € mostrado o espaco de parametres: comb = 0,2, 0,1 < a < 0,2
e9,0 < ¢ < 11,0. Nela observamos a ocorréncia de estruturas periédicasgipnersas

em uma regido cadtica, representadas pelos pontos A, B, C, eallagrama de bifurcacao
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representado na Fig. 3.7, foi gerado consideraneo 0,2 e 0, 17605 < a < 0, 18889, que

corresponde aos pontos da reta presente na Fig. 3.6. Camiinhariongo dessa reta, no sen-

0,18

-0,02

Figura 3.6: Espaco de parametros a conforme a Fig. 3.2(b).

tido do crescimento de, vemos que aumentando o valor do parametnos deparamos com a
primeira estrutura periédicl, ema ~ 0, 177045. Essa estrutura tem periodo oito e se extende

atéa =~ 0, 177214 evoluindo para o caos através do dobramento de periodo.n@bses que

0

Figura 3.7: Diagrama de bifurcacéo construido sobre a reta presehig 13a6.

as posicoes das estruturas periddicas, no espaco de pasnuetscrevem uma espiral com
centro emu ~ 0, 18064. Como percebemos na Fig. 3.6, se aumentamos ainda mais awalor
parametra:, cruzando o centro da espiral, encontramoszemm 0, 183896 a estruturaD, com
periodo oito e que se estende @até 0, 184065 evoluindo para o caos atraves de bifurcacdes in-
versas. As estruturds, entre(, 186216 < a < 0, 186585, B, entre0, 187885 < a < 0, 187977

e A, entre(, 188626 < a < 0,188693, apresentam o0 mesmo comportamento e periodos sete,
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oito e nove, respectivamente. Os atratores referentesaaucaa dessas estruturas sado apresen-

tados na Fig. 3.8.

50

15
-15

* 3620
(a) (b)
50 60
z z
0 0
15 15
-I5 y 20 y
o 2620 X 3¢20
(c) (d)
60
z
0
15
-2 y
* 3620
(e)

Figura 3.8: Atratores periddicos para os pontes 4, a = 0,188669, ¢ = 9,03396, (b) B, a =
0,187732, ¢ = 9,14468, (¢) C, a = 0, 186070, ¢ = 9,37858, (d) D a = 0, 183706, ¢ = 9, 75354 € (¢)
E a=0,177081, ¢ = 10, 8395 da Fig. 3.6.
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Por fim, analisaremos o espaco de paraméiresc presente na Fig. 3.2(c) com= 0, 15,
5,0 < c<15,0e0,1 < b < 0,5. Encontramos regides caoticas e regides periodicas, porém

nenhuma estrutura tipica em especial. Conforme feito anteeinte, o diagrama de bifurcacdo

0,16

-0,02

Figura 3.9: Espaco de paramettos ¢ conforme a Fig. 3.2(c).

representado na Fig. 3.10, foi gerado consideranda), 15 e 0, 130431 < b < 0, 25, que cor-

responde aos pontos da reta presente na Fig. 3.9. Caminhataoltga dessa reta, no sentido

Figura 3.10: Diagrama de bifurcacé@o construido sobre a reta presehig.r8.9.

do crescimento dé encontramos os pontos emb ~ 0,161134, C emb ~ 0, 187807, D em
b~ 0,214978 e E emb ~ 0,242647, ambos apresentando atratores periédicos com periodos

cinco, quatro, trés e dois, respectivamenfeé emb ~ 0, 169693, apresentando atrator cadtico,

conforme a Fig. 3.11.
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60

20
-20

* 7525
(a)
40 25
Z Z
0 0
15 15
-15 -15
y y
* 3620 * 7515
(c) (d)
10
Zz
0
8
-8
y
* 7610
(e)

Figura 3.11: Atratores para os ponte§ A, ¢ = 12,4462, b = 0,161134, (b) B, ¢ = 11,7370,
b = 0,169693, (c) C, ¢ = 10,2226, b = 0,187807, (d) D ¢ = 7,92652, b = 0,214978 e (¢) E

¢ = 5,60703, b = 0, 242647 da Fig. 3.9.



Capitulo 4

Modelo de osciladores acoplados

O interesse em compreender o comportamento do modelo deeRésslado ao grande
nuamero de trabalhos publicados envolvendo sistemas déiménsionalidade, resultou na pro-
posta de um novo modelo [21] construido através do acoplarderdois osciladores de Rossler
caadticos idénticos.

O acoplamento é realizado adicionando um componente lageaquacdes que descre-

vem a variacao temporal da variavel de estads dois osciladores, dado por,

1 = —y1— 2z +e(l+0)(xe —x1)/2,

Y1 = T+ ay,

Z1 = b+ z(x; — ), (4.2)
To = —ys— 22+ €(l—0)(x; —x9)/2,

Yo = T+ ays,

Zé = b+ 22(1’2 — C),

sendoxy, y1, 21, T2, Y2 € 2o @S variaveis de estadoae b e ¢ 0s pardmetros. Foi necessario
a adicao dos parametros de acoplamen&, correspondentes a intensidade e simetria de

acoplamento, respectivamente.
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4.1 Resultados numeéricos

O objetivo nesta secao é investigar numericamente o imukctaodificacdo nos pa-
rametrose e ¢, sobre a dinamica do sistema (4.1) com parametros de centrok 0, 15,
b= 0,2ec = 10,0 a escolha dos valores para os parametros foi realizada oha fgue o
oscilador de Roéssler apresente comportamento cadtico. ifkarasamos 0s espacos de pa-
rametros, mostrados na Fig. 4.1, tendo sido cada um delefgidr meio do calculo dos
expoente de Lyapunov, em uma malhas®® x 500 pontos. O sistema (4.1) foi integrado
utilizando um integrador Runge-Kutta de quarta ordem com ass@fixo igual 402, e con-
siderandd x 10° passos para calcular cada um dos expoentes. Em cada um dgesdp
parametros da Fig. 4.1, as cores estdo associadas a magiotuthior expoente de Lyapunov,
branco para expoentes mais negativos, preto para expoerntsse vermelho para expoentes
mais positivos. Usaremos também diagramas de bifurcac&stimma (4.1), utilizando como
condicao inicial ¢; = 2,0, y; = 3,5, 21 = 4,0, 25 = 5,0, yo = 7,5, 25 = 6,0), dividindo o
eixo do parametro em)? intervalos iguais e plotands) pontos para cada valor do parametro

0. Observando os espacos de parametros na Fig. 4.1 percelsgites caoticas, com maior

0.3 0,16 0,3 0,15

-0,15

Figura 4.1: Espacos de pardmetfos e para o sistema (4.1) com = 1,5, b = 2,0 ec = 10,0,
relacionando a coluna de cores aQ (haior expoente de Lyapunow)(segundo maior expoente de
Lyapunov.

expoente de Lyapunov positivo, regides periddicas, cononeipoente de Lyapunov nulo, e
regides hipercaodticas, com dois maiores expoentes de hgapositivos. Representamos es-
sas regides, respectivamente, pelos podta8 e C, dispostos sobre a reta presente na Fig. 4.2
e seus atratores representativos sdo demonstrados na3-ig. 4

As magnitudes dos dois maiores expoentes de Lyapwa/)\,, e o tipo de dinamica

do sistema para esses pontos sdo mostrados na tabela a seguir
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0,16

Figura 4.2: Espaco de parametros conforme Fig. 4.1(a), mostrandowsdo B e C.

Ponto A Ao Dinamica do sistema
A 0,12615 0,00015 Cadtica
B | —0,00011 | —0,01497 Periddica
C 0,12694 | 0,11139 Hipercadtica.

Os pontosA e C' apresentam maior expoente de Lyapunov positivo, propiieedaracteristica
de sistemas cadticos. Porém a magnitude do segundo mamergepde Lyapunov diferencia
esses pontos, sendo gdepossui segundo maior expoente nulo e portanto, dinamidécaad
O pontoC possui tanto o maior quanto o segundo maior expoentes delhgapositivos, que
caracteriza um sistema hipercadtico, comportamento comtmdos 0s pontos da regido em

amarelo ou vermelho da Fig. 4.1(b). A Fig. 4.3 mostra os@teatdos pontos A e C.

35

zl

(b)

Figura 4.3: Atratores para os ponteg @, ¢ = 0,253227, § = —0,425110 e (b) C, ¢ = 0,022492,
f = —0,037700 da Fig. 4.2.

A regido que contém o pontB, representada em preto na Fig. 4.4, ttm comportamento per-
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0,08 0,14

Figura 4.4: Ampliacao do espaco de parametros da Fig. 4.2.

iodico, tal como o proprio pontB. A ocorréncia de regides periodicas no espaco de parametros
dos parametros de acoplament®d, para o sistema com parametros de contiplee ¢ fixos

de forma que o sistema tenha comportamento cadtico, caracbeefeito de supressao de caos
[21]. A Fig. 4.4 apresenta a ampliagdo de uma regiao do egpaparametros x 6 da Fig.

4.2, nela podemos observar uma pequena regido com estrgemasimetria em relacdo ao
parametrd, nas proximidades de= 0, 0. O espaco de parametros péra 0,0 ndo apresenta
gualquer regido perioddica, esse comportamento garanta sugressao de caos s6 pode existir
sef # 0,0, tal condicao garante que o acoplamento deve ser realizaflormia assimétrica

[21]. A Fig. 4.5 ilustra esse efeito mostrando os atrataesfu) para o oscilador do sistema

(a) (b)

Figura 4.5: Atratores para:) sistema de Rossler (3.2) comm= 0,15, b = 0,2 ec = 10,0 e ()
modelo de osciladores de Rossler acoplados (4.1)«ces0, 15, b = 0,2, ¢ = 10,0 ee = 0,065815,
6 = —0, 110608, conforme pontd3 na Fig. 4.4.

de Rossler (3.2) com = 0,15,b = 0,2 ec = 10,0, e em () para o sistema de dois os-

ciladores de Rdssler acoplados (4.1), também om0, 15,06 = 0,2 e c = 10,0 e parametros
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de acoplamente e ¢# de acordo com o pont®. Para analisar mais cuidadosamente a regiao
periddicaB, construimos o diagrama de bifurcacdo para o sistema (@inbando ao longo
da reta construida na Fig. 4.4, no sentido do crescimenth dem —0, 125 < 6 < —0, 009.

Vemos que inicialmente a regido periodica tem periodo wgsatrator aparece na Fig. 4.7(a).

-0,12

Figura 4.6: Diagrama de bifurcacdo construido sobre a reta presehig. dad.

Em6o ~ —0,1059 o sistema assume uma dinamica cadtica retornando ao regindalipo

emf ~ —0,09789. Aumentando o valor dé encontramos uma regido perioddica, agora com
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Figura 4.7: Atratores para os pontag (B, ¢ = 0,065815, 6 = —0,110608 e () ¢ = 0,061435,
6 = —0,102393 da Fig. 4.2.

periodo trinta e atrator representado na Fig. 4.7(b).

Para observarmos melhor a regido periddica, executamosonpiacao no espaco de
parametros na Fig 4.4, resultando no espaco de paramegdsgnad.8. Observamos a ocor-
réncia de estruturas periddicas tipicas imersas em umaoregidtica, porém com contornos
levemente modificados, representadas pelos pdites D e a regidar da Fig. 4.8, os pontos

A e F pertencem a estrutura periédica maior, visualizada amteeinte. Os diagramas de bifur-
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0,061 0,14

0,056
-0,16

Figura 4.8: Ampliacdo das estruturas periodicas tipicas da Fig 4.4, refaede os pontod, B, C, D,
F e aregiady.

cacao representados na Fig. 4.9, foram gerados-darm < 6§ < —0, 03, que corresponde aos
pontos das retas presentes na Fig 4.8. Caminhando ao long@maatre-0, 14 < 0§ < —0, 12,

no sentido do crescimento dg nos deparamos com duas estruturas periodiBas,C, a
primeira emf ~ —0,1234, com periodo dezoito e bifurcacdo eém~ —0, 1226, a regido
passa a ter periodo trinta e seis e ruma ao caos via dobradkemeriodo. Encontramos a
segunda estrutura eth~ —0, 1112, com periodo vinte e quatro e rota para o caos via dobra-

mento de periodo. Aumentando ainda mais o valor do parame&ingontramos a estrutura

0,16 ‘ ‘ ‘ 01 01 0,05

Figura 4.9: ¢) Diagrama de bifurcacéo construido sobre a primeira reta presente a8Fantre
—0,14 < 6 < —0,12, (b) diagrama de bifurcagdo construido sobre a segunda reta preseig na
4.8 entre-0,12 < 0§ < —0,03.

emf ~ —0,0973, com periodo trinta e bifurcacdo e~ —0, 0966 e posteriormente encon-
tramos a primeira das cinco estruturas da regiaoepresentada nos diagramas de bifurcacéo

da Fig. 4.10 e que apresentam periodos trinta e seis, qaa€lais, quarenta e oito, cinquenta
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e quatro e sessenta, ambas com rota para o caos via dobrategr@dodo.

48

) ) ) ) ) . ) ) ) | = LA i AR P A A B
-0,09 -0,08¢ -0,082 -0,078
e G

Figura 4.10: §) e () Ampliagbes do diagrama de bifurcacdo da Fig 4.9, correspondents asi@s
periddicas da regid® da Fig. 4.8.



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho fizemos a caracterizacdo dos estados destiemsas dinamicos a tempo
continuo. O primeiro tratou-se do sistema tridimensiomildo por Rdssler [3] e que se con-
sidera um modelo para 0 modelo de Lorenz [4]. O segundo saséen@sultado do acoplamento
linear entre dois sistemas caéticos de Rossler controladdgi® parametros, e 4, correspon-
dendo a intensidade e simetria do acoplamento.

Para o sistema de Réssler encontramos as expressoes as\akitia 0s pontos de equi-
librio e suas condicdes de estabilidade. Mostramos nuamente que quando um parametro
€ mantido fixo enquanto os outros dois sdo variados, o0 espapardmetros bidimensional
apresenta regides periodicas e estruturas periodicaadjpmersas na regiao caotica. Como
um resultado de nossa investigacdo numeérica, concluimda gue o sistema de Rdssler (3.1)
apresenta apenas um tipo de rota para o caos, via dobrangepésiddo.

Numericamente observamos as variagdes na dinamica ddasdoses de ROssler com
relacdo a modificacbes nos parametros de acoplamento.éatdavestudo do espaco de para-
metrose x 6, com cores representando a magnitude do maior expoenteagahgv, observamos
regides periddicas, caracterizando o efeito de supressé@aas. Usando o mesmo espaco de
parametros, e observando a magnitude do segundo maiorrggpmte Lyapunov, observamos
uma larga regido de hipercaos. Mostramos que 0 sistemaaacoplantém rotas para o caos

via dobramento de periodo como encontrado no sistema degRossl
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