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RESUMO

Embora linguagens intermediarias sejam pervasivas em compiladores, elas sdo mui-
tas vezes usadas em uma forma n&o-tipada, descartando assim importantes infor-
magcdes contidas na linguagem fonte do compilador, e impedindo que garantias sejam
preservadas em fases posteriores do processo de compilacédo. Esse trabalho pretende
apresentar um calculo de continuagdes contendo tipos dependentes, que deve ser ca-
paz de manter as propriedades légicas de um programa durante as fases de otimi-
zacao de um compilador, e uma discussdo sobre quais necessidades existem para
usa-lo como uma linguagem intermediaria.

Palavras-chaves: compiladores, linguagens de programacao, linguagens intermedia-
rias, tipos dependentes, tipos lineares






ABSTRACT

Although intermediate languages are pervasive in compilers, they are usually em-
ployed in an untyped setting, thus discarding important information present in the com-
piler's source language, and keeping a few guarantees from being preserved in later
compilation steps. The current work aims to present a calculus of continuations with
dependent types, which should be able to keep logical properties of a program through
the optimization steps of a compiler, along with a discussion about what would be the
needs to use it as an intermediate language.

Keywords: compilers, programming languages, intermediate languages, dependent
types, linear types
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“A PL designer used to be able to design some syntax and semantics
for their language, implement a compiler, and then call it a day. Today,
however, languages are supported by sophisticated environments that,
when designed together with languages, have the potential to signifi-
cantly improve the programmer’s overall experience.” (Sean McDirmid)

1 INTRODUGCAO

As areas de teoria de linguagens de programacéao e compiladores se desen-
volveram grandemente desde seu inicio na década de 60, e cada vez mais sistemas
complexos sao construidos para auxiliar e agilizar o desenvolvimento de software mo-
dernos. Os requisitos para um compilador moderno também se tornaram mais comple-
X0S, 0S quais necessitam ser além de simples caixas pretas capazes de gerar codigo
de forma arbitraria.

O processo de desenvolvimento de um compilador (AHO et al., 2006, onde é
melhor abordado) € um trabalho longo, e costuma ser dividido em diversas fases, como
andlise léxica, analise sintatica, analise semantica, otimiza¢des (e demais transforma-
cOes desejaveis), e emissao de codigo. De interesse particular para este trabalho é a
fase de otimizacdo, a qual faz uso de uma linguagem intermediaria, essencial para o
uso em escala de um compilador.

Ha muito tempo sabe-se que linguagens de programacao convencionais, tais
como sao usadas por programadores humanos, ndo sdo adequadas para otimizagdes
(FLANAGAN et al., 1993, por exemplo). Apesar de variarem grandemente quanto ao
seu paradigma e seu estilo de escrita, linguagens de programacao apresentam abs-
tracoes sobre detalhes Uteis ao compilador; tal caracteristica criou a necessidade de
linguagens intermediarias: linguagens de programagao projetadas para serem usadas
por maquinas (mais especificamente, por compiladores), com uma semantica ade-
quada para otimiza¢des automaticas de programas.

Para compiladores de linguagens imperativas, a escolha popular de linguagem
intermediaria € a forma de atribuicdo uUnica estatica (SSA), representada dentro de
um grafo de fluxo de controle (CFG) (CYTRON et al., 1991). Programas imperativos
sdo notoriamente dificeis de se otimizar, em particular devido a falta de transparéncia
referencial: ndo é possivel, arbitrariamente, trocar variaveis por suas defini¢des, visto
que elas podem ser alteradas conforme a execug¢ao do programa, e cujas definicoes
podem causar efeitos colaterais ao mesmo.

Programas em SSA transformam fungdes escritas na linguagem fonte! em
blocos béasicos, cada um contendo uma sequéncia de atribuigées, seguidas por um

' Linguagem de entrada do compilador, na qual foi escrita o programa que esta sendo compilado.
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desvio de fluxo, tendo suas variaveis atribuidas uma unica vez (fato responsavel pelo
nome SSA). Nota-se que, devido a sua formulacdo, CFG/SSA é considerado uma
linguagem de programacéo funcional (APPEL, 1998).

Compiladores de linguagens funcionais, entretanto, apresentam uma lingua-
gem intermediaria baseada no calculo lambda. Algumas linguagens intermediarias
existem, mas, dentre elas, é sempre presente o conceito de continuagdes (KENNEDY,
2007). O calculo lambda com CPS é uma escolha popular, tornando as continuacdes
explicitas dentro do cddigo, tendo sido alvo de varios estudos, tanto a favor (KEN-
NEDY, 2007) quanto contra (MAURER et al., 2017) seu uso (e a favor de alternativas
tidas como mais simples), e sendo fundamentalmente a base para compilagao de lin-
guagens funcionais (MORRISETT et al., 1999).

Continuagdes representam o resto de uma computacao, isto é, o que fazer
com o resultado de uma fung¢ao ao invés de retorna-lo. Essa informagao costuma ser
implicita nas linguagens de programacao convencionais, que fazem o uso de abstra-
¢bes como uma pilha de chamada?, mas é explicita em linguagens de baixo nivel;
continuagdes podem ser vistas, por exemplo, como o endere¢o de retorno em um
programa assembly, que é passado explicitamente como um parametro adicional a
funcdo chamada (KENNEDY, 2007).

Tradicionalmente, compiladores sdo desenvolvidos para linguagens de progra-
macao particulares, e, tal qual, técnicas de compilacao sao desenvolvidas especifica-
mente para paradigmas particulares, a fim de lidar com as abstragées necessarias
para a implementagdo. Como tal, pesquisas nas areas de otimizagdes costumam ser
segmentadas; entretanto, se torna cada vez mais comum a criagéo de software es-
crito com mais de uma linguagem de programacao, com implementacgdes e ambientes
distintos (AHMED, 2015).

Essa distincao, entretanto, ndo é uma necessidade: ambas as linguagens sao
equivalentes: € possivel uma tradugédo entre o calculo lambda em estilo de passa-
gem de continuacao e a SSA form, conforme apresentado em (KELSEY, 1995), onde
os autores argumentam: “desenvolvedores de compiladores podem usar uma unica
representacdo e obter vantagens de ambos trabalhos feitos para otimizagdes intra-
procedurais que foram desenvolvidos para SSA e trabalhos feitos para otimizacbes
interprocedurais usando CPS” (em uma traducéo livre). Embora essa relacédo tenha
sido aproveitada em alguns projetos (FLUET; WEEKS, 2001), a segregacao de técni-
cas de otimizacao ainda é comum.

Ambas as linguagens, SSA e CPS, entretanto, possuem uma similaridade
pouco desejada: ndo € incomum que sejam representadas em uma forma sem tipa-

2 Exceto nos dias antigos, quando FORTRAN ainda era escrito apenas em caixa alta.



23

gem nos compiladores convencionais (MORRISETT et al., 1999). Sistemas de tipos,
tais como usados em linguagens de programagao convencionais, representam propri-
edades do programa que, além de auxiliarem o programador e aumentarem a segu-
ranca do cédigo ao restringir algumas classes de erro, podem ser usados para guiar
otimizacdes e servir de evidéncia que tais otimizacées sdo validas (MORRISETT et
al., 1999), e ndo € desejavel que sejam descartadas rapidamente dentro de um com-
pilador.

Dentre informacgdes contidas em sistemas de tipos, cujos beneficios podem se
estender para linguagens intermediarias, estao, por exemplo, as informagdes contidas
em sistemas de tipos dependentes® e sistemas de tipos lineares. Nota-se também que
o desejo de se garantir propriedades dentro de linguagens intermediarias ndo € uma
novidade; trabalhos recentes como (ZHAO et al., 2012) comecam a apresentar forma-
lizacdes para linguagens intermediarias, com o principal objetivo de se garantir que
otimizac¢des introduzidas por um compilador, provadamente, ndo alterem o significado
do codigo conforme foi escrito pelo programador.

Sistemas de tipos dependentes, presentes em linguagens como Idris e Agda,
sdo notaveis por serem capazes de representar e garantir propriedades semanticas
de um programa em seu sistema de tipos; por exemplo, € possivel criar uma funcao
de ordenacgao que, além de retornar uma lista ordenada, retorna uma prova de que a
ordenacao esta correta, onde o compilador efetivamente também possui o papel de
assistente de provas. Tipos dependentes foram usados, por exemplo, para a escrita
do CompCert (LERQY, 2009), um compilador de C provadamente correto. Ao se apa-
gar informacgdes sobre tipos dependentes na linguagem intermediaria, qualquer prova
de comportamento é juntamente apagada e ndo ha garantia de que as mesmas sao
preservadas através das transformagdes na linguagem intermediéria.

Sistemas de tipos lineares, presentes em linguagens como Clean, funcionam
como um calculo de recursos para o programa. Eles permitem limitar o uso de varia-
veis, especificamente, garantir que uma variavel seja usada uma unica vez e podem
ser usados, por exemplo, para impedir que se tente ler um arquivo ja fechado. Ao se
apagar informacoes sobre tipos lineares na linguagem intermediaria, qualquer garantia
de utilizagdo de recursos € juntamente apagada: manipulagdes dentro do compilador
através da linguagem intermediaria podem, possivelmente por acidente, adicionar ou
eliminar usos de uma variavel linear.

Em particular, a perda de tipos é probleméatica na fase de linking de progra-
mas com unidades de compilacao distintas: nesse ponto, com o cédigo transformado

3 Embora alguns sistemas com tipos dependentes facam uma distingdo entre informagdes computaci-
onalmente irrelevantes, que sao propositadamente apagadas durante a compilagao, e informagées
computacionalmente relevantes.
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em uma linguagem intermediaria, as caracteristicas desejadas de outras partes do
cédigo (contidas no sistema de tipos original) sédo perdidas. Conforme (BOWMAN et
al., 2018), investigar a compilacdo de linguagens com tipos dependentes é importante
pois pode ser usada para garantir que as entradas para uma fungcdo sejam apenas
véalidas caso formem um contexto valido na linguagem fonte; esse trabalho motiva que
0 mesmo argumento é valido para tipos lineares.

O objetivo desse trabalho € apresentar os primeiros passos para a criacao
de uma linguagem intermediaria capaz de representar programas fonte imperativos
e funcionais, utilizando-se da equivaléncia entre SSA e CPS, e que preserve infor-
macoes sobre seus tipos, permitindo que se garanta propriedades mais complexas de
programas fonte ainda na etapa intermediaria de otimizagéo do compilador. A principal
motivagao de tal linguagem € a capacidade de reaproveitar otimizagdes projetadas por
ambas escolas de pesquisa em relacdo a compiladores, e que o faca de uma forma
segura quanto as propriedades dos programas fonte.

As contribuic6es desse trabalho sao listadas a seguir:

e Um célculo de continuacdes adequado para o uso como uma linguagem interme-
diaria, apresentando tipos dependentes e, de forma limitada, tipos lineares. De
certa forma, o objetivo do calculo € responder a pergunta: “como se pareceria
uma légica em estilo de passagem de continuagdes?”.

e Uma implementagédo de um algoritmo de checagem de tipos para o célculo de
continuacgdes apresentado, a fim de explorar empiricamente a proposta.

e Uma discussao sobre as necessidades e futuros passos para a formalizacéo de
uma linguagem intermediaria capaz de representar programas reais, tanto de
linguagens fonte imperativas quanto funcionais.

Os seguintes capitulos estdo organizados a seguir. O Capitulo 2 apresenta as
fundamentacdes tedricas necessarias para esse trabalho. O Capitulo 3 apresenta o
desenvolvimento de uma linguagem intermediaria atendendo aos pontos iniciais desse
trabalho, explorando um protétipo de implementagéo na Secao 3.2. O Capitulo 4 apre-
senta uma discussao sobre a linguagem proposta. Finalmente, o Capitulo 5 conclui.
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“Trying to outsmart a compiler defeats much of the purpose of using
one.” (Brian Kernighan)

2 FUNDAMENTACAO

Este capitulo apresentard as devidas fundamentagdes tedricas necessarias
para o desenvolvimento desse trabalho. Dentre elas estdo presentes a classificacao
de linguagens de programacao, no¢oes basicas sobre sistemas de tipos e teoria de
tipos, em especial tipos dependentes e tipos lineares, e linguagens intermediarias.

2.1 LINGUAGENS DE PROGRAMACAO

Para os fins desse trabalho, é necessario classificar linguagens de progra-
macao em determinados grupos. Das principais formas de classificar linguagens de
programagao encontradas na literatura, iremos usar principalmente classificagées por
seu nivel de abstracédo e seu paradigma. Também é possivel classifica-las como lin-
guagens de programacéao de sistemas, e de acordo com seu sistema de tipos (con-
forme sera abordado na Secéo 2.1.4).

2.1.1 Nivel de Abstracao

Linguagens podem ser divididas conforme seu nivel de abstracao em relacao
a maquina que ira executa-la. Dizemos que linguagens de baixo nivel possuem pouca
ou nenhuma abstracdo, enquanto linguagens de alto nivel possuem um nivel grande
de abstracgao.

Os exemplos candnicos de linguagens de baixo nivel sdo as linguagens de
montagem (do inglés, assembly language). Tais linguagens ndo possuem abstracoes
(salvo macros) em relagdo a uma arquitetura de hardware para a qual foi projetada,
contendo apenas uma lista de instru¢cdes (opcodes) tais quais o0 processador pode
executar, dando acesso aos seus recursos fisicos. Além de variarem pela arquitetura,
linguagens de montagem variam pela sintaxe especifica do montador (do inglés, as-
sembler) usado. Como tal, linguagens de montagem especificas podem ser descritas
como uma 2-tupla no formato (arch, assm), onde arch é a arquitetura e assm é o mon-
tador. Por exemplo, (x86, GAS) é a linguagem de montagem para processadores Intel
x86, com a sintaxe do montador GAS (GNU Assembler). A consequéncia direta da sua
relacdo a arquiteturas de hardware € que linguagens de montagem sao inerentemente
nao-portaveis.

Em contrapartida, linguagens de alto nivel englobam um numero muito grande
de possiveis abstragées que devem ser traduzidas para uma linguagem de baixo ni-
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vel por um compilador*. Tais abstragbes podem ser simples como controles de fluxo
estruturados (condicionais, loops, excecdes), e podem ser complexas como gerencia-
mento automatico de memdria, controle de paralelismo, e até mesmo operagdes em
um banco de dados.

Embora popularmente a linguagem C seja considerada de “baixo nivel’, nao
a consideraremos como tal nesse trabalho. Apesar de possuir caracteristicas normal-
mente associadas a linguagens de baixo nivel, como a aritmética de ponteiros e saltos
incondicionais (o infame goto), isso é apenas valido para hardwares especificos. O pa-
drao ISO C foi projetado para uma maquina abstrata (CHEN, 2013), ndo para uma real,
fato que leva programadores a fazerem suposi¢coes erradas em relagao ao padrao da
linguagem, escrevendo codigo nao-conformante e inseguro (FEATHER, 2004). O de-
sejo por parte de desenvolvedores de hardware e de compiladores de se manter tais
suposicoes (i.e., permitir que programadores C acreditem que estao lidando com algo
“préximo ao metal”) € atribuido como causa de problemas de seguranca recentemente
descobertos, como o Spectre e o Meltdown (CHISNALL, 2018).

Tal como abordado em (ERTL, 2015), usaremos doravante o nome C* para
nos referirmos a linguagem dos programas em C conformantes (termo retirado do
padrao da linguagem, conforming program), que faz uso de recursos especificos de
algum compilador, e usaremos o nome “C” para nos referirmos a linguagem dos pro-
gramas em C estritamente conformantes (conforme o padrao, strictly conforming pro-
gram), que utiliza apenas os recursos descritos e garantidos pelo padréo da lingua-
gem, o que maximiza a portabilidade (mas n&o oferece algumas garantias que progra-
madores C normalmente esperam).

2.1.2 Paradigmas

Discutivelmente, a classificacdo mais comum para linguagens de programa-
cao é por seu paradigma; paradigmas definem caracteristicas seméanticas da lingua-
gem, e, por consequéncia, afetam diretamente a forma idiomatica de se programar:
duas linguagens com o mesmo paradigma costumam ter estilos similares de uso. Os
principais paradigmas seréo discutidos nessa sub-sessao; para informagdes mais de-
talhadas, recomenda-se a leitura de (RQY, 2012).

Nota-se que linguagens costumam apresentar mais de um paradigma; para
esse trabalho, quando uma linguagem for classificada como pertencendo a um pa-
radigma, isso significara que a linguagem foi projetada para acomodar um estilo de
programacgdo que conforme com o paradigma, sem a necessidade interferéncia de
outros paradigmas, similar a definicdo dada em (RQOY, 2012).

4 Qu, entao, ser interpretadas.
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A principal divisdo de paradigma considerada é pelo controle de estado ofere-
cido pela linguagem; linguagens imperativas, com um controle explicito de estado, e
linguagens declarativas, implicitamente através de notacdes equacionais; o paradigma
declarativo pode ser sub-dividido em funcional, l6gico e de dataflow.

Linguagens imperativas, como C*, “C” e Fortran, sao caracterizadas pelo con-
trole de estado, onde variaveis podem (e de fato costumam) ser mutaveis, e funcdes
podem ter efeitos colaterais (como alterar meméria global, arquivos, etc) de maneira
irrestrita, através de uma sequéncia de instrugdes. Linguagens de montagem, por seu
controle sequencial sobre os recursos de hardware, sao linguagens imperativas®.

Linguagens declarativas, por sua vez, apresentam dados de forma equacio-
nal, com a intencdo de serem referencialmente transparentes: o uso de um objeto
pode ser trocado livremente por sua definicao, similar a definicbes matematicas. Para
que tal seja possivel, fungdes ndo devem apresentar efeitos colaterais, sendo entéo
chamadas de fungdes puras (onde multiplas chamadas da mesma fung¢do, com os
mesmos argumentos, sempre retornam o mesmo resultado).

Linguagens funcionais tratam funcées como objetos de primeira classe (fun-
cOes podem receber como argumento, ou retornar, outras fungdes), fazendo grande
uso de composicao de fungdes e de closures (fungdes que capturam variaveis de ou-
tros escopos). Varias linguagens como Common Lisp e Standard ML s&o classificadas
como funcionais pelo seu estilo idiomatico de programacao, embora também possuam
variaveis mutaveis e permitam um estilo imperativo, que costuma (por convencao) ser
isolado em pedacos de codigo e usados para otimizagdes. Dizemos que uma lingua-
gem é puramente funcional quando a mesma nao permite a escrita de codigo im-
perativo, como por exemplo Haskell, onde a¢gdes que envolvem o sistema (arquivos,
rede, etc) e sdo inerentemente mutaveis sao representadas através de técnicas como
monadas, efeitos algébricos, ou tipos lineares (0s quais serao vistos na Segao 2.5).

Um subconjunto das linguagens funcionais, chamadas de linguagens funci-
onais totais, motivadas em (TURNER, 2004), sdo linguagens puramente funcionais
que, em tempo de compilacdo, garantem que todas as fungdes aceitas sao totais, isto
é, todas as fungbes provadamente terminam®. Tais linguagens s&o particularmente
interessantes para a construcdo de assistentes de provas e linguagens de contratos
inteligentes para criptomoedas (O’CONNOR, 2017). Funcdes que nao sao provada-
mente totais e as linguagens que as suportam sdo chamadas de parciais. O espaco
de design para linguagens imperativas totais foi pouco explorado, porém & possivel

5 Embora algumas arquiteturas de hardware como DEC Alpha possuam modelos de memoria fracos,
e precisem de tratamento especial para garantir ordem.

6 Em linguagens funcionais totais, todos os algoritmos aceitos terminam, porém nem todos os algorit-
mos que terminam sao aceitos (afinal, o problema da parada é indecidivel).



28

através de semantica de jogos (CHURCHILL; LAIRD; MCCUSKER, 2011).

Linguagens légicas, como Prolog, sdo baseadas em alguns tipos de l6gica
matematica (como logica de primeira ordem) e apresentam o programa na forma de
clausulas e relagdes entre variaveis que devem, entdo, ser solucionadas atraves de
um algoritmo de backtracking ou solucionador similar. Linguagens de dataflow, como
Lucid, apresentam variaveis como um fluxo de valores através do tempo e suas depen-
déncias; valores sdo automaticamente recalculados caso uma de suas dependéncias
mude (e, por isso, podem limitar ou entdo apresentar problemas em defini¢des ciclicas,
geralmente chamados de glitches).

Ortogonal aos paradigmas acima esta o paradigma orientado a objetos. Di-
zemos que uma linguagem é orientada a objetos quando suas principais entidades
primitivas sdo objetos, variaveis capazes de armazenar atributos (estado) e uma lista
de operagdes, apresentando alguma forma de polimorfismo (geralmente por subtipa-
gem). Embora geralmente associado a linguagens imperativas, existem linguagens
orientadas a objetos declarativas como OCaml e Scala. Dizemos que uma linguagem
€ puramente orientada a objetos quando suas Unicas entidades primitivas sao objetos
(isto €, “tudo € um objeto”), como por exemplo em SmallTalk e Self.

Algumas linguagens, como C*, D, Fortran, PL/I e Rust, séo classificadas como
linguagens de programagéo de sistemas por serem projetadas com o intuito de se
poder controlar diretamente o hardware, permitindo a escrita de sistemas operacionais
e drivers em linguagens de alto nivel (tarefa classifcamente reservada para linguagens
de baixo nivel). Para tal, oferecem recursos como o acesso a posi¢des arbitrarias
de memoria’ e permitem a escrita de cddigo de montagem diretamente dentro delas
(do inglés, inline assembly). Como consequéncia, caso tais recursos sejam usados, 0
programa deixa de ser portavel pois depende de informagdes da implementagéo.

2.1.3 Linguagens Intermediarias

A maioria das linguagens de programag¢do ndao possui uma semantica ade-
quada para a otimizacdo de programas, o que dificulta uma traducao direta de uma
linguagem de alto nivel para uma linguagem de baixo nivel de forma eficiente. As cha-
madas linguagens intermediarias sdo usadas internamente por compiladores para a
otimizacao do cddigo, antes da conversao para uma linguagem de montagem. Isto &,
cédigo fonte escrito pelo programador é traduzido para uma sequéncia de linguagens
intermediarias, otimizagdes sédo aplicadas, e s6 entdo o programa é traduzido para a
linguagem final.

7 Nota-se que “C” ndo possui tal caracteristica; o padrdo da linguagem C n&o garante ou exige que 0s

ponteiros da linguagem sejam enderecgos reais para a memdria, e a conversdo de numeros literais
para ponteiros é dependente da implementacgéao.
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Duas linguagens intermediarias comuns, o calculo lambda em estilo de pas-
sagem de continuagao e a static single assignment form serdo abordadas na Secéo
2.6. Essas duas linguagens séo, respectivamente, usadas com frequéncia em compi-
ladores para linguagens funcionais e imperativas.

2.1.4 Sistemas de Tipos

Sistemas de tipos sdo um conjunto de regras que designam “tipos” para en-
tidades computacionais (como variaveis, expressoes e funcdes), limitando os valores
que elas podem representar em uma linguagem de programagéo (PIERCE, 2002).
O propésito principal de sistemas de tipos € reduzir as chances de comportamentos
errados (e a introducao de bugs) em um programa, limitando operacdes a seus res-
pectivos tipos (CARDELLI, 1996). O estudo formal de sistemas de tipos é chamado de
teoria de tipos, que sera abordado na Secao 2.2.

Todas as linguagens definem tipos para suas entidades computacionais; ha
linguagens de programacao que ndo apresentam um sistema de tipos aparente e,
convencionalmente, costumam ser chamadas de linguagens nao-tipadas (do inglés,
untyped). Uma interpretacdo alternativa valida € de que todas as entidades, na ver-
dade, possuem um mesmo e unico tipo, tornando a linguagem unitipada (do inglés,
unityped) (CARDELLI, 1996). Exemplos de linguagens unitipadas sao as linguagens
de montagem convencionais e Forth, onde o Unico tipo é a palavra binéria do proces-
sador (que pode ser interpretada como inteiro, ponto flutuante, etc).

Embora ndo haja consenso sobre a nomenclatura na literatura (CARDELLI,
1996), ha linguagens, chamadas informalmente de dinamicamente tipadas, que, simi-
lar as linguagens unitipadas, ndo fazem uma verificagcao estatica (em tempo de com-
pilagédo) sobre o sistema de tipos; entretanto, durante o tempo de execugéao, areas de
memoria possuem um tipo designado, e verificagdes de tipagem séao feitas (como, por
exemplo, em Scheme e Ruby). Essa verificagdo em tempo de execucdo também é
chamada de checagem dinamica (ao invés de tipagem dinamica) a fim de evitar a am-
biguidade (CARDELLI, 1996), e linguagens que apresentam ambas checagens estati-
cas e dindmicas usam uma informacgao dinamica de tipos derivada da estatica, como
por exemplo em Java (com a keyword instanceof) e C++ (com a keyword typeid).

O termo fortemente tipado (do inglés, strongly typed), também bastante ambi-
guo na literatura, € aplicado a sistemas de tipos onde cada area de meméria possui um
tipo distinto, e cada processo da linguagem tem seus requerimentos baseados nesses
tipos. Em outras palavras, cada objeto na memoria, sendo ele designado estatica-
mente ou dinamicamente, possui um tipo especifico. O termo reciproco, fracamente
tipado (do inglés, weakly typed), é usado informalmente para se referir a linguagens
onde um objeto na meméria possa ser interpretado como mais de um tipo, como por
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exemplo em C*, através da tatica de type punning® (o que pode causar erros no pro-
grama, e € grandemente limitada em “C”, onde objetos na memoria sao fortemente
tipados, e seu uso indevido resulta em undefined behavior).

Conforme (CARDELLI, 1996), erros em um programa podem ser divididos em
erros capturados (do inglés, trapped error), e em erros nao-capturados (do inglés, un-
trapped error). O primeiro se refere a erros que podem ser detectados imediatamente,
como uma divisao por zero ou uma excecao, e o segundo se refere a falhas que podem
passar despercebidas por uma quantidade arbitraria de tempo, como 0 acesso a posi-
cOes invalidas de memoria. Sistemas de tipos (incluindo dindmicos) podem definir um
conjunto de erros proibidos, que costumam englobar todos os erros nao-capturados.
Quando um sistema de tipos rejeita qualquer erro ndo-capturado em todos os progra-
mas possiveis (de forma estéatica ou dindmica), chamamos sua linguagem de segura®.

Linguagens podem oferecer sistemas de tipos simples, como C* e “C”, onde
objetos sdo apenas classificados dentre inteiros, pontos flutuantes, pontos fixos, etc,
ou sistemas de tipos que oferecem garantias de seguranca, como Rust, cujo sistema
de tipos é seguro e garante que, caso um programa compile sem erros, jamais have-
rao condicdes de corrida em tempo de execucdo. Sistemas de tipos mais complexos
podem ainda oferecer garantias comportamentais: caso um programa compile, pode
ser provado que ndo haverao falhas na execuc¢ao do programa; a Secao 2.3 abordara
a relacao entre sistemas de tipos e sistemas de ldgica.

Uma caracteristica importante de sistemas de tipos (estaticos) é a necessi-
dade de serem decidiveis: é necessario que exista um algoritmo, chamado de algo-
ritmo de checagem de tipo (do inglés, typechecking algorithm), capaz de verificar todos
0S programas possiveis para a linguagem e aceita-los ou rejeita-los de acordo com as
regras do sistema de tipos. Um programa rejeitado serd um programa onde néo foi
possivel provar as propriedades garantidas pelo sistema de tipos.

2.2 TEORIA DE TIPOS

A teoria de tipos foi inicialmente proposta por Bertrand Russell em 1908 como
um método para a fundamentacdo da matematica. Russell havia percebido que tenta-
tivas de formalizagdo do que hoje chamamos de teoria ingénua de conjuntos apresen-
tavam contradi¢cdes; o entdo chamado paradoxo de Russell pode ser expressado na

8  Também chamada de coercion, os bits de um objeto de um tipo s&o interpretados como sendo de
outro tipo arbitrério. Nota-se que o mesmo é diferente de uma conversao, onde um novo objeto é
criado.

9 Por questdes de otimizagao e para a programacao de sistemas, linguagens seguras costumam ofe-
recer métodos para a execugao de cddigo inseguro, como a fungdo unsafeCoerce em Haskell, a
keyword unsafe em C# e Rust, e a infame classe sun.misc.Unsafe em Java.



N —

31

seguinte forma:
Considere R={z |z ¢ z}, entaio RE R R¢ R

Em outras palavras, “considere R o conjunto de todos os conjuntos que nao contém
a si mesmos, entdo caso R contenha a si mesmo implicara que R nao contém a si
mesmo (e vice-versa)”, o que € logicamente contraditério, e, portanto, inconsistente.
Dizemos que um sistema légico € consistente quando 0 mesmo nao apresenta con-
tradicoes (isto é, ndo podemos derivar ambos um teorema « e sua negacao —a); 0
principio da explosao diz que, em um sistema com contradi¢des, tudo pode ser pro-
vado.

O paradoxo pode também ser descrito em termos do chamado paradoxo do
barbeiro: ha uma cidade com apenas um barbeiro, e este barbeiro faz a barba daque-
les (e apenas daqueles) que nao fazem a propria barba. A pergunta a ser feita: quem
barbeia o barbeiro? O barbeiro ndo pode fazer a propria barba pois apenas pode bar-
bear aqueles que nao fazem a prépria barba; segue que, como o barbeiro nao faz a
propria barba, ele se enquadra no grupo de homens que devem ser barbeadas pelo
barbeiro, e portanto ele deve fazer a prépria barba. Ha uma clara contradicao. Tal pro-
blema pode, por exemplo, ser descrito na linguagem de programagéao légica Prolog,
conforme a Figura 1.

Figura 1 — Paradoxo do barbeiro em Prolog

shaves (barber, X) :- person(X), not shaves (X, X).
person (barber).

Fonte: o autor

Nota-se que, caso esse codigo seja executado, resultara em um Joop infinito,
incapaz de fornecer uma resposta.

O principal uso atual da teoria de tipos, embora possua aplicabilidade em
areas préprias da matematica (Univalent Foundatiosn Program, 2013), é a formali-
zagao de sistemas de tipos para linguagens de programacao dentro da ciéncia da
computacédo. As aplicabilidades séao diversas; dentre elas, a inferéncia automatica de
tipos (estaticos, porém sem a necessidade de anotagdes feitas pelo programador), a
prevencao de falhas, e a prova de propriedades arbitrarias sobre programas. Em al-
gumas linguagens funcionais totais, como Agda e Gallina'®, cujos sistemas de tipos
representam um sistema logico, a distingdo entre as duas areas é bem menos evi-

0" |inguagem usada pelo assistente de provas Coq.
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dente, e programas sao usados efetivamente como provas de teoremas descritos pelo
proprio sistema de tipos (conforme sera abordado na Secéao 2.2.4).

No contexto da teoria de tipos, as formalizagcdes de sistemas de tipos costu-
mam ser apresentadas em um sistema de reescrita de termos (a chamada semantica
operacional), como o célculo pi, o calculo sigma, e, especialmente, o calculo lambda.
Sistemas de reescrita de termos sao sistemas formais onde os objetos trabalhados, os
termos, sao descritos indutivamente a partir de uma sintaxe, podendo conter subter-
mos; o sistema, entao, fornece regras de reescrita, fornecendo transformagdes vélidas
de termos para termos dentro do sistema (chamadas de reducdes).

2.2.1 O Célculo Lambda

O célculo lambda, apresentado por Alonzo Chuch em 1936, € um sistema for-
mal usado para representar computacoes através de abstracoes e aplicagdes, usando
o conceito de reducdes (PIERCE, 2002), relagbes entre termos na linguagem. Ape-
sar de sua simplicidade, ele é capaz de representar qualquer computacao, tornando-o
equivalente a uma maquina de Turing.

Como um sistema de reescrita de termos, o calculo lambda pode ser descrito
a partir da seguinte sintaxe:

ex=ux|Arel|ee

Na descri¢cdo acima, € uma meta-variavel'' que representa possiveis varia-
veis (identificadores) dentro do sistema. A prépria notacao da sintaxe define a meta-
variavel e classe sintatica e representa possiveis termos dentro do sistema, que induti-
vamente possuem apenas uma de trés possiveis formas: uma variavel, uma abstragdo
(também chamada de funcao lambda), ou uma aplicacao, respectivamente. Quanto a
notagao, aplicacbes possuem a maior precedéncia, e associam para a esquerda. Isto
€, 0termo a b ¢ é equivalente a ((a b) ¢) e o0 termo A\z.y =z € equivalence a (\z.(y 2));
parénteses podem ser adicionados para controlar precedéncia, por exemplo para os
termos a (b ¢) € (Az.y) z, onde 0s paranteses sdo necessarios.

As abstracdes sao definidas por um identificador, que efetivamente representa
0 parametro para a funcao, e por seu retorno (um termo arbitrario); isso é similar as
funcbes encontradas em linguagens de programag¢do modernas, embora as restrin-
gindo a um unico argumento. Para se obter fungcbes com dois ou mais parametros,
uma abstracdo deve retornar uma nova abstracao. Por exemplo, o termo A\a.A\b.a b é
uma funcao lambda que recebe um parametro, a, e retorna uma fungdo lambda com

" Uma varidvel que representa demais possiveis varidveis em uma linguagem, dentro de uma classe
sintatica.
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um parametro b. A transformacao de fungdes de multiplos argumentos para uma série
de fungbes de um unico argumento € chamada de currying.

Variaveis que existem em um termo sdo chamadas de variaveis livres quando
nao estdo ligadas a um parametro introduzido por uma fungéo lambda que contém
tal termo como parte de seu corpo, similar ao conceito de escopo em linguagens de
programagao modernas. Por exemplo, o termo lambda « b possui duas variaveis livres,
a € b, que nao estdo ligadas a uma abstracao. Entretanto, o termo \a.b a liga a variavel
a dentro do seu corpo; avaliando o termo como um todo, apenas a variavel b esta livre.
Nota-se que funcdes apenas podem ligar variaveis dentro de seu corpo, portanto o
termo (\a.b) a possui duas variaveis livres (visto que o subtermo a ndo esté contido na
abstracao que liga tal variavel). Um termo que nao possui variaveis livres € chamado
de fechado, como por exemplo Aa.\b.a b.

A semantica do calculo lambda, ou, em outros termos, a forma de se inter-
pretar programas escritos nele, é dada por trés tipos de reducao: «, S e n. Reducdes
podem ser representadas pelo simbolo —, significando que um termo pode ser redu-
zido por qualquer uma das trés redugdes a outro termo. Tal simbolo também pode ser
anotado com a(s) reducao(des) especifica(s) caso desejado, por exemplo —, repre-
sentando apenas redugbes a ou — 3, representando reducdes /3 ou 7. A notagdo —*
€ a relacdo de reducao fechada sobre reflexividade e transitividade, que representa a
reducdo de um termo a outro em zero ou mais passos; isto é, —* € uma funcgéo tal
que 1) se e; — ey, €ntA0 ¢, —* ey, 2) para todo termo e, ¢ —* e (a funcao é reflexiva), e
3) caso e; —* e; € 5 —* e3, entdo e; —* e3 (a funcao é transitiva). Termos que podem
ser reduzido sdo chamados de redexes (do inglés, reducible expression).

A reducao « é usada para renomear variaveis ligadas dentro de uma abstra-
céo (que sao a-redexes). Por exemplo, \a.a © —, Ab.b x: 0 pardmetro a foi renome-
ado para b, e todas as ocorréncias de a dentro do corpo da abstracdo sdo renomea-
das de acordo. Nota-se que varidveis livres ndo sao renomeadas, como por exemplo
a \a.a —, a Ar.r, PoisS 0 primeiro a € livre, enquanto o segundo é ligado.

Existem casos onde o0 mesmo parametro pode ser usada de forma aninhada,
situacao onde as variaveis livres de um subtermo sao ligadas a abstragcdo mais pré-
xima. Por exemplo, no termo \a.()\a.a) (parénteses adicionados para claridade), a va-
riavel a é ligada ao subtermo entre parénteses, que nao possui variaveis livres. Como
consequéncia, Aa.(Aa.a) —, Aa.(A\b.b) € Aa.(Aa.a) —, Ab.(Aa.a).

Tal situacao, onde o mesmo parametro é usado de forma aninhada, pode cau-
sar confusdo ao leitor, e dificultar a implementacao em software. Uma solucao propée
trocar o uso de identificadores ligados como variaveis por indices numéricos, chama-
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dos de indices de de Bruijn'?, que representam a proximidade da variavel a abstracéo
que a liga. Por exemplo, o termo Az.(A\y.y (Az.z)) (Azx.z z) é anotado com indices de
de Brujin como A(A1 (A1)) (A2 1), conforme ilustrado abaixo:

PN
AATA ) (A 21)

Esse tipo de notagéo elimina a necessidade de redugdes a, visto que variaveis
ligadas ndo sdo mais representadas por identificadores (PIERCE, 2002).

A reducgédo € usada para a aplicacao de fungdes; aplicagdes cujo subtermo a
esquerda € uma abstragéo sao s-redexes. Um termo (Az.e;) es € S-reduzido para um
termo e; com todas variaveis z livres a abstracao substituido por e, (lembrando que,
considerando e; isoladamente, todas as varidveis = que estariam ligadas pela abstra-
cao A\x.e; sdo variaveis livres, visto que o propésito da abstracao € propriamente ligar
todas as varidveis x no subtermo e,); a notagéo a[b/x], onde a e b séo dois termos ar-
bitrarios, representa a substituicado de quaisquer ocorréncias da variavel livre = dentro
de a por b (0 que pode acarretar reducdes o para manter o significado quando indi-
ces de de Bruijn ndo sé&o usados). Portanto, temos que (Az.e1) ex —5 e1ea/z], €, por
exemplo, (Aa.a b) ¢ =5 ¢ b.

A reducdo n é usada para “prever” posicoes que se tornaram [S-redexes no
futuro, e nem sempre é considerada em teorias baseadas no calculo lambda. Um
n-redex tem a forma de uma abstracdo Az.e z, cujo corpo € uma aplicagcdo, onde o
subtermo a direita é a variavel ligada pela abstragao, e tal variavel nao aparece livre
no subtermo a esquerda. Tal redex, entao, n-reduz para o subtermo e; por exemplo,
Aa.ba —, b. E facil perceber seu significado; por exemplo, temos que (Aa.b a) = —4 bz,
0 mesmo que teriamos com a n-redugdo (Aa.b a) x —, b x, embora a n-redugéo possa
ser usada mesmo considerando apenas a abstracao isoladamente (onde nao existe
um S—redex).

E comum o uso da notag&o let = = a in b para se representar o termo (A\z.b) a,
que é claramente um g-redex; tal estrutura também pode existir como primitiva em
versdes extendidas do calculo lambda, onde o sistema de tipos pode dar tratamentos
diferentes a expressdes let e a 5-redexes. Nesse caso, temos a chamada (-reducéo,
similar & g-redugéo esperada para esse caso, tendo que let = a inb — bla/z].

O célculo lambda, conforme descrito acima, € o suficiente para representar
quaisquer computacoes; € possivel, por exemplo, representar nimeros, calculos nu-

2 Nomeado em honra ao matematico Nicolaas Govert de Bruijn.
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méricos, tuplas, e até mesmo recursao (esta através do combinador Y'3). Por pratici-
dade, e por questdes de otimizacdo quando implementado em um computador, ndo é
incomum que o calculo lambda seja extendido com novas formas para seus termos.

Por exemplo, podemos descrever uma sintaxe para o célculo lambda extendido
com numeros (com adicao e subtragdo) e pares:

ex=x|Are|lee|n|etele—elle e |me|me

Nessa linguagem, a meta-varidvel n representa os numeros inteiros. Redu-
cbes adicionais, entdo, podem ser adicionadas para se operar em numeros e pares.
Por exemplo, poderiamos definir que 10 + (20 — 5) —* 25. Pares podem ser cons-
truidos usando os parénteses angulares, por exemplo, (10, Az.z). Podemos também
definir redugbes para pares, onde 7 {(a, b) € m(a, b) s&0 -redexes, S-reduzindo como
m(a, b) =5 a e m(a, by —4 b respectivamente. Tal tipo de projecdo para pares se
chama projecéo forte, e sera melhor discutida na Secéo 2.2.4.

Devido ao poder computacional do calulo lambda, a literatura descreve um
grande numero de sistemas de tipos para 0 mesmo, que sdo usados para restringir
a quantidade de termos que sao aceitos pelo calculo, similar ao feito nas linguagens
de programacéao (e, na verdade, precedendo as mesmas). O primeiro exemplo foi o
célculo lambda simplesmente tipado, introduzido por Alonzo Church em 1940.

2.2.2 Alinguagem dos Sistemas de Tipos

A notagéo convencional para se representar sistemas de tipos, em especial
para o célculo lambda, se baseia em julgamentos, relacées que podem ser feitas pe-
las regras do sistema, utilizando deducgéo natural. A existéncia de uma relacao de
julgamento dentro de um sistema de tipos, convencionalmente, pode ser represen-
tada conforme a seguir. Tal notagdo demonstra o formato da relacdo em um sistema
de tipos; por exemplo, podemos declarar o julgamento a seguir:

De acordo com as convengdes adotadas na literatura, tal julgamento pode ser
lido como “no contexto I', 7" € um tipo”. Aqui, I" € a meta-variavel que representa o
contexto atual, T € a meta-variavel que representa tipos.

O calculo lambda simplesmente tipado, por exemplo, € definido utilizando um
conjunto de tipos basicos, também chamados de tipos primitivos ou atbmicos. Se con-
siderarmos o calculo lambda simplesmente tipado com numeros naturais, para os
guais daremos o tipo N, o sistema de tipos tera o seguinte julgamento:

I' = N: %
13 Cuja definigdo pode ser dada como Af.(Az.f (z z)) (A\z.f (z x)),eonde Y f —* f (Y f).
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Que pode ser lido como “em qualquer contexto I', N é um tipo”. Tal informacao pode
ser usada para construir tipos mais complexos, conforme sera visto na Secao 2.2.3.

Contextos, usados para representar informacdes derivadas em sistemas de
tipos, representam um conjunto de informacdes, mapeando, por exemplo, variaveis
a seus tipos. Evidentemente, um identificador pode ter tipos diferentes em contextos
diferentes (similar a como podemos usar 0 mesmo nome para duas variaveis de tipos
diferentes em pontos diferentes de um programa). A sintaxe dos contextos, que pode
variar dentre sistemas de tipos, pode por exemplo ser definida como:

D= |T,x: T

Nota-se que contextos costumam representar sequéncias, visto que um ele-
mento pode depender de demais elementos mais a esquerda; entretanto, € comum
aproveitar-se de notagdes sintaticas usadas para conjuntos quando o significado pode
ser inferido, e é usada meramente por comodidade. Caso tal informacao ndo esteja
clara, ela pode ser informada explicitamente pelo autor.

Além de definicdes de quais tipos sao validos, sistemas de tipo tem o papel de
permitir a derivagao de tipos para termos da linguagem. Um julgamento essencial em
sistemas de tipos é a assercao de que um termo, em certo contexto, possui um tipo:

Tal julgamento pode ser lido como “no contexto I', o termo e tem tipo 7. Por
exemplo, novamente assumindo o calculo lambda simplesmente tipado com nimeros
naturais, onde n € a meta-variavel representando numeros naturais, tal julgamento
fara parte do sistema de tipos:

I'-n:'N

Variaveis, 0 caso base para a sintaxe do célculo lambda, tem seu tipo derivado
diretamente do contexto. Tal julgamento pode ser representado da seguinte forma,
através de deducéao natural:

. T el
I'ba:T

Acima da linha constam as condi¢des para o julgamento, e abaixo da linha es-
tdo as conclusdes. A regra acima pode ser lida como “caso x: T pertenca ao contexto
I', entao, no contexto I', x tem tipo 7. Usando o0 abuso de notagdao mencionado acima,
a mesma regra acima pode ser simplificada, eliminando suas pré-condic¢des:

Fe:ThkFaxT
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Termos mais complexos (como funcdes e pares), entdo, necessitam de tipos
mais complexos. Sistemas de tipos permitem derivar tipos compostos que podem ser
construidos dentro da linguagem. Dentre os tipos compostos comuns se encontram
os tipos de fungao, tipos de produto e tipos de soma.

2.2.3 Construtores de Tipos

Uma caracteristica fundamental em sistemas de tipos € a habilidade de cons-
truir novos tipos a partir de tipos ja existentes dentro do sistema. Tais tipos compostos
podem entdo ser usados para termos mais complexos da linguagem, como, por exem-
plo, funcdes e pares.

Tipos de funcéo (do inglés, function types, também chamados de arrow types
ou exponential types devido a sua relagdo com a teoria de conjuntos), geralmente
representados por uma seta (—), representam os tipos de objetos que mapeiam um
parametro de tipo A a um retorno de tipo B (equivalentes ao dominio e ao codominio,
respectivamente, de uma fun¢éo na teoria de conjuntos). Por exemplo, podemos definir
a seguinte regra:

'F A: % I'+ B: %
I'FA—= B:x

Isto é, caso A e B sejam tipos validos no contexto I', entdo o tipo A — B
também € valido no contexto I', e representa fungcdes que mapeiam um parametro
de tipo A para um retorno de tipo B. Tais tipos de regra sdo chamads de regras de
formacéo (do inglés, formation rules).

Por exemplo, considerando o calculo lambda simplesmente tipado com nume-
ros naturais e valores booleanos, onde N é o tipo primitivo dos nimeros naturais e B
€ o tipo primitivo dos valores booleanos, poderiamos derivar que o tipo N — B — N
(onde — associa para a direita) existe no sistema, através de deducao natural:

' B: % I'F N: %
I'FN: % I'FB — N: %
I'"N—B— N:x%

O sistema de tipos, entédo, fornece uma ou mais regras, chamadas de regras
de introducéao, para construir termos de tais tipos. Por exemplo, para introduzirmos um
elemento com um tipo de fung&o no calculo lambda simplesmente tipado:

I'a: A-b: B
I'kXab: A— B
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Ou seja, caso no contexto I',a: A a expressao b tenha tipo B, entdoem I' a
expressao Aa.b € valida e tera tipo A — B, sendo assim possivel a criagdo de fungdes.

Note que a regra para fung¢des lambda, conforme ilustrada acima, n&o apre-
senta informacdes sobre o tipo do parametro, apenas que, se com algum tipo A a
funcao retorne B, entdo ela pode ter tipo A — B. Isso também permite que a mesma
abstracao tenha mais de um tipo possivel; chamamos isso de estilo Curry (PIERCE,
2002). Uma alternativa, chamada de estilo Church'* (PIERCE, 2002), altera a sintaxe
da linguagem para incluir, explicitamente, o tipo do argumento na abstracdo. Nesse
caso, a regra seria anotada da seguinte forma:

I'a: A-b: B
I'FXa: Ab: A— B

Além das regras de introducgéo, o sistema de tipos fornece uma ou mais regras
de eliminagao, com o objetivo oposto: operar, e efetivamente desfazer, objetos criados
a partir de uma regra de introducéo. Por exemplo, para eliminarmos um elemento com
um tipo de fungao:

'-f:A— B 'Fa A
' fa B

Isto é, caso f e a tenham tipos A — B e A respectivamente no contexto
I', entdo a expressao f a (uma aplicacdo de funcao) € valida e tera tipo B em T,
representando efetivamente o retorno da funcgao.

Tipos de produto (do inglés, product types), que aparecem em diversas lingua-
gens como pares, representam a jungao de dois tipos, ou seja, representam um par
de elementos com os tipos usados para a construcdo. Sua regra de formagéao pode
ser descrita da seguinte forma:

I'F A: % ' B: %
I'FAXx B:x

Cuja interpretacao é simples; caso A e B sejam tipos no contexto I', podemos
entdo derivar o tipo A x B como valido no contexto I'. Para usarmos tais tipos, necessi-
tamos de uma regra de introdugéo; ao introduzir um par, dois termos de tipos distintos
podem ser unidos em um Unico termo:

I'Fa A I'Hb: B
I'F{(a,b): Ax B

14 Os estilos foram nomeados em honra aos matematicos Haskell Curry e Alonzo Church.
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Para extrairmos os subtermos de um par, podemos usar as regras de elimina-
cao. Duas regras de eliminacao, chamadas de projecdes, podem ser usadas em um
par, para se recuperar o primeiro € o segundo termo usado na introducéo:

I'Fax: Ax B 'Fax: Ax B
'-mxz: A I'-mz: B

Tipos de soma (do ingés, sum types), que aparecem em diversas linguagens
como enumeragoes ou unides disjuntas, representam alternativas entre dois tipos, isto
€, um termo de um tipo de soma sera representado por apenas um termo de um dos
dois tipos usados na formag¢ao, mas ndo ambos (como seria 0 caso para tipos de
produto). Sua regra de formacao pode ser descrita como:

'F A: % I'F B: %
'-A+B:x

De uma forma dual ao tipo de produtos, descritos acima com uma regra de
introducé@o e duas de eliminacao (pois contém dois subtermos, unidos na introdugao,
que podem ser eliminados separadamente), tipos de soma terdo duas formas de in-
troducao (pois contém apenas um subtermo) e apenas uma forma de eliminacao (que
efetivamente funciona como uma condicional, recebendo duas branches):

Ncaz: A I'-xz: B
'yz:A+B I'wx:A+B

'-x2: A+ B '-fA—=C '-g:B—C
I'klz, f, g]:C

De forma similar aos tipos de fungéo e de produto descritos, as regras acima
se referem a tipagem dos termos. Em um calculo lambda com somas, € possivel a
existéncia de regras de reducdo tal que [i1 a, f, g = fae[wb, f, g —=59gb.

Digressao: a teoria de tipos tem suas origens na teoria de conjuntos, fato que
explica parte da sua nomenclatura. Ndo € incomum o uso de numeros para representar
tipos, especificamente os numeros 0, 1 e 2, para representar tipos com esses exatos
nuameros de elementos (onde, por exemplo, 2 representa o tipo booleano, cujos valores
apenas podem ser verdadeiro e falso). Esses numeros representam a cardinalidade de
conjuntos, e os construtores de tipos representam a cardinalidade dos tipos criados;
por exemplo, 2 x 2 (o tipo de produto de tipos booleanos) representa um tipo com
4 possiveis valores (nominalmente, (false, false), (true, false), (false, true), €

(true, true)).
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2.2.4 Tipos Dependentes

Os construtores descritos acima na Sec¢ao 2.2.3 sdo comuns em linguagens
de programacao convencionais. Nos trés casos descritos, ha a combinacao de dois
tipos previamente existentes no sistema, porém sempre de forma fixa; por exemplo,
nos tipos de funcodes, o tipo de retorno ndo varia de acordo com o seu argumento (em
outras palavras, o codominio ndo depende do dominio).

Sistemas de tipos mais complexos ampliam essas possibilidades; por exem-
plo, o Sistema F permite criar abstracées em tipos, criando assim fungdes polimérficas,
e o Sistema F, fornece abstracées lambda no nivel dos tipos, permitindo assim tipos
genéricos, como por exemplo listas (PIERCE, 2002).

Tipos dependentes apresentam generalizagdes dos tipos acima, tal que o se-
gundo tipo usado passa a ser uma familia de tipos, dependendo do primeiro elemento.
Os dois casos gerais sao os tipos II, e os tipos . Embora essa generalizacao permita
polimorfismo e tipos genéricos, o termo tipo dependente costuma ser usado para de-
signar, especificamente, quando a linguagem permite uma abstracao cujo parametro
€ um termo, e o retorno é um tipo; isto é, a linguagem permite, por exemplo, vetores
de tamanho n, onde n é uma variavel dentro do préprio programa.

Um tipo I1, também chamado de tipo generalizado de produto, representa uma
funcado dependente: o parametro fornecido a funcao pode fazer parte do tipo de re-
torno (e, por consequéncia, parametros diferentes podem resultar em tipos de retorno
diferentes). Um tipo II é criado da seguinte forma':

I'E A:x I'a: AF B: x
I'1Ila: A.B : %

Suas regras de introducao e eliminagao sao similares as de tipos de funcao
(visto que esses sao um caso especifico de tipos II):

I'a:AFbL: B '+ f:1la: A.B 'Faz: A
' Xa: Ab:Tla:A.B 'k fax: Blz/adl

Deve-se notar que, na eliminacao, a variavel a pode ser livre em B, e sera
substituida pelo argumento fornecido. O exemplo canbnico de tipos dependentes,
usando tipos II, € o tipo de vetores de tamanho conhecido em tempo de compila-
cao. Por exemplo, f: IIn : N.V n € uma fungdo que recebe um numero natural n,
e retorna um vetor de n elementos; chamamos, entdo, V n de um tipo dependente.
Como consequéncia, f 5 teratipo V 5, e f 10 tera tipo V 10, tipos distintos.

15 Usamos a notagdo de Church pois a checagem de tipos para tipos dependentes com estilo de Curry
¢é indecidivel (BARTHE; HATCLIFF; SORENSEN, 1999).
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Na presenca de tipos II, € comum o uso da notacdo A — B para designar
tipos Ila: A.B caso a ndo aparecga livre em B (ou seja, o retorno é fixo, tal que B néo
dependende de a, como em tipos de funcédo convencionais, justificando a notacao).

Da mesma forma que tipos II generalizam fungdes, tipos ¥, também chama-
dos de tipos generalizados de soma, generalizam pares, tal que o tipo do segundo
elemento do par pode depender do primeiro. Tipos ¥ podem ser representados da
seguinte forma:

I'E A: I, a: AF B : x
I'Ya: A.B : *

Tal tipo, quando existente como primitivo em um sistema de tipos, € chamado
de tipo sigma forte (do inglés, strong sigma type). Tipos ¥ podem, entretanto, ser
representado através de tipos II (conforme sera visto na Se¢édo 2.4.1), onde podem
ser chamados de tipo sigma fraco. As regras de introducado e eliminagao de tipos X
fortes podem ser representadas da seguinte forma, similares as de tipos de produtos
(visto que esses sao um caso especifico de tipos X):

I'Fa: A I'y a: A+ b: B
r I_ <CL, b)Za: AB . Ya: AB

I'Exz: Ya: A.B I'-2: Ya: A.B
I'Fmaz: A I'F moz: Blmx/al

Note que, devido a possiveis ambiguidades, a introducao de pares dependen-
tes costuma ser anotada com o tipo desejado; isso sera ilustrado na Secéo 3.1.

Através disso € possivel, por exemplo, representar uma tupla de um numero
e um vetor cujo tamanho é esse numero através do tipo Xn: N.Vec n. Tipos de somas
também podem ser usados para criar subconjuntos de tipos, definindo o segundo
elemento como uma proposi¢ao (conforme seré descrito na Se¢éo 2.3). Por exemplo, o
tipo Xn: N.Is0dd n € o tipo que representa 0s numeros naturais impares (contendo um
namero, n, € uma prova de que esse numero é impar), semanticamente representando
um subconjunto dos numeros naturais.

De forma similar aos tipos II, quando o segundo elemento do par ndao de-
pende do primeiro, a notacdo A x B (como em tipos de produtos convencionais) pode
ser usada para o tipo Ya: A.B. Além disso, como € possivel usa-los para representar
subconjuntos, € comum o uso da notagé@o { a: A | P a } ao invés de Ya: A.P a para re-
presentar tipos ¥ quando o segundo elemento é uma proposicao referente ao primeiro
elemento.
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Deve-se notar que os tipos X descritos acima sao classificados como peque-
nos (do inglés, small sigma type), pois ambos 0s elementos usados na constru¢ao sao
tipos dentro do sistema (tendo kind *). Em contra-partida, alguns sistemas de tipos po-
dem incluir tipos ¥ grandes como X7 x.T, que representa um par de um tipo arbitrario
e um elemento desse tipo. Entretanto, caso tal tipo X7 *.T tenha kind x, tal que ele
possa ser usado como primeiro elemento para ele mesmo, o sistema de tipos se torna
inconsistente no calculo de construgcdées (BOWMAN et al., 2018). Tipos ¥ grandes sao
componentes importantes de alguns sistemas de tipos, como por exemplo no sistema
de mddulos de Standard ML e OCaml.

Algoritmos de checagem de tipos para sistemas com tipos dependentes se
tornam consideravelmente mais complexos (JIA et al., 2010), devido ao problema de
equivaléncia de termos, o que pode custar sua decidibilidade. Existe a possibilidade
de, ao se comparar a igualdade de dois tipos, termos a necessidade de compararmos
dois termos dos quais os tipos dependem.

2.2.5 Equivaléncia de Termos

Um dos pontos mais importantes para o design de qualquer sistemas de ti-
pos € a equivaléncia de tipos: o algoritmo de checagem de tipos precisa verificar os
tipos fornecidos em certos pontos de um programa, e os tipos que eram esperados
naquela posicdo. Para sistemas de tipos dependentes, a equivaléncia de tipos passa
a depender da equivaléncia de termos, visto que os mesmos podem estar presentes
em tipos (JIA et al., 2010). Nota-se, portanto, que a decidibilidade da equivaléncia de
tipos, e consequentemente do algoritmo de checagem de tipos, depende totalmente
da decidibilidade da equivaléncia de termos.

Em muitas linguagens, como no caso do célculo de construcdes, apresentado
na Sec¢éo 2.4.1, tal equivaléncia é feita a partir da normalizagéo de termos: assumindo
uma linguagem funcional total, termos presentes no sistema de tipos sao, entéo, redu-
zidos até nao apresentarem mais nenhum redex, e as formas normais resultantes sao
comparadas por a-equivaléncia (PIERCE, 2005; JIA et al., 2010).

Essa, entretanto, ndo é a Unica possivel nocao de equivaléncia para termos
em uma linguagem (JIA et al., 2010). Algumas linguagens, como por exemplo Idris,
permitem o uso de tipos dependentes para fungcées que usam recursado geral, limi-
tando assim quaisquer redug¢des durante o algoritmo de checagem de tipos apenas a
sub-termos aos quais é possivel se provar terminacao (BRADY, 2013); a linguagem
Zombie (SJOBERG; WEIRICH, 2015) requer que o programador explicitamente de-
cida em que pontos um termo deve reduzir durante a checagem de tipos. Em alguns
casos, como o da linguagem Cayenne, o algoritmo de checagem de tipos € proposi-
tadamente indecidivel, sendo entao responsabilidade do programador fazer com que
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tipos dependam apenas de termos cuja reducédo eventualmente termina (AUGUSTS-
SON, 1998).

2.3 CORRESPONDENCIA DE CURRY-HOWARD

A correspondéncia de Curry-Howard, resultante das observacdes iniciais de
Haskell Curry e de William Alvin Howard, e atualmente estendida por varios autores,
€ uma relacao existente entre alguns sistemas de I6gica matematica e calculos com-
putacionais: tipos podem ser interpretados como teoremas, e programas podem ser
interpretados como provas. Com isso, programas em sistemas de tipos especificos
passam a ter, além de suas propriedades computacionais, propriedades légicas.

Algumas das relagdes encontradas podem ser descritas conforme abaixo:

e Implicacbes sado equivalentes a fungdes: tipos de fungdes, como A — B, signi-
ficam que, tendo um objeto de tipo A, podemos construir um objeto de tipo B;
logo, tal funcdo equivale a uma implicagao légica de que “se A, entdo B” (e, por
consequéncia, parametros sao equivalentes a suposicoes). Tal equivaléncia se
extende para tipos II, que sdo equivalentes ao quantificador “para todos” (V) na
l6gica classica e intuicionista. Ou seja, Ila: A.B representa VA, B.

e Modus ponens é equivalente a aplicacées: em sistemas de légica, 0 modus po-
nens diz que “caso A implique B, e A seja verdadeiro, entdo B deve ser verda-
deiro”, 0 que equivale a aplicacdo de uma funcao f de tipo A — B a um objeto
do tipo A (resultando em um objeto do tipo B). Por exemplo:

''-A>B '-A '-fA—B 'Fa: A
I'tB I'fa:B

e Conjungdes e disjungdes sao equivalentes a tipos de produtos e tipos de soma,
respectivamente: uma conjungao légica nos diz que ambos teoremas sao verda-
deiros, e uma disjuncgao logica nos diz que ao menos um dos dois teoremas sao
verdadeiros; isso equivale a produtos (temos um objeto contendo uma prova de
cada teorema) e a somas (temos um objeto que contém a prova de um dos dois
teoremas).

e Existenciais sao equivalentes a pares dependentes: de forma dual aos tipos II,
tipos X sdo equivalentes ao quantificador “existe” (3) na légica. Computacional-
mente ele representa um elemento especifico da proposicdo A tal que foi possi-
vel construir (ou provar) B. Ou seja, Ya: A.B representa 3A, B.

e Falsidade é equivalente a bottom types: um teorema que é falso (e, por con-
sequéncia, ndo pode ser provado) é equivalente a um bottom type (represen-
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tado por 0 ou L), um tipo sem construtores, do qual nenhuma instancia pode ser
construida. Como um programa fechado de tal tipo ndo deve existir, tal teorema
ndo pode ser provado em um sistema consistente.

Essa relacdo é justificada em linguagens totais, onde toda execucao pre-
cisa, eventualmente, terminar. Isso € necessario pois, caso contrario, uma funcao que
nunca termina poderia oferecer uma prova para qualquer teorema (chamando a si
mesma, recursivamente, e jamais retornando), o que tornaria a légica inconsistente,
explicando o exemplo do paradoxo do barbeiro fornecido na Secao 2.2. Também nota-
se que nao devem existir valores validos para todos os tipos (como null em algumas
linguagens de programacgao), pois tal permitiria 0 uso de teoremas absurdos.

A légica intuicionista (também chamada de l6gica construtivista) € uma res-
tricdo da légica classica, onde provas para teoremas precisam ser construidas. En-
quanto na légica classica assumimos apenas dois valores possiveis para um teorema
(verdadeiro ou falso, a chamada lei do terceiro excluido), a logica intuicionista cria
instancias de uma prova como evidéncia da mesma, e teoremas sédo considerados
verdadeiros quando tal evidéncia pdde ser construida. Para se provar que algo é falso,
entdo, é necessario se provar que tal evidéncia ndo pode ser construida (a negacao
intuicionista define -A como A — 1). A prova, entao, é equivalente a um programa
gue constrdi tal evidéncia.

Nota-se, entretanto, que, conforme demonstrado por Wadler em (WADLER,
2003), a lei do terceiro excluido também possui um significado computacional sob a
correspondéncia de Curry-Howard: continuacdes de primeira classe. Uma prova que
utilize l6gica classica, ao ser tratada como um programa, possui a habilidade de “voltar
no tempo”, retornando duas vezes do mesmo lugar, através de um operador classico.
Tal operador existe na linguagem de programacao Scheme como a funcao call/cc,
que possui o tipo ((A — B) — A) — A, tipo equivalente a lei de Peirce, com a qual €
possivel se derivar a lei do terceiro excluido mesmo dentro da logica intuicionista.

Alguns sistemas de tipos em particular, como os sistemas de tipos puros pre-
sentes dentro do cubo lambda, abordado a seguir, possuem uma grande relacdo com
sistemas de ldgica intuicionista.

2.4 SISTEMAS DE TIPOS PUROS

Sistemas de tipos puros (do inglés, pure type systems) sdo um formalismo
apresentado para a representacao de alguns sistemas de tipos para o calculo lambda
em estilo Church, seguindo um conjunto de regras comuns (PIERCE, 2005). Varios
sistemas de tipos podem entao ser descritos através desse conjunto de regras, em
particular os sistemas do cubo lambda (descrito a seguir).
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Sistemas de tipos puros sao parametrizados por trés constantes: S (sorts), A
(axioms), e R (rules). O parametro S define os sorts existentes no sistema de tipos. O
parametro A define axiomas para o sistema, que representam nog¢des de tipagem para
sorts. Finalmente, o parametro R define regras que permitem a derivacao dos tipos de
funcbes dentro do calculo lambda. As regras de sistemas de tipos sdo descritos na
Figura 2, e sua sintaxe € dada a seguir:

ex=s|xz| rieel|llziee|ee

As variagOes dentre sistemas de tipos puros se encontram nas regras (1) e
(3) dos mesmos. A regra (1) simplesmente afirma, sem pré-condigdes, um sort s;
possui tipo s,, caso a 2-tupla (s, s2) exista no parametro A (e, portanto, sistemas
de tipos puros diferentes podem conter axiomas diferentes). A regra (3) representa
o ponto central dos sistemas de tipos puros: que tipos II podemos construir dentro
do sistema. O parametro R contém 3-tuplas cujos valores, (si, s2,s3), representam
respectivamente um conjunto valido de dominio (tipo de parametro), codominio (tipo
de retorno), e kind para tipos II.

Na regra (4) temos a introducao de fungdes no sistema. Caso seja derivavel
que ITA: A.B é um tipo valido dentro do sistema, através da regra (3), e que, no mesmo
contexto, com a adicao de uma variavel a: A, o termo b seja derivavel e tenha tipo B,
entdo, nesse contexto, podemos derivar uma fungao Aa: A.B, cujo tipo é I1A: A.B. A
variavel a: A, entdo, é o parametro da funcéo.

Figura 2 — Regras de checagem de tipos para sistemas de tipos puros

se (s1,82) € A

(1) I'F sy: 89 @) ' o:ThFa T

'k A: s [ a: AF B: sy

) [FIla: A.B: s s€ (s1,52,53) € R
(4) I'a:AFb: B I'+1lz: AB:s
Aa: Ab:1la: A.B

5 'k f:1la: A.B 'Fa: A
®) 'k fx: Blz/al

Fonte: o autor
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As regras (2) e (5) apresentam verificagao de variaveis e aplicagédo de fungdes,
respectivamente, e sdo similares as regras apresentadas previamente.

Alguns sistemas de tipos, como o célculo lambda simplesmente tipado e o
Sistema F, (usado como base para os sistemas de algumas linguagens como OCaml,
Standard ML e Haskell) sdo sistemas de tipos puros e puderam ser generalizados
no cubo lambda (visto na Figura 3), onde cada eixo representa um valor adicional no
parametro R do sistema de tipos. Todos os oito sistemas do cubo possuem apenas
dois sorts, S = {*,0}, e um unico axioma, A = {(x,0)}. Portanto a regra (1) dos
sistemas de tipos puros pode ser simplificada para o cubo lambda como:

I'kFx: O

Os sistemas do cubo variam de acordo com o parametor R, especificando os
tipos de abstracdes possiveis, conforme ilustrado na Tabela 1.

Todos os sistemas do cubo possuem uma regra em comum: (x, x, ); iSSO Sig-
nifica que todos os sistemas podem fazer fungdes que dependem de valores e que
retornam valores. O sistema A—, contendo apenas essa regra, é o calculo lambda
simplesmente tipado. Os trés eixos adicionam abstracdes possiveis ao sistema de
tipos.

Figura 3 — O cubo lambda

Aw = MPw
A pa
/ /
A2 - AP2
Aw - APw
Ve ya
/ /

A—

Fonte: Wikipédia, a Enciclopédia Livre™

= AP
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Tabela 1 — Sistemas de tipos do cubo lambda

Sistema Regras (topo) (direita) (tras)
A— R ={(x*,%)}

A2 R = {(*,x,x%) (O, *, %)}

AP R = {(*, %, %) (x,0,0)}

Aw R = {(*,x,x%) (O,0,0)}
AP2 R={(xxx*) (% (007}

Aw R= {(*7*a*> (D7*7*) (D,D,D)}
APw R = {(*,%,%) 0,0 (0,00}
MPw R={(x*x (O=xx* (00 (000}

Fonte: o autor

e O lado traseiro introduz operadores de tipos: o valor ((J, 0, ) é adicionado a R,
permitindo a criacao de tipos genéricos que dependem de outros tipos.

e O lado superior introduz fungdes polimérficas: o valor ([, x, %) é adicionado a R,
permitindo que uma fungao possa ser executada para qualquer tipo.

e O lado direito introduz tipos dependentes: o valor (x,[J,[0) é adicionado a R,
permitindo o uso de tipos dependentes (isto €, tipos que dependem de valores).

Assim, temos que o célculo lambda simplesmente tipado é o sistema mais
simples, e o calculo de construgdes (representado no cubo como APw) € 0 mais com-
pleto (do qual todos os outros sdo subconjuntos). Nota-se que o calculo de constru-
cOes é fortemente normalizavel (isto €, todas as reducdes bem-tipadas eventualmente
terminam), e, por consequéncia, todos os subsistemas do cubo também sao. Particu-
larmente, a igualdade de termos (e tipos) no sistema é dada quando dois termos séo
idénticos (ignorando a-reducdes) em sua forma normal.

Formalmente, podemos entdo definir que:

F'kFa: A A—=*B
I'ta B

Ou seja, “se a tiver tipo A, e A reduzir em um ndmero arbitrario de passos para
B, entao temos que a também tem tipo B”, demonstrando a equivaléncia de A e B.

2.4.1 O Calculo de Construcdes

O CoC é o mais geral dos oito célculos do cubo, e a base do assistente de
provas Coq (PIERCE, 2005).

E possivel considerarmos o CoC isoladamente ao fixarmos os 4 tipos possi-
veis de abstragdes (e, consequentemente, de aplicagbes) do cubo lambda, definindo
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uma versao estratificada do célculo de constru¢des (BARTHE; UUSTALU, 2002), es-
pecializando as regras dos sistemas de tipos puros para o uso especifico do CoC.
As regras estratificadas podem ser vistas na Figura 4, e sua sintaxe pode ser dada a
seqguir:

A= |IIX: AA|x: T A

T:=X | XX: AT | e:T.T|TT|Tel|lIX: AT |lz: T.T

er=x | AX:Ae|d:TeleT |ee

Na sintaxe acima, a meta-variavel X representa variaveis de tipos, e a meta-
variavel xz, como anteriormente, representa variaveis de termos. Note que néo con-
sideramos [ como parte da linguagem, visto que esse termo ndo possui um tipo no
sistema. O contexto passa a ser dado pela seguinte gramatica, podendo ligar variaveis
de tipos e variaveis de termos:

Fe=-|T, X: A|T, =: T

O CoC é, de acordo com a correspondéncia de Curry-Howard, diretamente
equivalente a um subconjunto da légica intuicionista, representado dentro do calculo
lambda com apenas um construtor de tipos (nominalmente, pi). Teoremas, entéo, sdo
descritos como tipos impredicativos, isto é, tipos cuja definicdo polimorfica abranje
todos os teoremas que podem ser descritos no sistema, inclusive a si mesmos. Por
exemplo, o tipo dos numeros naturais pode ser descrito em CoC como:

N=IT: x Ilz: TIls: T"—=T.T

Que pode ser lido como: “para todo teorema T, se tendo uma prova de T,
se tendo uma prova de que com 7' podemos provar 1", podemos provar de 7”. Sabe-
mos, gracgas as regras do sistema, que tal tipo possui sort * (e, portanto, poderia ser
passado como primeiro argumento para uma funcao de tal tipo).

Para provar tal teorema (isto é, representar numeros dentro do sistema), ape-
nas € preciso criar objetos com o tipo acima. Neste caso, temos que zero, de tipo N,
pode ser definido como:
AN:x Az: T As: T —T.z

E o sucessor, de tipo N — N, pode ser definido como:

A NAT:x« Az: T As: T —T.s(nT zs)

O CoC por si s6, embora util por sua pequena definicdo formal, ndo atende
alguns requisitos importantes para seu uso como logica. Por exemplo, sabe-se que
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Figura 4 — Regras de checagem de tipos para o calculo de construcoes

' A: [
(1) 'Fx«0O
(Z)FI—A:D I' X: A B: 0O (S)FI—T:* I' :THB: 1
'-1X: AB: O -z T.B:0O
I'ET: A

(4) I' X:AFX: A

(S)FI—A:D I, X: A-T: B (G)FI—T:* I' x: THU: B
I'EANX: AT 1IX: AB I'FXe: T.U : 1lae: T.B

(7)Fl—T:HX:A.B r-u: A (8)F|—T:H;E:U.B I'FeU

TFTU:B[U/X] I'FTe: Ble/x]
@ LFAD T XiARTix 0 TETix T aiTEU:s
TFIX: AT : [F Iz T.U :
s Z7raT
Fr'F40 T, X:AteT TFT:« T, :TrFeU

(12)

(13)

TFAX: Ae: 1IX: AT I'bXe:Te:e: T.U

e f:1IX: AT r~uU: A (15)F|—f:Hx:T.U FeT

(14) ' fU:TU/X] 't fe:Ule/x]

Fonte: o autor

nao é possivel se provar que 0 # 1 usando a codificagao impredicativa acima, além da
auséncia dos principios indutivo e coindutivo (BARTHE; UUSTALU, 2002).

Outra limitagao conhecida no CoC é a impossibilidade de se definir elimina-
cbes dependentes. Por exemplo, embora tipos I1 sejam o Unico construtor existente no
sistema, tipos > podem ser representados de forma impredicativa:

Ya: A.B=TIR: % .(Ila: AB— R) — R
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Em codificacdes similares a acima, o tipo R é chamado de tipo de resposta.

E trivial se provar que tal representacio, que representa um tipo sigma forte,
€ isomoérfica a tipos X fortes (primitivos). A projecao fraca, entao, elimina ambos sub-
termos do par simultaneamente (ao invés das proje¢des fortes 7, e m, vistas na Secéo
2.2.4). Nominalmente:

let (a, b) =xine =1z R (Aa: A.\b: B.e)

Onde R € o tipo do termo ¢, e o termo x tem tipo Xa: A.B.

Assim, é possivel se escrever provas existenciais no CoC; o problema surge
quando se deseja extrair os elementos do par. E possivel definir a projecao forte do
primeiro elemento (7;) de forma simples:

Ap: (Ba:A.B).p A (Aa: AXb: B.a)
Ou, com a notagao introduzida acima:

let (a, b) =x ina

N&o é, entretanto, possivel definir a projecao forte do segundo elemento ()
caso ele dependa do primeiro (isto &, caso a seja livre em B) a partir da projecao fraca
(BARTHE; UUSTALU, 2002). Nota-se, também, pela definicao, que tipos ¥ grandes,
embora possam ser construidos, ndo podem ser eliminados de nenhuma forma (fato
que tornaria o CoC inconsistente; isso se torna simples de observar no caso do tipo
sigma fraco, pois, para eliminar o primeiro elemento, seria necessério instanciar R
acima com x, resultando em *: x, uma conhecida fonte de inconsisténcia).

O assistente de provas Coq resolve esses problemas através do calculo de
construcdes (co)indutivas (do inglés, calculus of (co)inductive constructions, doravante
CIC), onde o CoC é estendido com tipos indutivos e coindutivos, além de uma hierar-
quia predicativa infinita de universos (sorts). Tipos indutivos e coindutivos, como o
caso do tipo sigma'®, podem ser codificados no CoC, mas sofrem dos mesmos pro-
blemas.

2.5 O CALCULO LAMBDA LINEAR

Sistemas de tipos lineares apresentam uma légica de recursos, e sao basea-
dos na logica linear de Girard (PIERCE, 2005). O principal uso de um sistema de tipos
lineares € a restricdo do uso de um objeto que é tido como um recurso: uma variavel

6 Na realidade, tipos ¥ podem ser descritos como tipos indutivos, e, de fato, isso é feito no assistente
de provas Coq, ao invés de existir como um construtor primitivo.



51

linear s6 pode, e deve, ser usada uma Unica vez. Tal limitagdo é desejavel para im-
plementacao segura de alguns protocolos computacionais, tendo sido incorporado em
linguagens como Clean e, mais recentemente, como uma extensao para a linguagem
Haskell (BERNARDY et al., 2017).

Um dos principais elementos da légica linear é a implicagéo linear, represen-
tada pelo simbolo —, também chamado de “operador pirulito” (do inglés, lollipop ope-
rator). Uma implicagéo linear T — U é similar a uma implicag&o intuicionista, porém
impde uma restricdo de linearidade em 7": uma fungéo f: T' — U cria uma prova de U
a partir de uma prova de 7', porém sua suposicao 7' € usada exatamente uma Unica
vez.

Por exemplo, os combinadores S e K, termos lambda conhecidos (tendo sua
origem na légica de combinadores), podem ser representados da seguinte forma no
calculo lambda:

S =X \yAzx 2 (y 2)

K =Xz \y.x

Seus tipos séo, respectivamente, (A - B - C) - (A - B) - A — C, e
A — B — A. Tais termos nao podem ser termos lineares; se considerassemos suas
implicagbes como lineares, isto €, com tipos (A = B —-o(C) —o (A —-oB)—oA—-oCe
A — B —o A, estes se tornariam invalidos: em S, o parametro z € duplicado, e, em K,
o parametro y é descartado. Em contrapartida, os combinadores B, C' e I podem ser
representados em um sistema de tipos linear. Os termos sao definidos como:

B =z \y A z.x (y 2)

C=Mr\y\zxzy

[ =)\z.x

Estes termos, com tipos, respectivamente, (B — C) — (A — B) - A — C,
(A->B—(C)—B—A— CeA— A, podem ser representados como teoremas em
uma logica linear: cada um de seus parametros é usado exatamente uma vez.

Como limitar variaveis a um unico uso € uma restricado muito forte, programas
em sistemas de tipos totalmente lineares sdo inexpressivos, e incapazes de represen-
tar uma grande quantidade de programas desejaveis (WADLER, 1990). Devido a isso,
variantes do calculo lambda com tipos lineares os unem a tipos intuicionistas: alguns
termos sao lineares, e devem ser usados uma unica vez, enquanto alguns termos sao
irrestritos, e podem ser usados um numero arbitrario de vezes (PIERCE, 2005). Tal
restricdo é representada pelo sistema de tipos.
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A légica linear, tradicionalmente, ndo apresenta implicacées tradicionais, onde
um parametro (ou melhor, uma suposicao) possa ser usado qualquer numero de ve-
zes. Existe, entretanto, o operador exponencial, representado como ! (Ié-se "natural-
mente", ou “bang”), que permite a copia e o descarte de suposi¢coes. Assim tem-se
que o teorema T' — U pode ser codificado como !T" — U (BERNARDY et al., 2017).
A implicacao intuicionista, entretanto, costuma ser usada como primitiva em sistemas
de tipos lineares (que entdo ndo usam o operador exponencial).

Note que, de acordo com a representagdo acima, tal como foi usada na ex-
tensdo Linear Haskell, ndo faz uma diferenga essencial entre tipos lineares e tipos
intuicionistas, a diferenca existindo apenas no tipo de seta usada para representar o
tipo de uma fungéo. Nesse caso, onde f: T — U, temos que x (onde z: T) sb sera
usado uma unica vez se, e apenas se, f « for usado uma unica vez (BERNARDY et al.,
2017). Isto é, a linearidade é restringida ao corpo da funcéao tipada com a implicacao
linear, e um parametro fornecido para uma fungéao linear ndo precisa ser um termo
linear no contexto onde a funcao é chamada. Como consequéncia, nao é possivel
forgcar a linearidade do retorno de uma funcao (BERNARDY et al., 2017).

Essa, entretanto, ndo € a unica forma de se considerar a implicagdo intuici-
onista. Alguns sistemas de tipos, como apresentado em (WADLER, 1990) e em (PI-
ERCE, 2005), consideram o tipo 7" — U como sendo equivalente a |(T" — U) na
l6gica linear: o significado da implicagéo linear, entdo, é alterado; ao invés de tornar
o parametro linear dentro do contexto da funcao apenas, a funcédo passa a ser um
termo linear em si, e 0 que passa a definir se um parametro é ou nao linear é seu tipo
(havendo, assim, uma distingdo natural entre tipos lineares e tipos intuicionistas, per-
mitindo, por exemplo, o retorno de um termo linear de uma funcao). Tal representagcao
também pode ser chamada de uniqueness typing; essa representacao, embora mais
distante da légica linear original, tem utilidades para programacao (BERNARDY et al.,
2017).

A variante uniqueness typing, usada por exemplo na linguagem de programa-
cao Clean, é particularmente util para programas puramente funcionais. Como sabe-
mos que um termo sera universalmente linear, sabemos também que, quando exe-
cutado por um computador, existira apenas uma referéncia na meméria para o objeto
por vez (WADLER, 1990). Fungdes que transformam termos lineares, entao, séo livres
para alterar o termo in-place, oferecendo, efetivamente, mutabilidade para linguagens
puramente funcionais, como por exemplo a alteracdo de vetores de forma eficiente
(WADLER, 1990). A ideia de usar tipos lineares para representar mutabilidade em
programas puramente funcionais ndo é incomum na literatura, e apresenta algumas
similaridades a l6gica de Hoare (KRISHNASWAMI; PRADIC; BENTON, 2015).
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Nessa representacdo, uma funcao apenas precisara ser linear caso use uma
variavel linear de seu contexto. A intuicdo por tras dessa restricdo € simples: caso uma
fungéo convencional, intuicionista, possa ser feita contendo termos lineares dentro de
si, ao ser descartada ou duplicada, consequentemente os termos lineares contidos em
seu corpo também seriam (WADLER, 1990). A mesma ldgica se aplica, consequen-
temente, a pares: caso um par contenha um subtermo linear, o par necessariamente
precisa ser linear para se evitar o descarte ou duplicagdo da informagéao (PIERCE,
2005).

Um fato notavel é que ambas as representacdes para a implicagao intuicio-
nista na légica linear, conforme descritas acima, sao, na verdade, duais (BERNARDY
et al., 2017). Uma técnica sugerida para garantir a existéncia unica de um termo linear
em Linear Haskell é a dupla negacao: para uma funcao linear f: T — U nao ha a
restricdo de que seu retorno seja usado uma unica vez; e, de fato, caso seja usado
mais de uma vez, seu argumento linear também sera usado mais de uma vez. E pos-
sivel negar a fungéo duas vezes, isto é, g: A — (B — R) — R; ao invés de retornar
um tipo B ao usuario, o usuario precisa fornecer uma continuacao que ira usar o tipo
de retorno como desejar, contanto que o use exatamente uma unica vez. O tipo R,
tal como foi usado, é conhecido como tipo de resposta, que sera elaborado com mais
detalhes na Secéo 2.6.2.

Continuagdes, por sua vez, sdo extremamente comuns no que se refere a
linguagens intermediarias; fungdes deixam de retornar um valor, e, ao invés disso,
recebem como parametro adicional uma fung¢ao que ira receber o antes retorno como
um parametro, efetivamente contendo o resto da computacéao.

2.6 CONTINUACOES E CONTROLE

A fim de facilitar transformacdes e analise sobre cédigo, linguagens interme-
diarias tornam explicitos detalhes tratados de forma implicita em linguagens fonte;
em particular, o fluxo de controle, como por exemplo a pilha de chamada com a qual
programadores estdo habituados, € representada de forma explicita em linguagens
intermediarias.

Quanto a compiladores de linguagens funcionais, algumas linguagens inter-
mediarias foram propostas, como o calculo lambda monéadico, o calculo lambda em
forma normal administrativa (ANF), e o calculo lambda em CPS. Embora existam ar-
gumentos a favor do uso de ANF, que usa restricées sintaticas para eliminar a neces-
sidade de continuacdes explicitas (seu logo é: “pense em continuacdes, escreva em
estilo direto”), ainda ha argumentos a favor do uso de CPS diretamente (KENNEDY,
2007).
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Figura 5 — Funcao fatorial em Scheme em estilo direto

; Funcgdo com tipo Int — Int
(define (factorial n)
(if (= n 0)
1
; Assume-se que a chamada ird retornar para esse ponto
(* n (factorial (- n 1)))))

OO wWN =

Fonte: o autor

2.6.1 Estilo de Passagem de Continuagéao

Convencionalmente, programas séo escritos no chamado estilo direto, onde o
controle de fluxo da aplicacao é implicito (fungdes podem ser chamadas e retornam
para o local de onde foram chamadas, a conhecida pilha de chamada). O CPS, introdu-
zido inicialmente na linguagem Scheme, € um estilo de programacao onde o controle
da aplicacao é passado explicitamente: fungcées nunca retornam, e, por consequéncia,
toda chamada é uma chamada de cauda.

Funcdes escritas em CPS recebem um parametro adicional: uma continua-
cao explicita. No ponto onde a fungao deveria retornar, ela explicitamente chama a
continuagdo com o valor desejado, que deve continuar a computagédo. O objetivo é,
essencialmente, eliminar a pilha de chamadas; o compilador passa a ser livre da dis-
tincdo entre fungbes que retornam e fungdes que nao retornam, visto que, em estilo
de continuacéo, nenhuma funcao deve retornar.

Por exemplo, a Figura 5 contém um programa na linguagem Scheme para
calcular o fatorial de um numero em estilo direto, e a Figura 6 contém programa similar
em CPS'". Na versdo CPS, o controle de fluxo de cddigo é passado explicitamente;
a fungdo que inicialmente chama factorial&'® informa o que fazer com o resultado
da funcao (através do parametro k), e os resultados sao “retornados” a funcao original
através dessa continuacdo. O mesmo comportamento € usado pela prépria funcéo ao
passar uma continuagao para sua chamada recursiva.

Embora o estilo rapidamente se torne complexo e verboso para programa-
¢do manual, compiladores para linguagens funcionais costumam apresentar tradu-
coes mecanicas de estilo direto para CPS. Apesar de nao ser ébvio a primeira vista,
linguagens de montagem sdo usadas em CPS ao invés de um estilo direto; quando

7 Para esse exemplo, as fungdes if, =, - e * sdo interpretadas como primitivas, e por isso se asseme-
lham a fungbes em estilo direto.

18 O simbolo & ao fim da fungéo nao possui tratamento especial; é apenas um caracter presente no
nome da fungdo. Por convengéo, fungées em CPS em Scheme terminam com um ampersand.
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Figura 6 — Fungao fatorial em Scheme em CPS

; Fungdo com tipo Intx (Int— L)— L
(define (factorial& n k)
(if (= n 0)
; Chama explicitamente a continuacgéo,
; "retornando" dessa funcgdo
(k 1)
; Resto da computacéo
(factorial& (- n 1) (lambda (m)
(k (*x n m))))))

©CoOoNOOOTh,WN =

Fonte: o autor

uma funcao é chamada, a posicao atual é explicitamente colocada na pilha, como um
parametro para a funcao no registro de ativacao. Ao retornar, a fungédo usa o valor na
pilha para determinar onde continuar a execugdo do programa através de um salto.
Com isso, a transformacdo em CPS, além de conveniente para otimizacdes, também
auxilia a aproximar um programa escrito em uma linguagem de alto nivel para uma
linguagem de baixo nivel que podera ser executada pelo computador.

Cédigo em linguagens como Scheme nao costuma ser escrito como na Figura
6, em CPS. O conceito de continuagdes, entretanto, é importante para a linguagem
visto que a mesma possui continuagdes de primeira classe. E possivel, através da fun-
cao call-with-current-continuation (abreviada call/cc) chamar uma funcéo fornecendo
a continuacao atual, isto €, o estado atual do programa, como parametro (que entao
pode ser armazenado em variaveis, etc). Como discutido na Sec¢éo 2.3, tal fungéo é
equivalente a um operador classico, permitindo que uma mesma fungao retorne duas
vezes (WADLER, 2003).

O fato de continuacdes existirem como cidadaos de primeira classe (podendo
ser passadas como parametro e retornadas de funcdes) em linguagens como Scheme
impede o uso de uma pilha de chamada tradicional. Definimos, entdo, o conceito de
naturalidade: uma funcéo natural, ao receber uma continuacao, néo ira duplica-la ou
descarta-la, mas ira usa-la para “retornar” seu resultado (THIELECKE, 2003). Funcdes
naturais podem ser facilmente compiladas para linguagens de montagem.

Embora continuagdes costumem ser analisadas no contexto de compiladores,
propriamente como linguagens intermediarias (FLANAGAN et al., 1993), ou no con-
texto de calculos completos em estilo direto (BOWMAN et al., 2018; MAURER et al.,
2017), é possivel seu estudo como um célculo por conta prépria (FUHRMANN; THI-
ELECKE, 2004). Por exemplo, € possivel definir um calculo inteiramente baseado em
continuagdes; sua sintaxe pode ser definida a seguir:
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T:=N|-T|TxT
ex=uz|n| e e)|me|me

cu=uxle) |c{x(x:T)=rc}

Junto a isso, algumas reducdes sao adicionadas, conforme foram chamadas
em (FUHRMANN; THIELECKE, 2004):

Distr-reducao:
e{ab:By=fH{cdD)=9g}— e{c(dD)=g}{ab:B)y=f{c{dD)=g}}
(onde a # c e a e b ndo estao livres em g)

GC-redugdo: a(b) { ¢(d: D) = e } — a(b) (onde ¢ ndo estd livre em a(b))

Jmp-reduc@o: a(b) { a(c: C) =e } — e[b/(]

Eta-reducdo: e { a(b: B) = ¢(b) } — ¢[c/a]

Nesse célculo, de forma muito similar a representagdes intermediarias propri-
amente usadas em compiladores, abstracoes (continuagcdes) séo introduzidas através
da sintaxe a { b(z: T) = ¢ }, onde a continuacéo b € ligada (tendo tipo —7") dentro do
comando a (onde pode aparecer livre); seu corpo é o comando ¢, onde o parametro x
é ligado. O célculo apresentado possui uma grande similaridade ao calculo pi, usado
para o estudo de processos (FUHRMANN; THIELECKE, 2004).

Uma traducao em CPS, algoritmo capaz de transformar um termo lambda em
estilo direto em um termo lambda em CPS, costuma ser usado por compiladores para
a traducao da linguagem fonte para a linguagem intermediaria. Nota-se também que o
mesmo tipo de traducao pode ser usado para traduzir o calculo lambda para um termo
equivalente no calculo pi (FUHRMANN; THIELECKE, 2004).

2.6.2 Traducdo em Passagem de Continuagéao

Traducbes em passagem de continuagdo (FLANAGAN et al., 1993) séo algo-
ritmos que recebem um programa em estilo direto e, mecanicamente, o convertem
para um programa em CPS; tais tipos de traducdes sdo comuns em compiladores.

Na correspondéncia de Curry-Howard, a transformagéo de programas em es-
tilo direto para programas em CPS é equivalente a introducéo de negacao dupla (WA-
DLER, 2003): a transformagéao é véalida em uma légica intuicionista, e a fungao trans-
formada contém o mesmo valor Iégico da original. Por exemplo, uma fungéo em estilo
direto de tipo A — B pode ser mecanicamente transformada em uma fungédo em CPS
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Figura 7 — Prova de traducdo CPS para funcdes

Theorem cps:
vV T U: Prop,
v f: T — U,
(T x =U).
Proof.
intros T U f g.
destruct g.
apply n; apply f.
assumption.
Qed.

QO OWOONOOOTAWN =

Fonte: o autor

de tipo A x (B — 1) — L. A interpretagédo da conversao é trivial: no formato original,
temos que “se A, entdo podemos construir B”, € na versdao em CPS, temos que “ndo
é possivel termos uma prova de A e, a0 mesmo tempo, temos uma prova de que B é
impossivel”. Tal afirmacao é um teorema intuicionista e pode ser trivialmente provado,
conforme visto na Figura 7 (escrita na linguagem do assistente de provas Coq).

O tipo L, conhecido como o tipo de resposta (do inglés, answer type) é o tipo
resultante de uma computacao. Pela sua proximidade com a logica, é possivel repre-
sentar o tipo de resposta como o tipo 0, isto €, um tipo que nao pode ser construido
(e, se fosse, seria um absurdo), tendo assim, dentro da correspondéncia de Curry-
Howard, o significado de uma prova duplamente negada (FUHRMANN; THIELECKE,
2004), caso a prova por completa esteja em CPS. A Unica necessidade, entretanto,
€ que ele nao apareca livre nos parametros, sendo limitado apenas, efetivamente, a
resposta. Um tipo arbitrario poderia ser usado para, efetivamente, retornar o resultado
final de uma computagdo em CPS, o que pode ser util em ambientes onde provas
em CPS sdo usadas em conjunto com provas convencionais, em estilo direto (THIE-
LECKE, 2003).

Embora conversdes para CPS ja existam ha bastante tempo, ainda nao foram
completamente estudadas em linguagens dependentemente tipadas. Em (BARTHE;
HATCLIFF; SORENSEN, 1999) é apresentada uma traducdo CPS para um subcon-
junto de sistemas de tipos puro, incluindo todos os calculos do cubo lambda, incluindo
o calculo de construcoes, capaz de corretamente traduzir tipos I1. Em (BARTHE; UUS-
TALU, 2002), entretanto, os autores notam que que, aplicando-se a mesma metodo-
logia, nao é possivel traduzir tipos ¥ fortes para CPS. Nota-se em (BOWMAN et al.,
2018) que, para tipos X, sistemas de tipos ndo convencionais se fazem necessarios,
onde algumas regras sao adicionadas a fim de garantir a preservacao de tipos.
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2.6.3 Static Single Assignment Form

O static single assignment form (doravante SSA), desenvolvido por pesquisa-
dores da IBM nos anos 80 (CYTRON et al., 1991), € uma linguagem funcional (APPEL,
1998) visual'’® comum em compiladores para linguagens imperativas. Devido ao uso
irrestrito de estado, linguagens imperativas costumam ser dificeis de se otimizar; uma
técnica comum em compiladores entdo é a conversédo do cddigo imperativo para um
grafo de fluxo de controle (doravante CFG), que divide a funcdo em chamados blocos
bésicos, e que contém a transferéncia de controle durante a execugéo do programa.
Compiladores de nivel industrial, como o0 GCC e o Clang, fazem uso desse formato.

O CFG representa o fluxo do programa: comandos estruturados como condi-
cionais e loops sdo separados em unidades chamadas de blocos basicos (do inglés,
basic blocks), que representam uma série de definicdes de variaveis seguidas por um
desvio de controle. Por exemplo, considere a seguinte funcdo em pseudo-cddigo:

x = 10
20

if x + y > 25:
x = 30

else:

© 00 NOoO Ok WD =

Ela pode ser representada através de um CFG da seguinte maneira:

18

x = 10
y = 20
if x + y > 25

2% / BN
x = 30 v = 40
z = x +

Y

% Uma linguagem de programacéo visual € uma linguagem cuja notacdo primaria se da através de
elementos graficos além de, ou ao invés de, texto corrido.
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Cada bloco basico é composto de uma série de atribuicbes seguidas de um
desvio de fluxo para um ou dois?® blocos basicos. No exemplo acima, temos os blocos
basicos 1, 2, 3 e 4. As variaveis x e y sao definidas inicialmente no bloco 1, porém
sdo alteradas, respectivamente, nos blocks 2 e 3. O bloco 4, que representa um ponto
de uniao, representa o codigo alcancado pelo programa em pseudo-codigo apés a
execugao da condicional: € possivel alcangar o bloco 4 por dois caminhos diferentes
(nominalmente, blocos 2 e 3). No bloco 4, entdo, ndo temos informacgdes estéaticas
sobre os valores das variaveis x € y, visto que as mesmas podem ter sido alteradas
dependendo do fluxo de execugéo.

Para contornar esse problema, e termos informagdes sobre o fluxo de dados
no programa, a linguagem SSA/CFG primeiro renomeia as variaveis originais para
garantir que cada variavel seja definida apenas uma unica vez, proibindo possiveis al-
teracdes. Pontos de uniao, como o bloco 4, por serem acessiveis por mais de um bloco
de origem, precisam de informacéo dos possiveis valores de suas variaveis, inseridos
em fungdes ¢. O equivalente ao programa acima, em SSA/CFG, € demonstrado:

18:

X1=10
y1 = 20
if %, + y; > 25

Bt 4 31Ny

X, = 30 ¥y = 40
X3 = @(xlf XZ)
vy = ¢o(y1, v2)
Z1] = X3 T ¥3

Funcdes ¢ (originalmente batizadas como phony functions) definem possiveis
valores para uma variavel em blocos basicos que podem ter mais de uma origem; os
“parametros” para as fungdes ¢ sao variaveis existentes em blocos basicos anteriores
no grafo de controle, um para cada possivel bloco basico de origem. Neste exemplo,
caso o fluxo de execugéo do algoritmo para o bloco 4 venha do bloco 2, as variaveis
e y3 terao valores x; e y;, respectivamente. Similarmente, caso o fluxo venha do bloco
3, os valores de z3 e y3 serao z, e y», respectivamente.

Em um programa SSA/CPS, ha um conceito importante chamado de domi-
nancia. Dizemos que um bloco basico A domina outro bloco basico B quando todos
os caminhos no fluxo de controle do programa, durante a execucgao, precisem passar

20 Qu possivelmente mais, em algumas variantes, a fim de se considerar a estrutura switch de controle.
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por A para chegar a B. Por consequéncia, todos os blocos basicos de uma fungéo sao
dominadas por sua entrada (nesse caso, 1): nota-se que 1 domina 2, 3 e 4 pois todos
0s caminhos para tais passam por 1, mas nem 2 e nem 3 dominam 4.

A dominancia pode ser calculada através da andlise do fluxo do programa, e
pode ser usada para minimizar o uso de funcbes ¢ onde elas ndo s&o necessarias,
conforme apresentado em (CYTRON et al., 1991). Blocos basicos podem livremente
se referir a variaveis definidas em blocos basicos que os dominam, pois sabemos que
tal varidvel necessariamente existird dentro desse fluxo de execucéo. Tal informacéao
de dominancia é, entdo, necessaria para saber quais valores ainda devem estar vi-
vos na memoria do programa durante a execucao e quais podem ser sobre-escritos,
afetando etapas de otimizagdo como, por exemplo, a alocacao de registradores.

A conversao de programas imperativos para SSA/CFG, através de analise de
dominancia e renomeacgao de variaveis, pode ser equiparado a “extrair o programa
funcional que existe dentro de um programa imperativo” (APPEL, 1998): a linguagem
SSA/CPS, conforme descrita, € puramente funcional. Os algoritmos de conversao,
entdo, costumam ser extendidos de alguma forma para considerar caracteristicas de
memdaria, como aliasing, vetores e ponteiros.

Um fato notavel é que programas em SSA/CFG e programas em célculo lambda
em CPS sdo, na verdade, equivalentes (KELSEY, 1995). Blocos béasicos séo direta-
mente equivalentes a fungdes lambda, onde funcbes ¢ sao, na verdade, seus para-
metros. Blocos dominados vivem no escopo das fungdes lambda que os dominam,
e, por isso, podem fazer uso das variaveis definidas no escopo superior. Apesar do
isomorfismo, ndo € comum o uso de continuacdes de primeira classe em SSA/CFG
(KELSEY, 1995), 0 que ndo é um problema para seu uso como linguagem interme-
diaria, visto que algoritmos de conversao para CPS nao introduzem uso de primeira
classe de continuacées (KENNEDY, 2007), que s6 ocorre com uso de funcbes como
call/cc pelo programador.
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3 DESENVOLVIMENTO

O CoC fornece uma fundamentagao para o desenvolvimento de teoremas, e,
gracas ao assistente de provas Coq, a programas com suas propriedades formalmente
provadas, permitindo assim a implementacao de algoritmos mais seguros. Toda essa
garantia, entretanto, € perdida quando codigo é extraido do assistente a fim de ser
compilado para um programa executavel (BOWMAN et al., 2018).

Um dos primeiros passos para se preservar as garantias de alto niveis garanti-
das por programas provados é a traducao de sua linguagem fonte para uma linguagem
intermediaria em CPS, tal qual possa ser usada como um sistema légico, preservando
as garantias originais do programa. Tal fato deixa a pergunta: como se pareceria uma
l6gica em CPS? E possivel provarmos teoremas baseados em continuagdes?

Conforme notado na Sec¢éo 2.6.2, traducdes para CPS sdo, de acordo com
o isomorfismo de Curry-Howard, equivalentes a introducao de negacgao dupla. Por
exemplo, considere o seguinte isomorfismo:

VA, B < —dA,-B JA, B & —VA,-B

A interpretacéo das proposigdes acima € simples, e ambos teoremas podem
ser facilmente provados?'; duas equivaléncias séo apresentadas:

e Se temos uma prova de que para todo A podemos provar B, entdo nao pode
existir um A tal que nao possamos provar B (introduzindo uma dupla negacgéao),
e vice-versa (removendo-a).

e Se temos uma prova de que existe um A tal que possamos provar B, entdo
nao sera para todo A que nao poderemos provar B (introduzindo uma dupla
negacao), e vice versa (removendo-a).

A quantificacao existencial, entédo, pode ser definida em termos de quantifica-
cbes universais, similar a como tipos ¥ fracos foram definidos na Secéo 2.4.1 usando
apenas tipos II. Entretanto, se considerarmos um ambiente de passagem de conti-
nuagdes, ndo existira mais a necessidade de um tipo de resposta para o tipo X, pois
funcbes nao retornam: sua definicdo, portanto, sera exatamente a definicdo dada na
equivaléncia acima, fixando o tipo de resposta como apenas L:

Ya: A.B = —lla: A.—B

21 Embora a remogao da negagao dupla necessite do operador classico.
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Ou, aplicando a definicdo da negacéo intuicionista a fim de facilitar a visualizacao:
Ya: AB=(lla: AB— 1) — L

A primeira observacao a ser feita: tipos ¥ fracos séo, por definicdo, negacoes duplas, e
portanto estdo em CPS; eles recebem uma continuacdo como argumento e a chamam
com os sub-termos do par. Esse fato ndo deve ser uma surpresa considerando-se a
relacao entre traducdes de CPS e negacao dupla.

O uso de quantificagdo existencial, entretanto, pode ndo ser desejado; por
exemplo, 0 mesmo nao existe (como primitivo) no CoC. Por exemplo, ao negarmos du-
plamente uma quantificacdo universal, podemos aplicar a dupla negacdo novamente
para eliminar a quantificacdo existencial; dessa forma, a seguinte equivaléncia é deri-
vada:

VA, B <& VA, --B

Tal equivaléncia é facilmente provada na légica classica, tendo sua interpretacao tri-
vial. De fato, a introducao de dupla negacédo dessa forma € exatamente a traducéo
apresentada em (BARTHE; HATCLIFF; SORENSEN, 1999).

Termos duplamente negados rapidamente se tornam complexos. Por exemplo,
numeros naturais, conforme demonstrados na Segéo 2.4.1, possuem o seguinte tipo
apos a convercao em CPS de (BARTHE; HATCLIFF; SORENSEN, 1999), represen-
tando a dupla negacao do tipo N:

((TIA: .
((Mz: (A— L) — L.
(Is: ((A=»L)»1L)»(A-L)—1)—1)— L.
A-1) L) —»1)-1L)—»>1)=1)—>1)—=1
Tal apresentacdo criptica é impratica. E possivel reescrever esse mesmo tipo usando
a definicdo de negagdo, onde ele passa a se apresentar de uma forma mais familiar:
—=llA: « . —=Ilz: == A =-Ids: 2= (A — —==A). A

E, usando a defini¢cdo de tipos X fracos dada acima, usando | como tipo de resposta,
podemos escrever esse mesmo termo como:

YA .27 —|—|A.ES: ﬁ(Zx: —|—|A.—|A).—|A

A conversao para CPS do CoC efetivamente remove quantificagdes universais
arbitrarias no nivel dos termos, usando apenas negacdes e quantificagdes existenci-
ais para representar computacoes: quantificacées universais ndo sao utilizadas em
programas em CPS, e um célculo que ndo oferecesse tipos II no nivel dos termos, en-
tao, seria incapaz de escrever programas em estilo direto (FUHRMANN; THIELECKE,
2004).
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3.1 O CALCULO DE CONTINUACOES

O principal artefato desse trabalho, o célculo de continuagdes, é descrito nessa
Secdo. Sua sintaxe € dada a seguir:

A= |1IX: AA|x: T.A

Ti=X | AX:AT [ A\e:T.T | TT |Te|~T|EX: AT | Sa: T.T
ex=uz | r:T.c| (e, e)

cui=ele) | let (X, z) =meinc|let (x, x) =meinc|c{z(x:T)=c}

Nota-se que, na linguagem dos tipos, aplicacdo tem a maior precedéncia (as-
sociando para a esquerda), seguido pela negacgéo, e finalmente por tipos ¥ e abstra-
¢oes. Sendo assim, XX: x. 7" -1 X deve ser lido como £X: *.T (—(T X)).

Tipos lineares sdo usados de uma maneira restrita no sistema a fim de limitar
0 uso da continuacao atual, o Ultimo “parametro” para uma funcao, para a qual a fun-
cao deve retornar seu resultado. Linearidade de continuagdes pode ser usado a fim
de se obter naturalidade (THIELECKE, 2003); conjectura-se, esse trabalho, que essa
condicao é o suficiente para garantir que o fluxo de cédigo funcione como uma pilha,
e, portanto, possa ser compilado como tal futuramente (usando a stack do C). Ideal-
mente, parametros lineares arbitrarios poderiam ser aceitos para representar recursos
(como motivado na Secéo 2.5), porém isso é deixado como trabalho futuro.

O assistente de provas Coq faz uma notavel distingcdo entre termos compu-
tacionalmente relevantes (que estdo nos sorts Type e Set), e termos computacional-
mente irrelevantes (que vivem no universo impredicativo Prop, comumente represen-
tado como ). O calculo proposto € baseado diretamente no CoC, e utiliza seu universo
impredicativo; apesar disso, € usada uma distingdo diferente. Consideramos esse uni-
verso (Prop) como computacionalmente relevante: termos e, cujo tipo vive em %, sdo
considerados computacdes existentes em tempo de execucao, e, por isso, apenas
existem em CPS (através de negagdes e pares). Tipos T, cujo tipo vive em [, ndo
representam valores existentes em tempo de execucdo, mas apenas tipos usados du-
rante o algoritmo de checagem de tipos; por isso, tipos II existem no nivel de kinds,
visto que desejamos executar fungdes em nivel de tipos e obter seus resultados em
tempo de compilacdo. Além disso, continuacdes no nivel de tipos (ou seja, negacdes
no nivel de kinds) nao sao particularmente Uteis para tipar termos, visto que precisa-
riamos eliminar uma negacao dupla para recuperar o tipo resultante da continuagéao
(BOWMAN et al., 2018), introduzindo uma complexidade desnecesséria.

Similar ao célculo de construgdes, como foi apresentado na Secao 2.4.1, divi-
dimos a sintaxe em niveis: a linguagem dos sorts (A), a linguagem dos tipos (7), e a



64

Figura 8 — Tipagem de sorts no célculo de continuagdes

(1) '« 0O

(2)FI—A:D I' X: A+ B: 0O (S)FI—T:* I' >:THB:0O
'FIIX: AB: [ I'-1Ilx: T.B: O

Fonte: o autor

linguagem dos termos (e); diferente dele, adicionamos uma classe sintatica adicional,
representando a linguagem dos comandos (c¢). Usamos X como meta-variavel para
variaveis de tipo (que possuem um sort), e usamos x como meta-variavel de termos
(que possuem um tipo). A linguagem dos sorts é trivial e idéntica a do calculo de
construcdes, e suas regras de checagem de tipo sao descritas na Figura 8.

A linguagem dos tipos € similar a do calculo de constru¢cdes. Semelhante a
ele, existem abstracoes e aplicacdes em nivel de tipos. Os tipos de produto, entretanto,
que tipam abstragdes no nivel dos termos, sdo removidos, substituidos por um tipo de
negagao como primitivo (visto que o objetivo € que nenhuma fungéao retorne), similar
a (FUHRMANN; THIELECKE, 2004); de forma complementar, tipos ¥ impredicativos
sao adicionados. Suas regras de checagem de tipo sdo descritas na Figura 9.

As regras para checagem de tipos de sorts e de tipos sdo descritas, indivi-
dualmente, a seguir. Nota-se que as regras de (1) a (8) também estao presentes no
calculo de construgdes, descrito na Sec¢ao 2.4.1.

A regra (1) define o principal axioma, , que representa o tipo dos tipos peque-
nos. As regras (2) e (3) apresentam tipos II no nivel dos sorts, permitindo que existam
tais funcbes no nivel dos tipos. Por brevidade, ndo consideramos tipos > ao nivel de
sorts (ou pares no nivel de tipos).

A regra (4) € padréo e permite a verificagao de variaveis de tipos no contexto.
As regras (5) e (6) permitem a criacao de abstragdes no nivel de tipos, cujas aplica-
cbes sdo dadas, respectivamente, pelas regras (7) e (8). Note que, na regra (8), €
necessario que o contexto linear esteja vazio para a verificacdo do termo: tipos nao
podem depender de termos lineares.

A regra (9) é usada para representar o tipo de abstragcdes em nivel de ter-
mos (isto é, efetivamente o programa desejado). Tipos de negacao sao usados para
representar fungdées onde retornar € um absurdo; como o calculo tem como objetivo
permitir apenas programas escritos em CPS, cujo retorno sempre serd um absurdo,
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Figura 9 — Tipagem de tipos no calculo de continuac¢des

(4) I' X:AFX: A

(S)FI—A:D I' X:A-T: B (G)FI—T:* ' x:THU: B
'EAX: AT 1IX: AB I'-MXe: T.U : 1la: T.B

(7)F|—T:HX:A.B r-u:-A 'ET:1lx: U.B I - Fe U

I'=TU:B[U/X] ®) I'FTe: Ble/z]
'ET: %
O r =7+
(10)F|—A:D I, X: AET: % (11)F|—T:>|< [, x:THU:
'EYXX: AT : x 'EYx:TU : %

Fonte: o autor

nao ha necessidade de tipos IT ou tipos de funcdo de retorno arbitrario. O mesmo
raciocinio & empregado em (FUHRMANN; THIELECKE, 2004), onde sdo usados em
conjunto a tipos de produtos. A regra (10) representa tipos existenciais, isto €, tipos X
cujo elemento a esquerda € um tipo. Note que a regra é impredicativa, o que levaria
a uma inconsisténcia no célculo de construcdes (e sera melhor abordado na Secéo
4.4). A regra é justificada pela forma restrita que projecdes sao feitas na linguagem. A
regra (11) representa tipos > pequenos.

As regras para termos se distanciam do calculo de construcdes, e sao descri-
tas na Figura 10. Como funcdes ndo devem retornar, regras auxiliares foram necessa-
rias na forma de comandos, cujas regras sao descritas na Figura 11.

A sintaxe de comandos é simples; é facil perceber que qualquer comando sera
uma sequéncia de zero ou mais projegdes (let...in...), seguido de um salto (k{e) ou
e(k)), seguido de zero ou mais ligagdes de blocos (... {...}). Ligagao de blocos possui
maior precedéncia que projecdes.

Para ambas as linguagens, dois contextos sao considerados, a fim de simpli-
ficar a notacdo: um contexto intuicionista I', que mapeia termos intuicionistas a seus
tipos (onde variaveis de tipos também sao consideradas termos intuicionistas), e um
contexto linear A, que mapeia termos lineares a seus tipos. Suas regras de checagem
de tipos sdo descritas, individualmente, a seguir.
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Figura 10 — Tipagem de termos no célculo de continuagdes

(12)

| I A el A (13)

e ThEa: T
'ET: x Io:The L

(14) Iy -FXe:Tc: =T

'ET:A T, X: A AR EU[T/X]

(15) Iy AE(T, k) : ¥X: AU

Iy -FeT Ty T; Ak k:Ule/x]
Iy AF e, k) :Xa: T.U

(16)

Fonte: o autor

Figura 11 — Tipagem de comandos no calculo de continuagdes

Iy -Fe =T I A kT Iy Ab k=T I, -FeT

(17) (18)

Iy AFe(k): L [y AFk(e): L

I AreXe:T.U Ta:T; b:Ula/z]F ¢ L
I') AFlet (a, b) =meinc: L

(19)

It AFe XX: AU OY: A b UY/X|F e L

(20) [ AFlet (Y, b) =meinc: L

I FeXe:TU T, aT, b:Ula/z]; AFc L
I') AFlet (a, b) =meinc: L

(21)

[ - Fe XX AU LY A b:UY/X]; AFe L

(22) I'' Ablet (Y, b) =meinc: L

I'a: "Tke L I x:T; Abd: L
Iy Abce{a(e:T)=4d}

(23)

Fonte: o autor
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As regras de (12) a (16) tipam termos; termos sao valores dentro da lingua-
gem, que possuem um tipo. Termos podem possuir apenas uma de duas formas: uma
fungao (closure), ou um par.

A regra (12) é padrao e permite a verificacao de variaveis de termos no con-
texto; note que é necessario que o contexto linear esteja vazio, caso contrario variaveis
lineares poderiam ser ignoradas. A regra (13) representa a verificacdo de uma varia-
vel linear no contexto; o contexto intuicionista é ignorado, porém a variavel deve existir
sozinha no contexto linear, para evitar que outras variaveis sejam ignoradas.

A regra (14) introduz fungdes em nivel de termos. Fungdes lambda recebem
um unico parametro. Note que o contexto linear precisa estar vazio: abstra¢des lambda
nado podem capturar variaveis lineares de contextos superiores; tal restricao € justifi-
cada para se evitar a criacao de fungées com contextos lineares (conforme discutido
na Secéao 2.5). O parametro da fungéo, entretanto, € movido para o contexto linear e
deve ser usado exatamente uma vez dentro dela.

As regras (15) e (16) introduzem pares grandes e pequenos, respectivamente.
Em ambos os casos, o contexto linear é ignorado a esquerda (0 que é trivial para
a regra (15), visto que tipos ndao podem depender em termos lineares), e deve ser
consumido exclusivamente pela direita. Essa restricdo € necessaria para evitar que
continuacdes sejam usadas como valores de primeira classe, estando estas sempre
no ponto mais a direita de um parametro.

Uma carateristica imporante quanto a introducéo de pares no calculo de con-
tinuacdes € que, diferente dos pares dependentes descritos na Secao 2.2.4, o termo
do par nao € anotado com seu tipo, e a substituicdo ocorre em uma das suposicoes.
Isso implica que o tipo de um par ndo é deterministico: dentro de um contexto, um par
pode ter mais de um tipo.

Para ilustrar esse ponto, assuma um contexto intuicionista I' = N: %, n: N, e
um contexto linear vazio. E possivel, entao, através das regras fornecidas, derivar dois
possiveis tipos para o termo (N, n):

(1(‘61;1%‘ (12) T, X: % - n: N[N/X]
r; -F (N, n):3X: x.N

(12)

(1(23”]“* T, X:x - F n: X[N/X]
[ - F(N, n): XX: x.X

Como uma substituicao ocorre na segunda suposicao da regra (16), podemos
notar que, devido ao fato que N[N/X] = X[N/X], o termo n passa a ter ambos os
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tipos, e, como consequéncia, o termpo (N, n) pode receber tanto o tipo ¥X: * .N
quanto X X: x .X. Tal ndo-determinismo, entretanto, ndo apresenta problemas para
uma implementacdo, que pode ser feita de forma deterministica; a Unica forma de
se usar pares literais é através das regras (17) ou (18), onde aparecem como argu-
mento para uma aplicacdo. O tipo de retorno, entretanto, sempre sera 1, e o tipo do
parametro € necessariamente anotado pela fungéo: o algoritmo, entdo, deve apenas
verificar se um dos tipos possiveis para o par é o tipo anotado, o que pode ser feito
recursivamente.

As regras (17) e (18) apresentam saltos no fluxo, e sdo a Unica forma de
aplicacéo de fungbes disponivel no calculo; note-se que, diferente do céalculo lambda
e do célculo de construgdes, assumimos que retornar da chamada € um absurdo. A
diferenca entre as regras existe em que lado da aplicacao recebe o contexto linear; na
regra (17) temos chamadas de cauda, onde a continuagao atual, que vive no contexto
linear, pode ser fornecida. Na regra (18) temos o “retorno” de uma fungao, fornecendo
um termo nao-linear como resultado para a continuagéo atual.

As regras (19), (20), (21) e (22) apresentam projecdes para pares. Nas regras
(19) e (20) assume-se que o par vivera no contexto linear (ou, se for um valor, ao invés
de uma variavel, contera uma variavel linear a direita), que sera usada pela projegéao.
Como o par estava no contexto linear, baseado na regra (14), sabemos que ele repre-
senta os parametros da fungéo; a continuacao, eventualmente, estara na posicao mais
a direita, e, por isso, 0 segundo elemento do par sera colocado no contexto linear. Nas
regras (21) e (22) o par existia no contexto intuicionista, entéo, pela derivagao das re-
gras do sistema, sabemos que 0 mesmo existia como um parametro; o contexto linear,
entdo, é preservado apds a projecao.

A regra (23) introduz continuagdes de segunda-classe na linguagem, chama-
das de continuagdes locais. A continuacao é representada dentro de chaves, similar
ao calculo demonstrado na Seg¢éo 2.6.1. O contexto linear é “empurrado” para a ultima
continuagé@o possivel, onde devera ser tratado, e a continuagdo existira como uma
variavel linear no comando anterior. Nota-se que parametros de continuacdes séo co-
locados no contexto intuicionista, e ndo no contexto linear (analogo a como abstracoes
lambda sao colocadas no contexto intuicionista, mas continuagbes sao colocadas no
contexto linear). Tal sintaxe deriva da sintaxe usada em (FUHRMANN; THIELECKE,
2004), conforme descrito na Se¢éo 2.6.1.

Nota-se que, devido a forma que as variaveis lineares sao tratadas, e por se-
rem reservadas a continuagdes, o unico fluxo possivel de cédigo é de um comando
para a continuacdo imediatamente abaixo dele (ou “retornar” para a continuacao re-
cebida como parametro, caso seja a ultima continuagao local); a ultima continuacgéo,
sintaticamente, entdo, é responsavel por retornar da fungao.
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3.1.1  Exemplos

Para ilustrar o célculo de continuagdes, usaremos algumas convengoes sin-
taticas a fim de facilitar a leitura. Similar ao calculo de construgdes, podemos usar
A — B para representar I1X: A.B caso X ndo apareca livre em B (ou T" — B para
representar I1z: 7. B caso = ndao aparecga livre em B), como no calculo de construgdes.
De forma analoga, A x U pode ser usado ao invés de ¥ X: A.U caso X ndo apareca
livre em U (ou T" x B para representar Yz: T.U caso x nao aparega livre em U). Ambos
operadores associam para a direita, e possuem precedéncia menor que negacao; isto
€, T x -U x VrepresentaT x ((—U) x V). A notagéo (a, b, ...) pode ser usada para
representar o termo (a, (b,(...))). De forma similar, o comando let (a, b, ...) = z inc
representa let (a, ') = z in let (b, ...) = 2/ in c. Para valores, \(a: T, ...).c repre-
senta \z: (Xa: T....).1let (a, ...) = z in ¢, e, para comandos, ¢ { b{a: T, ...) = d }
representa ¢ { b(x: Ya: T....) = let (a, ...) =z ind } e k{a, ...) representa k({(a, ...)).

No CoC, o termo A\T: x Az: T.\As: T — T.s (s z) representa o numero 2, e
tem tipo 11T «.T — (T — T) — T. Podemos representar tal nimero no calculo de
continuagcbes como o termo:

MT: *, k: ==Xz T.=—=Ys: =(T x =T).=T).
k(XN z: T, k: =—=Xs: =(T x =T).=T).
E(X(s: =(T x =T, k: =T).
s(z, by)
{ bi{one: T) = s(one, by)}
{ bo(two: T) = k(two)}))

Cujo tipo serd =37 * .——Xz: T.==Xs: =(T x =T).—T.

As duplas negacdes precedendo os “parametros” z e s acima representam um
detalhe de baixo nivel, por assim dizer, da funcéo representada: a fungao é curried.
Temos uma fungao que retorna uma closure, isto é, a continuagao atual k£ espera uma
funcdo como resultado, similar ao termo original no CoC, que retorna uma nova funcéao
ao receber um unico parametro. Embora essa seja a forma mais natural de se traduzir
termos lambda, é possivel também representar funcdes uncurried, que aceitam mais
de um parametro simultaneamente. Por exemplo, podemos apresentar o numero 2 da
seguinte forma:

MT:*, 22T, s: (T x =T), k: =T).
s(z, by)
{ bi{one: T) = s(one, by)}
{ bo(two: T) = k(two)}
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Cujotipo sera -XT": x.Xz: T.Xs: =(T'x—T).—T. Tal relacao ja foi percebida em trabalhos
anteriores (FILINSKI, 1992).

As continuacbes b; e by, efetivamente, em ambos os exemplos representam
labels na linguagem de montagem, similar a linguagem intermediaria apresentada em
(KENNEDY, 2007). Closures, entédo, necessariamente sdo representadas por abstra-
cbes lambda, considerando que continuagcdes locais vivem no contexto linear e séo
cidadaos de segunda-classe.

Nota-se também que a nog¢do de dominancia entre blocos basicos é direta-
mente representavel por continuagdes locais. Interpretando continuagdes locais como
blocos basicos, temos que continuagbes dominam quaisquer blocos aninhados. Por-
tanto, o exemplo acima também poderia ser representado como:

MT:*, 22T, s: (T x =T), k: =T).
s(z, by)
{ bi{one: T) =
s(one, bs)

{ be(two: T) = k(two)}}

3.2 IMPLEMENTACAO

A fim de validar a proposta empiricamente, uma implementagéo do CoC e do
calculo de continuagdes descrito acima foi feita utilizando a linguagem de programacao
Haskell. Tal implementacdo é brevemente descrita nesse capitulo, com énfase nos
algoritmos de checagem de tipos.

As ferramentas Alex e Happy sdo usadas, respectivamente, para a implemen-
tacdo de um lexer e um parser para o CoC. A linguagem é definida de forma estratifi-
cada, como visto na Secao 2.4.1, utilizando quatro tipos de dados: Sort, Type, Term €
Expr, 0 Ultimo podendo se referir a qualquer objeto na linguagem, incluindo o universo
J; tal implementacéo, ilustrada na Figura 12, tem como objetivo auxiliar no raciocinio
indutivo quanto a termos do célculo??. O tipo Context representa os contextos usados,
uma lista de tuplas de strings representando variaveis e seus tipos.

22 A gramaética pode ser implementada de forma semelhante a estrutura de dados; a utilizagéo de to-
kens diferentes para variaveis de tipos (com letras mailsculas) e de termos (com letras minUsculas)
€ o suficiente para manter a gramatica LR(1).
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Figura 12 — Tipos para o CoC

data Sort = Prop

| SortPil String Type Sort
| SortPi2 String Sort Sort
data Type TypeBound Int
TypeApplicationl Type Term
TypeApplication2 Type Type

[
I
| TypeLambdal String Type Type
|
[
|

©CoOoNOOOTh,WN =

TypelLambda2 String Sort Type
TypePil String Type Type
TypePi2 String Sort Type

13 |data Term TermBound Int
TermApplicationl Term Term
TermApplication2 Term Type
TermLambdal String Type Term
TermLambda2 String Sort Term

—
3
——— =

19 |data Expr = Univ

20 | Sort Sort
|
|

Type Type
Term Term

24 | type Context = [(String, Expr)]

Fonte: o autor

Conforme mencionado na Sec¢éo 2.2.1, indices de de Bruijn sdo usados para
facilitar substituicdes e equivaléncia. O parser é responsavel por ligar as variaveis (e
substituir o identificador textual pelo devido indice); para fins de debug, abstragdes (A
e IT) contém o nome de sua varidvel, embora o0 mesmo néo seja utilizado significati-
vamente. Varidveis sdo acessados em contextos a partir de seu indice (por exemplo,
a variavel mais recentemente ligada é representada pelo indice zero, estando este no
comego da lista).

Detalhes de interesse sdo implementados utilizando type classes, mecanismo
fornecido pela linguagem para polimorfismo ad-hoc. Algumas classes s&o implemen-
tadas, conforme listadas na Figura 13.

A classe Eq, padrao na linguagem, é usada para comparar dois termos por
igualdade; consideramos dois termos iguais caso sejam a-convertiveis. Isto é, termos
sdo comparados, recursivamente, por igualdade, desconsiderando os nomes das va-
ridveis presentes em abstracées. Como indices de de Bruijn sdo usados, variaveis
ligadas séo representadas pela sua distancia a abstracao que as ligou, e, portanto, tal
indice pode ser comparado numericamente.
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Figura 13 — Classes usadas para o algoritmo de checagem de tipos

class LocallyNameless a where
shiftN = Int — Int — a — a

class Substitutable a b where
subst = Int - a —- b — a

class Normalizable a where
normalize : a — a

—
QO OWOONOOOTAWN =

class Typeable a where
typeof : Context — a — Either TypeError Expr

class CPSConvl a where
cps_barthe’ : Monad m = Context — a — StateT Int m a

Fonte: o autor

A classe LocallyNameless a representa tipos a contendo indices de de Bruijn,
e possui uma funcéo, shiftN, usada para renomear uma variavel desejada. Duas fun-
¢cOes auxiliares, shift e unshift, sdo definidas conforme a Figura 14; tais fungdes,
respectivamente, adicionam uma nova abstracdo em volta de um termo, e removem
uma abstracdo. Também na Figura 14 é demonstrado um exemplo de instancia; como
indices sdo representados pela distancia, precimos aumentar seu valor caso entremos
em novas abstracdes (linhas 16 e 18), e garantir que variaveis mais proximas sejam
renomeadas (linha 7).

A classe Substitutable a b representa a possibilidade de se substituir um
b dentro de um a, através de uma fungéo subst; para o caso do CoC, significa que
devemos implementar seis instancias, pois é possivel substituir tipos e termos dentro
de sorts, tipos e termos. A Figura 15 demonstra um exemplo de instancia (especifica-
mente, a substituicdo de termos em termos).

Note que, caso o termo que queiramos substituir esteja dentro de uma abstra-
cao, é necessario o uso da funcao shift para adicionar uma nova abstracédo ao redor
do termo substituto, que renomeara suas variaveis conforme necessario (linhas 14 e
18).

A partir das duas classes acima podemos definir uma g-redugéo. A reducao
(Ax: T'b) y —p bly/x] € computada por trés passos: 1. adicionar uma abstracdo a y
(nominalmente, a variavel x), 2. substituir a variavel 0 em b (ou seja, ocorréncias de
x, que € a varidvel ligada mais recentemente) pelo resultado, e finalmente 3. remover
uma abstragéo do resultado (a variavel x, que ndo é mais usada).
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1 |shift = shiftN 1 0

2

3 |unshift = shiftN (-1) 0

4

5 |instance LocallyNameless Term where

6 shiftN d n (TermBound m) =

7 if n < m then

8 TermBound (m + d)

9 else

10 TermBound m

11 shiftN d n (TermApplicationl f x) =

12 TermApplicationl (shiftN d n f) (shiftN d n
13 shiftN d n (TermApplication2 f x) =

14 TermApplication2 (shiftN d n f) (shiftN d n
15 shiftN d n (TermLambdal s t b) =

16 TermLambdal s (shiftN d n t) (shiftN d (n +
17 shiftN d n (TermLambda2 s t b) =

18 TermLambda2 s (shiftN d n t) (shiftN d (n +

x)

x)

1) b)

1) b)

Fonte: o autor

Figura 15 — Exemplo de substituicdo de termos

1 |instance Substitutable Term Term where

2 subst n (TermBound m) y =

3 if n == m then

4 y

5 else

6 TermBound m

7 subst n (TermApplicationl f x) y =

8 TermApplicationl (subst n f y) (subst n x y)
9 subst n (TermApplication2 f x) y =

10 TermApplication2 (subst n f y) (subst n x y)
11 subst n (TermLambdal s t b) y =

12 TermLambdal s (subst n t y) b’

13 where

14 b’ = subst (n + 1) b (shift y)

15 subst n (TermLambda2 s t b) y =

16 TermLambda2 s (subst n t y) b’

17 where

18 b’ = subst (n + 1) b (shift y)

Fonte: o autor
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Figura 16 — Exemplo de normaliza¢do de termos

normalize (TermApplicationl f x) =
case normalize f of
TermLambdal _ _ b —
-—- Beta reduction
normalize (unshift b?’)
where
shift x
subst 0 b x°’

X)
b)

g —
TermApplicationl g (normalize x)

QO OWOONOOOTAWN =

Fonte: o autor

A classe Normalizable a implica que o tipo a pode ser reduzido. A funcao
normalize recebe um objeto de tipo a e aplica S-redu¢des enquanto houverem redexes
no termo. Como sabemos que o CoC é normalizavel, tais redugdes irdo eventualmente
terminar caso a funcao seja chamada em um objeto bem tipado. Tal funcao, além de
util por si sé para normalizar termos bem tipados, € utilizada posteriormente para o
algoritmo de checagem de tipos.

A Unica reducao considerada no protétipo é a 5-reducéo; ndo existe a neces-
sidade de a-redugdes devido ao uso de indices de de Bruijn, e, embora seja possivel
adicionarmos n-reducao ao CoC sem a perda das propriedades de interesse (ABEL,
2010), ela nao foi considerada pois n-equivaléncia nao é preservada apos a traducao
em CPS (conforme discutido a seguir). Podemos ver na Figura 16 um exemplo de
instancia; como consideramos apenas [-redexes, 0S mesmos apenas aparecem em
aplicagOes, com outros tipos de termos apenas recursivamente normalizando seus
respectivos sub-termos.

A classe Typeable a efetivamente implementa o algoritmo de checagem de
tipos para o CoC. O algoritmo representa uma inferéncia de tipos para termos no CoC,
baseado fielmente nas suas regras, conforme ilustradas na Secéo 2.4.1. Nota-se que
isso é possivel pois as regras sao deterministicas: termos apresentam no maximo um
tipo valido dentro de um contexto, e sua deducao depende apenas do tipo de seus
subtermos, indutivamente.

Na Figura 17 sao ilustrados alguns dos casos da checagem de tipo, a fim de
comparacdo. Nesses exemplos, o tipo de uma variavel é apenas o tipo que consta
no contexto recebido (utilizando o operador !! da linguagem). Conforme as regras de
tipagem, para tiparmos uma aplicagdo de termos f x precisamos nos certificar que
f € uma funcado (e portanto possui tipo Ilz: T.U, cujas varidveis sdo representadas
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Figura 17 — Exemplo de inferéncia de tipo

1 |typeof g (TermBound n) =

2 let (s, Type t) = g !! n in

3 return $ Type t

4

5 |typeof g (TermApplicationl f x) = do

6 Type ft < fmap normalize (typeof g f)

7 case ft of

8 TypePil s t b — do

9 Type xt < fmap normalize (typeof g x)

10 unless (t == xt) (throw g (TypeMismatch (Type t) (Type xt)))
11 return $§ Type $ normalize (unshift (subst O b (shift x)))
12 _ =

13 throw g (NotAFunction $ Term f)

Fonte: o autor

como s, t € b na linha 8), e que o tipo inferido normalizado do parametro x € igual
ao tipo normalizado esperado (linha 10). O resultado é o tipo de retorno da funcéo f,
com ocorréncias dependentes propriamente substituidas pelo parametro fornecido (e,
assim, utilizamos as classes Eq, LocallyNameless, Substitutable € Normalizable).

Finalmente, o ultimo ponto de interesse no protétipo com relagédo ao CoC é
a sua traducao em CPS, implementada pela classe CPSConv1. A traducdo é descrita
em (BARTHE; HATCLIFF; SORENSEN, 1999) para um conjunto de sistemas de tipos
puros, apresentando uma traducgao call-by-name. O prot6tipo implementa uma versao
especializada do algoritmo, fazendo proveito da estratificacao do calculo. Uma descri-
céo formal da tradugéo, conforme usada, € ilustrada na Figura 18. Note que a traducéo
de termos faz uso de seu tipo.

Similar ao algoritmo original, assumimos que termos que estdo sendo traduzi-
dos ja estdo em forma normal. Além disso, assumimos que as variaveis k e j usadas
no lado direito da traducao sdo novos e nao sado usados no termo que esta sendo
traduzido (claro que, devido aos indices de de Bruijn, isso € meramente um detalhe
sintatico ao leitor, e ndo afeta o algoritmo).

Observamos que, confome mencionado no comeco do Capitulo 3, a traducéo
transforma fungdes dependentes como I1z: T.U em pares dependentes. O caso 10 de-
monstra sua tradugao para I1x: ——T.——U, equivalente definicionalmente a Xz: -—T.-U.
Seu uso, visto nos casos 11, 14 e 15, adiciona uma negacao extra, criando assim o
tipo ~Xx: =—T.-U para cada funcéo no cédigo original. O parametro de tipo 7" é dupla-
mente negado pela natureza call-by-name da traducgao: ele representa um thunk com

23 0 artigo original apresenta um pequeno erro de digitagdo nessa regra.



76

Figura 18 — Tradug¢do em CPS para o CoC

[, = :
[ILX: A.B] ILX: [A],..[B]

N —

3 [Hz:T.A], = Hz: ﬁ_‘[[T]]r-[[fél]],r,gw

4 [X], = X

5 [A\X:AT], = AX: [A] (T v

6 [\:TU], = Az == [T U]

7 [TU]l, = (7], [U],

8 [[T 6]]F = [[T]]r [[e]]r

9 [IX:AT], = ILX: Al ==[T];
10 [l T.U], = Mz ~=[T],.~=[U],...

onde:

11 [=]. = Me: =[T]..x k 'ka:T
12 [\X:Ae], = ez [Tk (AX: [A] el ) DFAX: Ae: T
13 [A\:Te), = Ae: =[ULE (Aa: ~=[T],. [e],..)?° FEXe:Te:U
14 le T = Mo [UT/X]] [el. (A\j: [IIX: AU]..j [T).k) TFellX: AU
15 le f1- = Mo [U[f/z]].-[e]l. (Nj: [Ha: T.U]..5 [flk) TFeIla: T.U

Fonte: o autor, baseado em (BARTHE; HATCLIFF; SORENSEN, 1999)

o valor desejado. Uma traducgéo call-by-value para o CoC ainda nao foi apresentada
pela literatura (BOWMAN et al., 2018).

3.2.1 Nao-determinismo

O célculo de continuagdes descrito na Secao 3.1 é implementado de forma
similar no protoétipo, fazendo uso das mesmas classes, visto que foi desenvolvido com
base no CoC. Os tipos de dados, também definidos de forma estratificada, séo ilustra-
dos na Figura 19, onde um tipo adicional para comandos é necessario.

O ponto chave de diferenca entre a implementagao do algoritmo de checagem
de tipos apresentado para o CoC e o algoritmo de checagem de tipos para o calculo
de continuagdes € 0 nao determinismo: o algoritmo n&o pode ser aplicado conforme
descrito nas regras da linguagem. Notavelmente, pares na linguagem possuem mais
de um tipo para o0 mesmo contexto, conforme exemplificado na Secéo 3.1.

E comum o uso de ndo-determinismo ao se descrever sistemas de tipos line-
ares. O problema é discutido em (PIERCE, 2005). Como na regra (13) do calculo de
continuacdes, € comum que, para a verificagdo de um tipo linera, o contexto linear con-
tenha apenas a variavel desejada e nenhuma a mais (WADLER, 1990; BERNARDY
et al., 2017). Isso é parte da técnica utilizada para, através das regras, garantir que
variaveis sejam usadas uma unica vez. A outra parte, entretanto, aparece em regras
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Figura 19 — Tipos para o célculo de continuagdes

data Sort = Prop

| SortPil String Type Sort
| SortPi2 String Sort Sort
data Type TypeBound Int
TypeApplicationl Type Term
TypeApplication2 Type Type

[
I
| TypeLambdal String Type Type
|
[
|
I

©CoOoNOOOTh,WN =

TypelLambda2 String Sort Type
TypeNegation Type

TypeSigmal String Type Type
TypeSigma2 String Sort Type

14 |data Term = TermBound Int

15 | TermLambda String Type Command
| TermPairl Term Term
| TermPair2 Type Term

19 |data Command = CommJump Term Term
20 | CommProjectionl String String Term Command
| CommProjection2 String String Term Command
| CommBind Command String String Type Command
24 | data Expr = Univ
| Sort Sort
26 | Type Type
| Term Term
| Void

Fonte: o autor

de aplicacao: o contexto linear é dividido entre os dois sub-termos.

Tais regras, envolvendo a divisdo do contexto, ndo sdo deterministicas: ndo
sabemos, a priori, quais variaveis serdao usadas por cada sub-termo. Entretanto, ainda
€ possivel implementar um algoritmo deterministico para isso: conforme (PIERCE,
2005), podemos alterar as regras para que, além de “retornar” o tipo de expressodes,
retorne o tipo e as variaveis que nao foram usadas. Por exemplo, considerando apenas
um contexto linear, a seguinte regra ndo-deterministica:

ArFfiA—B Aoz A
A1UA2|_fIIB

Onde U representa a uniao de dois contextos (assumimos que nenhuma va-
riavel presente em A, estara também presente em A,, isto €, sao disjuntos), pode ser
descrita de forma algoritmica e deterministica:
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AkFeT; A

All_fA—OB,AQ AQ"(L’A,Ag
A fx:B; Ag

Onde Aj representa as variaveis ainda nao usadas pela aplicagéo; note que
0 contexto resultante da primeira suposi¢cao € usada para verificar a segunda: uma
variavel linear s6 pode ser usada pelo segundo sub-termo se nao foi usada pelo pri-
meiro.

O célculo de continuacdes apresentado possui tipos lineares de uma maneira
restrita; especificamente, apenas existe um termo linear por vez (a continuagao atual).
A técnica acima, entetanto, pode ser usada de forma similar para verificar se tal termo
linear foi ou n&o usado exatamente uma vez nos sub-termos.

A segunda fonte de nao-determinismo no célculo, pares, também pode ser
implementada em um algoritmo de forma pratica e deterministica. O ponto central é:
embora ndo possamos inferir um tipo Unico para um par num contexto, 0s mesmos
aparecerao apenas em posi¢des que esperam um tipo Unico (com uma excegao).

No primeiro caso, pares podem aparecer em projecdes projecoes, e, para a
tipagem estar correta, o elemento projetado precisa ser uma variavel, ou um par literal
(isto é, (a, b) ou (T, a)). Caso o elemento seja uma variavel, seu tipo é unico e consta
no contexto, e portanto ndo sera um problema. Caso o elemento seja um par literal,
a projecao apresenta um S-redex ébvio; na implementacao, o parser implementado
aceita apenas projecbes em variaveis, rejeitando esse caso. Tal caso problematico
pode apenas aparecer internamente durante reducdes, mas jamais em forma normal
(por se tratar de um redex).

O segundo caso, mais interessante, aparece quando invocamos uma continu-
acao, passando um par como parametro. Novamente, dois casos podem aparecer, 0
primeiro sendo que o par estd em uma variavel e seu tipo, Unico, estd no contexto, e
por isso € deterministico. O segundo caso, onde um par literal, que pode ter multiplos
tipos, aparece como parametro para uma chamada de continuacao, é resolvido de
uma forma simples: como o calculo € apresentado em estilo Church, sabemos qual é
o tipo (Unico) esperado para o parametro.

A partir disso, ao invés de inferirmos um tipo 7" para um termo e, verificamos
se, na verdade, o termo e pode possuir o tipo 7' (o qual ja sabemos, por ser o tipo
negado). A Figura 20 ilustra esse detalhe na implementacdo. Um erro é retornado ao
usuario caso o mesmo tente inferir o tipo de um par, porém o tipo de fungdes pode ser
inferido, fazendo uso desse truque para checar o tipo de pares usados internamente.
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Figura 20 — Tipagem de pares para o calculo de continuagdes

1 |typeof g (TermPairl _ _) =

2 throw g PairsHaveNoPrincipalType

3

4 |typeof g (TermPair2 _ _) =

5 throw g PairsHaveNoPrincipalType

6

7 |typeof g (CommJump k x) = do

8 Type kt < fmap normalize (typeof g k)
9 case kt of

10 TypeNegation pt — do

11 mayHaveType g x pt

12 return Void

13 =

14 throw g (NotAFunction $ Term k)

15

16 |mayHaveType g e@(TermPairl a b) t = do
17 case t of

18 TypeSigmal _ at bt — do

19 mayHaveType g a at

20 mayHaveType g b (unshift (subst O bt (shift a)))
21 return ()

22 =

23 throw g (CantHaveType (Term e) (Type t))
24

25 |mayHaveType g e@(TermPair2 a b) t = do
26 -— ...

27

28 |mayHaveType g e t = do

29 Type et < fmap normalize (typeof g e)
30 unless ((normalize t) == et)

31 (throw g (TypeMismatch (Type t) (Type et)))
32 return ()

Fonte: o autor

3.2.2 Experimentos

A implementagdo, disponivel em <http://www.github.com/takanuva/cps>, foi
utilizada para realizar alguns experimentos a fim de validar a proposta. A principio
0S mesmos envolveram simplesmente a criacao de programas no CoC, com uma tra-
ducéo para CPS mecanica (ilustrada na Figura 18), e entao tradu¢gées manuais para o
calculo de continuagdes.

Apoés a tradugdo em CPS, termos nao triviais se tornam extremamente gran-
des, e, em razao disso, sdo apresentados aqui apenas exemplos simples encontrados
junto com a implementacgao. Por exemplo, assumindo nimeros naturais de tipo N como
descritos anteriormente, temos que vetores V: x — N — x. Uma fungéo cons, ilustrada
na Figura 21 usando a sintaxe do protétipo (que permite a inclusdo de arquivos con-


http://www.github.com/takanuva/cps
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Figura 21 — Consing de vetores, conforme oferecido ao programa

-- Arquivo ./coc/Nat
\/(Nat: *).

\/(succ: Nat -> Nat).
\/(zero: Nat).

Nat

-- Arquivo ./coc/succ
\(n: ./coc/Nat).
\(Nat: *).

\(succ: Nat -> Nat).
\(zero: Nat).

succ (n Nat succ zero)

—
QO OWOONOOOTAWN =

_
A WON =

-- Arquivo ./coc/Vec

\N(T: *).

\(n: ./coc/Nat).

\/(Vec: * => ./coc/Nat -> *).

\/(base: Vec T ./coc/zero).

\/(cons: \/(n: ./coc/Nat).T -> Vec T n -> Vec T (./coc/succ n)).
Vec T n

NN = =
N—=2 000N O

-- Arquivo ./coc/cons

\N(T: *).

\(n: ./coc/Nat).

\N(t: T).

\(v: ./coc/Vec T n).

\(Vec: * -> ./coc/Nat -> x*).

\(base: Vec T ./coc/zero).

\(cons: \/(n: ./coc/Nat).T -> Vec T n -> Vec T (./coc/succ n)).
cons n t (v Vec base cons)

QWNDMNDMNDODDNDDNDDNDN
QOWONOOLA~W

Fonte: o autor

tendo sub-termos), pode ser usada para adicionar um item a um vetor, tendo tipo
I7: % IIn: NT — VT n — VT (succ n). Tal fungéo, de interesse por apresentar os
4 tipos possiveis de abragdes do CoC, traduzida em CPS apresenta 44 continuagdes
apenas em seu tipo, e apresenta 416 continuacdes em sua forma normal.

Dentre os testes executados, a traducao em CPS para CoC preservou tipos:
isto é, termos bem-tipados originalmente mantinham-se bem-tipados apds a conver-
sao (conforme esperado, visto que a traducao apresentada em (BARTHE; HATCLIFF;
SORENSEN, 1999) prova a preservacao de tipos; nota-se que, ao conhecimento do
autor, essa é a primeira implementacdo da mesma). Alguns termos foram testados
e estdo incluidos no repositério, como booleanos, numeros naturais, listas e vetores.
Além disso, em todos os testes, a continuacao atual foi usada linearmente (o que tam-
bém pode ser deduzido pelas regras da traducéo).
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Além disso, todos os testes apresentaram o uso apenas de pares e nega-
coes?*, conforme pode ser observado pelas regras da tradugao dadas acima. Em se-
guida, alguns termos (em particular, numeros e listas) foram traduzidos manualmente
do calculo de construcdes (com a ajuda da versdao em CPS do tipo, traduzida meca-
nicamente) para o calculo de continuagdes; em todos 0s casos, houve a preservagao
de tipos.

Entretanto, a traducédo dos termos, embora com auxilio dos tipos traduzidos
pelo algoritmo de (BARTHE; HATCLIFF; SORENSEN, 1999), é feita utilizando call-by-
value, a qual pode ser vista de uma forma mais primitiva do que call-by-name em CPS
(FILINSKI, 1992). Por esse motivo, a traducéao do CoC para o calculo de continuacoes
foi feita manualmente ao invés de mecanicamente. Por esse motivo, conjectura-se
a partir dos experimentos que uma tradugdo mecanica com preservagao de tipos é
possivel.

24 0O que foi descoberto por acidente; o uso de tipos ¥ foi adicionado como aglcar sintatico antes da
conclus@o que eram usados na tradugao.
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4 DISCUSSAO

O calculo de continuagdes, apresentado no Capitulo 3, apresenta passos ini-
cias para o desenvolvimento de uma légica de continuagdes, expandindo a linguagem
de continuacdes apresentada em (FUHRMANN; THIELECKE, 2004) para suportar ti-
pos dependentes. Entretanto, alguns detalhes de interesse nado sdo abordados.

Nesse capitulo, uma discussao adicional sobre o calculo desenvolvido é elabo-
rada. Detalhes adicionais, os quais motivariam o uso do célculo como légica e como
linguagem intermediaria, sdo abordados, junto a trabalhos relacionados e possiveis
trabalhos futuros.

4.1 CONTINUACOES LINEARES

A ideia do uso linear de continuacées nédo € nova, tendo sido previamente
estudada (FILINSKI, 1992; THIELECKE, 2003). Em particular, nesse trabalho, o uso
de linearidade se restringe a limitar o uso de continuacées a cidadaos de segunda-
classe.

Conforme visto em (KELSEY, 1995), a linguagem SSA/CFG é equivalente
a um subconjunto do calculo lambda em CPS onde continua¢des nédo séo tratadas
como cidadaos de primeira classe, e, embora CPS permita o uso de continuacdes de
primeira classe e operadores de controle, isso nem sempre é desejavel (KENNEDY,
2007). Tradugdes em CPS convencionais podem receber tipos lineares, onde continu-
acoes se comportam de forma equivalente ao seu uso em SSA/CFG.

Nesse trabalho, devido as regras do sistema de tipos, o uso de continuagdes
se restringe a chamada posteriores. Nota-se que desvios de fluxo apenas ocorrem
fornecendo continuagdes locais definidas imediatamente a seguir, a fim de se manter
a linearidade. Em (BERDINE et al., 2002) nota-se que € possivel extender as pos-
sibilidades de fluxo de cddigo, permitindo saltos para continuacdes locais definidas
anteriormente (backward jumps) sem abrir mao de linearidade. Trabalhos futuros in-
cluem extender o calculo de continuagdes apresentado para suportar definicbes mais
flexiveis de fluxo.

Embora continuagcées possam ser usadas e estudadas sem a consideragao
de operadores de controle (KENNEDY, 2007), € relevante notar a existéncia de tais.
Embora a lei de Peirce, responsavel pelo operador classico call/cc, ndo possa ser
provada dentro da l6gica intuicionista, sua versao duplamente negada pode, visto que
a continuagao passa a ser usada explicitamente.
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O tipo do operador cléssico é ((A — B) — A) — A, conforme visto na Se-
¢ao 2.6.1; sua versao duplamente negada recebe o tipo —(—(—A x =A) x =A), e é um
teorema intuicionista. Tal teorema pode ser facilmente provado no CoC (usando a codi-
ficacdo apresentada no comeco do Capitulo 3) como o termo Ag.g (Af.A\k.f (Ah.h k k)),
ignorando anotagdes de tipo.

Sintaticamente, um termo de tal tipo pode ser representado no calculo de con-
tinuacoes:

)\(f: ﬁ(ﬁA X —|A), k: —|A>.
ik, k)

Entretanto, tal termo sera rejeitado pelo algoritmo de checagem de tipos, visto que a
continuagdo ndo é usada linearmente (nominalmente, a continuagéo k é duplicada).

Em (THIELECKE, 2003) nota-se que é possivel o uso de um sistema de efei-
tos para, em tempo de compilagdo, verificar que fungdes sdo naturais, e que funcdes
nao sao por usarem o operador classico. De um ponto de vista de baixo nivel, tal in-
formacao é relevante pois fungdes nao-naturais ndo podem viver na pilha de chamada
do hardware (a “pilha do C”). Trabalhos futuros incluem o estudo do calculo de con-
tinuagdes onde continuagdes possam ser usadas como cidadéos de primeira classe,
efetivamente permitindo que o operador classico ilustrado acima seja aceito.

4.2 TIPOS DEPENDENTES E LINEARES

Alguns trabalhos recentes abordam sobre sistemas de tipos que integram o
uso de tipos dependentes e tipos lineares (MCBRIDE, 2016; ATKEY, 2018). Uma ébvia
pergunta surge rapidamente ao se trabalhar com a unido de tais sistemas de tipo: se
um termo linear deve aparecer exatamente uma uUnica vez, é possivel que ele seja
usado em um tipo? Tal uso ira consumir o termo?

Um detalhe importante sobre resultados da literatura sobre a unido de ambas
categorias®® de tipos € que ndo ha a necessidade de se responder essa pergunta:
termos lineares ndo podem aparecer em tipos; tal caracteristica surge da relacéo en-
tre a semantica dos sistemas de tipos conforme estudados pela teoria de categorias
(KRISHNASWAMI; PRADIC; BENTON, 2015).

O célculo de continuacdes, conforme apresentado, mantém essa caracteris-
tica. O construtor responsavel pela existéncia de tipos dependentes, sigma, existe
em dois formatos. Um deles € totalmente intuicionista, que pode ser interpretado
como apresentado no comeco do Capitulo 3. O segundo formato, entretanto, &€ sem-
pre adicionado ao contexto linear, e seu segundo elemento € considerado linear;

25 Trocadilho intencional.
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desse jeito, o tipo Xx: T.U pode ser interpretado, fixando o tipo de resposta, como
(Ilz: T.U — 1) — L. Note que o elemento z, de tipo 7', existe no contexto intuicio-
nista, podendo aparecer livre no tipo U (que por sua vez pode ser um tipo X também),
porém o tipo U é tratado como linear, e, por sua posicao a direita, ndo podera ser
usado como dependéncia para um tipo. O segundo elemento, e 0 par em si, entre-
tanto, vivem no contexto linear.

A existéncia de tal tipo, um par dependente com um elemento intuicionista a
esquerda e um elemento linear a direita, que por si s6 € um tipo linear, ja foi previsto
pela literatura. Em (KRISHNASWAMI; PRADIC; BENTON, 2015), tal tipo é chamado
de tipo F, uma referéncia ao funtor F da categoria intuicionista para a categoria linear.
Nessa definicao, os tipos X apresentados na Secdo 3.1 subsumam ambos tipos X
tradicionais, intuicionistas, e tipos F.

Analogos a tipos F, (KRISHNASWAMI; PRADIC; BENTON, 2015) formaliza
tipos G, uma referéncia ao funtor G da categoria linear para a categoria intuicionista.
Para um tipo linear X, o tipo G X representa um termo de tipo X fechado em relagao
ao contexto linear (isto é, ele nao captura variaveis lineares de contextos superiores).
No célculo de construgdes, ao fixarmos um tipo de resposta, temos que o tipo =T
€ aproximadamente equivalente a G (7' — 1); o pardmetro de abstragées lambda
€ acrescentado ao contexto linear e deve ser usado uma unica vez (sendo ele uma
continuagéo linear ou um tipo F), retornando L (ou, de outro ponto de vista, jamais
retornando, pois 0 mesmo seria absurdo), porém sendo linearmente fechado.

4.3 EXTENSOES AO SISTEMA DE TIPOS

O sistema de tipos apresentado para o calculo de continuacées é relativa-
mente simples, porém nao apresenta algumas funcionalidades desejaveis para seu
uso tanto como légica quanto como linguagem intermediaria para compiladores.

Embora a linguagem SSA/CFG seja funcional, como apresentada na Segéo
2.6.3, por sua natureza costuma receber extensdes imperativas para trabalhar com
efeitos colaterais. Tipos lineares sdo uma das possiveis respostas para se trabalhar
com efeitos colaterais em linguagens puramente funcionais, sem abrir mao da trans-
paréncia referencial (WADLER, 1990).

O calculo de continuagdes, conforme foi representado, apresenta pares de-
pendentes intuicionistas (tipos X), e pares entre valores dependentes e lineares (tipos
F). Em particular, um tipo com um tipo linear a esquerda e um tipo intuicionista a di-
reita ndo é interessante; existe, entretanto, a possibilidade de pares entre dois tipos
lineares.
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O produto tensorial, representado pelo simbolo ®, representa um par entre
dois tipos lineares; intuitivamente, conforme discutido acima, ndo faz sentido que o
mesmo seja um tipo dependente. O produto tensorial existe na logica linear e em
alguams variantes do célculo lambda linear, e seria uma extensao ébvia para o calculo
de continuagoes.

Quanto ao seu uso, a adicao de parametros lineares, através do produto ten-
sorial, no calculo de continuagdes, permitiria o controle de recursos. Por exemplo, con-
forme (WADLER, 1990), um objeto linear pode representar o “mundo”, efetivamente
permitindo alteracdes, por exemplo, na meméria. A ideia é simples: uma operacao de
memoria (leitura ou escrita) consume um mundo (que é um valor linear), retornando
um par entre o resultado da operacao e um novo mundo. Tal formalizagao forca uma
sequéncia de operacgdes, preservando operacdes imperativas em um ambiente pura-
mente funcional.

Um trabalho futuro considerado é a adicao de produtos tensoriais ao calculo
de continuacdes. Além disso, uma oportunidade de trabalho futuro é o estudo das
implicagbes de parédmetros lineares no calculo, pois tais operacdes se assemelham
a l6gica de Hoare, uma conhecida forma de se verificar propriedades de programas
imperativos (KRISHNASWAMI; PRADIC; BENTON, 2015).

O assistente de provas Coq, além de linguagens dependentemente tipadas
como |ldris e Agda, apresentam tipos indutivos e coindutivos como primitivos. Tais tipos
efetivamente representam tipos recursivos, satisfazendo as equagbes X = puX: x.T e
X =vX: x.T respectivamente, onde X pode aparecer livre em 7.

Conforme discutido na Secéao 2.4.1, tais tipos sdo usados em favor dos princi-
pios indutivo e coindutivo, respectivamente. Embora tradu¢cées em CPS dos mesmos
ja tenham sido estudadas (BARTHE; UUSTALU, 2002), ao conhecimento do autor,
nao existem estudos sobre traducdes em CPS de suas versdes dependentes. Como
trabalho futuro, o estudo da tradugcdo em CPS de tipos indutivos para o calculo de
continuacdes aumentaria significativamente sua utilidade como légica.

Em particular, tipos de soma, conforme mostrados na Secdo 2.2.3, sdo um
exemplo de tipos indutivos que representam unides disjuntas; isto é, A+ B representa
um termo que ou é um elemento de A, ou um elemento de B. Sua versao duplamente
negada, entao, seria “nao € possivel que nao tenhamos A e ndo tenhamos B”, ou seja,
temos o tipo —(—A x =B).

Tal conectiva ja existe exatamente, e é presente dentro da légica linear: a mul-
tiplicagao disjuntiva, representada pelo simbolo %. O tipo A % B é um tipo linear que
recebe duas continuacdes lineares (ao invés de apenas uma), e executa uma delas,
de acordo com o subtermo armazenado na criacao do termo. Tal conectiva ja foi pre-
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viamente estudada em tradugdes de CPS (FILINSKI, 1992). Como trabalho futuro, a
adicdo da multiplicagéo disjuntiva aumentaria a expressividade como logica do célculo
de continuacdes, e sua usabilidade como linguagem intermediaria, permitindo o uso
de condicionais (if/else).

Por fim, como trabalho futuro, é proposto o estudo de codificagdes para siste-
mas de objetos. Nao existe uma relagdo ébvia entre sistemas de tipos de linguagens
orientadas de objetos para sistemas de l6gica; entretanto, dado o seu uso em lingua-
gens de programagéao, € motivado o estudo de tradugdes CPS para objetos, e suas
implicagbes enquanto um sistema de Idgica.

4.4 TIPOS X IMPREDICATIVOS

Conforme mencionado na Sec¢éo 2.2.4, impredicatividade em tipos ¥ é uma
conhecida fonte de inconsisténcia no CoC. Tal fato motiva o uso da eliminacao fraca
no calculo de continuacbes apresentado: limitamos o uso de pares a termos, e 0s
mesmos nao podem ser eliminados dentro de tipos, similar ao que é possivel fazer
com a codificacao impredicativa dentro do CoC apresentada na Sec¢éo 2.4.1.

Uma pergunta aberta, entretanto, é deixada: qual a relacdo dos tipos II na
prova de inconsisténcia? O calculo de continuacées nao permite tipos II, ou, em ou-
tros termos, ndo permite fungdes arbitrarias, tendo que retornar de uma funcao é um
absurdo. Dada tal restricdo ao sistema de tipos, onde fungbes nao retornam, impredi-
catividade de tipos X ainda representaria um problema a consisténcia do céalculo?

Trabalhos futuros incluem o estudo de projecdes dentro da linguagem dos
tipos, e projecoes fortes para tipos ¥ impredicativos dentro de um calculo de continua-
coes. Nota-se, entretanto, que o uso de tipos ¥ (mesmo que nao impredicativos) pode
acarretar o uso de regras nao-convencionais para o sistema de tipo, embora ainda
sejam possiveis (BOWMAN et al., 2018).

4.5 CONSISTENCIA E NORMALIZAGAO

Embora o autor conjecture que o calculo de continuacées, conforme apresen-
tado na Secao 3.1, seja consistente (isto é, todas as fungdes terminem), baseado na
sua similaridade a codificagdo impredicativa no CoC, tal afirmagéo n&o foi provada no
primeiro momento. Trabalhos futuros incluem uma prova formal de terminacao para o
calculo.

Entretanto, caso tal sistema apresente normalizacdo, outro problema surge;
tal propriedade nao é desejavel ao se considerar uma linguagem intermediaria, visto
gue, no caso geral, linguagens de programagao apresentam recursao geral.
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O autor deixa em aberto a pergunta: como conciliar recursao geral em um
calculo de continuagdes? Possiveis solugdes incluem o uso de um algoritmo de veri-
ficacdo de terminacdo, como na linguagem de programacao Idris, e limitar reducdes
durante a execucédo do algoritmo de checagem de tipos para termos que provada-
mente terminam, e a verificacao literal de igualdade para termos cuja terminagdo nao
pbde ser provada estaticamente.

Outra possibilidade considerada é o estudo da bissimilaridade de termos, simi-
lar a (FUHRMANN; THIELECKE, 2004). Como termos coindutivos podem ser potenci-
almente infinitos, a nogao tradicional de igualdade n&o pode ser considerada; existe a
noc¢ao de bissimilaridade, isto €, a verificacao que, tendendo ao infinito, ambos objetos
sempre irdo se comportar da mesma forma, sendo indistinguiveis ao observador. Tal
possibilidade foi considerada em (JIA et al., 2010), conforme mencionado na Secao
2.2.5. Ao considerar recursao geral, uma pergunta aberta é se € possivel a existéncia
de um algoritmo de checagem de tipos que considere dois termos iguais usando bis-
similaridade, a qual ja foi previamente estudada no contexto de continuacdes (FUHR-
MANN; THIELECKE, 2004) devido a relacao entre um célculo de continuagdes e um
calculo de processo (onde o uso de bissimilaridade foi amplamente estudado).
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5 CONCLUSOES

Linguagens de programacao, tais quais usadas por programadores, ndo sao
adequadas para a fase de otimizagcdo em um compilador. Por tal motivo, compilado-
res traduzem a linguagem fonte para uma linguagem intermediéria; entretanto, tais
representacdées muitas vezes nado sao tipadas, perdendo informagbes existentes no
programa original. Além de descartar possibilidades de otimizacao baseadas nos ti-
pos, sao criadas possibilidades de bugs na fase de linking do programa (BOWMAN et
al., 2018).

Nessa pesquisa motivou-se a traducao em estilo de passagem de continuagao
para o calculo de construcdes, a fim de preservar os tipos originais do programa (e,
consequentemente, os teoremas por ele provado) e se manter em um formato ade-
quado para manipulagdo por um compilador. Um célculo de continuacées, baseado
no calculo de construgdes, € apresentado, que permite a prova de teoremas através
de dupla negacgdo. A principal estratégia para isso € a eliminacao de tipos IT em nivel
de termos, adicionando tipos ¥ e tipos — de negacéao primitivos no seu lugar, tal que
0S Unicos termos que possam ser descritos sdo termos em estilo de passagem de
continuagéo.

Resultados baseados em um protétipo de implementagéo do algoritmo de che-
cagem de tipos sugerem a possibilidade de uma tradu¢cao mecénica do calculo de
construcdes para o calculo de continuacdes, possibilitando seu uso como linguagem
intermediaria, preservando os tipos. Em particular, a tradugcédo nao utiliza tipos 1T em
nivel de termos, e as continuacdes sao usadas de forma linear (isto €, uma unica vez).

Com isso, esse trabalho apresentou os passos iniciais para o desenvolvimento
de uma linguagem intermediéria com tipos dependentes e lineares, combinacao que
se mostra uma area ativa de pesquisa no momento (KRISHNASWAMI; PRADIC; BEN-
TON, 2015; MCBRIDE, 2016; ATKEY, 2018). Além disso, também ha recentes desen-
volvimentos para uma compilagdo com preservacao de tipos para linguagens como o
célculo de construcées (BOWMAN et al., 2018; BOWMAN; AHMED, 2018).

Trabalhos futuros incluem a prova de propriedades (como normaliza¢do) do
célculo proposto, que foram conjecturadas e exploradas empiricamente. Além disso,
para o uso como linguagem intermediaria de propoésito geral, extensdes ao calculo
proposto que vao além dos necessérios para a tradugéo do célculo de construcoes se
fazem necessarios, como inducao e disjuncao.
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