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RESUMO

Esta dissertac@o investiga os efeitos do acoplamento elétrico e do forcamento externo senoidal
na dindmica de dois neurdnios do tipo FitzHugh—Nagumo (FHN), considerando configuracdes
de acoplamento unidirecional e bidirecional. S@o analisados os comportamentos dinamicos que
podem ser apresentados pelo sistema acoplado, como regimes periddicos, quase-periddicos,
cadticos e hipercaéticos, bem como fendmenos de sincronizagdo e multiestabilidade. No pri-
meiro estudo, com acoplamento unidirecional e forcamento aplicado apenas ao neur6nio mestre
(N1), s@o considerados trés cendrios conforme o regime dindmico de Np. Os resultados mostram
que a dindmica do mestre organiza qualitativamente o plano de pardmetros (¥, a;), sendo ¥ a
intensidade do acoplamento e a; um parametro de controle relacionado a N, promovendo a
emergencia de estruturas periddicas (linguas de Arnold, dominios em forma de camardo e janelas
de adi¢do de periodo) quando N; € periddico. Para regimes quase-periddicos de Ni, observam-se
apenas regides de regime quase-periddico e caos nos planos de parametros e a supressao de
regimes periddicos, e regides de hipercaos ou hipercaos transiente quando Ny opera em regime
cadtico. A coexisténcia de atratores periddicos e cadticos, evidenciada por bacias de atracado e
diagramas de bifurcacdo, caracteriza a presenca de multiestabilidade. No segundo estudo, com
acoplamento bidirecional e forcamento aplicado a ambos 0s neurdnios, sdo analisadas trés com-
binagdes: cadtico-cadtico, cadtico-periddico e periddico-periddico. Nos planos de parametros
(B,7v), em que ambos sdo as intensidades do acoplamento, também séo observadas estruturas
periddicas com propriedades como autossimilaridade, espirais descontinuas e padrdes em forma
de camardo. Com relacdo aos efeitos da intensidade de acoplamento na sincronizacdo do sistema,
foram observadas transi¢des suaves entre estados assincronos, sincronizacdo intermitente e
sincronizacdo quase perfeita. A bidirecionalidade do acoplamento suprime o caos e estabiliza a
dinamica do sistema acoplado, reduzindo o impacto das dinamicas individuais. As andlises foram
conduzidas com o uso de ferramentas como espectros de Lyapunov, diagramas de bifurcagdo,
retratos de fase, planos de parametros e bacias de atracdo. Na construcdo dos planos de parame-
tros, foram adotadas estratégias complementares: condi¢des iniciais fixas e o método de seguir
o0 atrator, que permite evidenciar fendmenos como a multiestabilidade. Os resultados indicam
que a dindmica dos neur6nios FHN acoplados € fortemente modulada pela configuracao de
acoplamento, bem como a sua intensidade, e pelo forcamento externo, enquanto o acoplamento
unidirecional favorece a propagac¢do hierdrquica da dinamica do neurdnio mestre e a emergéncia
de hipercaos, o acoplamento bidirecional atua como um mecanismo de regulacdo e controle
dindmico, promovendo sincronizagado e estabilidade. Estes resultados refor¢cam a relevancia dos
modelos FHN acoplados para a compreensao da atividade oscilatéria e da variabilidade funcional

em redes neurais reais e artificiais.

Palavras-chave: FitzHugh-Nagumo. Espectro de Lyapunov. Caos. Sincronizacdo. Multiestabili-
dade.



ABSTRACT

This dissertation investigates the effects of electrical coupling and external sinusoidal forcing on
the dynamics of two FitzHugh—Nagumo (FHN) neurons, considering both unidirectional and
bidirectional coupling configurations. The study analyzes the dynamic behaviors exhibited by the
coupled system, including periodic, quasi-periodic, chaotic, and hyperchaotic regimes, as well
as phenomena such as synchronization and multistability. In the first study, the unidirectional
coupling scenario is examined, where the master neuron (N7) is subjected to external forcing and
coupled to a second neuron (N,). Three scenarios are considered, depending on the dynamical
regime of N;. The results show that the master dynamics qualitatively organizes the parameter
plane (7,az), where ¥ denotes the coupling strength and a; is a control parameter associated with
N,, promoting the emergence of periodic structures (Arnold tongues, shrimp-shaped domains,
and period-adding windows) when N; operates in a periodic regime. For quasi-periodic regimes,
only quasi-periodic and chaotic regions are observed in the parameter space, with suppression
of periodic behaviors. When N; operates in a chaotic regime, the system exhibits regions
characterized by hyperchaotic and transient hyperchaotic dynamics. The coexistence of periodic
and chaotic attractors, evidenced by bifurcation diagrams and basins of attraction, characterizes
the presence of multistability. In the second study, the system with bidirectional coupling and
external forcing applied to both neurons is analyzed, considering three configurations: chaotic-
chaotic, chaotic-periodic, and periodic-periodic coupling. In the (f,y) parameter planes, where
both represent coupling strengths, periodic structures also appear, including self-similar patterns,
discontinuous spirals, and shrimp-shaped structures. Regarding the effects of coupling strength
on synchronization, smooth transitions are observed between asynchronous states, intermittent
synchronization, and near-complete synchronization. Bidirectional coupling suppresses chaos
and stabilizes the dynamics of the coupled system, reducing the influence of individual neuron
dynamics. The analysis employs tools such as Lyapunov spectra, bifurcation diagrams, phase
portraits, parameter planes, and basins of attraction. For the construction of parameter planes,
two complementary strategies were adopted: fixed initial conditions and the method of following
the attractor, which highlights phenomena such as multistability. The results demonstrate that
the dynamics of coupled FHN neurons are strongly shaped by the coupling configuration and its
strength, as well as by the external forcing. While unidirectional coupling favors the hierarchical
propagation of the master neuron’s dynamics and the emergence of hyperchaos, bidirectional
coupling acts as a regulatory mechanism, promoting synchronization and dynamic stability.
These findings reinforce the relevance of coupled FHN models as theoretical and computational
frameworks for understanding oscillatory activity and functional variability in real and artificial

neural networks.

Keywords: FitzHugh-Nagumo. Lyapunov Spectra. Chaos. Synchronization. Multistability.
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1 INTRODUCAO

A compreensio do funcionamento do sistema nervoso, desde os mecanismos eletrofisio-
l6gicos que regem a atividade de neurdnios individuais até os padrdes emergentes em populacoes
neuronais, constitui um dos maiores desafios da ciéncia contemporanea. A neurociéncia, como
campo essencialmente interdisciplinar, tem se desenvolvido de forma expressiva desde o final do
Século XIX, integrando contribui¢des da biologia, medicina, fisica, psicologia, matemdtica e,
mais recentemente, da ci€ncia da computagdo (Kandel et al., 2023; Dayan; Abbott, 2001).

O sistema nervoso central € formado por bilhdes de neurdnios interconectados, cuja
atividade coordenada sustenta funcdes como percep¢ao sensorial, controle motor, regulacao
autondmica (controle automdtico e inconsciente das fungdes fisioldgicas vitais do corpo) e
processos cognitivos complexos (Kandel et al., 2023). Cada neur6nio € uma célula excitavel
especializada em gerar, conduzir e transmitir sinais elétricos, em resposta a diversos estimulos, os
chamados potenciais de agdo (ou spikes), que constituem o principal mecanismo de codificagdo
e propagac¢do de informagdes no sistema nervoso. A base da sinalizacdo neural estd nas rdpidas
alteracdes do potencial de membrana, isto €, os potenciais de acdo. Essas respostas exibem
limiar de iniciacdo, comportamento do tipo “tudo ou nada”, propagacao sem atenuag¢do e periodo
refratario (Kandel et al., 2023). A comunicagdo entre neurdnios ocorre por meio de sinapses,
que podem ser guimicas ou elétricas, que apresentam estruturas € mecanismos distintos para
a passagem do sinal entre os neurdnios e sdo organizadas em circuitos neurais que exibem
comportamentos coletivos complexos (Bear, 2017).

A dinamica individual de um neurdnio € determinada por propriedades biofisicas da
membrana celular, como a distribuicdo e o comportamento dos canais ionicos, que controlam
o fluxo de ions e, portanto, o potencial de membrana (Hille, 2001). Esses mecanismos sao
fundamentais para a excitabilidade, o padrao de disparo e a resposta a estimulos, mas também
afetam diretamente o comportamento de redes neuronais. Pequenas alteragdes nas propriedades
individuais dos neurdnios, causadas, por exemplo, por mutagdes genéticas ou disfungdes em
canais i0nicos, podem comprometer a estabilidade da rede e levar a perda de sincronizagao,
hiperexcitabilidade ou outros distirbios neurolégicos (Boaretto et al., 2021).

A neurociéncia tedrica constitui uma vertente fundamental da investigagdo em neuroci-
éncia contemporanea, baseada na premissa de que métodos formais da matemadtica, da fisica e
da ciéncia da computagdo oferecem ferramentas essenciais para compreender o funcionamento
do sistema nervoso (Dayan; Abbott, 2001). Essa drea busca integrar diferentes niveis de anélise
(molecular, celular, sist€émico e comportamental) por meio da constru¢do de modelos matema-
ticos capazes de descrever, explicar e prever dinamicas neuronais. Trés classes de modelagem
sao geralmente identificadas: modelos descritivos, que t€m como principal objetivo sintetizar
grandes volumes de dados experimentais de maneira concisa, caracterizando o que os neurdnios
e circuitos fazem, sem necessariamente explicar os mecanismos subjacentes; modelos mecani-

cistas, que abordam a questdo de como o sistema nervoso opera, com base em sua anatomia,
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fisiologia e conectividade conhecidas, formando frequentemente uma ponte entre modelos em
diferentes escalas; e modelos interpretativos, que se valem de principios da computagdo e da
teoria da informacgdo para investigar o significado funcional, comportamental e cognitivo de
aspectos especificos da atividade neural, buscando responder a pergunta de por que certos padroes
operacionais emergem no cérebro (Dayan; Abbott, 2001).

Nesse contexto, a modelagem tedrica e computacional ndo apenas complementa a inves-
tigacdo experimental, como também promove o didlogo entre subdisciplinas da neurociéncia
ao propor representacdes unificadas e compactas de fendmenos complexos (Dayan; Abbott,
2001). Essa abordagem torna possivel investigar como propriedades estruturais e dinamicas dos
neurdnios contribuem para a geracao de padrdes de atividade coordenada no cérebro (Dayan;
Abbott, 2001).

As caracteristicas da geracdo e propagacao dos potenciais de acdo foram formalmente
descritas a partir da década de 1950 pelos trabalhos de Hodgkin, Huxley e Katz, que quantificaram
0s mecanismos i0nicos subjacentes a excitabilidade a partir de experimentos com o axonio
gigante da lula (Koch, 1998). Mais precisamente, estes trabalhos constituem o marco fundamental
na transi¢ao da neurofisiologia descritiva para a neurociéncia quantitativa, estabelecido em 1952,
com a formulagdo do modelo de Hodgkin-Huxley (HH) (Hodgkin; Huxley, 1952d). Desenvolvido
a partir de experimentos eletrofisiolégicos conduzidos por Alan Hodgkin, Andrew Huxley e
Bernard Katz no axdnio gigante da lula, esse modelo permitiu, pela primeira vez, descrever
quantitativamente os mecanismos de geracio e propagacao dos potenciais de acao. Com base na
medic¢do precisa das correntes idnicas por meio da membrana celular, os autores propuseram um
sistema de equagdes diferenciais que representa a dindmica das condutancias dependentes de
tensdo elétrica dos fons sdio (Na*) e potéssio (K*), além de uma condutincia de vazamento. Essa
formulacdo ndo apenas reproduziu com alta fidelidade os perfis temporais dos potenciais de agcdo
observados experimentalmente, mas também forneceu uma estrutura conceitual e matemaética
robusta para a modelagem de neurdnios excitaveis (Kandel et al., 2023; Dayan; Abbott, 2001;
Hille, 2001).

A partir dessa contribuicao fundamental, abriu-se caminho para o desenvolvimento de
modelos tedricos subsequentes, simplificados e com foco na andlise qualitativa, que buscavam
preservar as caracteristicas essenciais da excitabilidade neuronal com menor complexidade mate-
matica. Entre esses modelos, destaca-se o modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN), cuja estrutura
bidimensional captura, de forma qualitativa, fendmenos fundamentais como limiar de disparo,
refratariedade, oscilacdo e repouso, tornando-se uma ferramenta amplamente empregada na
investigagdo de propriedades dinamicas de sistemas neuronais acoplados.

O desenvolvimento do modelo HH representou um marco para a neurociéncia moderna
ao descrever, com elevado rigor quantitativo, os mecanismos biofisicos responsaveis pela geracao
e propagacdo dos potenciais de acdo em neurdnios. Baseado em experimentos realizados no
axonio gigante da lula, esse modelo incorporou varidveis de estado que descrevem a dinamica de

abertura e fechamento de canais i6nicos associadas a uma equacgdo diferencial para o potencial de
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membrana, resultando em um sistema de quatro equagdes diferenciais ndo lineares de primeira
ordem (Hodgkin; Huxley, 1952d). Essa formulacdo permitiu reproduzir com notavel precisao
diversas propriedades observadas experimentalmente, como comportamento limiar, periodos
refratdrios, adaptacdo e geracdo de pulsos repetitivos, mesmo sem o conhecimento direto das
estruturas moleculares responsdveis por esses fendmenos (Kandel et al., 2023). Apesar de sua
robustez, este modelo exige conhecimento detalhado das condutancias e cinéticas de multiplos
canais i0nicos, além de apresentar alta complexidade computacional. Como alternativa, modelos
matemdticos mais simples foram desenvolvidos com o objetivo de capturar os aspectos quali-
tativos fundamentais da excitabilidade neuronal, ainda que com menor fidelidade quantitativa.
Entre eles, o modelo FHN (FitzHugh, 1961; Nagumo; Arimoto; Yoshizawa, 1962), que reduz o
sistema a duas equagdes diferenciais, uma varidvel rapida representando o potencial de ativacao
e uma varidvel lenta relacionada ao processo de recuperagao.

O modelo de FHN, além de descrever qualitativamente a génese de trens de pulsos peri6-
dicos, ou oscilagdes neuronais, induzidos por correntes externas, constitui uma versao biofisica
reduzida que, com base na teoria dos sistemas dindmicos e na andlise do espaco de fases, permite
compreender aspectos fundamentais também presentes no modelo de HH e em suas variantes.
Essa simplificacdo incorporada no modelo FHN, portanto, permite investigar com maior clareza
e flexibilidade matematica propriedades como ciclos-limite, multiestabilidade, limiares de dis-
paro e transi¢des dindmicas, utilizando ferramentas da teoria dos sistemas dindmicos. Assim,
considerando a expressiva diversidade estrutural e funcional entre os neurénios, modelos sim-
plificados e genericamente formulados como o FHN, revelam-se frequentemente mais eficazes
para capturar propriedades essenciais da dinAmica neuronal, sobretudo em contextos de rede,
do que abordagens detalhadas e de alta complexidade (Koch, 1998). Por isso, o modelo FHN ¢é
amplamente utilizado em estudos tedricos e computacionais para explorar como propriedades
locais (como a excitabilidade e o forcamento externo) e fatores estruturais (como intensidade e
tipo de acoplamento) modulam o comportamento coletivo de sistemas neuronais, especialmente
no estudo de padrdes de disparo, sincronizac¢do e multiestabilidade (Dayan; Abbott, 2001).

A formulacdo de um modelo simplificado de disparo neuronal encontra respaldo na and-
lise das equacdes do modelo HH, onde se observa que o potencial de membrana e a varidvel de
ativacdo dos canais de Na* evoluem em escalas temporais compardveis durante a ocorréncia de
um potencial de acdo (Koch, 1998). Em contrapartida, as varidveis correspondentes a inativagdo
dos canais de Na* e a ativag@o dos canais de K* apresentam dindmicas também semelhantes
entre si, embora caracteristicamente mais lentas. Dada a elevada correlagdo entre essas varidveis
rapidas, justifica-se sua unificacdo em uma unica varidvel de “ativacdo”, andlogo ao se con-
siderar a ativacdo do K* e a inativacdo do Na*, submetidas ao mesmo estimulo. Como essas
varidveis lentas exibem varia¢des temporais com amplitudes semelhantes, é apropriado também
representd-las conjuntamente por uma varidvel, a qual expressa o grau de “refratariedade” da
membrana. O sistema bidimensional resultante dessas simplificacdes, com parametros constantes,

reproduz, de forma qualitativa, o comportamento dinAmico observado no modelo original HH,
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de quatro dimensdes, cuja estrutura incorpora fungdes dependentes das alteragdes do potencial
de membrana de uma célula neuronal (Koch, 1998).

As equagdes que compdem o modelo de FHN tém origem no trabalho de Van der Pol
(1926), que introduziu o oscilador de relaxacdo, um sistema ndo linear inicialmente aplicado ao
estudo do marca-passo cardiaco (Pol; Mark, 1928). Posteriormente, Bonhoeffer (1948) explorou
o espaco de fases no contexto de reacdes quimicas com comportamento excitatdrio semelhante ao
de células nervosas (Bonhoeffer, 1948). Com base nesses avancos, FitzHugh (1961) e, de forma
independente, Nagumo, Arimoto e Yoshizawa (1962) propuseram uma formulacdo em duas
equacoes capaz de descrever qualitativamente os principais eventos associados a excitabilidade
neuronal (FitzHugh, 1961; FitzHugh, 1969; Nagumo; Arimoto; Yoshizawa, 1962; Koch, 1998).
Devido a sua natureza nao linear, o modelo de FHN nao admite, em geral, solu¢des analiticas
em forma fechada, o que torna necessario o uso de métodos numéricos para sua integracao.
Ainda assim, € possivel obter informacdes qualitativas sobre o sistema por meio da anélise
geométrica do espaco de fases, sem a necessidade de resolver explicitamente as equagdes.
Embora sua origem esteja na neurociéncia, o modelo FHN também é amplamente aplicdvel em
diversos campos, como fisiologia cardiaca, eletronica, Optica, dindmica populacional e processos
bioldgicos como divisdo celular (Cebridn-Lacasa et al., 2024). A ado¢do do modelo de FHN
utilizado nesta dissertacdo justifica-se por sua versatilidade e ampla aplicabilidade em diferentes
contextos cientificos, que vao além da neurociéncia. Estudos recentes demonstram que esse
modelo tem sido empregado com sucesso na descricao de fendmenos em fisiologia cardiaca,
biologia celular, engenharia de sistemas e até mesmo em eletronica e optica (Cebridn-Lacasa et
al., 2024; Rocsoreanu A. Georgescu, 2000).

A andlise da dindmica do modelo de FHN, sob diferentes condi¢des de parametros, pode
ser feita por meio de representacdes graficas como retratos de fase e planos de parametros (San-
tana et al., 2021; Hoff et al., 2014; Santos, 2013). Essas ferramentas fornecem uma visualizagdo
direta das propriedades qualitativas do sistema, como a estabilidade dos pontos de equilibrio, a
existéncia e forma de ciclos-limite, bem como a sensibilidade estrutural a variacdes nos para-
metros e condi¢des iniciais. Em particular, os planos de pardmetros permitem delimitar regides
associadas a regimes distintos, como repouso, movimentos periddicos ou multiestabilidade,
sendo essenciais para a identificacdo de zonas criticas que orientam tanto andlises numéricas
quanto tedricas (Cebridn-Lacasa et al., 2024; Longo; Queirolo; Kuehn, 2024).

A escolha do modelo FHN se fundamenta em sua capacidade de representar, de forma
simplificada e eficiente, os aspectos fundamentais da excitabilidade neuronal. Embora derivado
como uma reducio do modelo HH, o modelo FHN preserva caracteristicas dinamicas essen-
ciais, como a excitabilidade e as oscila¢des de relaxamento, a0 mesmo tempo em que reduz
consideravelmente a complexidade matematica envolvida. Essa simplificagdo ndo compromete
a variedade de comportamentos dindmicos, o que o torna particularmente adequado para ana-
lises qualitativas de sistemas neuronais. Entre suas propriedades mais relevantes, destacam-se

a presenca de coexisténcia de estados, regimes oscilatorios e resposta excitatoria a estimulos.
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Essas dinamicas permitem descrever, de maneira acessivel, padrdes tipicos de disparo neuronal,
bem como transi¢des entre repouso e atividade oscilatdria. A possibilidade de capturar esses
comportamentos com um modelo de duas equacgdes diferenciais ordindrias de 1* ordem é uma
vantagem considerdvel, sobretudo para investigacdes que requerem exploracao sistematica de
parametros e visualizacdo de retratos de fases (Cebridn-Lacasa et al., 2024).

Além disso, o modelo FHN pode ser naturalmente estendido para considerar interagdes
entre neurdnios por meio do acoplamento elétrico. Essa extensibilidade permite a investigacao
de fendmenos emergentes em sistemas de neurdnios acoplados, como propagacao de sinais e
sincronizagdo (Cebridn-Lacasa et al., 2024). O estudo da sincroniza¢do entre neurdnios torna-se
importante, visto que é um fendmeno coletivo que emerge da interacao entre unidades acopladas,
sendo essencial para a integracdo de informagdes e formacdo de estados funcionais no cérebro.
Estados de sincronizagdo excessiva, por outro lado, estdo associados a disturbios como epilepsia
e tremores patoldgicos (Bennett; Zukin, 2004; Connors; Long, 2004). Dessa forma, o modelo
de FHN se apresenta como uma base sélida para explorar, nesta dissertacdo, os efeitos do
acoplamento e do forcamento externo sobre a dindmica individual e do sistema de neurdnios

acoplados, permitindo uma andlise da diversidade de comportamentos dinamicos emergentes.

1.1 OBJETIVOS GERAIS

Este trabalho propde o estudo da dindmica de sistemas formados por dois neurdnios
modelados pelo sistema de FHN, acoplados eletricamente e submetidos a um forcamento
externo senoidal. Duas configuracdes sdo analisadas: acoplamento unidirecional, com for¢camento
aplicado apenas no primeiro neur6nio, e acoplamento bidirecional, com forcamento em ambos.
O objetivo central € investigar como diferentes configuracdes de acoplamento, forgas externas e
padrdes de estimulo influenciam a emergéncia de comportamentos periddicos, quase-periddicos,
cadticos, multiestabilidade e estados de sincronizagao.

Para tanto, sdo aplicados métodos numéricos para integracao das equagdes diferenciais
ordindrias e calculo dos expoentes de Lyapunov, a fim de caracterizar os regimes dinamicos do
sistema. A andlise abrange a exploracdo dos espacos de parametros, projecoes bidimensionais
de atratores no espaco de fases, diagramas de bifurcacdo para identificacdo das transi¢des entre
regimes e o estudo da coexisténcia de multiplos atratores. Além disso, s@o investigadas as bacias
de atracdo, que permitem determinar os conjuntos de condi¢des iniciais que levam o sistema a
um comportamento assintotico especifico.

Este estudo, ao focar na relagdo entre a dindmica individual dos neurdnios e o com-
portamento coletivo do sistema acoplado, busca contribuir para a compreensao dos principios
fundamentais que regem a organizacao funcional em redes neurais, oferecendo contribui¢cdes
tedricas relevantes para a neurociéncia computacional. Mais especificamente, pretende-se carac-
terizar os regimes oscilatérios e os mecanismos dinamicos subjacentes, incluindo a identificagdo

de bifurcagdes e transi¢des entre estados periddicos, quase-periddicos e cadticos; investigar a
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ocorréncia e os efeitos da multiestabilidade sobre a resposta dos modelos de neurdnios acoplados
a estimulos variados, ampliando o entendimento da dependéncia do sistema em relacdo as
condi¢des iniciais e parametros; e analisar os padrdes de sincroniza¢do emergentes sob diferentes
regimes de acoplamento e forcamento externo, abrangendo desde a sincronizagdo completa até

estados parcialmente sincronizados ou desincronizados.

1.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

Para alcancar o objetivo geral proposto, esta dissertacdo estabelece os seguintes objetivos

especificos:

* Apresentar os fundamentos tedricos da teoria de sistemas dindmicos relevantes para a
modelagem matematica de neurdnios, abordando conceitos essenciais como estabilidade
de pontos de equilibrio, existéncia e classificacdo de ciclos-limite, dindmicas cadticas e
calculo dos expoentes de Lyapunov, com &nfase na aplicacdo desses conceitos ao contexto

neural.

* Discutir aspectos estruturais e funcionais dos neurdnios, enfatizando os mecanismos
biofisicos envolvidos na geracdo e propagacdo dos potenciais de a¢do, os tipos de sinapses
(quimicas e elétricas) e o papel da excitabilidade neuronal na transmissao e processamento

de sinais eletroquimicos.

* Explorar os principais modelos matemdticos utilizados para descrever a atividade elétrica
de neuronios isolados e acoplados, com atengao especial no modelo de FHN. Abordar
sua formulacdo matematica, interpretacao fisiolégica simplificada e suas aplicagdes na

andlise de redes neuronais, justificando sua escolha para os estudos deste trabalho.

* Analisar detalhadamente a dindmica do modelo isolado de FHN, identificando pontos
de equilibrio, andlise de estabilidade linear, ocorréncia e natureza dos ciclos-limite, bem
como os diferentes regimes oscilatérios em fun¢do dos pardmetros intrinsecos do modelo.
Essa andlise serd realizada por meio de métodos qualitativos e numéricos, conforme

exposto no Capitulo 3.

* Investigar os efeitos do acoplamento elétrico unidirecional e do forcamento externo
periddico aplicado em apenas um neurdnio, sobre a dindmica conjunta de dois neurdnios
do tipo FHN. Caracterizar os regimes emergentes, incluindo comportamentos periddicos,
quase-periddicos e cadticos, avaliar a presenca e extensdo da multiestabilidade e mapear

a estrutura do espacgo de parametros para estas configuragdoes.

* Estudar a influéncia do acoplamento bidirecional com forcamento senoidal compartilhado
entre os dois neurdnios, analisando a emergéncia de diferentes padrdes de sincronizac¢ao
(completa, parcial, desincronizacdo), o espectro completo dos expoentes de Lyapunov e a

reorganizacdo dos regimes dindmicos no espago de parametros.
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* Avaliar a sensibilidade do sistema as condig¢des iniciais e variagdes nos parametros de
controle, com o objetivo de identificar as transi¢des entre regimes dindmicos distintos e
as regides do espaco de parametros que apresentam sensibilidade estrutural acentuada,

especialmente aquelas associadas a coexisténcia de multiplos atratores.

* Identificar e caracterizar padrdes emergentes de comportamento coletivo nos sistemas
acoplados estudados, tais como multiestabilidade, sincronizag¢do e transi¢des dindmicas,
avaliando a relevancia desses fendmenos para a compreensao de processos fundamen-
tais de codificacdo e processamento de informacdes em redes neurais simplificadas,

ressaltando seu potencial impacto para a neuroci€éncia computacional.

1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Esta dissertac@o estd organizada em seis capitulos, que se articulam progressivamente
para desenvolver os fundamentos tedricos, os métodos analiticos e numéricos, e os resultados
obtidos no estudo da dindmica de dois neurdnios do tipo FHN, sob diferentes configuragdes de

acoplamento elétrico e forcamento externo periodico.

* O Capitulo 2 estabelece a fundamentagao tedrica de sistemas dindmicos para as andlises
e estudos realizados nesta dissertacdo. Sao discutidos os principais conceitos da teoria de
sistemas dinamicos, incluindo classificacdes de equagdes diferenciais, sistemas autono-
mos e ndo autdonomos, espaco de fases, estabilidade de pontos de equilibrio, ciclos-limite,
bifurcacdes, caracterizacdo de regimes cadticos, bem como defini¢do e interpretacao
dos expoentes de Lyapunov. Este capitulo também apresenta os métodos qualitativos e

computacionais utilizados para a caracteriza¢dao da dinamica ao longo do trabalho.

* O Capitulo 3 aborda os fundamentos bioldgicos e eletrofisiolégicos essenciais a compre-
ensdo dos modelos matemadticos utilizados ao longo desta dissertagdo. Sao apresentados
aspectos estruturais e funcionais dos neurdnios, incluindo sua anatomia, os mecanis-
mos de geracdo e propagac¢do dos potenciais de repouso e de agdo, e os processos de
comunicacao sindptica, tanto elétrica quanto quimica. Esses elementos estabelecem o
embasamento conceitual necessario para a introdugcao dos modelos mateméaticos. Em
seguida, sdo discutidos o modelo de HH e, com maior €nfase, o modelo de FHN. A
andlise concentra-se no estudo do neur6nio isolado descrito por este modelo, destacando
sua formulacao original, a motivacdo bioldgica e matemadtica subjacente (incluindo sua
derivacdo a partir do oscilador de Van der Pol). Sdo realizadas andlises qualitativas,
com a construgdo do retrato de fases, identificagdo dos pontos de equilibrio, estudo da
estabilidade local por meio da linearizacdo e de autovalores, caracteriza¢ao de ciclos-
limite e identificacdo dos regimes oscilatdrios do sistema. Essa abordagem fornece a base
tedrica e metodoldgica indispensavel para o estudo da dindmica de neurdnios acoplados,

desenvolvido nos capitulos seguintes.
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* O Capitulo 4 apresenta os resultados numéricos da andlise da dindmica de um sistema
composto por dois neurdnios do tipo FHN acoplados eletricamente de forma unidire-
cional, em que apenas o neurdnio mestre (Ny) é submetido a um forcamento externo
senoidal. Esta configuragc@o assimétrica permite explorar como a dindmica individual de
N1, operando sob trés regimes distintos (periddico, quase-periddico e cadtico), influencia
o comportamento do segundo neurdnio (N>) e a evolugdo do sistema acoplado. Para isso,
sdo geradas se¢des transversais do espaco de parametros de sete dimensdes, representdas
em planos de parametros, que permitem visualizar as regides associadas a diferentes
regimes dinamicos, como oscilagdes periddicas, quase-periddicas, caos e hipercaos. A
andlise também inclui a identificacdo de regides de coexisténcia de atratores (multiestabi-
lidade) e bacias de atracdo associadas, evidenciando a forte dependéncia das solucdes
com relacdo as condicdes iniciais e parametros de acoplamento. O capitulo, portanto,
enfatiza como o acoplamento unidirecional e o regime oscilatério de Ny modulam a

emergéncia de determinados comportamentos no sistema.

* O Capitulo 5 apresenta a andlise dos estudos da dindmica de dois neuronios FHN
acoplados eletricamente de forma bidirecional, ambos submetidos a um forcamento
externo senoidal, investigando trés cendrios distintos: (i) acoplamento de dois sistemas
cadticos idénticos, (ii) acoplamento entre um sistema periddico e um sistema cadtico,
e (ii1) acoplamento de dois sistemas periddicos idénticos. O objetivo é caracterizar
os regimes dindmicos emergentes e avaliar a transi¢cdo de estados assincronos para
sincronizados a medida que a intensidade do acoplamento varia. A investigacdo inclui
a identificagdo de estruturas periddicas organizadas no espaco de parametros, a anélise
da coexisténcia de atratores (multiestabilidade), e o cdlculo do espectro de expoentes de
Lyapunov para caracterizacio dos regimes dindmicos. A sincronizagdo é analisada com
énfase nos casos (1) e (i), interpretando os padrdes observados a partir da interag@o entre

a dinamica individual dos neurdnios e os efeitos do acoplamento bidirecional.

* O Capitulo 6 apresenta as consideragdes finais do trabalho, sintetizando os principais
resultados obtidos, discutindo suas implicacdes para a modelagem de sistemas de neurd-
nios acoplados e sugerindo possiveis extensdes, tanto em termos de complexidade dos
modelos quanto de configuragdes e tipos de acoplamento, no ambito da neurociéncia

computacional e da teoria de sistemas dindmicos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo estabelece os fundamentos tedricos para a andlise desenvolvida ao longo
desta dissertacdo. Inicialmente, apresenta-se a classificacdo dos sistemas dinamicos, com énfase
em sua evolucdo temporal, linearidade, ndo linearidade e na possivel dependéncia explicita do
tempo. Em seguida, sdo introduzidos conceitos fundamentais como espaco de fases, estabilidade
de pontos de equilibrio, bifurcagcdes e expoentes de Lyapunov. Tais ferramentas serdo utilizadas
para explorar as propriedades do modelo de FHN, detalhado no Capitulo 3, bem como caracterizar
os regimes dinamicos presentes nos sistemas de dois modelos de FHN sob acoplamento e

forcamentos externos, foco central desta dissertacdo, apresentado nos Capitulos 4 e 5.

2.1 SISTEMAS DINAMICOS

Sistemas dindmicos constituem modelos matematicos que descrevem a evolu¢ao temporal
das varidveis que definem o estado de um sistema, a partir de condi¢des iniciais especificadas.
Em sistemas deterministicos, essa evolucdo é totalmente determinada por essas condi¢des
iniciais e pelas equacdes que regem sua dindmica (Cencini; Cecconi; Vulpiani, 2010). Quanto
a sua natureza temporal, os sistemas dindmicos podem ser classificados em dois tipos: de
tempo continuo, modelados por equacées diferenciais, e de tempo discreto, representados
por equagoes de diferengas ou mapas iterativos (Monteiro, 2019). Equacdes diferenciais sdo
utilizadas para modelar sistemas cuja evolu¢do ocorre de forma continua no tempo. Nelas,
derivadas representam taxas de variagdo instantaneas, e o tempo € tratado como uma variavel
continua, o que permite descrever o comportamento do sistema em qualquer instante. Essa
abordagem é amplamente adotada nas ciéncias exatas e engenharias (Strogatz, 2015). Por outro
lado, equagdes de diferencas modelam sistemas cuja evolucdo ocorre em instantes discretos de
tempo, com o tempo representado por uma varidvel discreta, geralmente indexada por inteiros
(n=0,1,2,...). Nesses casos, o estado do sistema em n + 1 depende de seu estado em n (ou em
estados anteriores), e a solu¢cdo assume a forma de uma sequéncia, ndo de uma func¢do continua.
Mapas iterativos sao frequentemente empregados para analisar comportamentos periddicos ou
cadticos, especialmente como aproximagdes ou simplificagdes de sistemas continuos (Strogatz,
2015).

As equacdes diferenciais que envolvem apenas uma varidvel independente sdo denomina-
das equacoes diferenciais ordindrias (EDOs), enquanto aquelas que dependem de duas ou mais
variaveis independentes recebem o nome de equacgdes diferenciais parciais (EDPs) (Strogatz,

2015). Neste trabalho, bem como nas se¢des subsequentes, trataremos exclusivamente de EDOs.
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A forma geral de um sistema de n EDOs de primeira ordem pode ser expressa como:

dxl

E :fl(xlv' "7xn)7
(2.1.1)
dx,
p7aie Fa(x1,- 0 xn),
em que ¢ representa a varidvel independente (tempo), xi,...,x, sdo as varidveis de estado (ou
varidveis dependentes) e f1,..., f, sdo funcdes que definem a dinamica do sistema, variando de

acordo com o fendmeno modelado. De forma mais compacta, o sistema (2.1.1) pode ser escrito
na notagao vetorial:

% = f(3), (2.12)
em que X(¢) € R" é o vetor de varidveis de estado e f: R — R” representa o campo vetorial
que define a evolucdo do sistema.

Os sistemas dinamicos também podem ser classificados em lineares ou ndo lineares, de
acordo com a estrutura das equagdes que os definem. Um sistema € dito linear quando a equagao
diferencial que o descreve envolve apenas termos de primeiro grau na varidvel dependente e
em suas derivadas. Em outras palavras, a equacdo ndo contém termos como produtos entre
varidveis, poténcias superiores a um ou funcdes nao lineares, como exponenciais, logaritmicas
ou trigonométricas (Monteiro, 2019). A forma geral de uma equacdo diferencial linear de ordem

n é dada por:

d"x(t) d"x(t) dx(t)
ao(f)W + 0 (I)W + e+ 0y (Z‘)T + Ocn(t)x(t) = F(l), (2.1.3)
em que os coeficientes ¢;(z), com i =0,1,...,n, e o termo de forcamento externo F () sdo

funcdes da varidvel independente 7. Quando esses coeficientes sdo constantes, o sistema €
classificado como um sistema de pardmetros constantes. Caso contrério, se os coeficientes
variam explicitamente com o tempo, o sistema € dito de parametros varidveis. A equagdo (2.1.3)
¢ considerada linear porque representa uma combinacdo linear da fungdo x(z) e de suas derivadas,
ponderadas por funcdes dependentes apenas de z. A linearidade é uma propriedade que facilita
significativamente a anélise matemadtica, permitindo, por exemplo, a aplica¢do do principio da
superposicao e a obtencdo de solucdes gerais por métodos cldssicos.

Sistemas lineares satisfazem o principio da superposicdo, o qual compreende dois com-
ponentes fundamentais: a aditividade e a homogeneidade. O principio da aditividade estabelece
que, se x1 () e x2(¢) sdo solu¢des de um sistema linear associadas, respectivamente, aos termos de
entrada F (¢) e F>(t), entdo a soma x; (1) + x5 (¢) € solug@o correspondente a entrada F (¢) + F>(t).
Por sua vez, a homogeneidade afirma que, se x(¢) € solugdo associada a uma entrada F (), entdo
kx(t) é soluc@o associada a entrada kF (¢), para qualquer constante escalar k. Essas duas proprie-

dades podem ser reunidas no chamado principio da superposicdo de efeitos, segundo o qual a
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entrada k| F| (1) + ko F> (1) gera, como resposta, a solu¢do kxj (1) + kaxz(t). Esse comportamento
é consequéncia direta da estrutura linear das equacgdes diferenciais, nas quais todos os termos
aparecem como combinacdes proporcionais da varidvel de estado e de suas derivadas (Monteiro,
2019).

Por outro lado, sistemas dindmicos ndo lineares sdao definidos por equacgdes que apresen-
tam termos ndo lineares, como produtos entre varidveis, poténcias superiores a um, ou fungdes
ndo lineares, tais como exponenciais, trigonométricas ou logaritmicas (Monteiro, 2019). Essas
equacdes nido podem ser expressas como combinacgdes lineares das varidveis de estado e de
suas derivadas, e, portanto, ndo satisfazem o principio da superposicado. Isso significa que a
soma de duas solugdes ndo é, em geral, uma solugdo vélida, e que multiplicar uma solucao por
uma constante ndo garante a obtencdo de uma nova solucdo. Além disso, diferentemente dos
sistemas lineares, que frequentemente admitem solucdes analiticas em forma fechada (descritas
por expressdes explicitas envolvendo funcdes conhecidas) os sistemas ndo lineares, em sua maio-
ria, ndo possuem solucdes exatas acessiveis. A complexidade introduzida pela nao linearidade
exige o uso de métodos alternativos, como a andlise qualitativa do espacgo de fases, técnicas de
linearizacdo das equacdes, simulagdes numéricas e métodos perturbativos. Tais ferramentas sdao
indispensdveis para a investigacdo da dinamica desses sistemas e permitem aplicar anélises feitas
em equagdes lineares, como estabilidade, temas que serdo abordados com maior profundidade
nas secoes.

No estudo da dindmica de sistemas descritos por equagdes diferenciais de ordem n, é
comum reescrever essas equagdes na forma de um sistema equivalente composto por n equacdes
diferenciais de primeira ordem. Essa reformulacdo é amplamente adotada tanto por razdes
tedricas quanto computacionais: ela permite representar a evolugdo do sistema no espaco de
fases, viabilizando andlises qualitativas, além de permitir a implementa¢do em algoritmos de
integracdo numérica, que operam sobre equacdes de primeira ordem. Considerando a equagdo
linear geral da forma (2.1.3), € possivel realizar uma mudanga de varidveis que transforma a

equacdo de ordem n em um sistema de n equagdes de primeira ordem. Definindo x| (1) = x(z),

tem-se:
dxc}t(t) = x2(1),
dx;t(t) (1),
(2.1.4)
P10 ),
00 S-S

A principal vantagem dessa abordagem estd na adequagao aos métodos numéricos de integragao,
como os métodos de Euler, Runge-Kutta e suas variantes, que sdo formulados para operar sobre

sistemas de primeira ordem (Monteiro, 2019). Além disso, essa transformagdo permite empregar
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técnicas de andlise qualitativa, como a constru¢do de retratos de fase, a avaliagcdo da estabilidade
de pontos de equilibrio e a identificacdo de ciclos-limite. Ao representar explicitamente as
varidveis de estado em um espacgo n-dimensional, essa forma facilita a interpretacdo geométrica
da dindmica do sistema e torna possivel aplicar ferramentas cldssicas da teoria de sistemas
dindmicos (Monteiro, 2019).

A investigacdo do comportamento de sistemas dinamicos descritos por equacdes dife-
renciais pode ser conduzida, em termos gerais, por trés abordagens complementares: analitica,
numérica e qualitativa (Monteiro, 2019). Cada uma dessas estratégias oferece ferramentas espe-
cificas para a compreensao da dindmica do sistema, e sua aplicabilidade depende da estrutura
das equagdes envolvidas. A abordagem analitica tem como objetivo a obtengdo de solugcoes
fechadas, ou seja, expressdes explicitas obtidas por integracdo direta das equacdes diferenciais,
validas para quaisquer condig¢des iniciais e valores dos parametros. Quando tal solucdo geral
€ conhecida, basta substituir os parametros e as condi¢des iniciais especificas para descrever
completamente a evolugdo do sistema. Contudo, a aplicacao desse método € limitada: em siste-
mas ndo lineares ou de alta complexidade, a obten¢do de solu¢des analiticas torna-se, em geral,
invidavel. Diante dessa limitacdo, recorre-se frequentemente a abordagem numérica, que consiste
em integrar as equacdes diferencialmente de forma aproximada, avaliando o sistema em instantes
discretos de tempo. A partir de condicdes iniciais e valores fixados dos parametros, calcula-se a
trajetéria correspondente de maneira computacional. Diferentemente da abordagem analitica,
a soluc@o numérica € restrita ao cendrio especifico adotado, o que limita sua generalizacao.
Ainda assim, trata-se de uma ferramenta essencial, especialmente para modelos nos quais ndo ha
solugdo exata disponivel (Monteiro, 2019). Por fim, a abordagem qualitativa permite a andlise do
comportamento dindmico do sistema sem a necessidade de resolver as equacodes explicitamente.
Por meio da construgdo e interpretacao de retratos de fase, campos vetoriais e propriedades
geométricas das solucdes, € possivel identificar caracteristicas fundamentais, como a existéncia e
a estabilidade de pontos de equilibrio, a presenca de ciclos-limite, bifurcagdes e 0 comportamento
assintético das trajetorias. Essa abordagem € especialmente ttil em sistemas nio lineares.

Como serd detalhado no Capitulo 3, em especial na se¢do 3.3, o modelo de FHN ¢é
formulado como um sistema de duas equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Essa
representacao resulta da reformulacido de uma equacgdo diferencial de segunda ordem por meio
da introdugdo de uma varidvel auxiliar, permitindo reescrever o modelo em uma forma mais
apropriada para andlise tedrica e implementagcdo computacional. A investigacdo da dindmica
desse modelo € conduzida principalmente por meio de técnicas gualitativas, com base na andlise
do espaco de fases. Serdo examinados aspectos como a estabilidade dos pontos de equilibrio, a
descri¢do das trajetdrias das varidveis de estado no espaco de fases e implicacdes no contexto da
excitabilidade neuronal.

Nos Capitulos 4 e 5, sdo adotadas técnicas numéricas para a integracao das equagdes
diferenciais que descrevem sistemas de modelos de FHN acoplados e sujeitos a forcamentos

externos periddicos. Trata-se de sistemas nao lineares e acoplados, cuja complexidade inviabiliza
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solugdes analiticas. O objetivo dessas simulagdes computacionais € caracterizar os regimes
dindmicos emergentes a partir da exploragdao do espaco de parametros. Para isso, sdo construidos
diagramas de bifurcacdo, projecdes bidimensionais das bacias de atragdo e de atratores no
espaco de fases. Essas ferramentas permitem caracterizar os regimes dindmicos, coexisténcia de
atratores no espaco de fases e estudo da influéncia do acoplamento e do forcamento externo no

comportamento do sistema.

2.1.1 Espaco de fases (Espaco de estados)

Espaco de fases (ou espaco de estados) € um espago onde podemos visualizar todos os
estados possiveis de um sistema, em que cada ponto nesse espaco representa um estado diferente
do sistema. Em outras palavras, o estado de um sistema dindmico pode ser representado por um
ponto em um espago abstrato n-dimensional denominado espago de fases. Cada dimensado desse
espaco corresponde a uma varidvel de estado do sistema, denotada por x; (¢),x2(2), . .., x,(2), que,
em conjunto, determinam completamente sua configura¢cdo em um instante de tempo ¢ (Monteiro,
2019; Strogatz, 2015). A dimensao do espaco de fases € determinada pelo nimero de equacdes
diferenciais de primeira ordem necessdrias para descrever a evolugdo temporal do sistema. A
evolucdo do sistema é governada pela Eq. (2.1.2), em que X(z) = [x1(¢),...,x,(¢)] é o vetor de
estado e f representa o campo vetorial, como discutido anteriormente. A solucio X(t), também
chamada de fluxo, corresponde a uma trajetdria continua no espaco de fases, cuja trajetdria
depende da condigio inicial atribuida ao sistema. A derivada temporal dX(t)/dt representa a
velocidade com que o sistema percorre essa trajetoria, indicando a direcdo local de evolucao
do sistema (Strogatz, 2015). O conjunto de todas as trajetorias geradas a partir de diferentes
condig¢des iniciais define o chamado retrato de fases (Monteiro, 2019). A andlise do retrato de
fases possibilita inferir o comportamento assintotico das solucdes e compreender a evolucdo do
sistema.

No ambito mais amplo da teoria dos sistemas dinamicos, que inclui sistemas dissipativos,
ndo hamiltonianos e sujeitos a forcamentos externos, o termo “espaco de fases” € utilizado de
maneira mais geral para denotar o espaco das varidveis de estado que descrevem a configuragdo
instantanea do sistema. Trata-se, portanto, de uma extensdo conceitual que mantém a ideia
fundamental de representar geometricamente a evolugdo temporal do sistema por meio de
trajetdrias no espaco das varidveis de estado.

Como exemplo, no modelo de FHN analisado nesta dissertagdo, o espaco de fases é
bidimensional, composto por duas varidveis de estado. Cada ponto nesse plano representa o
estado do sistema e pode ser associado aos estados fisiol6gicos assumidos por um neurénio
na geracdo de um potencial de acdo, e sua trajetdria revela a evolucdo da atividade da célula
neuronal ao longo do tempo. A interpretagdo geométrica dessas trajetdrias serd central para a

andlise qualitativa desenvolvida no Capitulo 3, mais especificamente, na secdo 3.3.
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2.1.2 Sistemas autonomos e nio autonomos

Um sistema de equacdes diferenciais, sejam elas lineares ou nao lineares, € dito autonomo
quando ndo ha dependéncia explicita do tempo em suas equagdes, isto €, a varidvel temporal
t ndo aparece diretamente nas funcdes que definem a dindmica do sistema. O sistema apresen-
tado na Eq. (2.1.1) € um exemplo tipico de sistema autdbnomo, pois as funcdes f,, dependem
exclusivamente das varidveis de estado xp,...,x,.

Em contraste, um sistema é classificado como ndo autonomo quando ha dependéncia
explicita do tempo em pelo menos uma das equagdes, seja por meio de uma fungdo de en-
trada externa, uma forca periddica ou pela presenca da variavel temporal em coeficientes do
sistema (Monteiro, 2019). A forma geral de um sistema nao autbnomo com nn variaveis de

estado pode ser escrita como:

dx
d_tl :fl(xla'-'7-xn7t>7
(2.1.5)
dx,
i :fn(xl,...,xn,t),

Do ponto de vista analitico e computacional, é frequentemente conveniente transfor-
mar um sistema ndo autbnomo em um sistema autobnomo de dimensao superior, por meio da
introducdo explicita do tempo como uma varidvel dindmica adicional. Definindo-se x4+ =1,

reescreve-se o sistema (2.1.5) na forma:

dx
d_t1 = fi(X1, o Xn, Xnt1),
N (2.1.6)
dt :fn<X17...,Xn7-xn+l)’
d-xl’l+1 :1
dt '

Assim, o sistema resultante € autbnomo, porém com uma dimensao adicional no espago de fases,
que passa a ser (n+ 1)-dimensional (Monteiro, 2019). Essa transformagdo permite a aplicacio
direta de diversas ferramentas analiticas e numéricas desenvolvidas para sistemas autdnomos,
incluindo a construcdo de retratos de fase e andlise de estabilidade, por exemplo.

Além disso, muitos métodos numéricos para integracdo, como os métodos de Euler
e Runge-Kutta, sdo formulados para sistemas autonomos. A transformacao para uma forma
autdbnoma simplifica a implementa¢do computacional e assegura a consisténcia na avaliagdo da
estabilidade numérica, visto que o tempo passa a ser tratado como uma varidvel de estado sujeita
a dindmica interna do sistema.

No contexto desta dissertacao, o modelo de FHN, apresentado no Capitulo 3, € um sistema
auténomo quando considerado sem corrente ou forcamento externo. Por outro lado, os sistemas

compostos por dois neurdnios acoplados estudados nos Capitulos 4 e 5 configuram-se como
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sistemas ndo autdnomos, uma vez que incluem termos de forcamento externo com dependéncia

explicita do tempo, refletindo a influéncia de estimulos temporais na dindmica neuronal.

2.1.3 Estabilidade e pontos de equilibrio

No estudo de sistemas dindmicos, os pontos de equilibrio representam solug¢des estaciona-
rias das equacdes diferenciais, ou seja, estados em que o sistema permanece invaridvel ao longo
do tempo, desde que ndo sofra perturbacdes. Em sistemas autdnomos descritos por equagdes da
forma

% = f(X), (2.1.7)
um ponto X* é chamado de ponto de equilibrio se satisfaz f()‘c’*) = 0. A andlise da estabilidade
desses pontos € essencial para a compreensdo do comportamento do sistema dindmico em sua
vizinhanca.

Um ponto de equilibrio € estdvel se pequenas perturbagdes no estado inicial do sistema,
isto é, desvios suficientemente pequenos em relacao ao ponto de equilibrio, ndo causam afasta-
mentos significativos da trajetdria original. Mais precisamente, a solu¢cdo permanece dentro de
uma regido tolerdvel ao redor do equilibrio ao longo do tempo. Se, além disso, essas trajetérias
convergem para o ponto de equilibrio conforme ¢ — oo, 0 ponto € classificado como assintotica-
mente estdvel. Caso pequenas perturbagdes resultem em trajetorias que se afastam do equilibrio
com o tempo, o ponto € dito instdvel (Strogatz, 2015).

A estabilidade €, portanto, uma propriedade que depende ndo apenas da solucdo em si,
mas também do comportamento do campo vetorial na vizinhan¢a do ponto considerado. Essa
abordagem local permite estender conclusdes qualitativas sobre a dindmica do sistema para além
das solugdes obtidas numericamente, que sdo sempre restritas a condi¢des iniciais e parametros
especificos (Monteiro, 2019).

Além da estabilidade de solugdes individuais, também se pode considerar a estabilidade
da prépria equagdo diferencial frente a perturbacdes estruturais. Nesse contexto, analisa-se se
sistemas com pequenas variacdes em seus parametros ou na forma funcional das equacdes
mantém caracteristicas qualitativas similares. Quando isso ocorre, diz-se que o sistema € estru-
turalmente estdvel, o que confere maior robustez ao modelo sob incertezas ou flutuagdes nos
dados (Monteiro, 2019).

Quando a condigio inicial coincide com um ponto de equilibrio, ou seja, X(0) = X*, o
sistema permanece nesse estado para todo tempo ¢, pois, por defini¢do, a derivada temporal da
solucdo € nula: dx/dt = 0. Assim, a soluc@o constante X(¢) = X* descreve uma trajetoria trivial
do sistema. No entanto, o interesse maior recai sobre o comportamento de solugdes X(¢) cujas
condicdes iniciais estdo préximas, mas ndo coincidem exatamente com X*. E com base nessa
andlise que se define a estabilidade no sentido de Lyapunov (Monteiro, 2019).

De acordo com essa defini¢do, um ponto de equilibrio X* é considerado estdvel se, para

todo desvio inicial suficientemente pequeno, isto é, para toda condicao inicial dentro de uma
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vizinhanga de tolerancia prescrita, a solu¢do X(7) permanecer confinada a essa vizinhanga para
todo o tempo ¢. Se, além disso, tais trajetdrias convergem para X* ao longo do tempo, o ponto é
classificado como assintoticamente estdvel. Essa condi¢do garante ndo apenas a permanéncia
nas proximidades do equilibrio, mas o retorno gradual a ele apds perturbacdes. Quando essa
propriedade vale apenas em uma vizinhanga finita ao redor do ponto, trata-se de estabilidade
assintotica local. Ja se todas as trajetorias do espago de fases, independentemente da condicdo
inicial, convergirem para X*, o ponto ¢é dito globalmente assintoticamente estdvel. Em ambos
0s casos, o ponto de equilibrio € um atrator, e o conjunto de todas as condicdes iniciais que
resultam em convergéncia para ele constitui sua bacia de atra¢do (Monteiro, 2019). Por outro
lado, se toda trajetéria suficientemente proxima de X* permanece nas suas imedia¢des para
todo tempo, mas nao converge para o ponto quando ao longo do tempo, entdo X* € classificado
como neutramente estdvel ou marginalmente estdvel. Em tais casos, a distancia entre a trajetoria
X(t) e o ponto de equilibrio pode oscilar ou permanecer constante, mas sem crescimento nem
decaimento ao longo do tempo (Monteiro, 2019).

Se pequenas perturbacOes aplicadas a uma condicao inicial proxima a um ponto de
equilibrio X* resultam no afastamento progressivo da trajetéria X() ao longo do tempo, entéo X*
€ classificado como um ponto de equilibrio instdvel. Nesse caso, apesar de a trajetdria iniciar-se
nas imediagdes de X*, ela ndo permanece proxima indefinidamente e, eventualmente, diverge de
forma significativa, caracterizando a perda de estabilidade (Monteiro, 2019).

Em sistemas nao autdnomos, o conceito de ponto de equilibrio generaliza-se para uma
solucdo constante X* que satisfaz f()‘c’*,t) =0 para todo . Embora a definicdo formal se asse-
melhe a do caso autdbnomo, a presenca da varidvel temporal explicita introduz particularidades
importantes, especialmente no que diz respeito a influéncia do instante inicial ¢y sobre a evo-
lucdo da trajetéria. Nesse contexto, um ponto de equilibrio X* é dito estdvel se, dada qualquer
tolerancia pré-definida para o afastamento, existe um desvio inicial suficientemente pequeno que
garante que a solucio permaneca dentro dessa tolerancia para todo t > fy. Se essa propriedade
for independente da escolha de #y, o ponto € denominado uniformemente estdvel. De maneira
andloga, o equilibrio € assintoticamente estdvel se, além de permanecer proximo de xX*, a tra-
jetoria converge para ele ao longo do tempo; e é uniformemente assintoticamente estdvel se
essa convergéncia também for independente do instante inicial. Caso haja, mesmo para desvios
arbitrariamente pequenos, a possibilidade de afastamento progressivo da trajetéria, o ponto é
considerado instdvel.

Por outro lado, em sistemas autonomos, o ponto de equilibrio X* € obtido diretamente da
condicao f()_c’*) — 0, e sua estabilidade pode ser investigada por meio da andlise dos autovalores
da matriz Jacobiana. No entanto, quando o mesmo fendmeno € descrito por um sistema nao
autdbnomo com for¢amento externo aditivo, na forma dx/dt = f (%) + &(t), o conceito cldssico
de ponto de equilibrio pode ndo se aplicar, sobretudo se g(z) for explicitamente varidvel. Nesse
caso, a equacdo di/dt = f (%) + &(t) pode ndo admitir nenhuma solugéo constante ao longo do

tempo (Monteiro, 2019). Diante dessa limitacdo, adota-se frequentemente a busca por solugoes
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de referéncia, como Orbitas periddicas, em casos de forgamentos periddicos, ou trajetdrias quase-
periddicas, em presenca de perturbacdes harmodnicas de pequena amplitude. Essas solugdes
generalizam a nog¢do de equilibrio e se tornam os novos objetos de andlise de estabilidade. O
estudo de sua estabilidade requer técnicas especificas, como o uso de funcées de Lyapunov
dependentes do tempo ou o método de Floquet, especialmente desenvolvido para tratar solu¢des
periddicas em sistemas lineares ou linearizados com coeficientes periédicos (Monteiro, 2019;
Fiedler-Ferrara; Prado, 1994).

Ainda assim, quando o forcamento é pequeno ou apresenta periodicidade estavel, e os
parametros do sistema permanecem constantes, tais solu¢des costumam preservar propriedades
qualitativas do sistema autonomo original. Entre essas propriedades, destacam-se a estabilidade
local, o comportamento oscilatorio e a convergéncia assintdtica. Essa correspondéncia entre os
regimes autdonomo e nao auténomo € de especial relevancia em aplicagdes fisicas e bioldgicas,
nas quais variagdes temporais externas nao eliminam, necessariamente, a estrutura fundamental
do fendmeno modelado. Tais consideracdes serdo particularmente importantes no estudo de
neurdnios submetidos a forcamentos externos no modelo de FHN, como discutido nos capitulos
subsequentes.

Nesta dissertacdo, a andlise de estabilidade e de pontos de equilibrio serd conduzida no
contexto do modelo de FHN, apresentado na secdo 3.3 do Capitulo 3. Para tal, sera utilizada a
teoria de estabilidade em sistemas dindmicos bidimensionais, a qual permite a caracterizacao
qualitativa do comportamento das solugdes e serd formalmente desenvolvida nas secdes seguintes.
O modelo adotado, descrito pelas Egs. (3.3.13), configura-se como um sistema auténomo de
equacodes diferenciais ordinarias quando nio hé forcamento externo dependente do tempo, ou
quando este € constante.

Nos Capitulos 4 e 5, serdo considerados sistemas de modelos de FHN sujeitos a for¢a-
mentos periddicos, caracterizando sistemas ndo autonomos. Embora ndo se realizem, nesses
casos, andlises formais de pontos de equilibrio, uma vez que tais solu¢des deixam de existir ou
se tornam dependentes do tempo, destaca-se que, sob forcamentos periddicos ou de pequena
amplitude, as solugdes resultantes frequentemente mantém propriedades qualitativas do sistema
autonomo original. Essa correspondéncia justifica a €énfase na andlise do caso autdnomo ao longo
deste trabalho, na medida em que oferece uma base robusta para a compreensao do comporta-
mento dindmico mesmo diante da introducdo de variacdes temporais, mantendo a fidelidade ao

fendmeno fisico modelado.

2.1.3.1 Estabilidade em sistemas unidimensionais

Considere um sistema dindmico autdnomo unidimensional descrito por uma equagao

diferencial ordindria de primeira ordem:

i=f(x). (2.1.8)
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Neste caso, o estado do sistema € completamente determinado por um unico ponto de fase x € R,
cuja evolugdo temporal é regida pela fungdo f(x). As solucdes x(¢) da Eq. (2.1.8), obtidas a
partir de condig¢des iniciais x(0) = xg, definem as trajetérias do sistema ao longo do tempo.

Os pontos de equilibrio, denotados por x*, sdo aqueles que satisfazem f(x*) = 0. Nesses
pontos, a derivada temporal se anula, e portanto a solugdo permanece constante: x(¢) = x* para
todo 7. A andlise da estabilidade local desses pontos pode ser conduzida de forma qualitativa por
meio de um esbogo da fungdo f(x) e de seu campo vetorial associado.

A representagdo grafica das solugdes em fungdo de suas posicdes no espaco de fase,
conhecida como retrato de fases, permite visualizar a dire¢cdo e o comportamento das trajetorias
préximas aos pontos de equilibrio. Em particular, a andlise do sinal de f(x) em torno de x* indica
se pequenas perturbagdes iniciais tendem a se dissipar (caso estdvel) ou a se amplificar (caso
instavel). Assim, mesmo em sistemas unidimensionais, € possivel determinar a estabilidade de
forma intuitiva e rigorosa, sem recorrer a métodos matriciais ou lineares, os quais se tornam
indispensaveis em sistemas de dimensao superior.

Além da andlise qualitativa por meio do campo vetorial f(x), é possivel examinar a
estabilidade de um ponto de equilibrio x* de forma quantitativa, por meio da linearizag¢ao da
equacdo diferencial em sua vizinhanga. Considerando uma pequena perturbagio 1 (7) = x(r) — x*,

substituimos na Eq. (2.1.8) e expandimos f(x) em série de Taylor em torno de x*:

i =f"+n)=f&)+ ()N +0m). (2.1.9)

Desprezando os termos de ordem superior, validos apenas para perturbagdes suficientemente

pequenas, e utilizando o fato de que f(x*) = 0, obtemos a aproximagao linear:

1~ f'(x)n, (2.1.10)
denominada equacdo linearizada em torno do ponto de equilibrio. Como 7] = dn/dt, temos que:
dn /dt = f'(x")n
dn/n = f'(x")dt.
Integrando a Eq. (??):

log(n) = f't.

n =exp(f't). 2.1.11)

A dindmica de 1 () é entdo determinada pelo sinal da derivada f'(x*). Se f’(x*) < 0, a perturba-
cdo decai exponencialmente, de acordo com a Eq. (2.1.11), o que caracteriza x como estavel; se

f(x*) > 0, a perturbagdo cresce com o tempo, indicando instabilidade. No caso limite f'(x*) =0,
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a linearizacao nao € conclusiva, exigindo uma andlise mais detalhada, por exemplo, conside-
rando termos de ordem superior, uma vez que podem surgir comportamentos como estabilidade
marginal, meia-estabilidade ou instabilidade dependendo da forma local de f(x).

Outro aspecto importante da linearizacdo € a possibilidade de estimar a escala temporal

caracteristica da resposta do sistema, dada por 1/]f’(x*)

, que fornece uma medida do tempo
necessdrio para que a trajetdria se afaste ou retorne ao equilibrio, em resposta a uma perturbacdo
inicial (Strogatz, 2015).

Por fim, € util interpretar a equagdo X = f(x) como um campo vetorial unidimensional,
definido ao longo do eixo real. Esse campo pode ser visualizado como o escoamento de um fluido,
que se desloca para a direita quando f(x) > 0 e para a esquerda quando f(x) < 0. Os pontos
onde f(x) = 0 correspondem a regides de equilibrio, nas quais o fluxo se anula. A diregdo do
escoamento nas vizinhancas desses pontos permite identificar a estabilidade: se o fluxo converge
para o ponto de equilibrio, este € atrator; se diverge, é repulsor. Essa analogia fornece uma

intui¢do visual valiosa para a andlise de sistemas unidimensionais.

2.1.3.2 Estabilidade de sistemas bidimensionais

Os sistemas lineares bidimensionais constituem a classe mais simples de modelos em
dimensao superior a um. (Strogatz, 2015). Apesar de sua simplicidade estrutural, exercem papel
central na classificacdo de estabilidade de pontos de equilibrio e sistemas ndo lineares. Essa
importancia decorre do fato de que, nas vizinhancas de pontos de equilibrio, sistemas nao lineares
podem ser aproximados por sistemas lineares via linearizacdo. A partir da formulacio geral do
sistema linear, mostra-se como este pode ser escrito na forma matricial e a existéncia de um
ponto de equilibrio no espaco de fase. Em seguida, abordaremos a resolu¢do do sistema por
meio da busca de solu¢des exponenciais, o que conduz ao conceito de autovalores e autovetores
da matriz associada. A partir da equacao caracteristica, exploraremos a relacdo entre o traco
e o determinante da matriz. Com isso, classificaremos os pontos de equilibrio quanto a sua
estabilidade (assintética, instavel ou estdvel) e quanto a natureza das trajetorias (nds, focos,
espirais, pontos de sela e centros), fornecendo uma base para a construgdo de retratos de fase,
estudo das solucdes do sistema e para a anélise local de sistemas ndo lineares via linearizagao.

Seja o sistema linear bidimensional:

X =anx—+apy, (2.1.12)

Yy =az1x+any,

em que a1, dj2, dz] € ayy sao pardmetros constantes, X = dx/dt e y = dy/dt. Esse sistema pode

ser reescrito na forma matricial:

i = AV, (2.1.13)
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em que i = dv/dt e:

. o x(t) _[ann an
u(t)-(y(t)>, A_<a21 a22>' (2.1.14)

Para (x,y) = (0,0), temos & = 0, portanto, é ponto de equilibrio P em (x*,y*) = (0,0) para
quaisquer que sejam os valores dos parametros constantes. Procuramos por solugdes do sis-

tema (2.1.12) na seguinte forma:
x(t) = xpet,
) . (2.1.15)
(1) = yoe".
Substituindo as Egs. (2.1.15) em (2.1.12) e cancelando os termos e*!, obtemos o seguinte sistema:

(ar1 — W)xo +arzyo =0, (2.1.16)

az1xo+ (ax — 1)yo =0,

que admite solug@o trivial (xq,yp) = (0,0). Para obter solu¢des ndo triviais, a matriz associada

deve ter determinante nulo:

det(A — ul) =0, (2.1.17)
sendo que I é a matriz identidade 2 x 2. Isso conduz a equacao:

(a11 —p)(axn — 1) —apa =0, (2.1.18)
da qual € obtido polindmio caracteristico da matriz A:

,uz—r,u—|—A:O, (2.1.19)
sendo tr(A) o traco e A o determinante da matriz A:

T=tr(A) = aj| +ann,

(2.1.20)
A= det(A) =aijaxy —ajpasy-
As raizes desse polindmio, que sdo os autovalores U e Uy, sdo dadas por:
T+V12—4A
um:f. (2.1.21)
Cada autovalor u associado a um autovetor v satisfaz:
AV = Uiy. (2.1.22)

Se iip € um autovetor, entdo qualquer multiplo ndo nulo aiip também é autovetor associado ao
mesmo autovalor. A solucdo geral do sistema (2.1.13) pode ser expressa como uma combinagao

linear das solugdes associadas a cada autovalor:

i(t) = ayiig1e™’ + opiigret? (2.1.23)
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em que iy e Ugy sdo autovetores linearmente independentes de A e @, o sdo constantes
determinadas pelas condi¢des iniciais.

A estabilidade do ponto de equilibrio P = (x*,y*) de um sistema linear, bem como o
comportamento das trajetérias em sua vizinhanga, sdo determinados pelos autovalores [ e
W>. Especificamente, a natureza das raizes (reais, complexas conjugadas, com sinais iguais ou
opostos, ou imagindrias puras) é relevante para a classificacao de estabilidade dos pontos de
equilibrio (Monteiro, 2019). A anélise pode, portanto, ser realizada com base no trago 7 = tr(A)
e no determinante A = det(A).

Se os autovalores ] 5 s@o reais, isto €, 72 —4A > 0, temos as seguintes possibilidades
(Strogatz, 2015):

e Para 7 <0e A <0, os autovalores {11 » sa30 ambos negativos € o ponto de equilibrio € um

no estdvel. Nesse caso, as trajetorias do sistema convergem para o ponto.

e Para 7> 0e A <0, os autovalores [ » s30 ambos positivos e o ponto de equilibrio € um

no instdvel. As trajetdrias divergem do ponto.

e Para A > 0, os autovalores (1> possuem sinais o postos € o ponto de equilibrio € um
ponto de sela (instdvel). As trajetérias convergem para o ponto de equilibrio em uma
direcdo e divergem em outra. Devido a existéncia dessa direcao de afastamento, o ponto

de sela é sempre instavel.

Se os autovalores ] » sdo complexos conjugados, ou seja, 72 —4A < 0, a classificacio

dos pontos de equilibrio depende da parte real dos autovalores L :
Hip =0 Liw, (2.1.24)

sendoque 6 =71/2e @ = %\/ 4A — 12, A classificacdo de estabilidade nesse caso depende do

sinal de o:

» Para 6 <0, o ponto de equilibrio € um foco ou uma espiral estdvel e as trajetorias oscilam

em torno da origem.

* Para 0 > 0, o ponto de equilibrio € um foco ou uma espiral instdvel e as solugdes

apresentam crescimento oscilatério e divergem da origem.

» Para 0 =0, os autovalores sdo puramente imagindrios, e as solugdes descrevem Orbitas
fechadas em torno da origem, sem convergéncia nem divergéncia. O ponto de equilibrio

€ entdo um centro ou marginalmente estdvel.

Casos em que os autovalores sao reais e iguais (U; = Up) ndo serdo analisados em profundidade
nesta dissertacdo. De modo geral, quando ha apenas um autovetor associado, o ponto de equilibrio
¢ denominado no degenerado. A estabilidade depende da estrutura do campo vetorial nas

proximidades da origem: se as trajetérias convergem para o equilibrio, o n6é degenerado € estdvel;
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caso contrdrio, € instdvel (Strogatz, 2015). A Tabela ??, a seguir, sintetiza os principais casos de
classificacdo da estabilidade de pontos de equilibrio em sistemas bidimensionais lineares, com

base na natureza dos autovalores da matriz linearizada.

Tabela 1 — Classificacdes da estabilidade dos pontos de equilibrio de acordo com os autovalores

Ui 2
| Autovalores (11, | 72 —4A | Ponto de equilibrio | Estabilidade |

12 <0 >0 né estivel
Hip >0 >0 no instavel
1 2 de sinais opostos >0 ponto de sela instavel
Re{ui2} >0 <0 espiral instével
Re{ui2} <0 <0 espiral estavel

Re{ui2} =0 <0 centro marginalmente estdvel

Fonte: Elaborado pela autora (2025).. Adaptado de (Fiedler-Ferrara; Prado, 1994)

2.1.3.3 Pontos de equilibrio e linearizagcdo

O estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio em um sistema nao linear pode ser
feito por meio do estudo de seu sistema linear correspondente, a partir da linearizacdo do
sistema (Monteiro, 2019). A seguir, apresentamos a técnica de linearizagdo de sistemas nao
lineares bidimensionais em torno de seus pontos de equilibrio, visando o estudo de estabilidade
local. Tal procedimento € essencial para a andlise qualitativa de sistemas como o modelo de
FHN, que serd discutido em detalhes no Capitulo 3.

Seja um sistema de equacdes diferenciais ndo lineares de primeira ordem, dado por:

X = f(x,y),
y=g(x,y),

(2.1.25)

em que X = dx/dt e y = dy/dt. Seja também P = (x*,y*) um ponto de equilibrio deste sistema,

portanto:
fx*,y)=0 e gx*,y")=0. (2.1.26)

Seja também u = x —x* e w = y — y* uma pequena perturbag¢do em torno do ponto P = (x*,y*).
Fazendo uma expansdo em série de Taylor das fungdes f(x,y) e g(x,y) em torno do ponto de
equilibrio, é possivel identificar crescimento ou decaimento da perturbacao (Strogatz, 2015;
Monteiro, 2019). Denotando it = du/dt e w = dw/dt, as equagdes que descrevem a evolugio

temporal de u e w sdo dadas por:

. du B dx
T At dt’
 dw _d_y (2.1.27)

WEar T ar
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Expandindo as fun¢des em série de Taylor, temos que:

PV A BT | B
M—X—f(x 7y)+8x P(x x)+8y P(y y>+a
(2.1.28)
b —v— ol v+ 28| e+ 28| (v
w=y=g(x ,y)+ax (x X)+ayp(y Y+

Lembrando que f(x*,y*) = g(x*,y*) =0, u = x —x* e w = y — y*, e desprezando os termos a

partir de segunda ordem, pois sdo muito pequenos, podemos escrever as equagdes acima como:

. df af
U= —| u+—=,\ w,
ox dy
P P (2.1.29)
W= % u—+ % w,
ox dy
P P

que podem também ser reescritas na forma matricial:

- af df
<”>:<§x §y> (”) (2.1.30)
W g8 2E w

xS P=(ry)

a of
A:(gg g§> , (2.1.31)
=(x*,y*)

é a matriz Jacobiana no ponto P = (x*,y*). Para sistemas ndo lineares, portanto, a estabilidade de
ponto de equilibrio pode ser estudada linearizando as fungdes f(x,y) e g(x,y) em torno do ponto,
visto que as varidves u(t) e w(r) descrevem o comportamento das solugdes do sistema (2.1.25) na
vizinhanca do ponto. O estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio em sistemas ndo lineares
se reduz, portanto, ao estudo do sistema linear correspondente, obtido apds a linearizacao do
sistema (Monteiro, 2019). Com relagdo a validade dos resultados obtidos para a aproximagao
linear, alguns teoremas (que ndo serdo discutidos neste trabalho) estabelecem as condigdes
minimas necessdrias para que tais resultados sejam vélidos (Strogatz, 2015; Monteiro, 2019;
FitzHugh, 1961).

De forma resumida, o teorema de Hartman-Grobman estabelece que, na vizinhanca de um
ponto de equilibrio hiperbdlico, isto €, um ponto de equilibrio isolado cujos autovalores da matriz
Jacobiana associada possuem parte real ndo nula, o comportamento de um sistema dindmico
ndo linear € qualitativamente equivalente ao de seu sistema linearizado. Mais precisamente, na
vizinhancga desse ponto de equilibrio, o sistema nao linear e seu correspondente linearizado
apresentam o mesmo tipo de comportamento qualitativo: suas trajetérias t€m formas semelhantes
e evoluem de maneira compativel no tempo, de modo que a dindmica local de um pode ser

compreendida a partir do outro. (Monteiro, 2019). Por outro lado, quando o ponto de equilibrio
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nao ¢ hiperbdlico, ou seja, quando algum autovalor possui parte real nula, a linearizacdo nao
permite concluir sobre a estabilidade local, sendo necessdrio considerar termos de ordem superior
na expansio em série. Nesses casos, a teoria da variedade central permite analisar a estabilidade,
mesmo quando a lineariza¢do falha. Outra abordagem importante é o método direto de Lyapunov,
que possibilita estudar a estabilidade de pontos de equilibrio sem recorrer a linearizagdo, obtendo
um conjunto de condi¢des iniciais por meio das quais as trajetorias convergem para o ponto de
equilibrio (Monteiro, 2019).

Portanto, as ferramentas apresentadas nesta subsecdo serdo fundamentais para a andlise
qualitativa do modelo de FHN (Capitulo 3), permitindo inferir a estabilidade de seus pontos de

equilibrio e sua relagdo com o fendmeno do potencial de agcdo em neuronios.

2.1.3.4 Meétodo das isoclinas

O método das iséclinas € utilizado para o estudo qualitativo de sistemas de equagdes
diferenciais ordindrias, autdnomos e bidimensionais, sejam eles lineares ou ndo lineares. A partir
desse método, € possivel esbocar o retrato de fases do sistema com base na geometria do campo
vetorial. Em particular, as iséclinas sdo curvas no plano de fase ao longo das quais a inclinagdo
das trajetorias permanece constante (Monteiro, 2019).

Considere o sistema nao linear dado pelas Egs. (2.1.25). A inclina¢do instantanea das

trajetdrias no espaco de fases é dada pela razdo entre as derivadas, isto é:

dy _g(xy)
dx  f(xy)

As curvas ao longo das quais essa razdo assume valores constantes definem as isdclinas do

(2.1.32)

sistema. Em particular, quando essa razdo se anula, temos curvas chamadas nulclinas. As
nulclinas da varidvel x sdo obtidas da condi¢do f(x,y) =0, e as da varidvel y da condigdo
g(x,y) = 0. Ao longo dessas curvas, portanto, temos que dx/dt = dy/dt = 0. Os pontos de
intersecao entre as nulclinas correspondem aos pontos de equilibrio do sistema, pois neles se
tem f(x*,y") = g(x",y*) = 0.

Uma vez identificados os pontos de equilibrio, sua estabilidade pode ser analisada a partir
da linearizagdo do sistema, como discutido anteriormente, por meio do célculo dos autovalores
da matriz Jacobiana nestes pontos.

Este método serd empregado no Capitulo 3, na secdo 3.3, para obter o ponto de equilibrio
do modelo proposto por FitzHugh. A constru¢@o das nulclinas permite, portanto, uma a analise

qualitativa do comportamento do sistema no seu retrato de fases.

2.1.4 Sistemas conservativos e dissipativos

Sistemas dindmicos podem ser classificados, entre outros critérios, como conservativos ou
dissipativos, a depender do comportamento do volume (considerando um sistema tridimensional)

no espaco de fases ao longo do tempo. Em sistemas conservativos, esse volume é preservado,



42

enquanto em sistemas dissipativos ocorre uma contragdo deste volume. Esta subsec@o apresenta
o formalismo matematico que permite distinguir essas duas classes de sistemas com base na
derivada de Lie do fluxo, que expressa a taxa de variagao do volume no espacgo de fases (Strogatz,
2015). Determinar se um sistema € conservativo ou dissipativo é particularmente relevante porque
o sistema ser dissipativo, juntamente com a dimensao do espago de fases maior ou igual a trés,
constitui uma condi¢do minima necessdria para a existéncia de atratores cadticos, como serd
visto em detalhes nas se¢des seguintes.

Considere o sistema autobnomo descrito por (2.1.2), um sistema tridimensional com
X = (x1,%2,x3) € f = (f1, /2, f3), em que:
xl = fl (X],X27X3),
Xszz(xl,X2,X3), (2.1.33)
X3 = f3(x1,X2,X3).

Considere agora um volume V no espaco de fases contendo um conjunto de condi¢des iniciais

com densidade p. O fluxo de pontos através da superficie A que delimita V é dado por:

8_pdV:_/(p]?.ﬁ)dA7 (2.1.34)
v ot A

sendo que f representa o campo vetorial que rege a dindmica e 7 € o vetor unitirio normal a

superficie A. Aplicando o teorema da divergéncia, obtemos a equagao de continuidade:

Jap -

Ao acompanhar a evoluc¢do de p ao longo do fluxo gerado por f , tem-se:

dp -
— =—p(V-f). 2.1.36
o= P V-f) ( )
Sabendo que o nimero total de condicdes iniciais N = pV permanece constante, temos:
dN dp dv
—=V—+p—=0
dt ar P ’
de onde se conclui que:
1dv S
—__ _V.f 2.1.37
Vi f ( )

A Eq. (2.1.37), chamada derivada de Lie, relaciona a taxa de variagao do volume no espaco de

fases com a divergéncia do campo vetorial f Assim:
* Se V. f =0, o volume no espaco de fases é preservado, e o sistema € conservativo.

* Se V. f <0, ocorre uma contragdo de volume, e o sistema € dissipativo.
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Além da contragdo de volume no espaco de fases, uma caracteristica fundamental dos
sistemas dissipativos € a irreversibilidade da dinamica: as trajetérias tendem, ao longo do tempo,
a covergir para pontos de equilibrio estaveis, ciclos-limite ou atratores cadticos, isto €, converge
para um estado ao longo do tempo. Em contraste, os sistemas conservativos preservam o volume
no espaco de fases e ndo possuem mecanismos de dissipagdo de energia. Como resultado, as

trajetorias ndo convergem para um estado e sua evolugao € reversivel no tempo. (Strogatz, 2015).

2.1.5 Ciclo-limite

Um ciclo-limite € uma trajetoria fechada e isolada no espaco de fases, caracteristica de
sistemas dindmicos nao lineares. Neste caso, “isolada” refere-se ao fato de que nao existem
outras trajetdrias fechadas em sua vizinhanca imediata (Strogatz, 2015). Trajetdrias proximas a
um ciclo-limite ndo permanecem fechadas, mas espiralam em direcao a ele ou afastam-se dele,
0 que permite classificd-lo de acordo com o comportamento das trajetorias do sistema quando
iniciadas proximas a ele. Quando todas as trajetorias vizinhas convergem assintoticamente para
o ciclo-limite, este € considerado estdvel ou atrator. Caso as trajetérias se afastem, o ciclo-
limite € dito instdvel. Em situacdes particulares, chamadas semiestdveis, as trajetorias podem se
aproximar de um lado e se afastar por outro (Strogatz, 2015).

Essa caracteristica de estabilidade confere aos ciclos-limite um papel fundamental na
modelagem de comportamentos oscilatdrios autossustentaveis. Sistemas que apresentam ciclos-
limite estdveis sdo capazes de manter oscilagdes periddicas mesmo na auséncia de forcamento
externo periddico. Nestes casos, o periodo, a amplitude e a forma da oscilacdo sdo determinados
pelos pardmetros do sistema e ndo pelas condi¢des iniciais. Pequenas perturbagdes apenas
desviam temporariamente a trajetoria, que posteriormente retorna ao ciclo-limite (Strogatz,
2015).

E essencial distinguir os ciclos-limite das trajetérias fechadas que surgem em sistemas
lineares ou conservativos, especialmente em torno de pontos de equilibrio do tipo centro. Nestes
sistemas, existe uma familia continua de 6rbitas fechadas, e a dindmica € inteiramente determi-
nada pelas condi¢des iniciais. Nao hd atrator: qualquer perturbacdo na amplitude permanece
indefinidamente. Em contraste, nos sistemas nao lineares que apresentam ciclos-limite, a estrutura
do sistema impde um padrao de oscilagao (Strogatz, 2015).

A existéncia de ciclos-limite em sistemas bidimensionais pode ser estabelecida por meio
de resultados cldssicos da teoria qualitativa das EDOs. O teorema de Poincaré-Bendixson garante
que, sob certas condi¢des, uma trajetdria limitada que ndo tende a um ponto de equilibrio
necessariamente tende a um ciclo-limite (Monteiro, 2019; Strogatz, 2015). Ja o critério de
Bendixson, e sua extensao pelo critério de Dulac, estabelecem condi¢des suficientes para a ndo
existéncia de ciclos-limite em regides do plano. Os teoremas de indice de Poincaré também sdo
ferramentas importantes para a contagem e caracterizacdo de Orbitas periddicas, ao relacionarem
o valor do indice do campo vetorial com a presenga de trajetérias fechadas (Monteiro, 2019).

Uma classe especial de sistemas onde € possivel demonstrar analiticamente a existéncia
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de ciclos-limite € composta pelas equacdes de Liénard:

d*x dx
—+F(x)—+G(x)=0 2.1.38
2 HF@) =+ Gx) =0, (2.138)

em que, sob hipéteses apropriadas sobre F(x) e G(x), pode-se garantir a existéncia de um
unico ciclo-limite estdvel. O exemplo mais notdvel dessa classe € o oscilador de van der Pol,
introduzido em 1926 para descrever oscilacdes em circuitos eletronicos com triodos (Pol, 1926).
Van der Pol usou o termo “oscilagdes de relaxamento” para descrever dinamicas com transi¢oes
rapidas entre fases lentas, comportamento que passou a ser referéncia na andlise de sistemas
autossustentados e deu origem a formula¢do moderna de ciclos-limite (Ginoux; Letellier, 2012;
Ginoux; Letellier, 2014).

Essa fundamentacdo tedrica serviu de base para o desenvolvimento do modelo de FHN,
discutido em detalhes no Capitulo 3. O modelo FHN, uma simplificacdo do modelo de HH, incor-
pora a estrutura do oscilador de Van der Pol, possibilitando a descricdo matemética de neurdnios
por meio de ciclos-limite (Brizard, 2021; Gaiko, 2011). Para certos valores de parametros, o
sistema apresenta um ciclo-limite estdvel correspondente a oscilagdes repetitivas da varidvel
de membrana, caracteristica tipica da excitabilidade exibida pelas células neuronais. Estudos
analiticos e numéricos demonstram bifurca¢des multiplas de ciclos-limite nesse modelo (Gaiko,
2011). A estrutura oscilatéria do modelo FHN reforca sua aplicabilidade na neurociéncia tedrica
e computacional, ligando os principios dos circuitos elétricos aos fendmenos bioldgicos.

Ademais, oscilagdes de relaxamento semelhantes as descritas por Van der Pol também
aparecem em contextos bioquimicos, como na glicélise celular (Sel’kov, 1968), e nos ritmos
circadianos e outros ciclos biolégicos (Roenneberg et al., 2008), evidenciando a presenca dos
ciclos-limite como ferramenta essencial na descricdo de comportamentos peridédicos em sistemas

ndo lineares.

2.1.6 Caracterizacao da dinamica caética

Em sistemas dissipativos, as trajetdrias no espago de fases apresentam uma contracao de
volume, o que implica que, com o avanco do tempo, elas convergem para um conjunto particular
denominado atrator. Um atrator € um conjunto para o qual as trajetdrias tendem assintoticamente,
representando estados ou comportamentos dinamicos estaveis do sistema (Strogatz, 2015).
De maneira geral, os atratores podem ser classificados em quatro categorias frequentemente
observadas em sistemas dinamicos: pontos de equilibrio, correspondentes a estados estaciondrios
independentes do tempo; ciclos-limite, que exibem oscilagdes periddicas; forus, associados a
dindmicas quase-periddicas com multiplas frequéncias incommensuraveis; e atratores cadticos,
cuja evolugdo € caracterizada por comportamento complexo e alta sensibilidade as condi¢des
iniciais (Strogatz, 2015).

A din@mica cadtica € um fendmeno tipico de sistemas ndo lineares continuos de dimensao

trés ou superior. Em sistemas bidimensionais autobnomos, sua ocorréncia ¢ impedida pelo teorema
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de Poincaré—Bendixson, que limita as solugdes assintéticas a pontos de equilibrio e ciclos-
limite. Em dimensdes mais elevadas, pequenas diferengas nas condi¢des iniciais podem ser
amplificadas exponencialmente ao longo do tempo, um fendmeno formalmente quantificado
pelos expoentes de Lyapunov, os quais medem a taxa média de divergéncia entre trajetorias
inicialmente proximas (Strogatz, 2015). A presenca de ao menos um expoente de Lyapunov
positivo constitui um critério para a existéncia de caos, conforme serd visto com mais detalhes na
subsecdo 1. Além da sensibilidade as condi¢des iniciais, atratores cadticos exibem uma estrutura
geométrica fractal, caracterizada por dimensao ndo inteira e autossimilaridade em diferentes
escalas.

Exemplos classicos de sistemas com atratores cadticos incluem o sistema de Lorenz, o
sistema de Rossler e diversas redes neurais modeladas por equagdes diferenciais ndo lineares,
nas quais a coexisténcia de regimes periodicos e cadticos pode influenciar de forma decisiva o
comportamento coletivo e a resposta a estimulos externos. A compreensao da dinamica cadtica
e de seus atratores é, portanto, fundamental para a anélise de sistemas complexos em diversas
areas cientificas, incluindo a neurociéncia computacional. Nesse contexto, a presenca de regimes
cadticos pode estar associada a variabilidade e a flexibilidade do comportamento neuronal, como
se observa em redes de neurdnios acoplados sujeitas a forcamentos externos, tema explorado nos

capitulos seguintes desta dissertacao.

2.1.7 Bifurcacoes

A andlise de bifurcacdes constitui uma ferramenta fundamental no estudo de sistemas
dindmicos nao lineares, permitindo identificar transi¢des qualitativas no comportamento do
sistema a medida que parametros sao continuamente modificados. Em regides de um diagrama
de fases em que o comportamento do sistema muda qualitativamente, diz-se que ocorreu uma
bifurcacdo. Nessas transi¢cdes, novos pontos de equilibrio podem ser criados ou pontos an-
teriormente estaveis podem se tornar instaveis (Fiedler-Ferrara; Prado, 1994). Em sistemas
dindmicos, o surgimento de comportamentos cadticos estd sempre relacionado a ocorréncia de
bifurcagdes, que frequentemente marcam alteracdes estruturais na dindmica. Neste contexto, os
diagramas de bifurcacdo possibilitam a caracterizagcdo dos limiares entre regimes distintos, como
comportamento periddico ou comportamento cadtico. Tais transi¢cdes podem ser associadas a
bifurcacdes locais, como a de Hopf ou sela-n6, que sinalizam mudancgas na estabilidade dos

pontos de equilibrio ou o surgimento de ciclos-limite.

2.1.8 Expoentes de Lyapunov

E possivel quantificar a sensibilidade as condicdes iniciais utilizando os expoentes de
Lyapunov. Esse quatificador permite medir a taxa de divergéncia de trajetdrias. Considere um
sistema descrito por n EDOs. Seja também um hiper-volume esférico infinitesimal, de condicdes

iniciais de raio dy(xp), em torno de um ponto inicial arbitrério xo. Com a evolugdo temporal do
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sistema, a hiper-esfera se deformard em um hiper-elipsoide, com eixos principais p;(t), sendo
i=1,2,...,n. Na Fig. lesta representada essa deformacdo de forma bidimensional. Portanto,
podemos quantificar o comportamento assintético da taxa de expansao ou contragdo local dos
eixos principais p;(t), isto é, medir o crescimento exponencial de p;(t) por meio dos expoentes

de Lyapunov, definidos por:

1 (¢
2= Tim 110 P (2.1.39)
i= 1 Po(x0)
sendoi=1,2,...,n. A partir desta eq., temos também que:
pi(t) ~ po(xo)e. (2.1.40)

Figura 1 — Representa¢do bidimensional da evolugdo temporal de uma esfera de raio inicial
Po(x0)-

do(wo)

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Os A; sdo ordenados de forma descrescente e dependem do estado inicial. Ao caracterizar,
portanto, a dindmica do sistema com base em seus expoentes de Lyapunov, é possivel concluir
que para um ou mais expoentes positivos, temos uma instabilidade orbital nas dire¢des associadas.
A sensibilidade a condic¢des iniciais de um sistema, associada a existéncia de um atrator cadtico
no espaco de fases, implica na existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunos positivo, ou
seja, A; > 0 para i = 1. Nos casos de solugio periddica ou quase-periddica, A; < 0 nas dire¢des

perpendiculares a0 movimento, e A; = 0 ao longo da trajetéria (Fiedler-Ferrara; Prado, 1994).
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Considerando o elemento de hiper-volume no espago de fases em um instante ¢, dado

por:
V() :Hp,-(t). (2.1.41)
Mas, lembrando que p;(f) & po(xo) exp(Ait) e substituindo na eq. (2.1.41), temos:
OV (t) = 8Vyexp ( i ?L,vt) . (2.1.42)
i=1

Temos, portanto, duas situacdes em que o hiper-volume no espacgo de fases ndo diverge:

* para quando 6V (t) = Vp, e Y. ; A; = 0 e o sistema é conservativo (em acordo com o

Teorema de Liouville);
* para quando OV (1) < 6V, e Y. ; A; < 0 e o sistema € dissipativo.

Podemos ainda identificar o atrator no espacgo de fases de um sistema com base nos sinais
dos expoentes de Lyapunov. Considerando um sistema 3D, podemos ter os seguintes atratores

associados a cada dindmica:

* ponto de equilibrio, sendo os sinais dos expoentes (—, —, —), isto &, as trajetorias conver-

gem para um nico ponto;

* ciclo limite, sendo os sinais dos expoentes (0, —, —), com o expoente nulo correspondendo

a dire¢do ao longo da trajetdria;
* toro, sendo os expoentes de Lyapunov (0,0, —);

* atrator cadtico, sendo os expoentes de Lyapunov (+,0, —), e 0 expoente positivo associ-

ado a dependéncia as condicdes iniciais.

Com base na discussdo feita anteriormente, podemos identificar a existéncia de trés condi¢des
fundamentais para a existéncia de atratores cadticos em sistemas dinamicos de tempo continuo:
o sistema deve ser composto por n > 3 equagdes diferenciais; Y./ ; A4; < O (sistemas dissipativos),
o que implica na contracdo de seu volume no espago de fases; e a existéncia de pelo menos um

expoente de Lyapunov positivo, isto é, A4; > 0.

2.1.8.1 Cdlculo do espectro de Lyapunov

Considere o sistema dindmico dado por X = f(X). Sendo Xy uma condi¢@o inicial e iy
uma perturbagio em torno de Xy, sendo Xo + up uma condicdo inicial vizinha. Sendo X,(¢) a

solugdo para a condic¢do inicial perturbada, temos que:

Tu(t) —%(1) = Dy F(x0) - i = (1), (2.1.43)
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em que Df € a matriz Jacobiana. A taxa exponencial de divergéncia ou convergéncia entre as

trajetorias iniciais serd dada por:

i(t)

—

uo

1
A1 =1lim —In
t—voo t

1,
= lim —In|Df (xo) - ifo), (2.1.44)

I—oo t

sendo A; o maior expoente de Lyapunov.

Para o cédlculo dos n expoentes de Lyapunov, considere a mesma situagao anterior,
mas desta vez, considere uma trajetoria fiducial que passa no centro da hiper-esfera, centrada
na condicao inicial Xy. Considere também, outras trajetérias infinitesimalmente préximos a
trajetoria fiducial, centrados em pontos pertencentes a superficie da hiper-esfera, conforme a

Fig. 2 (Galdino, 2018). Por meio das equagdes linearizadas do sistema, 0s eixos principais sao

Figura 2 — Representacdo bidimensional de uma esfera sofrendo deformacdes.

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

determinados pela evolu¢do de um conjunto de vetores inicialmente ortonormais, associados
a trajetoria fiducial. Deste modo, as equagdes linearizadas do movimento sao integradas para
n condi¢des iniciais distintas, gerando uma estrutura de n vetores ortonormais com orientacao
arbitrdria.

Para o calculo dos n expoentes, associados aos autovalores ¢ da matriz Jacobiana, temos

que:
1
% = lim - In |, (2.1.45)

sendo i =1,2,...,n. Os |u;| sdo os mddulos dos autovalores da matriz dada por:

N
M=]]J(x), (2.1.46)
i=1
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sendo J(x;) as matrizes Jacobianas. Entretanto, as trajetdrias divergem e hd outra dificuldade
associada ao cdlculo do produto das Jacobianas e seus autovalores. Neste sentido, um método
proposto por A. Wolf et al. (1985), permite estimar os espoentes de Lyapunov a partir de
uma série temporal, escolhendo um novo ponto nas proximidades da trajetdria fiducial quando
a distancia entre dois pontos cresce. Esta substituicdo € realizada de forma a minimizar, ao
méaximo, simultaneamente, o comprimento do novo segmento e a mudanca de orientacao do
vetor (Fiedler-Ferrara; Prado, 1994; Wolf et al., 1985).

Considerando um sistema de EDQO’s ndo-autdonomas, tranformado em um sistema de
EDOQO’s auténomas, considere um atrator reconstruido no espacgo de fases n+ 1 dimensional. Seja
uma trajetoria fiducial, que passa pelo atrator reconstruido, descrita pelo conjunto de pontos
x(t9), x(t1), x(12) ..., e seja yo(tp) o ponto mais proximo de x(zp). A distdncia entre esses pontos

¢ dada por Ly = |x(fo) —yo(t0)|, sendo que Ly < p. Ou seja, yo(#op) estd dentro da hiper-esfera
de raio p centrada em x(#p). A partir da evolugdo temporal de xg € yg, até um dado instante 7, a
distancia entre esses pontos, agora dada por L; ultrapassa o raio p. Portanto, yo é substituido por
um ponto mais préximo de x(¢;), na dire¢do de Lj, sendo Ly = |x(t;) —yi(t1)| e L; < p. Este
processo ¢ feito até que todos os pontos x(¢;) tenham sido percorridos e o maior expoente de

Lyapunov positivo € calculado como a média ao longo da trajetéria fiducial:

1 /
A= ! MZ logzL—j, (2.1.47)
v —1 =0 L;

sendo M o ndmero total de vezes em que um novo ponto foi escolhido préximo a trajetéria
fiducial. E possivel ainda, estimar A; + A,. Neste caso, dois pontos vizinhos (y;(t;) e Y;(t;)) sdo
escolhidos proximos ao ponto x(¢;) da trajetéria fiducial. A drea A obtida do tridngulo formado a
partir destes pontos € analisada, e um processo de substitui¢do € feito, no qual deve-se preservar
a orientacdo da drea do triangulo. Teremos entdo que:

S A'(15)

Y log, —'= (2.1.48)

M+ = .
i — 1o 1= A(tj—1)

A soma A; + A, nos fornece a divergéncia com relagdo a drea A (Fiedler-Ferrara; Prado, 1994;
Wolf et al., 1985).
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3 NEURONIOS, POTENCIAL DE ACAO E MODELOS TEORICOS

Este capitulo aborda os fundamentos bioldgicos e eletrofisioldgicos necessarios para
a compreensdo dos modelos matematicos de neurdnios discutidos nas se¢Oes subsequentes.
Inicialmente, sdo apresentados aspectos estruturais e anatdmicos dos neuronios, seguidos por
uma descri¢do dos potenciais de repouso e de acdo, bem como dos mecanismos de comunicagdo
sindptica, tanto elétrica quanto quimica. Esses conceitos estabelecem a base conceitual para a
introducdo de dois importantes modelos matemdticos do comportamento neuronal: o modelo de
HH e, com maior énfase, o modelo de FHN. Este tdltimo serd explorado em profundidade, com
destaque para sua derivacdo a partir das equagdes de Van der Pol e sua capacidade de reproduzir
as principais propriedades dinamicas de células excitdveis. Tal abordagem € essencial para o
entendimento dos resultados obtidos nos capitulos posteriores, nos quais se investigam sistemas

de neurdnios acoplados e submetidos a forgamentos externos.

3.1 NEURONIOS

O cérebro humano é composto por mais de 80 bilhdes de células nervosas individuais,
denominadas neuronios. Esses neur6nios se interconectam em redes organizadas conhecidas
como circuitos neurais, que sao responsaveis por diversas fungdes cognitivas € comportamentais
complexas. Eles permitem a percep¢do do ambiente, o processamento e a filtragem de estimulos
sensoriais, a orientacao da acdo, o controle da aten¢do, da memoria e da tomada de decisdes,
além da execucdo de respostas motoras (Kandel et al., 2023).

O estudo do sistema nervoso € resultado de contribui¢des interdisciplinares oriundas da
medicina, da fisiologia e da neuroanatomia (Bear, 2017; Glickstein, 2014). Ainda no Século
XVIII, o fisico e médico italiano Luigi Galvani observou que musculos e nervos podiam gerar
eletricidade, estabelecendo os primeiros vinculos entre eletricidade e atividade biolégica. Ja no
Século XIX, fisiologistas alemdes como Johannes Miiller, Emil du Bois-Reymond e Hermann
von Helmholtz mediram a velocidade de propagaciao do impulso nervoso ao longo dos axonios,
demonstrando que sinais elétricos percorrem as fibras neuronais de forma mensuravel e previsivel.
Paralelamente, os avancos em neuroanatomia permitiram as primeiras observacoes detalhadas da
morfologia dos neurdnios. O método de coloragdo com sais de prata desenvolvido por Camillo
Golgi tornou possivel visualizar toda a estrutura celular ao microscépio, marcando uma etapa
crucial na caracteriza¢do das conexdes neurais. No Século XX, essas descobertas fundamentaram
0 progresso continuo na compreensdo da organiza¢do funcional do cérebro, das propriedades
estruturais dos neurdnios e de suas interagdes sindpticas (Kandel et al., 2023; Glickstein, 2014).

A neurociéncia moderna é composta por diversas subdreas especializadas, entre as quais
se destacam a neuroanatomia, a neuropsicologia e a neurofisiologia. Esta tltima foi fundamental
para esclarecer o funcionamento elétrico das células nervosas, incluindo os mecanismos de
reflexo (respostas rapidas e automadticas a estimulos sensoriais especificos), o que permitiu a

compreensao inicial da base fisica da atividade elétrica no sistema nervoso (Glickstein, 2014).



51

Outras dreas como a neuroquimica e a neurofarmacologia, em conjunto com os avangos da
neurofisiologia, contribuiram para estudar a diversidade e o funcionamento das substiancias
responsaveis pela comunicacio entre 0s neurdnios: os neurotransmissores. Estas moléculas,
liberadas nos terminais sindpticos, podem ativar ou inibir células adjacentes, ajustanto a dindmica
do funcionamento das redes neuronais (grupos interconectados de neurdnios que processam
informacgdes) com alta seletividade. A compreensio dos neurotransmissores constitui, atualmente,
a base conceitual para o desenvolvimento e uso de fairmacos que atuam diretamente sobre a
atividade cerebral. Além disso, desde o século XIX, observacgdes clinicas de lesdes cerebrais
e suas consequéncias comportamentais contribuiram significativamente para 0 mapeamento
funcional do cérebro, permitindo associar regides especificas a fungdes como a fala, a linguagem
e a visao (Glickstein, 2014).

Os neurdnios, apesar da ampla diversidade morfoldgica e funcional, compartilham uma
organizacao estrutural basica composta por trés componentes principais: os dendritos, o corpo
celular (ou soma) e o axonio, cada um especializado em diferentes etapas do processamento da
informacao neural (Kandel et al., 2023). Os dendritos, por exemplo, com sua estrutura ramificada
semelhante a uma drvore, atuam na recepg¢ao de sinais provenientes de outras células, conduzindo-
os até o corpo celular. Este abriga o nicleo, o material genético e as organelas responsaveis pelo
metabolismo celular, além de integrar os sinais recebidos. Embora existam variagdes anatomicas
entre diferentes tipos neuronais, os principios fundamentais que regem a geracio e a propagagao
do sinal elétrico, o potencial de a¢do, sio amplamente conservados. Essa uniformidade funcional
permite que o estudo detalhado de um tnico tipo de neurdnio revele aspectos importantes da
fisiologia neural em geral.

Do ponto de vista funcional, a maioria dos neur6nios pode ser descrita como composta
por quatro regides principais, cada um associado a uma etapa distinta do processamento de
sinais: 0 componente receptivo, geralmente localizado nos dendritos e no corpo celular, é
responsavel por receber estimulos sindpticos e gerar potenciais graduados (variagdes locais do
potencial de membrana cuja amplitude depende da intensidade do estimulo). O componente
integrador, localizado no inicio do axdnio, realiza a integracio dos sinais recebidos e determina,
por meio da soma temporal e espacial dos potenciais graduados, se um potencial de acao
serd iniciado. O componente condutor, correspondente ao axdnio propriamente dito, conduz
o sinal elétrico de maneira ativa e regenerativa, com a caracteristica de um fendmeno do tipo
“tudo ou nada”. Por fim, o componente de saida sindptica, localizado nas terminac¢des do
axonio, € responsdvel pela liberacdo de neurotransmissores para outras células, permitindo a
comunicacao com outros neurdnios ou células-alvo. Todas essas etapas dependem criticamente
das propriedades eletrofisiolégicas da membrana plasmatica, em especial da distribui¢do e do
comportamento dindmico dos canais i0nicos, que regulam o fluxo de fons e, consequentemente,
os potenciais elétricos ao longo da célula (Kandel et al., 2023).

Para avancar na compreensdo dos comportamentos gerados pelo sistema nervoso, é

necessario investigar tanto a estrutura das células nervosas quanto os mecanismos de geracao
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e transmissao dos sinais intra e intercelulares, além da organiza¢do dos padrdes de conectivi-
dade (acoplamento) e da relacao entre diferentes formas de acoplamento e os comportamentos
observados (Kandel et al., 2023). Com esse objetivo, modelos matematicos comegaram a ser
desenvolvidos entre as décadas de 1930 e 1940 (FitzHugh, 1969; Koch, 1998), e permanecem
como ferramentas fundamentais para a pesquisa em neurociéncia. Tais modelos permitem, por
meio de simulagdes numéricas, testar hipdteses, simular fendmenos experimentais e realizar
previsdes tedricas acerca de propriedades emergentes de células individuais e redes neuronais
(Dayan; Abbott, 2001; Carelli, 2008). Um dos mais influentes é o modelo de HH, formulado a
partir de uma série de estudos eletrofisioldgicos experimentais e capaz de descrever com precisao
0s mecanismos i0nicos subjacentes a iniciagdo e propagacao do potencial de acdo (Manchein
et al., 2022; Hodgkin; Huxley, 1952d). Posteriormente, surgiram modelos simplificados, como
o modelo de FHN, desenvolvido com o intuito de capturar de maneira qualitativa as principais
caracteristicas da excitabilidade neuronal.

A modelagem matemadtica de sistemas neuronais pode ser feita em diferentes niveis de
descricdo, variando desde abordagens que representam detalhes da estrutura fisica, o comporta-
mento elétrico e as propriedades eletrofisioldgicas de neurdnios individuais, até representacdes
mais abstratas que focam no comportamento coletivo de grandes popula¢des neuronais. De modo
geral, o objetivo central dessas modelagens é compreender como propriedades como a dindmica
da membrana, os padrdes de disparo e o acoplamento sindptico influenciam a fun¢do neuronal,
tanto em neuronios isolados quanto em circuitos mais complexos. Por meio dessas abordagens,
busca-se estudar de que forma a estrutura e a dindmica dos neur6nios, individualmente ou em
rede, contribuem para o processamento da informacao no sistema nervoso. Nesse contexto, o uso
de modelos matemadticos torna-se essencial para a andlise dos processos de geracdo e propagacao
dos potenciais de acdo, bem como para a compreensao dos mecanismos de codificacdo temporal
da atividade neural.

A comunicacdo entre neurdnios no cérebro depende diretamente da capacidade dessas
células de responder a estimulos que alteram significativamente a diferenca de potencial elétrico
através da membrana celular (Kandel et al., 2023). Esse fendmeno desencadeia o surgimento
de um potencial de acdo, essencial para a transmissdo de informagdes entre os neurdnios. Essa
alta sensibilidade a estimulos demonstra que a dindmica individual de um neurdnio pode ter
papel decisivo na codificacio e propagacao de sinais, mesmo em redes com milhares de unidades
interconectadas. Esse fato motiva a investigacdo da influéncia das propriedades individuais
na dindmica de neurdnios acoplados (Boaretto et al., 2021), tema que serd aprofundado nos

capitulos seguintes.

3.1.1 Propriedades elétricas e potencial de acao

Os neurdnios, principais unidades funcionais do sistema nervoso, sdo geralmente consti-
tuidos por trés componentes estruturais fundamentais: os dendritos, o corpo celular (ou soma) e

0 axonio, cada qual com fungdes especificas relacionadas a recepg¢do, integracao e transmissao
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de sinais neurais (Kandel et al., 2023), respectivamente. A Fig. 3 ilustra a estrutura tipica de um
neurdnio. Os dendritos, com estrutura ramificada semelhante a uma arvore, especializam-se na
recepcdo de estimulos provenientes de outros neurdnios, conduzindo esses sinais ao corpo celular.
No corpo celular, por sua vez, localizam-se o nticleo, as organelas citoplasmaticas e o material
genético, sendo também responsdvel tanto pelo processamento dos sinais recebidos quanto pela
manuteng¢ao das atividades metabdlicas essenciais a sobrevivéncia e ao funcionamento da célula.

Conectado ao corpo celular, o axonio constitui uma fibra alongada responsdvel por
conduzir os impulsos elétricos gerados na regido do cone axonal (drea de transicao entre o corpo
celular e o inicio do ax6nio) em direcao a outras células. Em muitos neur6nios, especialmente
aqueles com ax6nios mais longos, essa fibra é envolta por uma camada lipidica denominada
bainha de mielina, que atua como isolante elétrico, promovendo um aumento significativo na
velocidade de propagacdo dos potenciais de acdo (Kandel et al., 2023). Os axdnios podem
apresentar didmetros variando entre aproximadamente 0,2 pum e 20 um, consideravelmente
menores que o corpo celular, cuja dimensao tipica € em torno de 50 um ou mais. Apesar de sua
fina espessura, os axonios sdo capazes de conduzir sinais elétricos por distancias que vao desde
0,1 mm até cerca de 1 m (Kandel et al., 2023).

Figura 3 — Representacdo esquemadtica da estrutura de um neuronio.

Dendrito

Corpo celular
Axbnio

Bainha de mielina

Fonte: MSD Manuals

Estrutura tipica de um neurénio. Disponivel em: https://www.msdmanuals.com/pt/casa/
multimedia/table/estrutura-t%C3% ADpica-de-um-neur%C3%B4nio.

Entre o meio intracelular e o meio extracelular da célula neuronal, encontra-se uma
membrana lipoprotéica que desempenha um papel fundamental na transmissdo de sinais elétricos.

Em condi¢des de repouso, hd uma distribui¢do desigual de fons entre os dois lados dessa
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membrana, resultando em uma diferenca de potencial elétrico conhecida como potencial de
repouso ou potencial de membrana (Kandel et al., 2023). Tal potencial ¢ mantido por um
equilibrio dinAmico entre os gradientes eletroquimicos, principalmente dos fons K* e Na*, e
pela acdo da bomba de sddio-potdssio, que transporta ativamente ions contra seus gradientes de
concentragdo, mantendo elevadas concentracdes de Na*™ no meio extracelular e de K* no interior

celular (Kandel et al., 2023). Essa distribuicao desigual de cargas estd ilustrada na Fig. 4.

Figura 4 — Representacdo esquemadtica da distribui¢ao desigual de fons entre os meios intra e
extracelular, que da origem ao potencial de repouso da membrana.
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Os principais fons envolvidos nesse processo sdo os fons Na*, K*, cloro (CI'), e 4nions
organicos (A", como proteinas intracelulares). Enquanto o Na* e o CI" predominam no meio
extracelular, o K* e os A™ concentram-se no meio intracelular. Essa separac@o ionica é mantida
pela bicamada lipidica da membrana, que atua como um isolante elétrico e permite a passagem
de fons apenas por meio de canais idnicos especificos e bombas ativas especializadas (Kandel et
al., 2023).

O potencial de repouso de um neur6nio € determinado pela combinacdo entre a per-
meabilidade seletiva da membrana a diferentes ions e os respectivos potenciais de equilibrio,
que correspondem ao ponto em que as forcas elétrica e quimica que atuam sobre um ion se

compensam, eliminando seu fluxo liquido. O potencial de equilibrio de um ion X pode ser
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calculado pela equagdo de Nernst:

RT  [X].
= —In ,
F X

E, (3.1.1)

em que R é a constante universal dos gases, T € a temperatura absoluta (em Kelvin), z € a
valéncia do fon, F é a constante de Faraday, e [X], e [X]; sdo as concentragdes extracelular e
intracelular do fon X, respectivamente. Considerando o meio extracelular como referéncia, o
potencial de repouso tipico da membrana é da ordem de -65 mV, podendo variar entre -40 e
-80 mV, a depender do tipo celular (Kandel et al., 2023).

Dois fatores principais determinam e mantém o potencial de repouso da membrana: (i)
a distribuic@o desigual de fons eletricamente carregados entre o interior e o exterior da célula,
especialmente dos fons Na* e K*, e (ii) a permeabilidade seletiva da membrana, que permite
o fluxo de determinados ions através da membrana (Kandel et al., 2023). Essa distribui¢cao
i0nica desigual € sustentada por dois mecanismos complementares. O primeiro € a acdo da
bomba de sédio-potdssio, uma proteina transmembranar (proteina de membrana que atravessam
a bicamada lipidica da membrana celular) que transporta ativamente trés fons Na* para fora da
célula e dois fons K* para o interior, processo que envolve o consumo de energia. Isso mantém
a concentragdo intracelular de Na* aproximadamente dez vezes menor que a extracelular, e
a de K™ cerca de vinte vezes maior no interior celular (Kandel et al., 2023; Monteiro, 2019).
O segundo mecanismo envolve a alta permeabilidade da membrana ao K*, que permite que
esses fons se movam passivamente do interior para o exterior da célula, processo conhecido
como difusdo. Esse movimento ocorre porque hd uma concentra¢do maior de K* dentro da
célula do que fora, e os fons tendem a se deslocar espontaneamente ao longo desse gradiente de
concentracio. A medida que o K* sai da célula, deixa para trds cargas negativas (principalmente
anions organicos), contribuindo para a negatividade do potencial de repouso (Kandel et al., 2023).
Além disso, a regulagio das concentragdes extracelulares de Na* e K* também € essencial, sendo
realizada principalmente pelos rins e pelas células da glia, estas dltimas atuando como elementos
de suporte e manuten¢do do ambiente extracelular no sistema nervoso (Kandel et al., 2023).

Como ja mencionado, a capacidade do cérebro de processar informac¢des depende da
habilidade dos neurdnios de responder a estimulos extremamente sutis, gerando rapidas e amplas
variagdes na diferenca de potencial elétrico da membrana celular. Essas alteracdes sdo mediadas
por estruturas especializadas presentes na membrana, denominadas canais iénicos, que permitem
o fluxo controlado de determinadas espécies iOnicas (Kandel et al., 2023). Tais canais sio
formados por proteinas integrais de membrana, encontradas em todas as células do organismo.
Nos neurdnios, os canais sdo rigidamente regulados para responder a estimulos fisicos e quimicos
distintos, ou seja, diferentes sinais ambientais ou internos ativam canais especificos, adaptados
para reagir seletivamente a cada tipo de estimulo. Por seu papel essencial na sinalizacdo elétrica,
disfuncdes nesses canais podem desencadear diversas doencas neuroldgicas (Kandel et al.,
2023). Além disso, sua atividade afeta também tecidos como musculos esqueléticos e cardiacos,

podendo, por exemplo, causar arritmias cardiacas. Devido a sua relevancia na fisiologia e na
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fisiopatologia, os canais i0nicos sdo alvos frequentes de farmacos, venenos e toxinas, uma
vez que participam diretamente da geracao e condugao dos potenciais de a¢ao, da transmissao
sindptica e da integrag@o de sinais em redes neuronais (Kandel et al., 2023).

As principais caracteristicas dos canais i0nicos incluem: seletividade i6nica, ou seja, a
capacidade de reconhecer e permitir a passagem de ions especificos; mecanismos de ativagao,
isto €, sua abertura e fechamento em resposta a estimulos elétricos, quimicos ou mecanicos;
e conducdo eficiente, permitindo o fluxo rdpido e seletivo de ions através da membrana. Por
exemplo, canais de K* apresentam uma permeabilidade cerca de cem vezes maior para os fons K*
do que para o Na*, o que contribui significativamente para a manutengao do potencial negativo
da membrana dos neurdnios (Kandel et al., 2023).

A regulacdo do fluxo i6nico através da membrana ocorre por diferentes tipos de canais
10nicos. Os canais ativados por variagdes no potencial elétrico da membrana se abrem quando
ocorrem mudancgas especificas na diferenca de potencial entre o interior e o exterior da célula.
Ja os canais ativados por ligantes se abrem em resposta a ligacdo de neurotransmissores ou
outras moléculas sinalizadoras especificas a sua estrutura. Os canais dependentes de estimulos
mecanicos, por sua vez, sdo ativados por estimulos fisicos, como estiramento ou deformacao da
membrana. Além desses, hd também canais de vazamento, que permanecem abertos mesmo em
condic¢des de repouso, permitindo um fluxo continuo de fons e contribuindo para a manutencao
do potencial de repouso da membrana neuronal (Bear, 2017; Kandel et al., 2023).

No estado de repouso, os canais ativos da membrana celular apresentam alta permeabi-
lidade ao K* e baixa permeabilidade ao Na*. Nessas condicdes, os fons K* tendem a sair da
célula por meio dos chamados canais de vazamento (ou canais abertos), seguindo seu gradiente
de concentragdo, ou seja, deslocando-se do meio intracelular, onde estdo mais concentrados,
para o extracelular, onde estio em menor concentragdo (Monteiro, 2019; Kandel et al., 2023).
O fluxo de K* para fora da célula resulta no actimulo de cargas negativas na superficie interna
da membrana, tornando o interior da célula eletricamente mais negativo que o exterior. Essa
separagdo de cargas € o que caracteriza o potencial de membrana em repouso. Alteragdes nesse
potencial ocorrem quando hd fluxo significativo de cdtions ou anions através da membrana. Por
exemplo, a entrada de fons positivos como o Na*, que se encontram em maior concentra¢do no
meio extracelular, reduz a diferenca de potencial entre os lados da membrana, tornando-a menos
negativa. Esse processo € denominado despolarizacdo (Kandel et al., 2023). Esse fendmeno sera
explicado com mais detalhes adiante. No entanto, é importante destacar que esse processo inicial
€ essencial para compreender como os neurdnios convertem um estimulo em um sinal elétrico
que possa ser propagado e transmitido a outras células, permitindo o funcionamento do sistema
nervoso.

O movimento dos fons através dos canais i0nicos ocorre de forma passiva, ou seja, sem
gasto de energia pela célula. O fluxo i6nico € impulsionado por dois tipos de gradiente: o gradi-
ente de concentragdo, que leva os fons de regides mais concentradas para menos concentradas,

e o gradiente elétrico, que atrai ions positivos para dreas mais negativas e ions negativos para
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dreas mais positivas. Assim, o sentido do fluxo € determinado por forgas fisico-quimicas, como
difusdo e eletrostdtica (Kandel et al., 2023). Entretanto, esse fluxo espontineo tenderia, ao longo
do tempo, a dissipar os gradientes eletroquimicos essenciais para a excitabilidade neuronal. Para
restaurar e manter esses gradientes, a célula recorre a mecanismos ativos, como as bombas
i0nicas. A principal delas € a bomba de s6dio-potéssio, que consome energia para transportar
Na* para fora e K* para dentro da célula, em oposicdo aos seus gradientes. Dessa forma, canais e
bombas atuam de forma complementar: enquanto os canais permitem o fluxo rapido e controlado
de ions conforme os estimulos, as bombas garantem a manutencdo das condi¢des elétricas e
quimicas necessdrias para a geracao e propagacao dos sinais elétricos no sistema nervoso (Kandel
et al., 2023).

A transmissdo de sinais nos neurdnios ocorre fundamentalmente por meio de impulsos
elétricos, mediados pela abertura e fechamento de canais 16nicos que controlam o fluxo de
fons através da membrana celular. Essa membrana € composta por uma bicamada lipidica
semipermedvel, que impede a passagem livre de {ons eletricamente carregados, como Na*,
K*, Ca?* e CI'. O transporte desses fons entre os meios intra e extracelular é rigidamente
controlado por proteinas especializadas presentes na membrana, incluindo canais i0nicos, bombas
e transportadores (Bear, 2017).

Os sinais elétricos gerados pelos neurdnios, denominados potenciais de agdo, iniciam-se
em uma regido préoxima a origem do axdnio, conhecida como zona de disparo. A partir desse
ponto, propagam-se ao longo do axénio em velocidades que podem variar de 1 a 100 m/s
(Kandel et al., 2023). O potencial de acao € um impulso do tipo “tudo ou nada”, que se regenera
continuamente ao longo do axdnio, mantendo sua amplitude praticamente constante, geralmente
em torno de 100 mV (Kandel et al., 2023). E por meio desses potenciais que o cérebro recebe,
processa e transmite informacgdes (Kandel et al., 2023).

Quatro propriedades fundamentais caracterizam o potencial de a¢ao: (i) ele s6 é disparado
quando o potencial de membrana alcan¢a um determinado limiar; (i) é um fendmeno “tudo ou
nada”, ou seja, sua amplitude € invaridvel, independentemente da intensidade do estimulo, desde
que este ultrapasse o limiar; (iii) propaga-se ao longo do ax6nio sem perda de amplitude; e (iv) é
seguido por um periodo refratdrio, durante o qual o neur6nio ndo consegue gerar outro potencial
de acdo imediatamente ap6s o primeiro (Kandel et al., 2023).

O potencial de acdo consiste em trés fases principais: despolarizagdo, repolarizacdo e
hiperpolarizac¢do. De forma geral, a despolarizacao tem inicio quando o potencial de membrana
atinge um determinado limiar, o que provoca a abertura de canais de Na* ativados por mudangas
no potencial de membrana, permitindo a entrada rdpida desses fons no interior da célula. Esse
influxo de Na* intensifica a despolarizagéo, promovendo a abertura de ainda mais canais por meio
de um mecanismo de retroalimentacgdo positiva (mecanismo no qual a despolariza¢do promove
a sua propria intensificacao por meio da ativagdo progessiva dos canais idnicos). Em seguida,
durante a fase de repolarizacéo, os canais de K* se abrem, possibilitando a saida de K* da célula,

o que leva o potencial de membrana de volta a valores préximos ao repouso. Finalmente, ocorre
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a hiperpolarizacio, quando o potencial de membrana torna-se temporariamente mais negativo do
que o valor de repouso, a medida que os canais de Na* e K* se fecham gradualmente e os ions
comecgam a retornar as suas distribui¢des originais (Ulbricht, 2005).

A geragdo do potencial de a¢do depende de uma classe especifica de canais de Na*, cuja
permeabilidade ao Na* pode ser de 10 a 20 vezes maior do que a do K*. Uma pequena alteragio
local no potencial de membrana, por exemplo, de -65 mV para -55 mV, torna a membrana
muito mais permedvel ao Na*, ao mesmo tempo em que reduz sua permeabilidade ao K*. Como
consequéncia, ha um rapido influxo de Na*, que neutraliza as cargas negativas intracelulares e
promove maior despolarizacdo. Esse processo, por sua vez, ativa a abertura de mais canais de
Na*, intensificando o fluxo de fons e aumentando ainda mais a permeabilidade da membrana ao
Na*. Durante essa fase de alta condutancia, o Na* move-se a favor de seu gradiente eletroquimico,
ou seja, em direcdo ao interior da célula, tanto por razdes de concentracdo quanto pelo potencial
elétrico.

O resultado desse processo é uma mudanga suibita no potencial de membrana, que
atinge valores positivos da ordem de +40 mV, caracterizando o potencial de acdo. Células cuja
membrana pode ser despolarizada de forma rdpida e significativa sdo chamadas de excitdveis.
Em resposta a despolarizacdo, também ocorre a abertura de canais adicionais permedveis ao
K*, que permite a saida desses fons da célula. Esse processo leva a repolariza¢do da membrana,
restabelecendo a distribuicdo de cargas e a predominancia da permeabilidade ao K*, tipica do
estado de repouso. O potencial de acdo entdo se propaga ao longo do axonio até atingir os
terminais sindpticos, onde desencadeia uma resposta quimica que permite a comunica¢ao com
outros neurdnios ou outras células-alvo, como as musculares. A condugdo ocorre por meio da
ativacado sequencial de canais i0nicos ao longo do axdnio, mantendo constante a amplitude do
sinal. A duracgdo tipica de um potencial de acdo é de aproximadamente 1 ms (Kandel et al.,
2023).

A despolarizagdo, caracterizada pela redugdo da negatividade do potencial de membrana,
facilita a ativacao neuronal, tornando a célula mais propensa a disparar um potencial de acao.
Por isso, € considerada um evento excitatério. Em contraste, a hiperpolariza¢io, que corresponde
a um aumento da negatividade em relacdo ao valor de repouso, dificulta a ativacdo da célula,
inibindo a geracdo de novos potenciais de acdo. Assim, a hiperpolarizacdo exerce um efeito
inibitorio sobre a atividade neuronal. Esse comportamento estd ilustrado na Fig. 5:

O potencial de acdo, resultante de breves alteracdes no potencial de membrana, é causado
pelo fluxo de ions através da membrana celular, ou seja, por correntes elétricas (ou correntes
ionicas) conduzidas por cdtions (fons positivos) e anions (fons negativos). A direcdo da corrente,
por convencdo, é definida como o sentido do movimento das cargas positivas. Os canais 10nicos
dependentes de diferenca de potencial abrem-se quando a despolarizacao da membrana atinge
um limiar especifico, desencadeando a geracdo do potencial de acdo. A rdpida entrada de fons
Na* por meio desses canais, ativados pela despolarizagio local causada por sinais sindpticos

recebidos, é o mecanismo responsavel por desencadear esse evento. Esses sinais, originados da
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Figura 5 — Representacdo esquemadtica das fases do potencial de agdo em um neurdnio,
mostrando as variagdes de potencial de membrana durante os processos de
despolarizagdo, repolarizacado e hiperpolarizagao.
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atividade de outros neuronios, propagam-se passivamente ao longo da membrana do neurdnio,
isto é, sem geracdo de novos potenciais de acdo, até atingir a zona de gatilho, localizada no
inicio do ax6nio. Nessa regido, a alta densidade de canais de Na* dependentes de alteragdes no
potencial elétrico da membrana célular reduz o limiar necessdrio para o disparo. Assim, caso a
soma dos sinais recebidos seja suficiente para despolarizar a membrana além desse limiar, um
potencial de acdo serd iniciado e propagado ativamente ao longo do axdnio até os terminais
sindpticos, onde poderd desencadear a transmissdo do sinal para outros neurdnios ou células-alvo
(Monteiro, 2019; Kandel et al., 2023).

Como mencionado anteriormente, o potencial de acdo apresenta um comportamento do
tipo tudo-ou-nada: estimulos que ndo atingem o limiar de despolariza¢do ndo geram resposta,
enquanto aqueles que o ultrapassam desencadeiam potenciais de agdo com amplitude e duragdo
constantes, independentemente da intensidade do estimulo. Esse mecanismo garante a condug@o
eficiente do sinal ao longo de todo o axonio, pois o potencial de acdo € regenerado periodicamente
em pontos sucessivos da membrana (Kandel et al., 2023). O disparo de um potencial de acdo é
seguido de um periodo refratdrio, durante o qual o neurénio ndo pode ser estimulado novamente.
Isso ocorre porque muitos canais idnicos, como os de Na*, apresentam um mecanismo de
inativacdo apds a abertura, impedindo que se reativem imediatamente, mesmo na presenga
de um novo estimulo. E necessario que o potencial de membrana retorne a valores préximos
ao repouso para que esses canais recuperem sua sensibilidade. Modelos matematicos, como
o de HH, descrevem esse processo com maior precisdo, incluindo o mecanismo de abertura

dos canais i0nicos. J4 o modelo de FHN representa esse fendmeno por meio de uma varidvel
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de recuperacao lenta, que regula a excitabilidade da célula e modula a frequéncia de disparo.
Embora ndo modele explicitamente os canais idnicos e seus mecanismos moleculares, esse
modelo simplificado captura as propriedades essenciais da dindmica de ativacao e inativagao
que sustentam a propagacao de sinais no sistema nervoso (Assis; Miranda; Cavalcante, 2010;
Monteiro, 2019).

Dessa forma, a informacao codificada por uma sequéncia de potenciais de a¢ao ndo reside
na forma individual de cada evento, mas sim em dois aspectos fundamentais: a frequéncia de
disparo e o padrdo temporal dos potenciais de a¢cdo. A frequéncia estd geralmente relacionada a
intensidade do estimulo, enquanto o padrao temporal pode transmitir informagdes mais sutis,
como duragdo, regularidade ou até mesmo a natureza do estimulo. Além disso, alguns neur6nios
exibem atividade espontinea em repouso, disparando potenciais de acdo de forma regular ou em
salvas. Essa caracterfstica os torna particularmente sensiveis a modulacdo por sinais excitatorios
ou inibitdrios, que podem alterar significativamente o seu padrao de atividade. Em neurdnios
espontaneamente ativos, podem impor periodos de siléncio, gerando padrdes ritmicos com
funcdes especificas na codificag@o e transmissao da informacgao (Kandel et al., 2023).

A transmissao eficaz das informagdes no sistema nervoso depende ndo apenas do padrdao
de disparo dos neurdnios, mas também da organizacdo anatdomica das vias neurais. Embora os
potenciais de acdo sejam sinais elétricos estereotipados, sua fun¢io depende da via especifica
em que se propagam. Cada tipo de sensacdo, como visao, dor ou tato, é processado por circui-
tos especificos formados por grupos de neurénios conectados entre si. Esses circuitos criam
caminhos bem definidos que levam as informag¢des desde os receptores sensoriais no corpo
até as dreas correspondentes do cérebro. Isso significa que sinais elétricos semelhantes podem
ter significados diferentes, dependendo de onde eles se originam e para onde sao enviados no
sistema nervoso (Kandel et al., 2023). Por exemplo, um estimulo titil na pele da mao e um
estimulo semelhante na pele do pé produzem impulsos elétricos parecidos, mas esses sinais
sdo transmitidos por vias neuronais diferentes que chegam a regides especificas do cérebro
responsaveis por cada parte do corpo. Dessa forma, o cérebro consegue identificar com pre-
cisdo a localizagdo do estimulo. Assim, a complexidade da percepcao sensorial e do controle
motor surge da combinacio entre os padrdes de atividade elétrica dos neurdnios e a organizagao
funcional das redes neurais envolvidas. (Kandel et al., 2023).

As finas ramificacdes de um ax6nio conectam-se a outros neurdnios por meio de zonas
especializadas de comunicacdo chamadas sinapses. A célula nervosa que transmite o sinal
¢ denominada célula pré-sindptica, enquanto a que o recebe € a célula pds-sindptica. Além
dos dendritos, corpo celular e axdnio, os neurdnios possuem regides especializadas chamadas
terminais pré-sinapticos ou terminais nervosos. Um tnico axonio pode emitir ramificagdes que
formam sinapses com até mil neurdnios pds-sindpticos diferentes (Kandel et al., 2023). Cada
comportamento comandado pelo encéfalo € mediado por conjuntos especificos de neurdnios
interconectados, e a fun¢do comportamental de cada célula nervosa € determinada, em grande

parte, por suas sinapses com outras células (Kandel et al., 2023).
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3.1.2 Sinapses

Anteriormente, discutimos como o potencial de a¢do € iniciado e gerado por um neurdnio.
No entanto, para que a informagao seja processada pelo sistema nervoso, esses sinais precisam
ser transmitidos para outros neurdnios. Essa transmissao ocorre em regides especializadas de
contato entre os neurdnios, ou seja, por meio da transmissdo sindptica. Portanto, a transmissao
sindptica desempenha um papel fundamental no desempenho das func¢des neurais do sistema
nervoso. Essa comunicacdo se d4 através das sinapses, zonas especializadas que permitem que
0s neurdnios se comuniquem entre si ou com outras células-alvo (como as células musculares,
por exemplo) (Kandel et al., 2023; Bear, 2017).

A informacdo é geralmente transmitida em uma unica dire¢do: da célula pré-sindptica,
que envia o sinal, para a célula pds-sindptica, que o recebe (Bear, 2017). A transmissdo sindptica
pode ocorrer por meio de sinapses elétricas ou sinapses quimicas (Kandel et al., 2023), que
apresentam estruturas e mecanismos distintos para a passagem do sinal entre os neur6nios. As
sinapses elétricas caracterizam-se pela transferéncia direta de corrente idnica de uma célula
para outra, através de regides especializadas chamadas jungcées comunicantes (ou gap junctions)
(Bear, 2017). Elas sdo usadas principalmente para a propagacdo rapida e estereotipada de sinais
de despolarizacao (Kandel et al., 2023). Ja as sinapses quimicas possuem uma separagao entre
as células pré-sindpticas e pds-sindpticas, chamada fenda sindptica, e a comunica¢ao ocorre
por meio de substincias quimicas chamadas neurotransmissores. Essas sinapses promovem
interacdes mais complexas, sendo responsaveis pela maior parte da comunicag¢ao neuronal no
sistema nervoso, além de amplificarem os sinais transmitidos (Kandel et al., 2023; Bear, 2017).
A Tabela 2 apresenta, de forma resumida, uma comparacao entre as principais caracteristicas das

sinapses elétricas e quimicas.

Tabela 2 — Comparacdo entre sinapses elétricas e quimicas

Tipo de sinapse | Distancia entre | Continuidade Estrutura de Agente
células entre as celulas transmissao transmissor
Elétrica 4 nm Sim Canais de Corrente i0nica
juncdes
comunicantes
Quimica 20-40 nm Nao Vesiculas Transmissor
sindpticas e quimico
receptores
pOs-sindpticos

Fonte: Elaborado pela autora (2025).. Adaptado de (Kandel et al., 2023)

A caracteristica comum a ambas as sinapses envolve o processo de despolarizagdo da

membrana da célula pds-sindptica. Em ambos os casos, a informacdo € transmitida por meio
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de uma corrente i0nica que sai da célula pré-sindptica e chega a célula pés-sindptica, alterando
seu potencial de membrana (Kandel et al., 2023). Essa alteracdo ocorre pela entrada de ions
positivos na célula pds-sindptica, o que reduz a polaridade da membrana (despolarizacdo) e a
torna capaz de gerar um novo potencial de acdo, caso o limiar seja atingido, conforme discutido
na secdo 3.1.1. Quanto a principal diferenca, nas sinapses elétricas, uma parte da corrente idnica
gerada pela entrada de ions positivos na célula pré-sindptica passa diretamente para a célula
pOs-sindptica por meio das jun¢des comunicantes, depositando cargas positivas no interior da
membrana e provocando sua despolarizagdo. Se essa despolarizacdo ultrapassa o limiar, os
canais i0nicos dependentes de alteracdes no potencial de membrana na célula pds-sindptica se
abrem, gerando um potencial de acdo (Kandel et al., 2023). Nas sinapses quimicas, o processo é
distinto: a despolarizacdo da célula pré-sindptica pode gerar um potencial de agdo que provoca
a liberacdo de neurotransmissores na fenda sindptica. Esses neurotransmissores se ligam a
receptores especificos na membrana da célula pés-sindptica, induzindo mudancas no potencial

da célula que resultam em sua despolarizacdo (Kandel et al., 2023).

3.1.2.1 Sinapses elétricas

As sinapses elétricas sdo caracterizadas pela presenca de canais especializados, ou jungdes
comunicantes, que estabelecem uma conexao direta entre as células pré- e pos-sindpticas. A
ativacdo dos canais i6nicos dependentes de mudancas no potencial da célula pré-sindptica gera
uma corrente i0nica que, além de despolarizar sua propria membrana até o limiar necessdrio para
o disparo de um potencial de a¢do, é parcialmente transferida para a célula pés-sindptica por
meio dessas juncdes. Esse fluxo idnico contribui para a despolarizagdo da membrana da célula
pos-sindptica e pode, caso atinja o limiar, desencadear um novo potencial de acdo (Kandel et al.,
2023). Esse tipo de sinapse permite uma transmissao extremamente rapida, pois nao depende de
processos intermedidrios: a comunicagdo ocorre por meio da condugdo direta da corrente idnica
entre os neurdnios, reduzindo significativamente o atraso sindptico. Além disso, as sinapses
elétricas sao altamente eficazes, sendo capazes de gerar um potencial de acdo na célula pés-
sindptica quase instantaneamente apds o disparo do neurdnio pré-sindptico. Essas propriedades
as tornam especialmente importantes para a sincronizagdo precisa da atividade elétrica entre
grupos de neurdnios, sendo fundamentais em circuitos neurais cuja funcdo depende de uma
coordenacgdo temporal rigorosa, como aqueles envolvidos na geracao de ritmos oscilatérios, no
controle motor fino e na regulagcdo de estados comportamentais, como sono e atencdo (Bennett;
Zukin, 2004; Connors; Long, 2004; Galarreta; Hestrin, 1999; Gibson; Beierlein; Connors, 1999;
Traub et al., 2001). Os neurdnios conectados por jun¢des comunicantes sao ditos eletricamente
acoplados, que caracteriza a passagem direta da corrente idnica através dos canais formados por
essas estruturas (Bear, 2017).

As sinapses elétricas caracterizam-se, em sua maioria, por serem estruturalmente bidi-
recionais, uma vez que as juncdes comunicantes permitem a passagem direta e eficiente da

corrente idnica em ambos os sentidos (Bear, 2017). No entanto, apesar dessa caracteristica ser
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predominante, a transmissdo elétrica pode ndo ocorrer de forma simétrica em todas as condi¢des.
Evidéncias experimentais indicam que, em determinados contextos fisiolégicos e estruturais, a
condugdo através das sinapses elétricas pode apresentar-se predominantemente unidirecional ou
assimétrica (Bennett; Zukin, 2004; Connors; Long, 2004).

Essa assimetria pode surgir, por exemplo, devido a variacdes nos tamanhos dos corpos
celulares ou na ramificacdo dos dendritos, caracteristicas que influenciam a dissipagdo e a
detec¢do do sinal elétrico, tornando-o mais perceptivel em uma direcdo do que em outra (Bennett;
Zukin, 2004). Outro fator relevante sdo as diferencas nos potenciais de repouso entre as células
acopladas, que direcionam a corrente i0nica do neur6nio mais despolarizado (menos negativo)
para o mais hiperpolarizado (mais negativo), mesmo na auséncia de disparos de potenciais de
acdo. Embora essa corrente geralmente tenha baixa magnitude, ela pode modular a excitabilidade
neuronal local e estabelecer um viés funcional na dire¢do da transmissdo, promovendo uma
condugdo preferencial (Connors; Long, 2004). Além disso, condi¢cdes bioquimicas locais, como
alteragdes no pH intracelular ou nas concentracdes de Ca®*, podem afetar de forma desigual
a condutancia dos canais das jun¢gdes comunicantes, resultando em assimetrias tempordrias na
eficiéncia da transmissao entre os dois sentidos da sinapse elétrica.

Conforme mencionado anteriormente, as sinapses elétricas desempenham um papel
fundamental na sincronizagdo da atividade neuronal. Como a corrente idnica atravessa simul-
taneamente a membrana de todas as células acopladas, as células podem disparar de forma
coordenada, como se fossem uma célula inica maior. Assim, a transmissao sindptica elétrica é
especialmente util para orquestrar a atividade conjunta de grupos neuronais (Kandel et al., 2023).
Neuronios eletricamente acoplados apresentam um limiar de disparo maior e, quando esse limiar
¢ superado, as correntes de Na*t geradas pela alteragio da diferenga de potencial em uma célula
sdo rapidamente transmitidas as demais, o que explica por que esses neurdnios disparam de
modo sincronico (Kandel et al., 2023).

O papel das sinapses elétricas varia conforme a regido do cérebro onde estdo presentes,
refletindo as demandas funcionais especificas de diferentes circuitos neuronais (Bear, 2017). Elas
sdo comuns em redes que exigem alta sincroniza¢do entre neurdnios, ou seja, em situacdes onde
vdrios neurdnios precisam disparar simultaneamente e de forma coordenada. Essa sincronizagdo é
essencial para o funcionamento eficiente de atividades neurais como a geracao de ritmos cerebrais,
a rapida propagacdo de sinais sensoriais, € a execu¢do de movimentos finos e precisos, tais
como escrever, tocar um instrumento musical ou manipular objetos pequenos. Esses movimentos
dependem de uma coordenacdo eficaz entre multiplos grupos musculares, controlados por
circuitos motores que exigem respostas neuronais rapidas e precisas. A presenca de sinapses
elétricas nesses contextos permite uma comunicagdo quase instantanea entre células vizinhas,
favorecendo o disparo sincronizado dos grupos neuronais (Bear, 2017; Kandel et al., 2023).

Nos Capitulos 4 e 5 desta dissertacao, serd realizado um estudo detalhado da dindmica
de neurdnios eletricamente acoplados utilizando o modelo de FHN. Nesse contexto, o termo

“acoplamento elétrico” passa a designar, no formalismo matematico, a interagdo direta entre
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neurdnios, modelada por termos adicionais nas equagdes diferenciais que representam o fluxo de
corrente idnica entre neuronios conectados por jungdes comunicantes. Esses termos capturam a
influéncia mutua entre neurdnios acoplados, permitindo investigar como diferentes configuracoes
e parametros de acoplamento afetam a dindmica do sistema. No capitulo 5, o fendmeno da
sincronizacdo entre neurOnios eletricamente acoplados serd estudado sob diferentes regimes
dinamicos. Dessa forma, os conceitos neurofisioldgicos discutidos nesta se¢ao fornecem a base
conceitual essencial para os fendmenos analisados posteriormente, destacando a importancia do

estudo da sincronizag@o em sistemas de neurdnios acoplados.

3.1.2.2  Sinapses quimicas

Nas sinapses quimicas, ao contrdrio das sinapses elétricas, ndo existe uma conexao fisica
direta entre os neurdnios pré e pds-sindpticos, mas sim uma separacao muito estreita denominada
fenda sindptica (Kandel et al., 2023). Nessa modalidade de transmissdo, a comunicagdo ocorre
por meio da liberacdo de substancias quimicas chamadas neurotransmissores, que modulam
a atividade da célula-alvo ao se ligarem a receptores especificos localizados na membrana
pOs-sindptica. Os neurotransmissores sao liberados pela célula pré-sindptica na fenda sinéptica
e, ao se difundirem por esse espago, interagem com os receptores, promovendo alteracdes no
potencial de membrana da célula pds-sindptica. Dependendo do tipo de neurotransmissor €
receptor envolvidos, a acdo das sinapses quimicas pode ser excitatéria ou inibitéria. Ou seja,
alguns neurdnios pré-sindpticos estimulam a atividade das células pds-sindpticas, aumentando a
probabilidade de geracdo de potenciais de acio, enquanto outros neurdnios tém efeito inibitdrio,
reduzindo essa probabilidade (Kandel et al., 2023; Bear, 2017). A Tabela 3 apresenta uma

comparag¢do entre as principais caracteristicas das sinapses quimicas excitatdrias e inibitorias:

Tabela 3 — Comparacdo entre sinapses quimicas excitatdrias e inibitdrias

Caracteristica Excitatoria Inibitoria

Efeito na célula pés-sindptica | Despolarizacdo (aumenta a | Hiperpolarizacdo ou estabili-
excitabilidade) zacdo (reduz a excitabilidade)

Neurotransmissores princi- | Glutamato (no SNC) GABA, Glicina
pais

Potencial pds-sindptico ge- | Potencial pds-sindptico exci- | Potencial pds-sindptico inibi-

rado tatorio (EPSP) tério (IPSP)

Tipo de canais idnicos ativa- | Canais de Na* ou Ca®* Canais de CI" ou K*

dos

Resultado funcional Aumenta a chance de poten- | Diminui a chance de poten-
cial de acdo cial de acdo

Fonte: Elaborado pela autora (2025). Adaptado de (Kandel et al., 2023) e (Bear, 2017).

Entre os aspectos que distinguem as sinapses quimicas das elétricas, destaca-se a trans-
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missdo essencialmente unidirecional. Essa caracteristica resulta da organizagdo estrutural do
terminal pré-sindptico, que contém vesiculas sindpticas, pequenas estruturas que armazenam
neurotransmissores, canais de calcio (Ca%*) dependentes de alteracdes no potencial de membrana
e zonas ativas de liberacdo, ausentes na membrana da célula pds-sindptica. As zonas ativas sao
regides altamente organizadas da membrana pré-sindptica onde ocorre a fusdo das vesiculas
com a membrana celular. Quando um potencial de acdo alcanga o terminal pré-sindptico, a
despolariza¢io da membrana abre esses canais de Ca>*, permitindo a entrada rapida dos fons que
desencadeiam a liberacdo dos neurotransmissores na fenda sindptica. Os neurotransmissores, por
sua vez, atuam exclusivamente em receptores localizados na membrana pos-sindptica, reforcando
a direcdo unica da comunicagdo sindptica. Essa configuracdo assegura que o fluxo de informagao
ocorra somente do neur6nio pré-sindptico para o pds-sindptico, permitindo que as sinapses
quimicas organizem o fluxo de informacdes em etapas sequenciais, ordenadas e cronoldgicas
(Kandel et al., 2023; Purves et al., 2018).

A transmissdo sindptica quimica compreende um conjunto coordenado de eventos, ini-
ciados pela chegada do potencial de acdo ao terminal pré-sindptico e culminando na ativacao
dos receptores pds-sindpticos. Esse processo pode ser dividido em quatro etapas principais:
(1) sintese e armazenamento do neurotransmissor, (2) liberacdo do neurotransmissor na fenda
sinaptica, (3) interacdo do neurotransmissor com receptores na membrana pos-sinaptica, e (4)
remocao do neurotransmissor da fenda sindptica (Kandel et al., 2023). Inicialmente, o potencial
de acdio despolariza a membrana do terminal pré-sindptico, abrindo canais de Ca>* e permitindo a
entrada rapida desses fons. O aumento local da concentracio de Ca>* é o sinal que induz a fusdo
das vesiculas sindpticas com a membrana pré-sindptica, liberando o neurotransmissor no espacgo
extracelular entre os neurdnios, a fenda sindptica. Em seguida, as moléculas do neurotransmissor
difundem-se até os receptores especificos na membrana da célula pés-sindptica. A ativacdo desses
receptores altera a permeabilidade idnica da célula pds-sindptica, modificando seu potencial
de membrana e, assim, podendo promover ou inibir a geragdo de um novo potencial de acao.
Finalmente, os neurotransmissores sdo rapidamente removidos da fenda sindptica para encerrar
o sinal e preparar a sinapse para uma nova transmissao (Kandel et al., 2023).

Devido a complexidade envolvida na liberacdo de neurotransmissores, as sinapses quimi-
cas sdo caracterizadas por um atraso sindptico. No entanto, essas sinapses também apresentam a
capacidade de amplificacdo, uma vantagem funcional que compensa esse atraso. A amplificagcdo
ocorre porque um pequeno estimulo elétrico inicial pode desencadear uma resposta amplificada
na célula pds-sindptica, com um grande fluxo i6nico, tornando a transmissao mais eficaz, princi-
palmente quando se trata de ativar neur6nios maiores ou que exigem um estimulo mais intenso
para responder (Kandel et al., 2023).

A acdo dos neurotransmissores na célula pds-sindptica ndo depende apenas das proprieda-
des quimicas do transmissor, mas principalmente das caracteristicas dos receptores expressos na
membrana pds-sindptica, que reconhecem e se ligam ao neurotransmissor (Kandel et al., 2023).

Um mesmo neurotransmissor pode produzir efeitos distintos, ou até opostos, dependendo do
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tipo de receptor presente na célula-alvo. Além disso, a separacio entre os processos de transmis-
sdo e recepgdo sindptica nao € rigida: muitos terminais axonais também expressam receptores
sensiveis ao proprio neurotransmissor liberado, modulando, assim, a liberacao sindptica por
meio de mecanismos de autorregulacdo. Em outros casos, os terminais pré-sindpticos podem ser
alvo da acdo de neurotransmissores liberados por axonios diferentes (Kandel et al., 2023). Esses
fendmenos evidenciam a complexidade funcional das sinapses quimicas e sua importancia na
regulacio dindmica da comunicagdo neuronal.

Além do seu papel central na comunicac@o neuronal, as sinapses quimicas podem ser
representadas e analisadas em modelos matematicos por meio do acoplamento quimico entre
neurdnios. Nesses modelos, o acoplamento quimico € geralmente descrito por termos funcionais
que simulam a acdo dos neurotransmissores, incorporando atrasos temporais, dindmicas de
ativacdo dependentes de alteracdes no potencial de membrana e a resposta dos receptores pos-
sindpticos. Esse formalismo permite estudar, de forma abstrata, como a transmissao unidirecional
e os efeitos excitatorios ou inibitérios das sinapses quimicas influenciam a dinamica coletiva de
populagdes neuronais. Embora esta dissertagdo concentre-se nas propriedades e nos efeitos do
acoplamento elétrico, a compreensdo da estrutura e do funcionamento das sinapses quimicas
fornece um referencial importante para contrastar os diferentes mecanismos de acoplamento e

suas distintas dinamicas.

3.2 MODELO DE HODGKIN-HUXLEY (HH)

Compreendidos os mecanismos fundamentais da comunica¢io neuronal, incluindo os
tipos de sinapses e suas propriedades funcionais, torna-se essencial abordar modelos matematicos
capazes de descrever com precisdao a dindmica eletrofisiolégica dos neurdnios. Por décadas,
os potenciais de acao foram considerados fendmenos do tipo tudo ou nada, o que influenciou
o desenvolvimento inicial dos modelos de redes neurais nas décadas de 1930 e 1940. A com-
preensdo dos mecanismos i0nicos subjacentes a esses potenciais foi alcancada a partir dos
estudos conduzidos por A. L. Hodgkin e A. F. Huxley no axonio gigante da lula (trabalho que
rendeu o Prémio Nobel em 1963, juntamente com John Eccles). O modelo proposto tornou-se
um marco na biofisica celular, permitindo a andlise quantitativa dos fendmenos relacionados a
excitabilidade neuronal (Koch, 1998).

Em 1952, Hodgkin e Huxley publicaram um modelo matematico baseado em experimen-
tos que investigaram o fluxo de correntes elétricas através da membrana do ax6nio gigante da
lula. O objetivo era explicar os mecanismos que controlam a inicia¢do, propagac¢ao e finalizagdo
do potencial de ag¢do nesse sistema (Hodgkin; Huxley, 1952d; Hodgkin; Huxley; Katz, 1952;
Hodgkin; Huxley, 1952b; Hodgkin; Huxley, 1952a; Hodgkin; Huxley, 1952c). Sua formulacao
permitiu descrever, com rigor quantitativo, os processos biofisicos envolvidos na excitabilidade
neuronal, tornando-se um referencial central nos estudos da fisiologia e modelagem neuronal
(Hodgkin; Huxley, 1952d).
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A escolha do axonio gigante da lula deve-se ao seu diametro ampliado, que facilitava
a insercao de eletrodos e a manipulacdo experimental. Para manter o potencial uniforme ao
longo do axonio, foi empregada a técnica de voltage clamp, que possibilitou o controle da tensao
elétrica da membrana e a separacdo das correntes i0nicas e capacitivas. O uso de bloqueadores
farmacoldgicos seletivos permitiu o isolamento de correntes especificas, enquanto solu¢cdes com
substitui¢do de fons auxiliaram na distin¢do entre as contribui¢des de Na* e K*, fortalecendo
as conclusdes sobre seus papéis na geracdo do potencial de acdo (Koch, 1998). Com base
nesses experimentos, os autores construiram um modelo capaz de descrever quantitativamente
os processos de condugdo e excitagdo. O modelo evidencia como as condutancias de Na* e K*
variam ao longo do tempo durante a despolarizac@o e repolarizacdo da membrana, aspectos
essenciais para compreender a geracdo do potencial de agdo (Koch, 1998). Mais especificamente,
descreve como alteragdes no potencial de membrana afetam a sua permeabilidade a esses fons,
resultando nos sinais elétricos caracteristicos da atividade neuronal: a despolarizacio inicial
provoca um aumento rdpido da conduténcia de Na*, promovendo sua entrada e intensificando a
despolarizacdo. Em seguida, ocorre o aumento da condutincia de K*, que induz a saida desses
ions e a repolarizacdo da membrana. A descri¢do precisa dessas transi¢des permite compreender
a sequéncia temporal de eventos que compdem o potencial de acdo (Koch, 1998; Hodgkin;
Huxley, 1952d).

O modelo também quantifica a relagao entre o potencial de membrana e as correntes
idnicas. Ap6s o pico do potencial de agdo, as condutincias de Na* e K* retornam gradualmente
aos niveis originais, da célula em repouso, restabelecendo o potencial de repouso e preparando o
neurdnio para a geragdao de novos potenciais.

Uma das principais contribui¢des do modelo foi demonstrar que a condutincia de Na*
ndo € estdtica, mas sim um processo dinamico, dependente de mudancas no potencial elétrico da
membrana celular. Até entdo, modelos simplificados tratavam a membrana como uma barreira
de permeabilidade constante. Os dados de Hodgkin e Huxley mostraram que, durante a despola-
rizagdo, a condutincia de Na* aumenta de forma abrupta, mas transitéria: mesmo com a tensao
elétrica mantida, essa condutancia é rapidamente inativada. Esse mecanismo € essencial para
explicar tanto o término do potencial de acdo quanto o periodo refratario subsequente.

Adicionalmente, a condutincia de Na* foi descrita como uma fungéo continua do tempo e
da tensdo elétrica da membrana, governada por equacdes diferenciais dependentes de constantes
de taxa ajustadas experimentalmente. Essa formulagdo representou um avango significativo em
relagdo aos modelos qualitativos da época. Além disso, ao revelar as propriedades dindmicas das
condutancias i0nicas e quantificar com precisao sua evolucdo temporal, o modelo de HH estabe-
leceu os fundamentos tedricos para o entendimento do comportamento elétrico dos neurdnios.
Sua relevancia permanece até hoje, tanto em contextos experimentais quanto na formulacdo de
modelos computacionais em neurociéncia, fornecendo uma base sélida para a modelagem da
atividade elétrica dos neur6nios (Koch, 1998).

O modelo matematico proposto por Hodgkin e Huxley representa a membrana celular
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como um circuito elétrico equivalente, no qual a corrente total ¢ composta por uma corrente
capacitiva, decorrente da variagdo do potencial de membrana, e por correntes idnicas especificas.

Essa relagdo € expressa por:

av
I:CME + I, (3.2.1)

sendo que / € a densidade total de corrente de membrana, Cy; € a capacitancia da membrana, V é
o deslocamento do potencial de membrana em relacdo ao potencial de repouso, /; é a densidade
da corrente i6nica total, e ¢ € o tempo. A corrente iOnica /; € composta pelas contribui¢des dos

fons sddio (Iy,), potassio (Ix) e de outras correntes residuais (/)):
Ii=1Iy,+Ig+1. (3.2.2)

Cada corrente i0nica € modelada, segundo a forma:

INa = gNa(E — Eng), (3.2.3)
IK = gK<E —EK), (324)
I =g/(E—Ep), (3.2.5)

em que gnq, gk € g sdo as condutancias correspondentes, e E, Ey,, Ex, E; sdo os potenciais de
membrana e de equilibrio para cada fon, respectivamente. Tomando como referéncia o potencial

de repouso E,, define-se:

V=E—E, (3.2.6)
Ve = Ena — Ey, (3.2.7)
Vk = Ex — E,, (3.2.8)
V,=E, —E,, (3.2.9)

0 que nos permite reescrever as correntes em fun¢do dos potenciais relativos:

Ina = gNa(V — Va), (3.2.10)
Ix = gk (V —Vk), (3.2.11)
I =g(V-V). (3.2.12)

A equagdo completa do modelo de HH possui a seguinte forma:

av
1= Cu— 48k (V = Vi) + Byam h(V = Viva) + 8V — V), (3.2.13)

em que gy, 8x € §; sao as condutancias maximas dos canais i0nicos correspondentes, € as
varidveis m, h e n representam as probabilidades de abertura (ou fechamento) dos canais de
Na* e K*. Mais especificamente, m representa a ativa¢ao dos canais de Na™; i representa a

inativac@o dos canais de Na*; e n representa a ativa¢do dos canais de K*. Essas varidveis refletem
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o comportamento coletivo de miiltiplos canais individuais, sendo suas poténcias (como m?> ou
n*) interpretadas como o nidmero de subunidades necessdrias para a abertura completa do canal.

A dinamica das varidveis m, h e n € modelada pelas seguintes EDO’s:

ccll_l: = oy (1l —n)— Byn, (3.2.14)
d

d—'? = O (1 —m) — B, (3.2.15)
dh

=y (1—h) — By, (3.2.16)

em que as fun¢des & e B, determinadas empiricamente, dependem da tensdo de membrana V.
Elas representam, respectivamente, as taxas de transi¢ao do estado fechado para o aberto e do
estado aberto para o fechado dos canais i0nicos, controlando a dindmica de ativacio e inativagdo
dos canais ao longo do tempo. Como vimos na sec¢do 3 deste mesmo capitulo, a medida que
o potencial de membrana sofre uma despolarizacao, seja por influéncia sinaptica ou estimulo
externa, ocorre a abertura inicial de canais de Na* dependentes de tensdo elétrica. A abertura
desses canais permite a entrada de fons Na* na célula, o que intensifica a despolarizagido da
membrana. Essa despolarizacdo adicional, por sua vez, provoca a abertura de ainda mais canais
deste mesmo fon, resultando em uma entrada ainda maior de Na* na célula. Esse mecanismo
forma um ciclo de retroalimentagdo positiva, no qual a despolarizagdo promove mais despolari-
zacdo, levando ao disparo do potencial de acdo. Esse processo ocorre até que o sistema atinja um
pico de tensdo, momento em que outros mecanismos (como a inativa¢do dos canais de Na* e
a abertura de canais de K*) entram em ag@o para encerrar o disparo e restaurar o potencial de
repouso. Essa dindmica de ativacdo e inativacdo, impulsionada por interagdes nio lineares entre
o potencial de membrana e a permeabilidade 16nica, € o fundamento da excitabilidade neuronal.
As taxas de transi¢do dos canais idnicos dependentes de tensdo s@o descritas e representadas

pelas seguintes funcdes:

0,01(V +10)
= : (3.2.17)
" exp (YY) -1
1%
B, = 0,125exp (%) , (3.2.18)
0,1(V +25)
o, = , (3.2.19)
" e (G 1
1%
B = 4exp (§> : (3.2.20)
1%
o, = 0,07 exp (%) , (3.2.21)
1
Br = (3.2.22)

_exp(g/—o)-i—l'

O modelo de HH é amplamente reconhecido como o marco mais importante da modela-

gem quantitativa na neurociéncia, por sua capacidade de descrever com precisdo os mecanismos
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responsaveis pela geragcdo e propagagdo do potencial de agao (Koch, 1998; Kandel et al., 2023).
O modelo caracteriza a dinAmica das condutincias dos ions Na* e K* por meio de varidveis
associadas ao estado dos canais i6nicos na membrana do neurdnio, cuja evolucao temporal é
regida por equagdes diferenciais de primeira ordem, dependentes do potencial de membrana.
A interacdo entre os processos de ativacao e inativagdo desses canais permite capturar o com-
portamento nao linear da despolarizacdo e da repolarizacdo da membrana, incluindo o limiar
caracteristico do disparo do potencial de acao (Koch, 1998).

Apesar de sua precisdo, o modelo HH apresenta grande complexidade matematica, o
que limita sua aplicacdo em estudos e simula¢des computacionais de neurdnios acoplados, por
exemplo, e redes neurais. Devido a essa limitacdo, foram propostos modelos reduzidos que
capturam, de forma qualitativa, os principais aspectos da excitabilidade neuronal com um nimero
menor de varidveis e equacdes. Dentre esses, destaca-se o modelo de FHN, que oferece uma
descric¢ao simplificada do comportamento excitatorio dos neuronios, preservando a esséncia
dos mecanismos de disparo e recuperagdo observados no potencial de a¢do. Desta forma, esse
modelo torna-se util para andlises matematicas e computacionais da dinamica neuronal, sendo
amplamente utilizado em estudos de osciladores acoplados, sincronizacao e comportamento

coletivo em redes neurais.

3.3 MODELO DE FITZHUGH-NAGUMO (FHN)

O modelo de FHN tem sua origem nas equagdes de Van der Pol, que descrevem um
oscilador com amortecimento ndo linear (FitzHugh, 1961). Ele é também considerado uma
simplificagdo do modelo de HH (Hodgkin; Huxley, 1952d), conseguindo reproduzir os principais
comportamentos do potencial de acdo previstos por esse modelo mais complexo (Monteiro,
2019). Devido a sua relacdo conceitual com as equacdes de HH, o modelo FHN é amplamente
utilizado no estudo da geracdo e propagacao do potencial de acdo em neurdnios acoplados, além
de ser aplicado na modelagem de células cardiacas (Rocsoreanu A. Georgescu, 2000).

Em 1961, Richard FitzHugh prop6s um sistema de equagdes diferenciais para descrever
qualitativamente o comportamento do potencial de acdo em neurdnios, ao qual chamou de
“modelo de Bonhoeffer—van der Pol (BVP)” (FitzHugh, 1961). A equacao diferencial do oscilador
de Van der Pol € derivada da equacdo do oscilador harmo6nico amortecido, que descreve uma

variavel x oscilando com uma constante de amortecimento k:
X+ki+x=0, (3.3.1)

sendo que x = dx/dt e ¥ = d*x/dt*. A equagio de Van der Pol ¢ obtida ao substituir a constante de
amortecimento k por um termo que depende quadraticamente de x, resultando em amortecimento
ndo linear (FitzHugh, 1961; Pol, 1926):

itc(x*—1)i+x=0, (3.3.2)
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sendo ¢ uma constante positiva. Definindo dy/dt =y = —x/c, temos que:
y=x/c+x/3—x. (3.3.3)

A (3.3.2) pode ser reescrita como:

xS
x=cl|ly+x—— ),
G 3) (3.3.4)

y=—x/c.

O modelo BVP de FitzHugh € obtido ao se acrescentarem termos adicionais a esse sistema (FitzHugh,
1961):

X3
XxX=c (y—i—x—?—kz) )
(3.3.5)

_ 1
y=——(x—a+by)
em que os parametros a, b e ¢ obedecem as seguintes condi¢des:

2b
-5 <a<l,  0<b<l, b<c?, (3.3.6)

sendo que z representa a intensidade do estimulo externo. Note que, ao se tomara = b =z =0,
recupera-se a equacao de Van der Pol. A varidvel x estd associada ao potencial de membrana e a
ativacdo dos canais de KT, enquanto y representa uma varidvel de recuperacio, relacionada a
inativacdo do Na™ e a ativacdo do K. Por apresentar dinAmicas em escalas de tempo distintas,
x e y sdo frequentemente denominadas, respectivamente, varidvel rdpida e varidvel lenta.

Quando comparado as equacdes do modelo de HH (3.2.13) e (3.2.14), observa-se que as
varidveis V() e m(t) correspondem funcionalmente a varidvel x(¢) no modelo BVP, enquanto
h(t) e n(t) tém comportamento andlogo ao de y(r). O estimulo externo z desempenha papel
semelhante ao da corrente de membrana I no modelo de HH, como discutido na se¢do 3.2.

Em seu trabalho original, FitzHugh realizou uma andlise qualitativa detalhada do sis-
tema por meio do retrato de fases, o que permitiu interpretar propriedades fundamentais da
dindmica neuronal, como excitabilidade, limiar de disparo e comportamento do tipo “tudo-ou-
nada” (FitzHugh, 1961; Cebridn-Lacasa et al., 2024). A identificagdo de um ponto de equilibrio
instavel e de uma separatriz no espaco de fases evidencia a existéncia de um limiar que separa
a repolarizacdo passiva de uma resposta ativa sustentada. A variavel lenta y(¢) atua como me-
canismo inibitdrio, responsavel por regular o intervalo entre disparos, funcionando como um
freio que impede oscilacdes continuas e ndo fisioldgicas. Assim, o modelo BVP conserva, de
forma qualitativa, os principais aspectos do modelo de HH, incluindo limiar, periodo refratario
e comportamento oscilatério, com a vantagem adicional de permitir uma andlise geométrica
mais acessivel, dado seu formato mais simples e representdvel em um sistema bidimensional. O
uso de nulclinas, pontos de equilibrio e retratos de fase, amplamente explorado por FitzHugh,

continua sendo uma ferramenta central no estudo da excitabilidade.
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Em 1962, Nagumo, Arimoto e Yoshizawa propuseram um circuito eletronico equivalente
ao modelo BVP, demonstrando sua eficicia como representagdo fisica de um sistema excita-
tério (Nagumo; Arimoto; Yoshizawa, 1962). No artigo, os autores comparam os modelos de
HH e FHN, destacando a complexidade da implementac¢ao eletronica do primeiro. O circuito
proposto, composto por componentes lineares (resistores, capacitores) e ndo lineares (diodos),
permitiu validar experimentalmente o modelo de FHN. Nesse circuito, o capacitor C representa
a capacitincia da membrana, F (V) é um tinel de diodo, R é um resistor, L um indutor, e E uma
fonte de tensdo. A corrente de entrada j modela o estimulo externo. A dinadmica do circuito é

descrita pelo seguinte sistema de equagdes diferenciais, derivado da Lei de Kirchhoff:

dv
J :Cd__l_f(e)>
P (3.3.7)
L— +Ri=—v=e¢—E,

em que v(z) representa a tensao no capacitor, i(¢) a corrente no ramo indutivo, j a corrente de
entrada, e a tensdo no tinel de diodo, Ey a tensdo de polarizagdo, e f(e) a caracteristica nao

linear do diodo, aproximada por:

o 3
f(e)zio—%((e—eo)—%) (p>0,K>0), (3.3.8)

com iy = f(ep). Apés uma mudanca de varidveis e adimensionalizacdo, esse sistema pode
ser reduzido a forma padrdo do modelo BVP. Essa correspondéncia estabelece uma ponte
conceitual entre os processos eletrofisiol6gicos da membrana e sua modelagem eletronica,
reforcando a utilidade do modelo FHN como ferramenta tedrica e experimental (Nagumo;
Arimoto; Yoshizawa, 1962; Cebridn-Lacasa et al., 2024; FitzHugh, 1969).

Nesta dissertacdo, adotamos uma versdao modificada do modelo de FHN, com ajustes
nos parametros e redefinicdo das varidveis para facilitar a anélise qualitativa e computacional
da dinamica neuronal sob acoplamento e forcamento externo. Essas modifica¢des preservam
as propriedades estruturais essenciais do sistema original, como a existéncia de um ponto de
equilibrio, limiar de disparo, separacdo de escalas temporais e oscilacdes autossustentadas, o que
nos permite aplicar os mesmos métodos qualitativos utilizados por FitzZHugh para explorar as
propriedades do sistema. A andlise geométrica, por meio do estudo das nulclinas, estabilidade
do equilibrio e retratos de fase, constitui a base da investigacdo que realizaremos nos Capitulos 4
es.

A fim de obter uma forma adimensional e mais conveniente para andlise qualitativa
do modelo BVP, aplicamos uma mudanca de escala temporal e uma redefini¢ao de parametro
conforme sugerido em (Rocgoreanu A. Georgescu, 2000). Definimos a nova variavel de tempo T

e o parametro € da seguinte forma:

T=-, £ 3.3.9)

C

1
2
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Com essa mudanga, as derivadas temporais se transformam da seguinte maneira:

pdr_dvdr_ldvodx
dt  drdt  cdrt dt
W _drdy _1dy  dy_
Y= U T drdr cdr dr

Substituindo essas expressoes no sistema original, Eq. (3.3.5), teremos:

LY (R
=y z),

4 3 (3.3.10)
d—i =—(x—a+by).
Utilizando a defini¢io € = 1/c?, o sistema pode ser reescrito como:

(i)
X=—|y+x—=+z/,

€ 3 (3.3.11)
y=—x+a—by,

dx  dy

em que, agora, X = ar ey= ar
T T
Realizando uma mudancga de varidvel y = —y e redefinindo a = —a, o sistema transforma-

se em:
1 ( N x N )
x=—(—vy+x—=4+2z]),

€ 3 (3.3.12)

Finalmente, para simplificar a nota¢@o nos capitulos seguintes, voltamos a definir ¢ = 1/¢, de

modo que a forma final adotada aqui é:

x3
X=c|—y+tx——+z),
( Y 3 > (3.3.13)

y=x—by+a.

Com o objetivo de investigar as propriedades do sistema descrito pelas equagdes diferen-
ciais ordindrias de primeira ordem (3.3.13), o retrato de fases se apresenta como uma ferramenta
geométrica particularmente eficaz para a compreensao da dindmica do modelo FHN, bem como
da excitabilidade neuronal que este busca representar.

A evolugio temporal do sistema (3.3.13) pode ser representada no espaco de fases
(x,y) por meio das trajetdrias obtidas das solu¢des das equagdes diferenciais. Nesse contexto,
chamamos de nulclina (ou nullcline) a curva sobre a qual X = 0 e y = 0 (FitzHugh, 1961; Strogatz,
2015). As nulclinas delimitam regides onde cada varidvel do sistema permanece constante, e
o ponto de intersec¢do entre essas curvas corresponde a um ponto de equilibrio do sistema. A
andlise das trajetorias, a partir de diferentes condi¢des iniciais, permite identificar regimes como

retorno ao repouso, disparos isolados ou oscilagdes sustentadas.
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Os pontos de equilibrio sdo definidos pelas condi¢des X =y = 0, e correspondem as

intersecoes entre as nulclinas, descritas por:

y=x—x/3+z (3.3.14)

y=(x+a)/b (3.3.15)

Fisicamente, os pontos que satisfazem essas condi¢des representam estados nos quais a diferenca
de potencial através da membrana, x, ndo varia com o tempo.

A nulclina associada a varidvel rdpida x, definida por x = 0, é a funcdo cubica da
eq. (3.3.14). Para a variavel lenta, a nulclina, dada por y = 0 € a curva descrita pela equa-
¢ao (3.3.15) (Strogatz, 2015; FitzHugh, 1961). Usando as condi¢des dadas por (3.3.6) para os
parametros a e b, para z = 0, as nulclinas se intersectam em apenas um ponto, que representa o
ponto de equilibrio. Esse ponto de equilibrio pode ser instdvel ou estdvel, também a depender do
esimulo externo z aplicado. Na Fig. 6, estdo representadas as nulclinas relacionadas as curvas
dadas por (3.3.14) e (3.3.15), e a trajetdria no espaco de fases,coma=0,4,b=0,8,c=12,5¢
z = 0 (FitzHugh, 1961).

Figura 6 — Retrato de fases e nulclinas do sistema 3.3.13. Neste caso, a = 0,4, b = 0,8,
c=12,5ez=0.
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).
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Conforme proposto por FitzHugh (FitzHugh, 1961), o espaco de fases pode ser inter-
pretado como um diagrama de estados fisioldgicos, onde diferentes regides correspondem a
estados funcionais da atividade neuronal, como repouso, excitagdo, periodo refratdrio relativo
ou absoluto. O modelo exibe uma separatriz associada a um fendmeno de quase-limiar (quasi-
threshold phenomenon (QTP)), em que pequenas variagdes na condi¢do inicial determinam
trajetérias que resultam em excitacdo ou em retorno ao estado de repouso. Essa transi¢do, quando

representada no espaco de fases, define uma regido instavel denominada por FitzHugh de “NO
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MAN’S LAND”, onde a resposta do sistema se torna extremamente sensivel a perturbacdes. O
retrato de fases permite, portanto, de representar visualmente as transi¢des dinamicas do sistema,
oferecendo uma interpretagdo integrada dos mecanismos do potencial de acdo em neurdnios, de
maneira compativel com observacdes experimentais e com previsodes realizadas por modelos
quantitativos, como o de HH (FitzHugh, 1961; Nagumo; Arimoto; Yoshizawa, 1962).

Para anélise da estabilidade dos pontos de quilibrio, conforme vimos em 2.1.3, fazendo
x =y =_0naeq. (3.3.5), o ponto de equilibrio (P = x*,y*) é encontrado pela intersec¢ao das
curvas (3.3.14) e (3.3.15). Expressamos o lado direito das eqgs. (3.3.5) em uma expansao em série
de Taylor em torno do ponto P = (x*,y*)(FitzHugh, 1961; Assis; Miranda; Cavalcante, 2010).
Definindo §(r) = x(r) —x*(¢) e n(t) = y(t) —y*(¢), a evolugdo temporal das novas varidveis serd
dada por S=xe N = y. Para obter um sistema de equagdes linear, vamos desprezar os termos de

ordem superior:

8= () +e(l—x2)(x—x*) —c(y—»"), (3.3.16)

=gl y)+(x—x")=bly—y), (3.3.17)
sendo que f(x*,y*) = g(x*,y*) = 0. Portanto:

S =c[(1-x*8—-n], (3.3.18)

il =8+b7. (3.3.19)

Encontrando os autovalores da matriz M, que corresponde ao sistema linear dado por (3.3.18) e
(3.3.19), podemos analisar a estabilidade do ponto de equilibrio P = (x*,y*) (Monteiro, 2019;
Assis; Miranda; Cavalcante, 2010):

M= [c(l —x*z) —c] .
1 —b

Usando a equagdo caracteristica para encontrar os autovalores A da matrix M, sendo I a matriz
identidade:

1— AN _
det(M —pul) =det (LX) 7R =€) (3.3.20)
1 —b—u
a equacdo caracteristica de M serd dada por:
u?—[(1=xHec—blu+[1—(1—x?)blc =0, (3.3.21)

sendo [ o as raizes desta equacdo e os autovalores da matriz M. Conforme discutido no Capi-

tulo 2, na secdo 2.1.3, a classificacdo da estabilidade de um ponto de equilibrio em sistemas
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bidimensionais pode ser realizada com base nas propriedades dos autovalores (i1 > da matriz
jacobiana avaliada nesse ponto. Mais especificamente, o que importa nao sao os valores exatos
desses autovalores, mas sim se eles s@o reais ou complexos, bem como o sinal de suas partes

reais. Os autovalores [l » sdo dados por:

[(1—x")c—b] N VI =x2)c—b2—4[1—(1 —x*2)b]c.

3.3.22
> > ( )

Uiz =

A condicdo que separa a estabilidade da instabilidade de um ponto de equilibrio, com base do

sinal da parte real de A; » neste caso ¢ a seguinte:

* Se a parte real dos autovalores L 5 é negativa ((1 —x*?)c —b < 0), isto é, Re(i;) <0 e

Re(uy) < 0, o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel (atrator).

+ Se ao menos um dos autovalores possui parte real positiva ((1 —x*2)c — b > 0), isto
é, Re(u;) > 0 ou Re(u) > 0, o ponto € instdvel: denomina-se né instavel (source) se

ambos forem positivos, ou ponto de sela se os autovalores tiverem sinais opostos.

* Para autovalores complexos conjugados, tj > = @ £i®w com @ # 0, o comportamento
do sistema apresenta componentes oscilatdrias. A estabilidade € entdo determinada pelo

sinal da parte real o:

- Se o < 0, o sistema converge para o ponto de equilibrio por meio de oscilagdes

amortecidas, caracterizando um foco estavel (stable spiral).

— Se a0 > 0, as oscilagdes aumentam exponencialmente e o ponto é um foco instével

(unstable spiral).

- Se o = 0, o sistema apresenta oscilagdes de amplitude constante, e o ponto de

equilibrio é denominado centro (center), sendo neutro quanto a estabilidade.

Substituindo os valores dos pardmetros no sistema, obtém-se que os autovalores [l > possuem
parte real positiva (& < 0, em que & = [(1 —x*?)c — b]/2). Isso indica que o ponto de equilibrio
P = (x*,y*) é instdvel. Além disso, como os autovalores sdo complexos conjugados, ou seja,
possuem parte imagindria ndo nula (@ # 0), o sistema apresenta oscilagdes em torno do ponto
de equilibrio. Devido a parte real positiva (& < 0), essas oscilagcdes sdo amortecidas, o que
caracteriza o ponto de equilibrio como um foco instdvel (ou espiral instdvel) (Fiedler-Ferrara;
Prado, 1994). Neste contexto, o comportamento assintético do sistema € regido por um ciclo-
limite: um atrator no retrato de fases ao qual convergem ndo apenas as trajetdrias iniciadas nas
proximidades do ponto de equilibrio, mas também aquelas que partem de regides mais afastadas.

Ao analisar o retrato de fases do sistema dindmico que descreve o modelo BVP, FitzHugh
estabeleceu uma correspondéncia direta entre as regides do plano de fases e os estados fisioldgi-

cos da membrana neuronal. Essa abordagem permitiu a formulacao de um diagrama de estados



Tl

Figura 7 — Retrato de fases e diagrama de estados fisiol6gicos do modelo FHN.
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Fonte: [IZHIKEVICH, Eugene M.; FITZHUGH, Richard. FitzHugh-Nagumo model. Scholarpedia, vol. 1, n. 9, p.
1349, 9 set. 2006. Disponivel em: http://www.scholarpedia.org/article/FitzZHugh-Nagumo_model. Acesso
em: 15 set. 2025.

fisiologicos, no qual s@o categorizadas os diferentes estados assumidos pelo potencial de mem-
brana e suas respectivas transi¢des dinamicas, proporcionando uma representacdo qualitativa do
comportamento do impulso nervoso (FitzHugh, 1961; Assis; Miranda; Cavalcante, 2010).

A Fig. 7 ilustra os principais estados fisiologicos que a membrana neuronal pode assumir,
como repouso, despolarizacao, estado ativo, refratariedade e hiperpolarizacio, contexto das
varidveis dinamicas do modelo de FHN: x, que representa o potencial de membrana, € y, a
varidvel de recuperacdo, associada aos mecanismos de refratariedade. Esse diagrama constitui
uma ferramenta conceitual poderosa, pois fornece uma compreensao qualitativa sobre quatro
propriedades fundamentais da dinimica eletrofisiolégica neuronal: (i) a geracdo do potencial
de agdo, (ii) a presenga de periodos refratdrios, (iii) o fendmeno de limiar (threshold) e (iv) os
efeitos de adaptacdo a estimulos persistentes.

As regides absolutamente refratdria e relativamente refratdria, também evidenciadas
no diagrama, distinguem os dois regimes de refratariedade. Na primeira, a membrana encontra-
se completamente incapaz de gerar um potencial de a¢ao, independentemente da intensidade
do estimulo aplicado. Na segunda, embora a excitabilidade comece a se restabelecer, apenas
estimulos de intensidade superior a usual sdo capazes de gerar um novo potencial de agdo.

O fenomeno de limiar €é igualmente bem representado. A separatriz funciona como uma
fronteira critica: apenas estimulos que transportem o sistema para além dessa linha diviséria
resultam na transi¢@o para o ciclo completo de excitacdo. Estimulos abaixo do limiar mantém a
trajetoria confinada a vizinhanga do ponto de equilibrio (repouso), ndo provocando disparos.

Além disso, o diagrama permite visualizar o efeito da adaptacdo neuronal a estimulos
sustentados ou progressivamente crescentes. Esse comportamento é mediado pela varidvel y, que
se acumula ao longo do tempo e pode elevar o limiar de excitacdo, inibindo a geragdo de novos
potenciais de a¢do, mesmo na presenca de estimulos anteriormente eficazes. O modelo também

prevé um deslocamento tempordrio do ponto de equilibrio para além da separatriz durante o
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estimulo, seguido de um retorno abrupto ao repouso com a interrup¢ao do estimulo, podendo,
nesse momento, desencadear um potencial de acao.
No diagrama de estados fisioldgicos da Figura 7, cada regido estd associada a um estado

funcional da membrana, conforme descrito a seguir:

* Repouso (Resting): Estado estdvel do sistema na auséncia de estimulos externos, repre-

sentado pelo ponto de equilibrio atrator no retrato de fases.

* Autoexcitdvel (Self-Excitatory): Regidao proxima ao limiar de excitacdo, onde pequenos

estimulos sdo suficientes para iniciar um potencial de agdo.

* Despolarizada (Depolarized): Estado em que a membrana apresenta limiar reduzido,

mostrando-se mais suscetivel a excitacao.

* Hiperpolarizada (Hyperpolarized): Estado de baixa excitabilidade, caracterizado por um

limiar aumentado.

» Separatriz QTP (QTP Separatrix): Fronteira critica entre dindmicas distintas; pequenas

variagdes no estimulo definem se a resposta serd do tipo “tudo-ou-nada”.

» Regenerativa (Regenerative): Regido onde um estimulo desencadeia uma resposta auto-

amplificadora que conduz a excitacao.

* Ativa (Active): Estado correspondente ao pico do potencial de a¢do, em que o potencial

de membrana atinge valores maximos.

* Refrataria Absoluta (Absolutely Refractory): Estado de inexcitabilidade completa, logo

apos o dpice do potencial de agao.

* Refratdria Relativa (Relatively Refractory): Estado de recuperacao parcial da excitabili-

dade, exigindo estimulos intensos para nova ativacao.
A evolucdo temporal do sistema a partir do repouso pode ser resumida da seguinte forma:

* Regenerativa: Fase inicial da resposta, em que o estimulo desencadeia uma transi¢ao

autoamplificadora.
* Ativa: O sistema atinge o dpice da excitagcdo (potencial de acao).
* Refratdria Absoluta: Periodo de completa insensibilidade a novos estimulos.
» Refratdria Relativa: A excitabilidade retorna progressivamente.
* Retorno ao Repouso: O sistema reestabelece seu equilibrio.

Estimulos de intensidade inferior ao limiar ndo desencadeiam o ciclo completo, mas

podem produzir estados intermediarios, como:
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* Despolarizagdao: Aumenta a excitabilidade sem desencadear um potencial de acdo.
* Hiperpolarizagdo: Reduz temporariamente a excitabilidade.
* Retorno ao repouso: O sistema retorna ao ponto de equilibrio sem gerar impulso.

Por fim, o diagrama destaca a existéncia de uma regidao chamada “Terra de Ninguém”
(NO MAN’S LAND), caracterizada por trajetdrias intermedidrias entre respostas do tipo “tudo-
ou-nada”. Esta regido representa estados raramente observados em experimentos fisiolégicos,
salvo em condig¢des especificas, como nas respostas graduadas.

Quando um estimulo externo de natureza catddica (isto €, uma corrente negativa) com
intensidade suficientemente elevada é aplicado, o estado do sistema pode ser deslocado além
da separatriz no retrato de fases, iniciando uma trajetdria oscilatoria que percorre, de forma
sequencial, as regides regenerativa e ativa do retrato de fases. Essa trajetoria, orientada no sentido
hordério, representa o desencadeamento de um potencial de acdo. A escolha de um estimulo
catddico estd fundamentada tanto na fisiologia neuronal quanto na estrutura matematica do
modelo FHN. Em termos biofisicos, uma corrente catédica corresponde a uma corrente de entrada
que despolariza a membrana celular, isto é, torna o interior do neurdénio momentaneamente menos
negativo em relagdo ao exterior. Esse processo aproxima o potencial de membrana do limiar de
disparo, podendo desencadear um potencial de acao ao ativar canais idnicos de forma regenerativa.
No modelo FHN, esse tipo de estimulo € representado por valores negativos do parametro z,
que deslocam o sistema no espago de fases em direcdo a regido ativa. Em contraste, estimulos
de corrente positiva, que simulam correntes de saida, tendem a hiperpolarizar a membrana,
afastando o sistema do limiar e, portanto, inibindo a excitacao.

Quando a corrente externa z passa a ser dependente do tempo, z = J(¢), o modelo de FHN
incorpora um estimulo dindmico que pode representar sinais fisiol6gicos mais realistas, como
pulsos ou estimulos periddicos. Essa dependéncia temporal permite que o sistema seja submetido
a variagOes temporais na intensidade e na polaridade da corrente, modulando continuamente a
posi¢do das nulclinas e o comportamento do ponto de equilibrio. Consequentemente, a trajetéria
no espaco de fases pode ser forcada a cruzar a separatriz em multiplos momentos, induzindo
respostas oscilatérias complexas, que incluem disparos repetidos, padrdes de excitabilidade
modulados e até regimes de sincronizacdo com o estimulo externo. A andlise da resposta do
sistema a diferentes formas de z = J(¢) €, portanto, essencial para compreender a influéncia de
estimulos temporais, como correntes pulsadas ou ritmos neurais, na dindmica excitatéria do
neurdnio modelado.

A partir dessa andlise, torna-se evidente que o modelo de FHN ¢é capaz de reproduzir
comportamentos fundamentais dos neurdnios excitaveis, como limiar de disparo, repolarizacao,
por meio de uma estrutura matematica considerada simples. Embora ndo capture todos os deta-
lhes quantitativos do modelo de HH, o modelo de FHN preserva suas principais caracteristicas

qualitativas, oferecendo, assim, uma poderosa ferramenta para a andlise tedrica de sistemas
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neuronais. Por sua capacidade de representar a excitabilidade, ele também se mostra particular-
mente adequado para investigagdes envolvendo sistemas de neurdnios acoplados e sujeitos a
estimulos externos. No capitulo seguinte, exploramos justamente essas extensdes, analisando

como o acoplamento entre unidades e a a¢do de forcamentos externos influenciam a dinamica

desses sistemas.
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4 DOIS NEURONIOS DE FHN NAO AUTONOMOS: ACOPLAMENTO ELETRICO
UNIDIRECIONAL

Neste capitulo, investigamos um sistema dindmico formado por um acoplamento unidire-
cional elétrico de dois modelos de neur6nios FHN, com um neur6nio sendo for¢ado sinusoidal-
mente. Esta configuracdo unidirecional apresenta o neurdnio Ny como o mestre, submetido a um
forcamento externo senoidal, € o neurdnio N,, interagindo com N através de um acoplamento
elétrico.

Os resultados numéricos serdo apresentados para trés cendrios, nos quais Nj opera
em regimes distintos: (i) periddico, (ii) quase-periddico e (iii) cadtico. O principal objetivo
¢ explorar como a dindmica do neurdnio mestre N; influencia o comportamento do sistema
acoplado. Para isso, geramos secdes transversais do espaco de parametros de sete dimensdes, isto
¢, planos de parametros. Para o caso em que N| opera em regime periddico, o sistema acoplado
exibe sequéncias de adicao de periodo de estruturas semelhantes a linguas de Arnold nos planos
de parametros. Além disso, regides de multiestabilidade também podem ser identificadas nos
planos de parametros do sistema acoplado. No regime quase-periddico, regides de movimento
periddico estdo ausentes, com apenas regioes de dinamica quase-periddica e cadtica presentes.
No regime cadtico de Ny, os planos de parametros exibem regides de caos, hipercaos e hipercaos

transiente.

4.1 MODELO

Neste estudo, nos concentramos em uma configuragdo unidirecional envolvendo dois
modelos de neurdnios de FHN acoplados. Neste caso, esta configuracdo é representada ao
adicionarmos um termo de acoplamento elétrico nas equagdes do modelo. A dindmica é descrita

por um conjunto de EDOs de 1* ordem ndo lineares e ndo autdbnomas dadas por:

;

X1 =c(—y1+xi —x3/3 +J(1)),
y1 =x1 — by +a,
o =c(—ym+x—x33/3+Y(x—x1)),

4.1.1)

(Y2 =x1— by, +aj,

sendo, a; (i = 1,2), b e ¢ parametros de controle; J(¢) é um estimulo externo dependente do
tempo, J(t) = Asen (ot), que representa o forcamento externo conectado ao neurdnio Nj e y
representa a intensidade do acoplamento. As varidveis x; e y; (i = 1,2) representam o potencial de
membrana e a varidvel de recuperacgdo pos-excitacio (refratariedade), respectivamente. Conforme
visto no Capitulo 2, podemos definir uma nova varidvel e representar um sistema de equagdes

nao autébnomas em um sistema de equagdes autdbnomas. Neste caso, definindo z; = @f, temos
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que:

(

X1 =c(—y1+x1 —xj/3+Asen(z;)),

y1 =x1—byi+ai,

1=, 4.1.2)
=c(-n+xn—-x3/3+7x—x)),

(Y2 = X1 —byz+az.

No caso desacoplado, isto €, para ¥ = 0, cada sistema evolui individualmente. Nesta situacao, N>
apresenta exclusivamente solugdes regulares, enquanto Ny apresenta uma dindmica mais com-
plexa, incluindo soluc¢des cadticas (Manchein et al., 2022). Para valores pequenos do pardmetro
A, estruturas semelhantes a linguas de Arnold imersas em uma regido de quase-periodicidade
emergem nos planos de parametros de Ny (Manchein et al., 2022).

A representacdo esquemadtica do sistema analisado pode ser vista na Fig. 8, que mostra
N; sendo forcado externamente pelo termo Asen (@t), conectado ao N, pela intensidade do

acoplamento elétrico 7.

Figura 8 — Vis@o esquematica da interag@o entre os dois neurdnios. Neurdnio 1 (esquerda) é
for¢ado senoidalmente e influencia o comportamento do neurdnio 2 (direita) com a
intensidade do parametro de acoplamento 7.

A sen(wt)

N, N,

sinal para N,
Fonte: Elaborado pela autora (2025).

4.2 METODOLOGIA

Para descrever detalhadamente a dindmica do sistema acoplado (4.1.2), usamos quatro
tipos de diagramas: o plano de parametros, a projecao bidimensional de bacias de atragdo,
diagramas de bifurcagdo, e projecdes do atrator. Para qualquer que seja o diagrama relatado,
comecamos fixando os parametros e integrando numericamente o sistema de equacdes dife-
renciais dado por (4.1.2). O processo de integracdo numérica comega com condi¢des iniciais
(CIs) arbitrarias (xgo),ygo),z(lo),xgo),ygo)) = (—1,0;0,5;0,0;0,3;—0, 1) e usa como integrador o
algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem de passo fixo igual a 1072, Um transiente de 10°

passos de integracdo foi descartado, dependendo da aplicag@o. A escolha das condi¢des iniciais
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para a integra¢do numérica do sistema (4.1.2) estd diretamente relacionada a estratégia adotada
na andlise. Uma possibilidade € fixar as condi¢des iniciais ao longo de toda a varredura no
plano de parametros, de modo que, independentemente das altera¢cdes nos parametros, o sistema
seja sempre integrado a partir das mesmas Cls. Essa abordagem facilita a comparacdo direta
entre diferentes regimes dinamicos induzidos exclusivamente pelas mudancas nos parametros.
Alternativamente, pode-se optar por variar as condi¢des iniciais por meio do método de seguir o
atrator, em que o estado final de uma simulacdo com um determinado conjunto de parametros €
utilizado como condi¢ao inicial para a simulagdo seguinte. Essa segunda abordagem permite
acompanhar transi¢des suaves no comportamento dindmico do sistema e pode revelar fendmenos
como multiestabilidade.

A construgao dos planos de pardmetros (Y, a), parimetros associados ao acoplamento e
ao neurdnio N,, respectivamente, envolve a variacdo simultanea desses dois parametros em uma
grade uniforme de 103 x 103 pontos. Durante esse processo, os demais pardmetros do sistema,
ai, b, c, A e m, sdo mantidos fixos. A escolha desses pardmetros determina o regime dindmico
de N, o qual pode apresentar comportamento periddico (P), quase-periddico (Q) ou cadtico (C).
As combinacdes especificas de paradmetros utilizadas para induzir cada um desses regimes estao

descritas na Tabela ??:

Tabela 4 — Combinacdes dos valores dos parametros mantidos fixos no sistema (4.1.2) para a
construcdo dos planos de parametros. Cada conjunto de valores induz um regime
dindmico especifico no neur6nio mestre Ny, classificado como periddico (P),
quase-periddico (Q) ou caético (C).

L | Pl Q[C]|
ap | 0,409 | 04 0,4
b | 08 0,8 0,8
c | 12,5 | 12,5 | 125
A | 0,07 | 0,045 | 0,12
o | 9,88 | 9,88 | 9,88
Fonte: Elaborado pela autora (2025).

A série temporal gerada pela integracdo numérica do sistema (4.1.2) para cada um dos
10% pares de parametros (7,a,), considerando 10° etapas de integracdo apds o descarte de
um transiente inicial, é utilizada para o cdlculo de 10° espectros de Lyapunov, denotados por
Al > Ay > A3 > A4 > As. Os espectros de Lyapunov foram calculados utilizando o método
fundamentado na anélise da evolucdo de perturbacdes infinitesimais no espaco tangente, obtidas
a partir da linearizacdo das equagdes diferenciais do sistema dinamico (Wolf et al., 1985;
Benettin et al., 1980). Esse procedimento possibilita quantificar as taxas exponenciais com que
pequenas perturbagdes crescem ou decaem ao longo de diferentes dire¢des no espaco de fases,
refletindo a estabilidade local das trajetérias do sistema dindmico. Com os espectros de Lyapunov

obtidos, € possivel classificar o comportamento dindmico de cada ponto do plano de pardmetros
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(7,a2), identificando o tipo de atrator presente no espaco de fases. Essa classificagdo segue as
combinagdes possiveis entre expoentes positivos, negativos e nulos, conforme sistematizado na
Tabela 5. Nessa tabela, os sinais ‘4, ‘—’ e ‘0’ indicam, respectivamente, expoentes positivos,
negativos e nulos. As letras H, C, Q e P representam, respectivamente, os regimes dinamicos de

hipercaos, caos, quase-periodicidade e periodicidade.

Tabela 5 — Combinagdes possiveis do espectro de expoentes de Lyapunov do sistema (4.1.2),
associadas aos distintos regimes dindmicos que podem emergir conforme os
parametros e as condi¢des iniciais adotados.

| [HIH[C|C|C|Q|P]

M|+ |+ |+]+]|+]0]0
ALl+|+[0]0]0]|0]-
l+l0]0]0]-]-]-
a0 -0 -1-1-7-
As| - | - |-|-|-1|-]-

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Para a construc@o dos planos de pardmetros (y,a») do sistema (4.1.2), associa-se uma cor
distinta a cada regime dinamico identificado, conforme especificado na Tabela 6. As cores preta,
vermelha, amarela e azul representam, respectivamente, oscilacdes periddicas, quase-periddicas,

cadticas e hipercadticas.

Tabela 6 — Classificacdo dos regimes dindmicos do sistema (4.1.2) com base nas diferentes
combinagdes dos expoentes de Lyapunov. Cada regime € associado a um tipo distinto
de atrator no espaco de fases e representado por uma cor especifica nos planos de
parametros: comportamento periddico (P), quase-periddico (Q), cadtico (C) e
hipercaético (H)

Regime Dinamico | Abreviagdo | Cor
Periodicidade P
Quase-periodicidade Q
Caos C
Hipercaos H

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Para investigar a presenca de multiestabilidade no sistema (4.1.2), foram construidas
secOes transversais das bacias de atragcdo, seguindo um procedimento andlogo aquele utilizado
na construcdo dos planos de pardmetros. Especificamente, ao manter fixas as condi¢des iniciais
de um subconjunto de varidveis, por exemplo, (x(l), y(l),z(l)), e variar sistematicamente as condicdes
e e e e 0 0 , . ~ o qe . . ~
iniciais de (x3,y5), obtém-se uma projecdo bidimensional da bacia de atragdo no espago completo

de condigdes iniciais. Essa abordagem permite visualizar a distribui¢do das regides associadas a
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diferentes atratores, evidenciando a coexisténcia de multiplos comportamentos dindmicos sob os
mesmos parametros.

Alternativamente, a dinamica de cada ponto no espago das condi¢des iniciais pode ser
caracterizada com base no nimero de maximos locais de uma variavel do sistema, em vez da
analise do espectro de expoentes de Lyapunov. Nesse caso, seleciona-se um parametro a ser
variado, e, para cada valor considerado, contabiliza-se 0 nimero de méximos locais da varidvel
de interesse ao longo da série temporal. Os resultados sdo entdo representados graficamente
em diagramas de bifurcagdo, nos quais o nimero de maximos € apresentado em fun¢do do
parametro. Adicionalmente, as séries temporais podem ser empregadas para a reconstru¢ao
dos atratores no espaco de fases, por meio da projecao das varidveis relevantes sobre os eixos

coordenados.

4.3 RESULTADOS NUMERICOS

Antes de explorar o plano de pardmetros (7, a,), analisamos os comportamentos dindmi-
cos apresentados pelo neurdnio mestre Nj. Para tanto, aplicamos a transformada de Fourier a
série temporal da varidvel x; (¢), conforme definido no sistema da Eq. (4.1.2), com o objetivo de
caracterizar e discernir qualitativamente tais comportamentos. A comparagdo entre o0 dominio de
frequéncia, a projecdo do atrator e a série temporal de x;(¢) permite distinguir sinais caéticos
de sinais periddicos e quase-periddicos por meio do espectro de poténcias, que corresponde ao
moddulo ao quadrado da transformada continua de Fourier. No espectro de poténcias, picos agudos
ou largos em frequéncias dominantes e seus harmonicos indicam comportamentos periddicos
ou quasiperidédicos, enquanto sinais cadticos se manifestam por um componente continuo no
espectro.

No primeiro caso, abordado na subsecdo 4.3.1, os parametros ay, b, ¢, A € ® sdo man-
tidos fixos para o neurénio N, conforme especificado na Tabela ??. Esses valores promovem
oscilagdes periddicas sustentadas em N, conforme evidenciado pela projecdo do atrator e pelo
espectro de poténcias, apresentados respectivamente nas Fig.s 9(a) e 9(b).

Utilizando o software TISEAN (Hegger; Kantz; Schreiber, 1999), procedemos ao cél-
culo do espectro de poténcias da varidvel x| (¢), conforme definida na Eq. (4.1.2). O espectro
obtido, exibido na Fig. 9(b), apresenta caracteristicas tipicas de séries temporais periddicas,
exibindo uma frequéncia fundamental dominante f| ~ 1,57, valor que coincide com a frequén-
cia calculada através de fj = @/(27) =9,88/(27) ~ 1,57. Além da frequéncia fundamental,
sdo claramente identificados harmonicos superiores correspondentes a multiplos inteiros de f7,
expressos pela formula f; = kfj, para k = 2,3,.... Especificamente, para os primeiros cinco
harmdnicos, foram determinados os valores aproximados (f2, f3, f1, f5) = (2f1,3/2,4f1,5f1) =
(3,14;4,71,6,28;7,85), os quais reforcam a natureza periddica do sinal analisado. No espectro
de poténcias, essa periodicidade manifesta-se por meio de picos agudos e bem definidos, refle-

tindo a presenca das frequéncias dominantes e seus respectivos harmonicos. Adicionalmente,
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além dos harmonicos esperados, observam-se picos correspondentes a frequéncias ndo harmoni-
cas, sugerindo a presenca de componentes espectrais adicionais na série temporal, possivelmente
associadas a modos dindmicos secunddrios, interagdes ndo lineares ou variagdes temporais
irregulares do sistema.

A subsecgdo 4.3.2 é dedicada a investigagdo do mesmo plano de parimetros (7¥,a,),
mas agora considerando o neurénio mestre N; operando em regime quase-periddico. Para
isso, os parametros ay, b, ¢, A e @ sao mantidos fixos conforme especificado na Tabela ??.
A natureza quase-periddica da dindmica € evidenciada pela forma do atrator e pelo espectro
de poténcias correspondente, apresentados, respectivamente, nas Fig.s 9(c) e 9(d). De modo
andlogo ao caso periddico discutido anteriormente, o espectro quase-periddico exibe a mesma
frequéncia fundamental f; e seus cinco primeiros harmdnicos. No entanto, neste caso, o espectro
de poténcias revela, além da frequéncia fundamental e seus harmonicos, a presenca de linhas
espectrais adicionais bem definidas, localizadas em frequéncias que ndo sd@o multiplos inteiros
de fi. Esse padrao espectral, caracterizado pela presenca de linhas bem definidas em frequéncias
que ndo sao multiplos inteiros entre si, € tipico de atratores quase-periodicos. Tal configuracao
indica que a dinamica do neurdnio mestre Ny envolve a superposicao de duas ou mais frequéncias
incommensuraveis. Como consequéncia, a trajetoria no espago de fases nio retorna exatamente
ao mesmo ponto apds um ndmero finito de ciclos, permanecendo confinada em uma subregiao
do espaco de estados e evoluindo de forma ndo periddica, embora ordenada, caracteristica
fundamental da quase-periodicidade.

Na subsec¢do 4.3.3, o neurdnio mestre N| opera em regime cadtico, com 0s parametros aj,
b, ¢, A e ® mantidos fixos conforme especificado na Tabela ??. As Figs. 9(e) e 9(f) apresentam,
respectivamente, a projecao do atrator no espacgo de fases e o espectro de poténcias associado.
Nesse cendrio, apenas os dois primeiros picos de frequéncia permanecem evidentes, enquanto
os harmonicos de ordem superior, observados nos regimes periddico e quase-periddico, nao se
manifestam mais de maneira evidente. Consequentemente, o espectro de poténcias apresenta
uma distribuicao continua e dispersa, caracteristica de atratores cadticos, que reflete a perda da
estrutura harmonica, decorrentes da dependéncia do sistema as condic¢des iniciais. Em sintese,
esta investigacdo preliminar explora a dindmica de N; em trés regimes distintos, periddico,
quase-periddico e cadtico. Na sequéncia, serdo analisados os impactos de cada regime no

comportamento dindmico do sistema acoplado.

4.3.1 Dinamica periédica

Esta subsecao dedica-se a andlise do cendrio em que N; opera em regime periddico. A
Fig. 10 exibe trés diagramas de estabilidade de Lyapunov, gerados para variagdes nos parametros
Y € a>, com os demais parametros do sistema (4.1.2), ay, b, ¢, A e @ mantidos fixos, conforme a
Tabela ??. As trés cores em cada diagrama da Fig. 10 estao relacionados aos valores dos expoentes
do espectro de Lyapunov, conforme estabelecido nas Tabelas 5 e 6. Dessa forma, as regides

correspondentes a periodicidade, quase-periodicidade e caos sdo indicadas, respectivamente,
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Figura 9 — Atratores e espectros de poténcias correspondentes: a coluna da esquerda apresenta
projecdes bidimensionais dos atratores no espaco de fases, enquanto a coluna da
direita exibe o espectro de poténcias calculados para a varidvel x; do sistema (4.1.2),
ilustrando comportamentos dindmicos distintos do neurénio N;. Os painéis (a) e (b)
representam o regime periddico, (c) e (d) o regime quase-periddico, e (e) e (f) o
regime cadtico.
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

pelas cores preta, vermelha e amarela.
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Figura 10 — Regides de comportamentos dindmicos variados no plano de pardmetros (7,a;) do
sistema (4.1.2). (a) Fornece uma perspectiva global para0 <y <0,05e
0 <a; <0,5. (b) Oferece uma ampliacdo da drea destacada pela caixa ciano em (a).
(c) Ampliacao da regido indicada pela caixa ciano em (b).

s . 0,4175
0,0 1073 ~ 25,0 0,00 1073 ~

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Conforme visto na Fig. 10(a), que exibe o plano de pardmetros (y,a;) no intervalo
0<y<0,05e0<a; <0,5, destacam-se duas regides principais: uma inferior (vermelha),
associada a dinamica quase-periddica, e uma superior (preta), correspondente ao regime periddico.
No dominio de quase-periodicidade, identificam-se faixas descontinuas de movimento periddico
(em preto). Na por¢ao superior esquerda do diagrama, delimitada por uma caixa ciano, a zona
predominantemente periddica exibe duas sub-regides distintas: uma menor (vermelha), com
dindmica quase-periddica, e outra mais extensa (amarela), caracterizando regime cadtico com
estruturas periddicas internas (pretas).

A Fig. 10(b) exibe uma ampliacdo da regido delimitada pela caixa ciano na Fig. 10(a),
revelando com mais detalhes a presenca de estruturas periddicas imersas tanto na regido cadtica
quanto na fronteira entre regimes cadtico e quase-periddico. Para examinar essas estruturas com
maior precisao, foi realizada uma nova ampliacdo, apresentada na Fig. 10(c), correspondente
a sub-regido destacada pela caixa ciano a esquerda na Fig. 10(b). Nessa nova visualizagdo, é
possivel identificar com clareza multiplas estruturas periddicas, nove delas dentro da caixa em
verde, que se assemelham as linguas de Arnold observadas no mapa circular (Ott, 2002).

De maneira andloga as linguas de Arnold observadas no mapa circular, as estruturas
periddicas destacadas em preto na Fig. 10(c) emergem da regido quase-periddica (em vermelho)
e se estendem em direcdo ao dominio caético (em amarelo). Os valores numéricos associados
a essas estruturas referem-se aos seus respectivos periodos, definidos neste trabalho como o
nimero de maximos locais da varidvel x, (denotados por x,,,) ao longo de uma 6rbita pertencente
ao atrator correspondente no espaco de fases. Tais configuragdes periddicas sdo tipicamente
identificadas em diagramas de bifurcacdo sob a forma de janelas de periodicidade imersas
em regimes cadticos ou quase-periddicos. O diagrama de bifurcacdo apresentado na Fig. 11
foi construido para pontos ao longo do segmento de reta definido por a, = —4,182y4- 0,440,
indicado na Fig. 10(c), o qual intercepta diversas dessas estruturas periddicas imersas no dominio

quase-periddico. Esse diagrama permite estabelecer uma correspondéncia direta entre as janelas
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de periodicidade identificadas no plano de parametros (Fig. 10(c)) e as estruturas evidenciadas
no diagrama de bifurcacio (Fig. 11), possibilitando, assim, a determinacdo do periodo associado

a cada estrutura periddica.

Figura 11 — Diagrama de bifurcacio ao longo do segmento de reta a; = —4, 1827+ 0,440
cruzando as estruturas periddicas estdveis (estruturas semelhantes a Arnold
Tongues) dentro da regido quase-periddica da Fig. 10(c).

1,54
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Baseando-se no plano de parametros da Fig. 10(c) e com a ajuda do diagrama de bifurca-
cdo da Fig. 11, é possivel concluir que alguma organizacdo das estruturas periddicas comentadas
acima estd presente. A medida que avancamos do lado esquerdo para o lado direito, ao longo
do segmento de reta a; = —4,182y+ 0,440 desenhado na Fig. 10(c), um conjunto infinito de
estruturas periddicas € cruzado, que se acumula na borda da regido do pequeno periodo 2 em
preto, no canto inferior direito do diagrama. Este conjunto de estruturas periddicas pode ser
pensado como sendo formado por dois subconjuntos de sequéncias de adi¢ao de periodos. Um
desses subconjuntos é representado pela sequéncia 7 — 9 — 11 — 13 — 17 — ..., iniciado
no periodo 7 com aumento de um fator 2, enquanto o outro subconjunto € representado pela
sequéncia 16 — 20 — 24 — 28 — 32 — ..., iniciado no periodo 16, € com um aumento por
um fator 4. Em termos da sequéncia completa, estes estruturas periddicas incorporadas na
regido quase periddica/cadtica no plano de parametros da Fig. 10(c) sdo organizados como

7—-16—-9—-20—11—-24—-13 —+28 -+ 15—32— 17 — ..., cujo termo geral é dado por

an==((-1)"+3)(n+6), (4.3.1)

emquen=1,2,3,....

A Fig. 12 apresenta seis versdes do plano de parAmetros (y,a») para o sistema (4.1.2).
Os diagramas nas Figs 12(a) e 12(d) correspondem a ampliagdes da regido demarcada pela caixa
verde na Fig. 10(c), enquanto as Figs 12(c) e 12(f) resultam da ampliac@o da regido destacada

por uma caixa verde na Fig. 10(b). J4 as Fig.s 12(b) e 12(e) mostram uma amplia¢do adicional da
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area delimitada pela caixa verde nas Fig.s 12(a) e 12(d), respectivamente. Os diagramas na linha
superior foram obtidos integrando o sistema a partir da mesma condic¢ao inicial arbitraria para
todos os pares de pardmetros (7,a;). Em contraste, os diagramas da linha inferior foram gerados
utilizando o método de seguir o atrator, em que a integracio para cada novo par de parametros é
iniciada com a condi¢ao final da simulagdo anterior.

A comparacdo a ser realizada considera os pares de diagramas apresentados nas colunas
da Fig. 12. Observa-se que, independentemente do par analisado, ha diferencas significativas
entre os diagramas obtidos com condicdes iniciais fixas e aqueles gerados pelo método de seguir o
atrator. Por exemplo, na Fig. 12(f), uma porcao da regido periddica (em preto), localizada no canto
inferior esquerdo, € substituida por uma regido caética (em amarelo) na Fig. 12(c). Fendmeno
semelhante pode ser identificado em outras dreas do plano de parametros ao se comparar os pares

de diagramas nas Fig.s 12(a) e 12(d), bem como nas Fig.s 12(b) e 12(e). Dessa forma, podemos

Figura 12 — Mapeamento dos variados regimes dindmicos no plano de pardmetros (¥, az) do
sistema (4.1.2). Os painéis (a) e (d) correspondem a ampliacdes da regido destacada
pela caixa verde na Fig. 10(c). Os painéis (b) e (e) mostram ampliacdes da drea
indicada pela caixa verde na Fig. 12(a). Ja os painéis (c) e (f) apresentam
ampliacOes da regido demarcada pela caixa verde na Fig. 10(b).

3,0 10~
Fonte: Elaborado pela autora (2025).

identificar regides no plano de pardmetros (7, a;) do sistema (4.1.2) nas quais o comportamento
assintético pode ser diferente dependendo da condi¢do inicial utilizada na integragdo numérica.
Em outras palavras, o sistema (4.1.2) apresenta, nessas regides, a coexisténcia de multiplos
atratores no espaco de fases para um mesmo conjunto de parametros fixos, uma caracteristica
tipica do fendmeno da multiestabilidade (Feudel; Grebogi, 1997; Pisarchik; Feudel, 2014;

Pisarchik; Hramov, 2022), que serd analisado em maior profundidade a seguir.
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Para investigar a existéncia de multiestabilidade, a Fig. 13 apresenta dois diagramas de
bifurcacdo para o sistema (4.1.2), gerados por meio do método de seguimento do atrator ao
longo do segmento de reta horizontal a, = 0,428, indicado na Fig. 12(e). Cada diagrama exibe
os valores dos mdximos locais da varidvel x;, denotados por x;,, € comumente associados ao
periodo da oscilagdo, para 8000 valores do pardmetro Y. O diagrama em preto foi construido com
y variando no sentido crescente, de 3,0 x 1072 a 3,5 x 1073, enquanto o diagrama em vermelho

corresponde & varredura no sentido decrescente, de 3,5 x 1073 a3,0 x 1073, A comparacio entre

Figura 13 — Diagramas de bifurcac@o ao longo do segmento de reta horizontal a; = 0,428 da
Fig. 12(e). O diagrama em preto representa o crescimento do parametro 7, enquanto
o diagrama em vermelho mostra seu decrescimento.

1,52

T2m

40 A
0,30 1072 ~ 0,35

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

os dois diagramas revela diferencas significativas, evidenciando a presenca de multiestabilidade.
Por exemplo, na regido central, nas proximidades do segmento de reta vertical Y = 0,330, observa-
se a coexisténcia de um atrator cadtico (em preto) com um atrator periédico (em vermelho). Ainda
na regido central, por volta do segmento de reta vertical y = 0,325, verifica-se a coexisténcia de

dois atratores periddicos distintos, também diferenciados pelas cores vermelha e preta.
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—————— Soge C

—4 20 4
15
Figura 14 — Proje¢des no plano das condigdes iniciais (x29,y20) do sistema (4.1.2), com xj9 = —1,0,

yi0 =0,5 e ap = 0,428. (a) As regides preta e verde representam, respectivamente, as bacias
de atrag@o associadas a atratores periddicos de periodos 15 e 30, para Y = 0,325. (b) As
regides preta e amarela indicam as bacias de atra¢do correspondentes a um atrator periddico
de periodo 15 e a um atrator cadtico, para y = 0,330.

A Fig. 14(a) apresenta duas bacias de atracao associadas a atratores periddicos: condicdes
iniciais localizadas na regido preta conduzem o sistema a um atrator de periodo 15, enquanto
aquelas na regido verde levam a um atrator de periodo 30. Ja a Fig. 14(b) exibe duas bacias
relacionadas a atratores de naturezas distintas: um atrator periddico de periodo 15 (regido preta) e
um atrator cadtico (regido amarela). Os diagramas representam se¢des bidimensionais (x29,y20)
de bacias de atragdo do sistema (4.1.2), que possui quatro dimensdes: (x19,y10,X20,Y20). Para
a construgdo dessas secdes, foram fixados os valores x;o = —1,0 e y;o = 0,5. O diagrama da
Fig. 14(a) foi gerado com os parametros ¥ = 0,325 e a; = 0,428, enquanto o da Fig. 14(b) utiliza
Y = 0,330, mantendo a, constante.
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Ambos os pontos pertencem ao segmento horizontal a, = 0,428 destacado na Fig. 12(e). Os
conjuntos de condic¢des iniciais pertencentes a diferentes bacias sdo, de forma mais especifica,

distinguidos da seguinte forma:

* Na Fig. 14(a), as regides preta e verde correspondem, respectivamente, a atratores

periddicos de periodos 15 e 30.

* Na Fig. 14(b), a regido preta leva a um atrator periddico de periodo 15, enquanto a regido

amarela esta associada a um atrator cadético.

Assim, para os parametros Y = 0,325 ou y = 0,330, com a; = 0,428 e condic¢des fixas
x10 = —1,0 e y;0 = 0,5, a evolugdo assintética do sistema dependerd exclusivamente da posi¢cao

de (x20,y20) no plano, conforme segue:
* Regido preta em 14(a) ou 14(b) — atrator periddico (periodo 15)
* Regido verde em 14(a) — atrator periddico (periodo 30)

* Regido amarela em 14(b) — atrator cadtico

4.3.2 Dinamica quase-periodica

Neste segundo cendrio, o neurdnio N opera em regime quase-periddico, com os parame-
tros fixos definidos conforme a Tabela ??. A Fig. 15 exibe o plano de pardmetros (7,a,) para o
sistema (4.1.2), no qual podem ser identificadas regides associadas a diferentes comportamentos
dinamicos. Assim como nos diagramas anteriores, a codificagdo por cores estd relacionada ao
espectro de Lyapunov, conforme os critérios estabelecidos nas Tabelas 5 e 6. Observa-se que,
nesse regime, apenas solu¢des quase-periddicas (vermelho) e cadticas (amarelo) predominam na
maior parte do plano de parametros. Embora alguns pontos pretos também estejam presentes,

indicando a ocorréncia de solug¢des periddicas, ndao se observa uma regido periédica bem definida

neste cenario.
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Figura 15 — Regimes dindmicos no plano de pardmetros (y,a;) do sistema (4.1.2), para
0<y<0,05e0<a <0,5. Os diferentes comportamentos assintéticos sao
classificados com base no espectro de Lyapunov, conforme os critérios
estabelecidos nas Tabelas 5 e 6.

0,0 1073 5 50,0
Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Uma comparacao relevante pode ser estabelecida entre as Fig.s 10(a) e 15, que corres-
pondem, respectivamente, aos casos em que o neurdnio mestre Ny opera em regime periddico e
quase-periddico. A transi¢ao de Ny de um regime periédico para um regime quase-periddico, por
meio da alteracdo de seus parametros, resulta em uma supressdo quase total da regido periddica
no plano de pardmetros (7,as) do sistema (4.1.2). Essa mudanca é evidenciada pelo fato de que
grande parte da regido preta observada na Fig. 10(a), associada a solug¢des periddicas, surge na

Fig. 15 como regido vermelha, indicando dindmicas quase-periddicas.

4.3.3 Dinamica caédtica

Consideremos, neste tltimo cendrio, o caso em que N opera em regime cadtico, alcan-
cado quando seus parametros sdo fixados conforme a Tabela ??. A Fig. 16 mostra duas versoes
dos planos de pardmetros (7, a,), ambos construidos para o mesmo intervalo de pardmetros y
€ a> nos outros casos (dindmica periddica e quase-periddica). A principal diferenca entre os
diagramas estd no tempo de transiente considerado na integragdo numérica do sistema (4.1.2): o
diagrama da Fig. 16(a) foi gerado considerando um transiente igual a 2 x 10° passos de integra-
¢do, enquanto o diagrama da Fig. 16(b) utilizou um transiente de 1 x 10° passos. De modo geral,
ambos os planos de parametros exibem uma ampla regido de comportamento cadtico, na qual

solugdes hipercadticas encontram-se inseridas.
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Figura 16 — Regides de comportamentos diversos no plano de pardmetros (y,a;) do
sistema (4.1.2). Ap6s o descarte de 1 x 10° etapas de integragio transientes, os
espectros de Lyapunov foram avaliados em (a) 2 x 107 e (b) 1 x 10° etapas de

integracgdo.
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- E
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Portanto, independentemente do diagrama considerado na Fig. 16, apenas dois comporta-
mentos dindmicos sdo possiveis para o sistema acoplado: caos, associado as regides amarelas do
plano de parametros, e hipercaos, correspondente as regides em azul. No entanto, observa-se
uma diferenca significativa entre os dois diagramas da Fig. 16, relacionada a distribui¢do da
regido hipercadtica. Em ambos os casos, os pontos azuis, que indicam solugdes hipercadticas,
estdo embutidos em uma drea mais ampla de comportamento cadtico (amarelo). Contudo, o
numero de pontos azuis na Fig. 16(a) € consideravelmente maior do que na Fig. 16(b). Esse
contraste permite concluir que, com o aumento do tempo de integragdo de 2 x 10° para 1 x 10°
passos (apds a remocio de um transiente de 1 x 10° passos de integracdo), a extensdo da regido
hipercadtica no plano de pardmetros (¥, a;) tende a diminuir.

Esse comportamento equivale a manifestacao do fendmeno conhecido como hipercaos
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transiente no sistema acoplado. De forma anédloga ao caos transiente, amplamente documentado
em diversos sistemas dindmicos ndo lineares (Lai; Tél, 2011), o hipercaos transiente ocorre
quando a trajetdria do sistema exibe uma dindmica hipercadtica por um periodo finito antes de
realizar uma transi¢ao abrupta para um regime regular. Esse fenomeno costuma surgir quando as
condi¢des iniciais estdo proximas dos limites das bacias de atragdo, ou quando os pardmetros do
sistema se encontram proximos de um ponto de bifurcacdo. Importante destacar que tanto o caos
quanto o hipercaos transiente podem persistir por intervalos de tempo suficientemente longos
para dificultar a distin¢do, por meios numéricos, entre um comportamento efetivamente cadtico e
um comportamento transiente. Até onde sabemos, o hipercaos transiente foi relatado em poucos

sistemas dindmicos na literatura (Ahamed; Lakshmanan, 2013; Tegnitsap; Fotsin, 2022).

4.4 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo, foi investigado um sistema dindmico composto por dois neurdnios do tipo
FitzZHugh—Nagumo acoplados unidirecionalmente, no qual o neurdnio mestre () é submetido a
um forcamento externo senoidal. O objetivo foi analisar como diferentes regimes dinamicos de
N1, periddico, quase-periddico e cadtico, influenciam a dinamica do sistema acoplado, com &nfase
na organizac¢do global dos regimes no plano de pardmetros e na caracteriza¢do de fendmenos
como multiestabilidade.

Os resultados obtidos revelam que o regime assint6tico de Ny atua como indutor dindmico
da resposta do neur6nio escravo (N,), modulando qualitativamente a estrutura global do espaco
de parametros. Quando N; opera em regime periddico, o sistema apresenta regides organizadas
com estruturas periddicas, incluindo dominios em forma de camardo, linguas de Arnold e
sequéncias de adicao de periodo. Nessas condi¢des, a presenca de multiestabilidade se destaca,
com coexisténcia de atratores periddicos e cadticos sob os mesmos valores de parametros,
identificada também por diagramas de bifurcagdo e bacias de atragdo.

No cendrio quase-periédico, observa-se uma significativa supressao dessas estruturas
organizadas. O espago de parametros passa a ser dominado por dinamicas quase-periddicas e
cadticas, com redugdo dréstica das regides de periodicidade. Esse resultado evidencia que a
natureza do forgamento em N; € determinante na inducdo ou na destrui¢do de regimes regulares
no sistema acoplado, neste caso.

Quando N; apresenta comportamento cadtico, a complexidade dinamica se intensifica.
Os planos de parametros passam a exibir vastas regides dominadas por hipercaos e hipercaos
transiente, este ultimo caracterizado por trajetdrias hipercadticas que persistem por longos
intervalos de tempo antes de convergir para o atrator. A ocorréncia desses regimes indica
que o acoplamento unidirecional permite a transmissao eficiente de comportamentos cadticos
complexos de Nj para N, mesmo com intensidade de acoplamento moderada.

De modo geral, a andlise demonstrou que a configuracdo unidirecional promove uma

hierarquiza¢do da dindmica, na qual o neurOnio mestre impde seus regimes ao sistema acoplado.
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O forcamento externo aplicado a Nj exerce, assim, papel duplo: influencia diretamente sua
dinamica individual e, indiretamente, organiza a dindmica do sistema por meio do acoplamento.
Esses resultados ressaltam o potencial do acoplamento unidirecional como mecanismo de
controle dinamico, especialmente em contextos nos quais a manipulacdo externa de uma tnica
unidade pode induzir transi¢cdes no comportamento de sistemas acoplados. Por fim, os resultados
aqui apresentados fornecem um referencial importante para comparacao com o caso bidirecional,
investigado no capitulo seguinte, no qual a reciprocidade das interagdes altera profundamente a

organizacio da dindmica do sistema acoplado.
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5 DOIS NEURONIOS DE FHN NAO AUTONOMOS: ACOPLAMENTO ELETRICO
BIDIRECIONAL

Neste capitulo, apresentamos os resultados do estudo de um sistema dindmico nao-
autdonomo de tempo continuo formado pelo acoplamento bidirecional de dois neurdnios FHN
forcados senoidalmente. Investigamos os comportamentos dindmicos e propriedades de sincroni-
zagdo sob trés cendrios distintos: (i) dois sistemas cadticos idénticos acoplados, (if) um sistema
periédico acoplado com um sistema cadtico, e (iii) dois sistemas periddicos idénticos acoplados.
A sincronizagdo € analisada detalhadamente para os dois primeiros cendrios.

No caso (i), o acoplamento suprime o comportamento cadtico, induzindo movimentos
periddicos caracterizados por espirais descontinuas e estruturas periédicas autossimilares em
forma de camardo. O caso (ii) revela estruturas periddicas tipo camardo e regides de atratores
coexistentes, mostrando a multiestabilidade. Para estes dois cendrios, exploramos a transi¢ao
de estados assincronos para estados intermitentes e quase sincronizados, impulsionados pelo
aumento da for¢a de acoplamento. O surgimento da sincronizacdo € interpretado em termos
da interag@o entre a dindmica e o acoplamento dos neurdnios individuais. No caso (iii), o
acoplamento induz a dindmica periddica, sem a existéncia de comportamentos cadéticos. Entre
todos os cendrios, o aumento da forca do acoplamento induz uma transicao de eventos de
sincroniza¢do de tempo finito para estados sincronizados, independentes da dindmica individual

dos neuronios.

5.1 MODELO

Neste estudo, propomos um sistema dindmico composto por dois neurdnios de FHN
forcados senoidalmente e acoplados eletrica e bidirecionalmente, modelados matematicamente

COmo.:

(

X1 =c (—y1+x1—x{’/3+J1(t)+ﬁ(x2—x1)),
< yi=x1—biyi+ay,
X2 =0 (—y2+xz—x§/3+J2(t)+}/(x1 —xz)),

(Y2 =x2— boyr +ay,

(5.1.1)

sendo, a;,b;,c; (para i = 1,2) sdo os parametros relacionados respectivamente aos sistemas
com (x1,y1) e (x2,y2) como varidveis dindmicas. Os pardmetros 3 e y significam a intensi-
dade do acoplamento. Para B = 0 (ou y = 0), o acoplamento € unidirecional com as varidveis
(x1,¥1) [(x2,y2)] influenciando as varidveis (x,y2) [(x1,y1)]. Neste caso, cada neurdnio evolui
individualmente, podendo apresentar solu¢des regulares (periddicas ou quase-periddicas) ou
cadticas (Manchein et al., 2022). Para 8 # 0 e ¥ # 0, o acoplamento estabelece uma intera-
¢do bidirecional, na qual ambos os neurdnios influenciam-se mutuamente. Os termos Ji (¢) e
J»(t) representam o for¢amento externo, sendo J;(t) = A;sen(@;t) e A; é a amplitude do forga-

mento senoidal. Utilizando a mesma ferramenta do Capitulo anterior, podemos transformar o
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sistema (5.1.1) em um sistema autdnomo, definindo z; = w;t (parai = 1,2):

/

X1 = (—y1 + X1 —x%/3 + A sen(zl) —l—B()Q—X])) ,
y1 =x1 — b1y +ay,
4=,
S (5.1.2)
X2 =cCo (—yz + X —x3/3 + Az sen(z) + y(x —xz)) ,
Y2 = X2 — bays +ay,

\22 = .

A Fig. 17 mostra uma representacao esquemadtica do sistema (5.1.2), na qual podemos ver
ambos os neurdnios sendo for¢ados externamente por um sinal senoidal. Além disso, o neurdnio
1 (N;) esta conectado ao neurdnio 2 (N;) pela intensidade de acoplamento 3, enquanto (N;)
estd conectado a (N;) pela intensidade de acoplamento ¥, caracterizando assim um acoplamento
bidirecional.

Figura 17 — Ambos os neur6nios sdo for¢cados senoidalmente, cada um deles influenciando o
comportamento do outro, com a forca do acoplamento dependendo dos pardmetros

Bey.

A;sen(m,t) Arsen(m,t)

sinal para N1

sinal para N,
v

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Para o caso em que os osciladores N| e N, sdo idénticos, em termos de Cls e parametros,
temos que (x; —xp) = B(x2 —x1) — y(x; —x2) e (y; —y2) =0, o sistema converge para um estado
sincronizado.

5.2 METODOLOGIA

Este capitulo visa caracterizar a dinAmica emergente em sistemas formados por dois
neurdnios FHN acoplados bidirecionalmente por conexdes elétricas com intensidades assimétri-
cas. O principal objetivo € investigar como a varia¢do dos parametros de acoplamento influencia
o comportamento do sistema acoplado, especialmente no que diz respeito a emergéncia de

sincronizacdo, regimes cadticos e estruturas complexas no espaco de pardmetros.



100

Para isso, realizamos uma explora¢do numérica sistematica do plano de parimetros (f3,7),
onde f3 e y controlam, respectivamente, a intensidade do acoplamento do neur6énio N; sobre
N, e vice-versa. Adicionalmente, buscamos compreender o papel da dindmica individual dos
neurdnios na organizacdo dos comportamentos do sistema acoplado, com énfase em fendmenos
como sincronizagdo, multiestabilidade e transicdes entre regimes regulares e cadticos.

A dinamica do sistema € analisada por meio do espectro de expoentes de Lyapunov,
calculado com base no algoritmo de Benettin et al. (Benettin et al., 1980), utilizando a implemen-
tacdo proposta por Wolf et al. (Wolf et al., 1985). O maior expoente de Lyapunov (A4,) é utilizado
como critério para a classificagdo dos regimes: valores positivos indicam comportamento cad-
tico, enquanto valores nulos ou negativos correspondem a dinadmicas regulares (periddicas ou
quase-periddicas). Com esses dados, construimos planos de parametros, nos quais cada ponto
do plano (B,7) é categorizado segundo seu regime dindmico, revelando a organizagdo dos
comportamentos do sistema acoplado.

Para isolar os efeitos do acoplamento, todos os demais parametros do modelo foram

mantidos fixos nas trés configuragdes. Os detalhes especificos de cada cendrio sdo os seguintes:

1. Acoplamento entre dois neurdnios caéticos idénticos: a; = ap = 0,4, by = b, = 0,8,
c1=c=12,5, 0 = 0, = 9,88, A] = A, = 0,265. As condi¢des iniciais sdo: (x19,y10) =
(—1,0,—0,5), (x20,¥20) = (0,1,—1,5). Resultados descritos na secdo 5.3.

2. Acoplamento de um neurdnio periédico a um neurdnio cadtico: mantém-se os parametros
anteriores, exceto pelas amplitudes do forcamento externo: A; = 0,18 (periddico), Ay =

0,265 (cadtico). Resultados na descritos na secao 5.4.

3. Acoplamento entre dois neurdnios periddicos idénticos: A; = A = 0,18, demais parame-

tros inalterados. Resultados discutidos nas conclusdes do capitulo.

Essa abordagem permite uma caracterizacio detalhada da organizacio dos regimes dindmicos no
plano (f3,7), revelando ndo apenas a influéncia do acoplamento, mas também a complexidade
estrutural associada a coexisténcia de atratores e a transi¢cdo entre sincroniza¢do e comportamento

assincrono.
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Figura 18 — Projecdes dos atratores para o sistema de dois neur6nios (N;, parai = 1,2) 5.1.1
considerando os seguintes cendrios: (a) Dois neurdnios cadticos idénticos
desacoplados (8 = y = 0) com pardmetros a; = a = 0,4, by = b, = 0,38,
cr=c=12,5, 0 = 0w =9,88 e A| = A, =0,265. (b) Um neurdnio periddico e
um neurdnio cadtico, desacoplados (B = y = 0), obtida usando pardmetros
ar = ap :0,4, bl :bz :0,8, Cl =C) = 12,5, ) = :9,88,141 :0,18 (&
Ay =0,265. As condicdes iniciais usadas para obter esses atratores para N1 e N> sao
dadas por (x10;y10) = (—1,0;—0,5) e (x20;y20) = (0,1;—1,5), respectivamente.

1,0 1,0
=
-0,8 : : : : : : -0,8
-2,5 x; 2,0 2,5

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Assim, independentemente do cendrio considerado, a caracterizacdo do comportamento
dinimico nos planos de pardmetros (f,y) permite identificar regides em que a dindmica do
sistema € regular (periddica ou quase-periddica) ou cadtica. O objetivo principal desta etapa
€ compreender como tais regimes se distribuem no plano de parametros, identificando zonas
de complexidade crescente, como hipercaos e multiestabilidade, bem como fronteiras entre
diferentes atratores.

Todos os resultados discutidos nas se¢des seguintes tém origem nos diagramas cons-
truidos no plano (f3,y). Para garantir reprodutibilidade e clareza, descrevemos a seguir as
condi¢des utilizadas na construgc@o desses diagramas. Inicialmente, os pardmetros de cada neuro-
nio, (a;,b;,ci,A;, @;), sdo definidos conforme o cendrio dindmico estudado. Em seguida, para
cada par (f,7) dentro da faixa 0 < 8,7 < 1, o sistema (5.1.2) é integrado numericamente utili-
zando o método de Runge—Kutta de quarta ordem, com passo fixo de 1073, a partir de condigdes
iniciais arbitrdrias para as varidveis (x1,y1,21,X2,2,22)-

A série temporal obtida em cada simulagdo € usada para o cédlculo do espectro de
expoentes de Lyapunov. Para cada plano de pardmetros, uma malha de 800 x 800 pontos foi
considerada, resultando em 640 x 103 espectros computados por diagrama. Cada espectro é
estimado ao longo de 4 x 10° passos de integragio.

A classificagdo do regime dinamico € realizada com base no valor de A (maior expoente
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de Lyapunov): valores positivos indicam comportamento cadtico, enquanto valores iguais ou
préoximos de zero correspondem a dinamicas regulares. Os diagramas resultantes sdo representa-
dos por mapas coloridos, em que as cores codificam a magnitude de A;: preto representa A; =0
(atratores periddicos ou quase-periddicos), enquanto tons variando do amarelo ao vermelho
correspondem a valores em que A; > 0, indicando caos. A distin¢do entre periodicidade e quase-
periodicidade pode ser feita por andlise do segundo maior expoente, conforme discutido nos

resultados.

5.3 ACOPLAMENTO DE DOIS NEURONIOS CAOTICOS IDENTICOS

Nesta se¢do, investigamos os comportamentos dindmicos emergentes do acoplamento bi-
direcional entre dois neurdnios FHN idénticos, ambos sujeitos a forcamento senoidal e operando
em regime cadtico. O objetivo principal € caracterizar a organiza¢cdo dos regimes dinamicos
no plano de parimetros de acoplamento (f3,7), com 0 < f3,7 < 1, mantendo fixos os demais
parametros do modelo conforme descrito na secao 5.2. Os parametros utilizados para ambos os

neurénios (N; e N,) sdo:
ca=a;=04
* by =b=08
cci=c=125
* 0 =w =9,88
* Aj =A; =0,265
As condig¢des iniciais empregadas para a simulacdo dos atratores caéticos foram:
* Np: (x10,Y10,210) = (—1,0;—0,5;0,0)
* N2 (x20,¥20,220) = (0,1;—1,5;0,0)

A Fig. 19(a) apresenta uma visao global do plano de pardmetros (f3,v), na qual se observa
a presenca de regides distintas que engendram diferentes comportamentos dindmicos no espaco
de fase. Destaca-se uma ampla regido associada ao comportamento regular, representada em
preto, delimitada por duas regides correspondentes a dinadmicas cadticas, ilustradas por um
gradiente de cores que varia do amarelo ao vermelho. Inserida nessa regido regular, hd uma
regido cadtica localizada na porcao inferior esquerda do diagrama, a qual contém diversas
estruturas periddicas na forma de linhas fechadas, ou anéis.

Esses anéis sao evidenciados na ampliagdo mostrada na Fig. 19(b), que corresponde a
regido delimitada pela caixa em verde na Fig. 19(a). De fato, aparenta haver um nimero ilimitado
dessas estruturas, dentre as quais duas sdo identificadas por nimeros que correspondem ao

seu periodo, 18 e 19, respectivamente. Cabe ressaltar que, neste contexto, o termo “periodo”
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nao deve ser interpretado como o intervalo de tempo entre ocorréncias sucessivas do mesmo
estado dindmico em um sistema oscilatorio, mas sim como o nimero de maximos locais de uma
determinada varidvel do sistema entre essas ocorréncias. No presente estudo, a varidvel escolhida

arbitrariamente para essa contagem foi y;, cujo nimero de maximos locais é denotado por Y.

Figura 19 — (a) Visdo global do plano de parimetros (f3,7) mostrando regides com diferentes
dominios de estabilidade, para a; =a; =0,4,b1 =0, =0,8,c1 =c» = 12,5,
0 =m =9,88e A =A; =0,265. (b) Ampliacdo da regido destacada na caixa
em verde em (a). (c) Ampliacdo da regido dentro da caixa A em (b). (d) Ampliacao
da regido dentro da caixa B em (b). (e) Ampliacdo da regido dentro da caixa C em
(b). (f) Ampliacdo da regido da caixa verde em (e). A cor em cada diagrama
refere-se a magnitude do maior expoente de Lyapunov (4,), conforme respectiva
escala na coluna a direita.
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Os numeros (periodos) que identificam estruturas periddicas em alguns diagramas da
Fig. 19 foram determinados a partir de diagramas de bifurcac¢do. Por exemplo, os nimeros 18 e
19 na Fig. 19(b) foram determinados a partir dos diagramas de bifurcacao da Fig. 20, em que

cada um deles mostra os mdximos locais da varidvel y;. O diagrama de bifurcacio na Fig. 20(a)
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foi gerado para pontos ao longo do segmento de reta horizontal y= 0,1, 0,0448 < 8 < 0,0452,
enquanto o da Fig. 20(b), foi gerado para pontos ao longo do segmento de reta horizontal y =0, 1,
0,1172 < B < 0,1176. Para determinar os nimeros dos periodos, 18 ¢ 19, é necessario produzir
amplificacdes verticais adequadas que nos permitem separar as linhas que compdem as mais

grossas, para que possamos contar o nimero de maximos locais da varidvel de interesse.

Figura 20 — (a) Diagrama de bifurcacio para pontos ao longo do segmento de reta
¥=0,1,0,0448 < 8 < 0,0452. (b) Diagrama de bifurcagdo para pontos ao longo
do segmento de reta y=10,1,0,1172 < 3 <0, 1176.
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Uma conclusio interessante surge da observagao feita num pardgrafo anterior, da presenca
de uma grande regido de comportamento regular no plano de parametros (f3,7y) do acoplamento
de dois sistemas cadticos. O acoplamento de dois sistemas de neurdnios FHN cadticos forcados
senoidalmente € capaz de produzir regides regulares no plano de pardmetros que consideram
os parametros relacionados a intensidade do acoplamento. Em outras palavras, a supressao do
caos ¢ alcancada através do acoplamento de dois sistemas cadticos. Na Fig. 19(a), na regido
proxima de B = 0 (ou y = 0), significando um acoplamento unidirecional, a supressdo do caos
nao acontece. Assim, podemos afirmar que no presente estudo a supressao do caos € facilitada
pelo acoplamento e proibida para acoplamento unidirecional.

Com o objetivo de investigar a existéncia de regides no plano de pardmetros (f3,7) que
estejam relacionadas com comportamento hipercadtico no espago de fase, geramos um diagrama
semelhante ao da Fig. 19(a), mas desta vez usar o segundo expoente de Lyapunov (A,) para
caracterizar o comportamento dindmico, em vez de A;. O resultado de este procedimento é um
diagrama totalmente pintado de preto, que ndo mostramos por ndo ter detalhes para destacar.
Vemos entdo que para regides cuja cor varia continuamente de amarelo para vermelho na
Fig. 19(a), no qual a cor significa a magnitude de A;, correspondem a regides pretas quando a

cor significa magnitude de A,. Uma possivel conclusio a tirar disso é que as regides de cor que



105

variam do amarelo ao vermelho na Fig. 19(a) sdo regides de comportamento cadtico, em vez de
hipercadticas. Aqui estamos levando em conta que um estado hipercadtico € caracterizado por
pelo menos dois expoentes positivos de Lyapunov.

As Figs. 19(c), 19(d) e 19(e) apresentam detalhes da organizacdo de estruturas periddicas
tipicas, conhecidas como estruturas do tipo “camarao” (Gallas, 1993), as quais geralmente
emergem em regides cadticas. A Fig. 19(c), que exibe uma ampliacdo da regido destacada
pela caixa A na Fig. 19(b), revela vdrias dessas estruturas, algumas identificadas por nimeros
que correspondem ao periodo de cada uma. Ao restringir a andlise a forma dessas estruturas
periddicas numeradas na Fig. 19(c), evidencia-se a presenga de um padrdo de autossimilaridade.
Observa-se que o par de estruturas numeradas como 20 e 23 se repete em escalas menores,
manifestando-se, em outras escalas, como os pares 22 e 26, e 31 e 32. Essa invariancia de escala
nas formas das estruturas periddicas caracteriza um tipo de autossimilaridade. Um fendmeno
andlogo € observado na Fig. 19(d), que apresenta uma ampliacdo da regido destacada pela caixa
B na Fig. 19(b), onde os pares de estruturas periddicas autossimilares sio numerados como
25 e 25, e 28 e 28. Com base nessa observacgdo, é razodvel inferir que, em uma escala ainda
menor, os periodos das estruturas seriam 31 e 31, indicando a possivel ocorréncia do fendmeno
de adi¢@o de periodos no acoplamento. Entretanto, essa hipétese ndo pode ser confirmada, uma
vez que a contagem de periodos elevados, representados pelos maximos locais da varidvel y; nos
diagramas de bifurcagdo, apresenta limitagdes e pode ser relativamente imprecisa.

Uma ampliacdo da regido delimitada pela caixa C na Fig. 19(b) é apresentada na Fig. 19(e).
Nessa ampliagdo, destacam-se duas estruturas cujos periodos estdo indicados pelos nimeros 10
e 15, correspondentes a estruturas do tipo camardo com forma irregular. A ocorréncia de tais
estruturas € comum em sistemas cuja complexidade é acentuada pela presencga de acoplamentos.
A regido destacada na Fig. 19(e) € ampliada na Fig. 19(f), onde é possivel observar, em escala
reduzida, uma estrutura andloga aquela exibida na Fig. 19(b), caracterizada por uma espiral
descontinua.

A multiestabilidade pode ser caracterizada pela coexisténcia de pelo menos dois atratores
no espago de fase, para um conjunto de parametros mantidos fixos (Feudel; Grebogi, 1997; Feudel
C. Grebogi; A, 1996). O comportamento dinamico assintotico de um sistema que apresenta
multiestabilidade depende do conjunto de condi¢des iniciais das varidveis de estado. Portanto,
uma mesma regido de um plano de pardmetros pode apresentar um comportamento cadtico
no espaco de fases para certas condi¢des iniciais, € comportamento peridédico para outras.
Os mecanismos matematicos associados a esse fendmeno envolvem tangéncias homoclinicas
ou processos de estabilizacdo em sistemas que apresentam um grande nimero de conjuntos
invariantes instaveis (Feudel; Grebogi, 1997; Feudel C. Grebogi; A, 1996; Pisarchik; Feudel,
2014; Feudel, 2008).

Para investigar a ocorréncia de multiestabilidade no sistema de dois neur6nios bidire-
cionalmente acoplados (5.1.2), foram gerados dois diagramas de bifurcacao, apresentados na

Fig. 21. Ambos foram construidos utilizando o método de seguir o atrator, considerando pontos
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ao longo do segmento de reta definido por 0,01 < f8 < 0,02 e y = 0,03, conforme localizado na
Fig. 19(e). Assim como na Fig. 20, os diagramas exibem os mdximos locais da varidvel y; em
fungdo do parametro 3. O diagrama em preto representa a varredura crescente de 3, enquanto o
diagrama em vermelho refere-se a varredura no sentido decrescente.

O método de seguir o atrator consiste em iniciar o sistema (5.1.2) com uma condi¢do
inicial arbitraria para B = 0,01 e integra-lo numericamente até a eliminag@o dos transientes. Os
maximos locais da varidvel y; sdo entdo registrados. Em seguida, o valor de 8 é incrementado, e
a simulac¢do continua a partir do estado final obtido na etapa anterior. Esse processo € repetido
iterativamente até o valor final B = 0,02 ser alcang¢ado. Para a varredura no sentido inverso,
aplica-se o0 mesmo procedimento, agora iniciando-se com 8 = 0,02 e prosseguindo no sentido

descrescente até § = 0,01.

Figura 21 — Dois diagramas de bifurcagdo para pontos pertencentes ao segmento de reta
0,01 < <0,02e y=0,03. O diagrama em preto (vermelho) refere-se ao
crescimento (decrescimento) de f3.
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

As diferencas entre os dois diagramas de bifurcacdo podem ser observadas na Fig. 21, na
qual nota-se que os pontos pretos e vermelhos ndo coincidem, em geral, ao longo do intervalo
analisado. Destaca-se, em particular, a regido demarcada pela caixa azul, na qual ocorre a
coexisténcia de atratores distintos: cadtico e periddico de periodo 6, no intervalo 0,012318 <
B < 0,012550, e cadtico e periédico de periodo 3, no intervalo 0,012550 < B < 0,012930.
Além dessa regido, observa-se em outras por¢des do diagrama a coexisténcia de diferentes
atratores caoticos, reforcando a presenca de multiplas solucdes estdveis para os mesmos valores
de parametros. Tais observacdes indicam que o sistema (5.1.2) admite, para um conjunto fixo
de parametros, pelo menos dois atratores coexistentes no espaco de fases, uma caracteristica
do fendmeno de multiestabilidade. A andlise apresentada a seguir se concentrard na regiao
destacada pela caixa azul da Fig. 21, com o objetivo de responder a seguinte questao central:
quais condicoes iniciais conduzem o sistema (5.1.2) a cada um dos atratores possiveis? Em

outras palavras, busca-se determinar quais condi¢des iniciais resultam em 6rbitas regulares (com
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periodos 3 ou 6), e quais conduzem a Orbitas cadticas no espaco de fases.

Para investigar essa questdo, selecionamos um ponto dentro da caixa azul da Fig. 21,
para o qual 8 = 0,0127, mantendo todos os demais parimetros do sistema (5.1.2) constantes.
Com base nessa configuragdo, construimos as bacias de atracdo apresentadas na Fig. 22, as
quais correspondem as condi¢des iniciais que conduzem o sistema (5.1.2) a um atrator cadtico
(representado em vermelho) ou a um atrator periédico de ordem 3 (representado em preto).
O diagrama exibido na Figura 22 mostra a projecao dessas bacias para as condi¢des iniciais
(x10,Y10), com os valores de x,0 = —1,5 e yp0 = —0,75 fixos. Dessa forma, as bacias de atracdo
apresentadas na Fig. 22 indicam as regidoes de condic¢des iniciais que levam o sistema a um dos
dois atratores: o de periodo 3 ou o cadtico. Independentemente da condigio inicial (xj9,y10)
escolhida na regido vermelha, o sistema convergird para o atrator cadtico no espaco de fases; por
outro lado, ao selecionar uma condicdo inicial situada na regido preta, o sistema covergird para o
atrator periddico de periodo 3.

Figura 22 — Sec¢0Oes transversais de bacias de atragcdo para sistema 5.1.2 no plano de condicdes
iniciais (x19,y10), para xo0 = —1,5 e ypgo = —0,75. Vermelho (Preto) estd

relacionado a um atrator cadtico (periodo 3).
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Com o objetivo de ilustrar a multiestabilidade, a Fig. 23 apresenta projecdes bidimen-
sionais da coexisténcia de atratores cadticos e periddicos de periodo 3 no espaco de fases do
sistema (5.1.2). O conjunto de projecdes inclui todas aquelas que envolvem a variavel yy, esco-
lhida para a contagem dos médximos locais utilizados na construcio dos diagramas de bifurcagdo
exibidos na Fig. 21. As proje¢des do atrator periddico de periodo 3, mostradas nas Figs. 23(a),
23(b) e 23(c), foram obtidas a partir da inicializagdo do sistema de dois neurdnios acopla-
dos (5.1.2) com as condig¢des iniciais (x19,y10) = (—0,4,0,1) e (x20,y20) = (—1,50,—1,75),
ponto este indicado em branco na bacia de atracdo preta da Fig. 22. Por sua vez, as projecdes
do atrator cadtico, exibidas nas Figs. 23(d), 23(e) e 23(f), foram geradas a partir das condi¢des

iniciais (x10,y10) = (—1,0,0,3) e (x20,¥20) = (—1,50,—1,75), também marcadas em branco,
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porém na bacia de atragdo vermelha da Fig. 22.

Figura 23 — Proje¢des bidimensionais de atratores coexistentes de periodo 3 (linha superior) e
cadticos (linha inferior) para o sistema 5.1.2.
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

5.4 ACOPLAMENTO ENTRE NEURONIOS PERIODICO E CAOTICO

Esta secdo dedica-se ao estudo do acoplamento de dois neurdnios do tipo FHN for¢ados
senoidalmente, sendo que um deles opera em regime cadtico enquanto o outro apresenta dinamica
periddica. Para tanto, os parametros a;, b;, c;, ®;, € A; (para i =1,2) do sistema (5.1.2) foram
definidos conforme descrito na sec¢do 5.2, implicando que o neurdnio N; opera em regime
periddico e N, em regime cadtico.

Inicialmente, construimos o plano de parAmetros (f3,7) no intervalo 0 < B, y < 1, cuja
visdo global é apresentada na Fig. 24(a). Diferentemente do cendrio discutido na se¢do 5.3,
observa-se que a regido cadtica, destacada em amarelo/vermelho, encontra-se inserida entre duas
regides regulares, representadas em preto. Estruturas periddicas do tipo camardes, emergem
dentro desta regido cadtica, localizadas predominantemente na porcao inferior esquerda do plano
de pardmetros (f3,7), estendendo-se ao longo da regido sob a forma de faixas pretas. Importa
salientar que, neste caso especifico, assim como observado na se¢ao 5.3, ndo foi detectada a
ocorréncia de hipercaos. A confirmacgio disso € evidenciada por um diagrama anélogo ao da
Fig. 24(a), porém construido a partir do segundo expoente de Lyapunov A,, no qual as regides

originalmente amarelas/vermelhas aparecem representadas em preto, indicando que A, = 0.
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Figura 24 — (a) Visdo global do plano de parimetros (f3,7y) mostrando regides com diferentes
dominios de estabilidade, para a; =a; = 0,4, b1 =b, =0,8,c1 =c, = 12,5,
0 =w=9,88¢eA; =0,18,A; =0,265. (b) Ampliacdo da regido dentro na caixa
em verde em (a). (c) Ampliacdo da regido dentro da caixa A em (b). (d) Ampliacdo
da regido dentro da caixa B em (b). As cores em cada diagrama referem-se a
magnitude do maior expoente de Lyapunov (4), conforme a escala na coluna a
direita.
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Com o objetivo de investigar possiveis padrdes na organizacao das estruturas periddicas
do tipo camardes no plano de pardmetros (f3,7), realizamos uma amplia¢do da regido delimitada
pela caixa destacada na Fig. 24(a), apresentada na Fig. 24(b). Adicionalmente, foram ampliadas
as regides demarcadas pelas caixas A e B na Fig. 24(b), cujas visualiza¢des correspondentes
encontram-se nas Figs. 24(c) e 24(d), respectivamente.

Ao analisar o conjunto completo das estruturas periddicas identificadas por seus respecti-
vos periodos na Fig. 24(b), observa-se que, em uma visao global, a organizacio dessas estruturas
ndo ¢ imediatamente aparente. Contudo, ao focar especificamente nas estruturas com periodos
10, 11, 14 e 15, € possivel inferir que aquelas rotuladas como 10 e 11 pertencem a uma escala
superior, enquanto as rotuladas como 14 e 15 situam-se em uma escala inferior. Considerando
esse subconjunto restrito como uma sequéncia numérica, nota-se a existéncia de uma férmula

geral para os periodos, dada por:

ar==(—1)" [4(=1)r+15(=1)" = 1], (5.4.1)

1
2

sendoque r =1,2,3,....
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Além disso, este termo geral permite fazer uma previsao sobre o periodo de estruturas em
periodos menores e escalas menores. Constatamos entdo, por exemplo, que os periodos relativos
as estruturas periddicas deste subconjunto nas préximas duas escalas menores serd 18, 19 e 22,
23. Duas estruturas semelhantes a camardes, cujos periodos sdo respectivamente 10 e 11. Duas
outras estruturas semelhantes a camardes, com periodos dados por 14 e 15 sdo mostradas em
escala menor. O termo geral da Eq. 5.4.1 nos permite prever que em uma escala menor ainda
encontraremos estruturas semelhantes a camardes com periodos dados por 18 e 19, e assim
por diante. Portanto, caracteriza-se aqui uma espécie de invariincia de escala, uma vez que um
conjunto composto por duas estruturas periddicas do tipo camardes, repete-se arbitrariamente
em pequenas escalas.

As Figs. 24(c) e 24(d) mostram com mais detalhes a dinAmica de acoplamento de um
neurdnio em regime periddico e o outro em regime cadtico, alternando entre estruturas periddicas
e cadticas. Existem vdrias regides do plano de parametros nos diagramas da Fig. 24 para o
qual o sistema (5.1.2) provavelmente apresentard multiestabilidade. Uma dessas regides esta
localizada na Fig. 24(d), no canto inferior direito, onde a 4rea retangular preta € repentinamente
interrompida em seu avanco a medida que 8 diminui, dando lugar a uma regido que alterna
entre as cores amarelo e preto. Esta é uma regido tipica do plano de pardmetros (f3,7) na qual
a multiestabilidade possivelmente estd presente. Preferimos, no entanto, usar a Fig. 24(c) para
investigar a multiestabilidade.

Para explorar a existéncia de multiestabilidade na Fig. 25, foram gerados dois diagramas
de bifurcagdo, ambos construidos com o método de seguir o atrator e considerando pontos ao
longo do segmento de reta 0,015 < 3 < 0,040 ¢ Y= 0,04. Em ambos os diagramas de bifurcagio
sdo mostrados os maximos locais da variavel y;, em fun¢do do parimetro . Assim como na
secdo 5.3, o diagrama de bifurcagcdo em preto (vermelho) considera o crescimento (decrescimento)
de B de 0,015 para 0,040 (0,040 para 0,015). Analogamente ao que foi observado na Fig. 21,
0s pontos pretos ndo coincidem com os pontos vermelhos em algumas regioes da Fig. 25, fato
mais evidente na regido dentro da caixa azul, onde temos coexisténcia de atratores cadticos e de
periodo 6 para 0,02657 < B < 0,02678. Nosso estudo sobre multiestabilidade no acoplamento
de neur6nios de FHN cadético e periddico for¢cados senoidalmente (5.1.2) serdo restritos a esta

regido dentro da caixa em azul, desenhada na Fig. 25.
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Figura 25 — Diagramas de bifurcac@o para pontos pertencentes ao segmento de reta
0,015 < B <0,040 e y=0,04. O diagrama em preto (vermelho) refere-se ao
crescimento (descrescimento) de f3.

_0’5 - .

1 L " L 1 " )
0,015 0,020 0,025 0,030 0,035 0,040
3

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

A Fig. 26 apresenta se¢des bidimensionais no plano (xj9,y0) das bacias de atragio,
correspondentes a coexisténcia de atratores cadticos e periddicos de periodo 6. Nessas secoes, as
condi¢des iniciais de (x29,y20) sdo mantidas fixasem —1,5e —0,75, com y=0,04 e B = 0,0266,
correspondendo a um ponto localizado dentro da caixa azul mostrada na Fig. 25. Conforme
observado previamente na Fig. 22, os pontos em vermelho e preto na Fig. 26 indicam condicdes

iniciais que levam, respectivamente, o sistema de dois neurdnios (5.1.2) a um atrator cadtico ou
a um atrator periodico.

Figura 26 — SecOes bidimensionais de bacias de atracdo para sistema de dois neurénios 5.1.2 no

plano de condigdes iniciais (x19,y10), para xo0 = —1,5 e yp0 = —0,75. Vermelho
(Preto) esta relacionado a bacia atrativa cadtica (periodo 6).
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0,3

Y10

0,2

0,1

0,0

@

-1,0 . -0,5 0,0
Z10

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

O marcador branco desenhado a esquerda na Fig. 26 indica o ponto (x9;y10) = (—1,09859;

)

0,328005), que estd localizado em uma regido preta, condi¢@o inicial resultando, portanto,
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em um atrator de periodo 6 no espago de fase. Para o ponto de condi¢@o inicial (x19,y19) =
(—0,119448;0,239950), localizado em uma regido vermelha pelo marcador branco mais a di-
reita, o comportamento do sistema (5.1.2) corresponderd a um atrator cadtico no espago de fase.
Todas as projecdes bidimensionais desses atratores quadridimensionais envolvendo a varidvel
y1 sdo mostradas nos diagramas da Fig. 27. As projecdes do atrator do periodo 6 sdo mostra-
das nas Figs. 27(a), 27(b) e 27(c), enquanto as projecdes do atrator cadtico sao mostradas nas
Figs. 27(d), 27(e) e 27(f).

Figura 27 — Projecdes bidimensionais dos atratores de periodo 6 (linha superior) e cadtico (linha
inferior) coexistentes para o sistema 5.1.2.

1,0— " 1 1,0
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1 — 1,0
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2.5 1 2,0 125

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

5.5 SINCRONIZACAO

A dinamica de osciladores acoplados pode ser compreendida por meio da andlise dos seus
regimes de sincronizacdo. Neste trabalho, o foco esté na identificagdo dos intervalos do plano de
pardmetros (f3,7) nos quais o sistema formado por dois neurénios de FHN acoplados (5.1.1))
atinge estados de sincronizacdo. Com o objetivo de evidenciar como a dinamica neural individual
e a intensidade do acoplamento conduzem a sincronizagdo, utilizamos o método de projecao

orbital para determinar a evolug¢do temporal da diferenca de fase entre os neurdnios, definida por:

AW = sen (6) — 6,), (5.5.1)
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em que 6; = arctan(y;/x;), com i = 1,2 (Saha; Feudel, 2017; Lu et al., 2019). Este calculo destaca
as diferencas entre dois neur6nios acoplados dadas pela Eq. 5.1.1. Seguindo a configuracao
usada em (Hart et al., 2015), inicializamos os dois neurdnios com diferentes condicdes iniciais
arbitrdrias (x10;y10) = (—1,0;—0,5) e (x20;y20) = (0,1;—1,5) para N| e N,, respectivamente.
Quando os neurdnios estao totalmente sincronizados, 8; — 6, = 0 resultando em AY = 0, caso
contrario, A¥ # 0 indicando estados assincronos. Este método foi aplicado para estudar a
transi¢do induzida por ruido gaussiano entre estados assincronos e sincronos em um sistema de
dois neurdnios de FHN acoplados com atraso de temporal (Yu et al., 2021).
Para descrever a sincronizagdo entre dois neuronios, calculamos a medida de anti-fase de
sincronizacdo, definida como
1 N
x==Y A, (5.5.2)

N &

sendo que AW representa a diferenca de fase neuronal no j-ésimo ponto de dados durante um
periodo de simulagio de t = 100100 e N (definido como 1,001 x 107) representa o niimero total
de amostras. Como —1 < AY < 1, segue-se que ¥ < 1. De acordo com esta defini¢do, um valor
relativamente grande de ) indica um estado assincrono, enquanto um valor pequeno (x =~ 0)
sugere sincronizagao.

Iniciamos nossa andlise numérica abordando o caso de dois neurdnios idénticos do
modelo de FHN acoplados em regime cadtico, cujo comportamento dindmico foi detalhadamente
estudado na secdo 5.3. Por consisténcia, usamos os mesmos valores de parametros como aqueles
analisados nessa mesma se¢do e também na Fig. 18(a), para mostrar as projecdes de ambos os
atratores cadticos no caso desacoplado (8 = Y =0). A Fig. 28 ilustra a transi¢do de estado entre
estados assincronos e intermitentes “quase” sincronos para diferentes for¢as de acoplamento
(B,7) no sistema de dois neurdnios (5.1.2). Para estados inicialmente distintos e B =y =0,
sobre ¢ € [100000, 100005], a Fig. 28(al) mostra que os dois neurdnios estio predominantemente
sincronos. Neste cendrio, o potencial de membrana x; (linha tracejada preta) apresenta oscilacdes
idénticas observadas em x, (linha sélida vermelha). Um comportamento semelhante pode
ser observado para ¢ € [100086,1000100]. Para estes intervalos de tempo, a antifase y = 0,
representada na Fig. 28(b1), confirma os estados quase sincronos. Embora os neurdnios quase
sincronizem para intervalos tao breves, eles retornam a dindmica assincrona, com x; liderando
x> conforme indicado pela série temporal plotada nas Figs. 28(al) e 28(b1). Para acoplamento
fraco, B = ¥y =1 x 1073, Fig. 28(a2) ilustra que os neurdnios permanecem assincronos, com
x1 geralmente liderando x;. Apesar de usarmos intensidades de acoplamento diferentes de
zero, a dinamica se assemelha aquelas do caso desacoplado em torno de ¢ ~ 100045 e ¢t ~
100055. Além disso, dois intervalos distintos exibem comportamentos assincronos diferentes: t €
[100000, 100020] e ¢ € [100065,100100]. Nestes intervalos, os estados anti-fase sdo claramente
observados, com as diferengas entre os potenciais de membrana dos dois neurdnios tornando-se
mais acentuados com o tempo. Essas observacgdes sdao suportadas pelos valores de ¥ mostrados

na Fig. 28(b2). Com as forcas de acoplamento aumentadas para 8 =y =1 x 1072, o potencial de
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membrana x| lidera consistentemente x;, como mostrado na Fig. 28(a3). Neste cendrio, eventos
intermitentes de estados quase sincronos ocorrem com mais frequéncia, como evidenciado pelo
instancias recorrentes onde ) = 0, ilustradas na Fig. 28(b3). O sistema de dois neurdnios cadticos
segue progressivamente em transicdes de um estado assincrono para um quase sincrono a medida
que as forcas de acoplamento aumentam de (8,7) = [(1 x 1071, 1 x 107!) — (3 x 1071,3 x
1071 — (4 x1071,4 x 10~') — (1, 1)]. Esta progressio é evidente nos graficos de potencial de
membrana mostrados nas Figs. 28(a4), 28(a5), 28(a6) e 28(a7), respectivamente.

Estas descobertas sdo ainda apoiadas pela medida de sincronizagdo anti-fase, y — 0,
calculada para cada um dos pares de parametros listados acima, conforme representado nas
Figs. 28(b4), 28(b5), 28(b6) e 28(b7), respectivamente. Notavelmente, das Figs 28(a3,b3) das
Figuras 28(a7,b7), AY muda alternadamente entre estados valores proximos de zero e diferentes
de zero, e esse fendmeno corresponde ao estado sincronizado intermitentemente. Na verdade, o
estado de sincronizagao do sistema de dois neurdnios 5.1.2 € significativamente influenciado pela
forca de acoplamento. Especificamente, a presente andlise demonstra que o aumento de (f3,7)
promove o surgimento de estados sincronizados intermitentes, um fendmeno que chamamos de

estado de sincronizagdo intermitente induzido pela intensidade de acoplamento.
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Figura 28 — Evolucdo temporal dos potenciais de membrana x; e fase AY do modelo de dois
neuronios (com dinamica individual cadtica), para diferentes intensidades de
acoplamento: (al,bl) (B,7) =

(B,7) =
(B,7)=(3x1071,3x107"), (a6,06) (B,7) =

B,y)=

(1,

(0,0), (a2,b2) (B,7) =

(1x1072,1x 1072), (a4,b4) (B,7) =

(1x1073,1 x 1073), (a3,b3)
(1x 10711 x 1071), (a5,b5)

(4x1071,4x 1071 e (a7,b7)

1). Os parametros restantes para os dois neurdnios cadticos acoplados
sao os listados na legenda da Fig. 18.
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Ao definir a dindmica do primeiro neurdnio como periddica (com A; = 0,18 e man-
tendo todos os outros parametros fixos como no cendrio anterior), observamos na Fig. 29(al)
que, no caso desacoplado (B = y = 0), os estados de sincronizagdo tornam-se raros. Dois
exemplos de estados quase sincronizados de tempo finito ocorrem para ¢ € [100000, 100007]
e ¢t € [100018,100022]. Comparando o comportamento da série temporal dos potenciais de
membrana, x; € x; com a antifase ¥ na Fig. 29(b1l), € evidente que durante estes intervalos,
% ~ 0, indicando a presenca de eventuais estados quase sincronizados. Para B = y=1 x 1073,
a Fig. 29(b) mostra que os neurdnios permanecem em sua maioria assincronos, com x, ge-
ralmente liderando x;, lembrando a dindmica do caso desacoplado. No entanto, o intervalo
de tempo ¢ € [100020, 100028], comportamento quase sincrono é observado, confirmado pela
medida anti-fase y ~ 0 plotada na Fig. 29(b1). Quando a for¢a de acoplamento € definida como
B =7y=1x1072, aocorréncia de estados quase sincronizados torna-se significativamente mais
frequente, conforme ilustrado na Fig. 29(a3) e refor¢cado pela medida anti-fase mostrada na
Fig. 29(b3). A frequéncia de estados quase sincronizados aumenta ainda mais quando a forca de
acoplamento é elevada para 8 =y =1 x 10~!, como demonstrado pelos potenciais de membrana
na Fig. 29(a4) e apoiado pela medida de anti-fase ¥ na Fig. 29(b4). Neste caso, os estados quase
sincronizados intermitentes tornam-se mais facilmente identificiveis. Para f =y=2x10""e
B =7v=3x10"", as séries temporais para os potenciais de membrana x; e x», mostradas nas
Figs. 29(a5) e 29(a6), respectivamente, exibem sincronizacao intermitente, conforme refletido
pela medida anti-fase ¥ ~ 0 durante todo o intervalo de tempo. A Fig. 29(a7) ilustra a série
temporal para os potenciais de membrana para f = ¥y = 1. Ambos potenciais de membrana
X1 € x estdo quase perfeitamente sincronizados com apenas pequenas diferencas observadas
entre oscilacdes de pequena amplitude. O estado sincronizado € confirmado por ¥ ~ 0 plotado
para este caso na Fig. 29(b7). As pequenas oscilagdes observadas em ) em func¢io do tempo
sdo devido a pequenas diferengas observadas nas séries temporais de x; € xo. A Fig. 29(a7)
mostra a série temporal para os potenciais de membrana para f = y = 1, onde x| e x; estdo
quase perfeitamente sincronizados, com apenas pequenas diferencas observadas nas oscilagdes
de pequena amplitude. O estado sincronizado € confirmado pela medida de anti-fase y ~ 0,
conforme mostrado na Fig. 29(b7). As pequenas oscilagdes em Y ao longo do tempo surgem

dessas pequenas diferengas nas séries temporais de x; e x;.
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Figura 29 — Evolucdo temporal dos potenciais de membrana x; e fase AY do modelo de dois

neurdnios, em que um neurdnio exibe dindmica periddica e o outro exibe dinamica
cadtica, para diferentes intensidades de acoplamento: (al,bl) (B,7) = (0,0), (a2,b2)
(B,7) = (1 x1073,1x1073), (a3,b3) (B,7) = (1 x 1072,1 x 1072), (a4,b4)
(B,y) = (1x107",1x 1071, (a5,b5) (B,y) = (3 x 1071,3 x 1071), (a6,b6)
(B,y) = (4x 107", 4x 107") e (a7,b7) (B,7) = (1,1). Os parimetros restantes
para o acoplamento de dois neuronios, periddico e cadtico, acoplados estdo listados
na legenda da Fig. 18.
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Quando a intensidade de uma ou ambos os acoplamentos 8 ¢ ¥ aumentam, os estados
do sistema de dois neur6nios (5.1.2) sofrem uma transi¢do fundamental: de eventuais estados
quase sincronizados de tempo finito, através de estados sincronizados intermitentes, para estados
sincronizados induzidos pelo acoplamento. A Fig. 30 apresenta a medida antifase y em escala
logaritmica, destacando sua forte sensibilidade aos pardmetros de acoplamento (f3,7), com
valores codificados em cores de acordo com a barra de cores logaritmica. A medida de anti-fase
é representada em dois planos de parametros: a Fig. 30(a) representa o caso de dois neurdnios
cadticos acoplados, enquanto a Fig. 30(b) corresponde ao acoplamento de um neurdnio peridédico
e um cadtico. Ambos os planos de parametros sao divididos em seis regides distintas, cada uma
representada por cores diferentes, que sintetizam as principais descobertas das Figs. 28 e 29 para
combinacdes especificas de forgas de acoplamento (f3,¥), indicadas por marcadores pretos nas

figuras.

Figura 30 — Grafico de contorno da medida de sincronizacdo anti-fase, , representada com
cores discretas de acordo com o barra de cores da escala logaritmica.
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Fonte: Elaborado pela autora (2025).

A partir da andlise feita, podemos concluir que nos dominios amarelos, a medida de
anti-fase ) indica que os neur6nios acoplados estdo predominantemente num estado de anti-fase,
como ilustrado nas Figs. 28(a2) e 29(a2). Quando os pardmetros de acoplamento (f3,7) sdo
suficientemente pequenos, o sistema de dois neuronios (5.1.2) permanece em um estado de
anti-fase, com estados quase sincronizados ocorrendo esporadicamente ao longo do tempo.

Com o aumento dos pardmetros de acoplamento (f3,7¥), observa-se uma redug¢do na
medida de antifase ), acompanhando a transi¢do entre os dominios vermelho e verde, por meio
das regides laranja e azul. Esta tendéncia indica claramente a ocorréncia de um estado intermi-
tentemente sincronizado induzido pela forca de acoplamento. Exemplos desse comportamento
podem ser visto nas Figs. 28 e 29, particularmente nos painéis (a3) a (a6).

Os dominios em magenta indicam valores de )y =~ 0, significando que o sistema de

dois neurdnios (5.1.2) atingiu um estado quase sincronizado, como mostrado nas Figs. 28(b7)
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e 29(b7). Percebemos que a transi¢do de anti-fase (dominios em amarelo) para sincronizagao
(dominios em magenta) no sistema de neurdnios acoplados € suave e regular e € essencialmente

independente da dindmica individual dos neurdnios.

5.6 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo, foram analisados os efeitos do acoplamento elétrico bidirecional sobre
a dindmica de dois neurénios FHN nao autbnomos, modelados por um sistema continuo de
equacdes diferenciais ordindrias de quatro dimensdes, com forcamento senoidal aplicado a ambos
os neurdnios. A dindmica individual de cada unidade € controlada por pardmetros intrinsecos
e externos, enquanto as intensidades de acoplamento sdo moduladas pelos pardmetros 3 e 7,
que controlam, respectivamente, a influéncia de N; sobre N, e vice-versa. Trés configuragdes
distintas foram consideradas, de acordo com os regimes dindmicos dos neurdnios isolados:
cadtico—cadtico, cadtico—periddico e periddico—periddico. A anélise sistemdtica do plano de
parametros (f3,y) permitiu identificar uma variedade de comportamentos do sistema acoplado,
incluindo transicdes dinamicas, padrdes de sincronizacdo, estruturas periddicas autossimilares e
regides de multiestabilidade. Os resultados evidenciam que a organizacio da dinamica do sistema
acoplado € fortemente determinada pela interacdo entre a natureza da dinamica individual de cada
neurdnio e a intensidade do acoplamento, contribuindo para o entendimento dos mecanismos de
coeréncia e complexidade em sistemas neuronais acoplados.

No primeiro cendrio analisado, considerou-se o acoplamento de dois neur6nios de FHN
idénticos, ambos operando em regime cadtico. A investigacdo revelou uma variedade de compor-
tamentos dindmicos organizados no plano de parimetros (f3,7), com destaque para os seguintes

aspectos:

* Supressao do caos via acoplamento: O acoplamento bidirecional é capaz de suprimir a
dinamica cadtica dos neur6nios individuais, induzindo padrdes periddicos de oscilacao.
Esse efeito estabilizador evidencia o papel modulador do acoplamento na transicao de

estados cadticos para regimes regulares.

* Delimitag@o de regides dindmicas distintas: O espaco de pardmetros (f3,7) exibe zonas
bem definidas associadas a comportamentos periddicos e cadticos. As transi¢oes entre
esses regimes ocorrem de forma estruturada, com faixas intercaladas que indicam a

complexidade da organizacdo dinamica do sistema.

» Coexisténcia de atratores (multiestabilidade): Foram identificados atratores periddicos e
cadticos coexistindo para os mesmos valores de parametros, confirmando a ocorréncia
de multiestabilidade. A evolucdo do sistema depende fortemente das condi¢des iniciais,

refletindo a diversidade de trajetdrias assintdticas possiveis.

* Diagramas de bifurcacdo: A andlise com base nos diagramas de bifurcacido revelou

mudangas significativas nos maximos locais da variavel y; em fun¢@o do pardmetro f3,
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permitindo visualizar transi¢des entre regimes e a coexisténcia de multiplos atratores em

determinadas regides do plano de pardmetros (f3,7).

* Estruturas periddicas autossimilares: A presenca de estruturas periddicas com autossimi-
laridade, tais como os dominios em forma de camardo, embutidas em regides de regime

cadtico do plano de parametros.

« Sincronizacio: A medida que a intensidade do acoplamento aumenta, observa-se uma
transicdo gradual entre estados assincronos e regimes de sincronizagao parcial ou quase
perfeita. Essa transicdo é mediada pela interacao entre os regimes dindmicos dos neurd-
nios, neste caso cadticos, com o acoplamento funcionando como mecanismo de coeréncia.
Em particular, o sistema atinge um estado intermitentemente sincronizado para certos
valores de acoplamento, aproximando-se de uma sincroniza¢io quase perfeita quando
x ~ 0. Essa transicao de anti-fase para sincronizagdo ocorre de forma suave e regular,

sendo amplamente independente das dinamicas individuais das unidades.

Em sintese, o acoplamento entre dois neurdnios cadticos idénticos modifica substancialmente a
dinamica do sistema acoplado, levando a supressao da dinamica caética, resultando no surgimento
de estruturas periddicas estdveis dentro de regides cadticas, anéis periddicos organizados em
padrdes espirais descontinuos e estruturas periddicas autosimilares semelhantes a camardes.
Regides de atratores coexistentes também foram observadas, destacando a multiestabilidade do
sistema.

No segundo cendrio investigado, foi analisado o acoplamento bidirecional entre dois
neurdnios de FHN, sendo um operando em regime periddico e o outro em regime cadtico. A
combinacgdo assimétrica das dinamicas individuais produz uma organiza¢do complexa no espaco

de fases, com destaque para os seguintes aspectos:

» Coexisténcia de atratores (multiestabilidade): A intera¢do entre neur6nios com comporta-
mentos distintos resulta na coexisténcia de atratores periddicos e cadticos. A trajetdria
assintotica do sistema depende criticamente das condi¢des iniciais e dos valores de acopla-
mento, configurando um regime multiestavel tipico de sistemas dissipativos ndo lineares.
Para explorar a existéncia de multiestabilidade, foram também gerados diagramas de
bifurcacdo, que revelam transi¢des abruptas entre atratores periddicos e cadticos a medida

que os parametros de acoplamento sdo variados.

* Delimitagdo de regides dindmicas: O plano de pardmetros (f3,y) apresenta faixas alterna-
das de comportamentos periddicos e cadticos. Regides cadticas frequentemente aparecem
intercaladas entre dominios regulares, evidenciando como o comportamento do sistema é

altamente sensivel a intensidade do acoplamento.
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* Presenca de estruturas periddicas autossimilares: Dentro das regides cadticas, identificam-
se estruturas periddicas com geometria caracteristica em forma de camarao, exibindo

autossimilaridade.

* Transicdo para sincroniza¢do: Observa-se uma transicao gradual entre estados assincro-
nos e estados de sincronizagdo parcial ou quase perfeita, a medida que se intensifica o
acoplamento. Essa transi¢do é mediada pela intensidade de acoplamento entre os regi-
mes distintos dos dois neurdnios, com o acoplamento funcionando como mecanismo
de coeréncia. Da mesma forma que para o caso anterior, o sistema atinge um estado
intermitentemente sincronizado para certos valores de acoplamento, aproximando-se
de uma sincronizacdo quase perfeita quando ) =~ 0. Essa transicdo de anti-fase para

sincronizagdo também € independente das dindmicas individuais das unidades.

Em resumo, o acoplamento entre um neurdnio periddico e outro cadtico promove uma dindmica
marcada por regides de regimes distintos, padrdes periddicos do tipo camardo com invariancia
de escala foram observados nos planos de parametros. A multiestabilidade também foi evidente,
com a coexisténcia de atratores permitindo transi¢des entre estados dindmicos dependendo das
condi¢des iniciais. Esses resultados também evidenciam a relevancia do acoplamento como
mecanismo controlador da dindmica do sistema acoplado, evidenciando um papel menos signifi-
cativo das dindmicas individuais dos neurdnios para o comportamento do sistema, principalmente
comparado ao papel da intensidade dos acoplamentos.

O terceiro cendrio analisado, considerou-se o acoplamento bidirecional entre dois neuro-
nios FHN idénticos, ambos operando em regime periddico. Em contraste com os casos anteriores,
este arranjo apresenta uma dinamica significativamente mais estdvel e organizada do sistema

acoplado, conforme descrito a seguir:

* Estabilizacdo da dinamica periddica: O acoplamento entre dois neurdnios que individual-
mente ja exibem comportamento periddico atua no sentido de preservar e reforcar essa
regularidade. Nao foram observadas transi¢cdes espontineas para regimes cadticos ou

dindmicas complexas ao longo do plano de pardmetros analisado.

* Auséncia de multiestabilidade: Diferentemente dos cendrios cadtico—cadtico e cad-
tico—periddico, ndo se verificou a coexisténcia de multiplos atratores para um mesmo
conjunto de parametros fixos. A auséncia de multiestabilidade sugere que a regulari-
dade periddica dos neurdnios individuais impde uma forte dominéancia sobre a dinamica

coletiva.

* Planos de pardmetros: O plano de pardmetros (f3,7) revela uma organizagdo homogénea,
caracterizada por uma Unica regido extensa de comportamento periddico. Essa configu-
racdo indica que, neste caso, o acoplamento atua essencialmente como mecanismo de

reforco da estabilidade dinamica.
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Em sintese, o acoplamento entre dois neurdnios periddicos idénticos preserva e fortalece a
regularidade da dindmica, destacando o papel estabilizador do acoplamento simétrico em sistemas
cuja dinamica individual ja € regular. O acoplamento periddico-periddico revelou que o plano de
parametros estava confinado a uma unica regido, refletindo um comportamento periddico estavel
sem dindmica cadtica. O acoplamento estabilizou o sistema, levando a dinamica periddica.

Ambos os casos apresentaram regioes de multiestabilidade, com a coexisténcia de atra-
tores periddicos e cadticos para determinadas regides dos planos de paradmetros, permitindo
transi¢des entre estados dinamicos dependendo das condig¢des iniciais (Nicolau et al., 2019). Por
outro lado, o cendrio periddico—periddico revelou uma organiza¢cao mais simples e estdvel no
espaco de parametros.

No que diz respeito as propriedades de sincroniza¢do, o aumento dos parametros de
acoplamento induz uma transi¢do de estados assincronos para sincronizados. Nos casos cadtico-
cadtico e cadtico-periddico, a sincronizacao evoluiu de estados intermitentes para uma sincro-
nizacdo quase perfeita a medida que a intensidade do acoplamento aumentava. Foi observada
uma transi¢do consistente dos estados de anti-fase para sincronizados, ocorrendo independente-
mente da dindmica individual dos neurdnios. No caso periddico-periddico, a sincronizagdo foi
facilmente alcancada devido a estabilidade do estado periédico. Em ambos os casos, o aumento
progressivo das intensidades de acoplamento (f3,7) induziu uma transi¢do dindmica, de um
estado assincrono, passando por sincronizagdo intermitente, até a ocorréncia de sincronizacao
quase perfeita. Essa evolucdo gradual mostra que o acoplamento € capaz de modular a sin-
cronizagdo do sistema acoplado mesmo em sistemas com dinamicas individuais complexas e
distintas.

Em resumo, o estudo destaca o papel fundamental da fun¢do de acoplamento e da intensi-
dade na influéncia da sincronizacao e na supressdo do comportamento cadtico em um modelo
de neurdnio FHN sinusoidalmente acoplado. No que diz respeito a influéncia do acoplamento
na dindmica, os resultados mostraram que este desempenha um papel crucial na supressao do
comportamento cadtico. o espaco de parametros de dois modelos de neurénios FHN eletrica-
mente interagindo revela uma grande complexidade, caracterizada pela coexisténcia de multiplos
atratores e estruturas periddicas estdveis entrelagcadas em dindmicas cadticas. Os resultados
indicam que o aumento da forca de acoplamento pode fazer a transicdo do sistema de um
comportamento cadtico para um comportamento periédico. Uma descoberta notdvel € que, para
neurdnios FHN ndo autdénomos acoplados, a dindmica individual dos neurdnios desempenha um
papel menos significativo no processo de sincroniza¢do em comparag¢ao com estudos anteriores
sobre modelos de neurdnios autobnomos (Cambraia et al., 2023; Ngongiah et al., 2023). Isso
sugere que a dinamica de acoplamento € mais influente na determinacao da sincronizacdo do que
as propriedades intrinsecas dos neurdnios individuais. O estudo identifica uma transi¢ao clara
de estados assincronos para estados sincronizados a medida que a intensidade de acoplamento
aumenta. Essa transicdo € fundamental para entender como a sincronizaciao pode ser alcancada

em redes neurais, o que € fundamental para processos como comunicacio neural e processamento
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de informagdes. Os resultados obtidos com este estudo t€ém amplas implica¢des para o campo da
neurociéncia, particularmente na compreensao de como os fendmenos de sincroniza¢ao podem

afetar a comunicacdo neural e o processamento de informacdes.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta dissertagcdo teve como objetivo investigar os efeitos do acoplamento elétrico e do
for¢camento externo sobre a dinAmica de neuronios descritos pelo modelo de FHN, considerando
duas configuracgdes distintas: (i) acoplamento unidirecional com for¢amento aplicado ao neurd-
nio mestre (Capitulo 4); e (ii) acoplamento bidirecional com forcamento externo atuando sobre
ambos os neurdnios (Capitulo 5). O modelo FHN possibilitou a andlise de comportamentos
dindmicos a partir de uma estrutura matemadtica reduzida, mas capaz de preservar caracteristi-
cas fundamentais da excitabilidade neuronal. Essa abordagem torna o modelo especialmente
adequado para o estudo de mecanismos emergentes em sistemas neuronais acoplados.

Na configuracio unidirecional analisada no Capitulo 4, investigou-se como o regime
dindmico do neur6nio mestre (Ny), submetido a um forcamento senoidal externo, influencia a
dindmica do sistema acoplado. O estudo mostrou que a dindmica individual de N, que pode
ser periddica, quase-periddica ou cadtica, desempenha um papel central na determinagdo dos
comportamentos coletivos do sistema. A partir da construgdo de planos de pardmetros (Y, a;)
e da andlise qualitativa e quantitativa dos regimes, as seguintes conclusdes principais foram
obtidas:

* Influéncia determinante da dinamica de Ni: O comportamento assinttico do neurdnio
mestre exerce papel dominante na definicdo da dindmica global do sistema acoplado. A
sua evolugdo temporal, ao interagir com o neurdnio subordinado, impde caracteristicas

dindmicas que se propagam ao longo do acoplamento.

* Propagacdo das caracteristicas dinamicas de Ni: A natureza do regime de N; (periddico,
quase-periddico ou cadtico) é refletida no sistema acoplado, demonstrando que os padrdes
oscilatdrios impostos pelo forcamento externo sobre o mestre sdo transmitidos ao escravo

via acoplamento.

* Regime periddico em Ni: Quando N opera em regime periddico, o sistema exibe uma rica
variedade de estruturas periddicas estdveis nos planos de parametros, incluindo sequéncias
de adicdo de periodo e linguas de Arnold. Além disso, identificou-se a presenca de

multiestabilidade, com coexisténcia de atratores periddico-periddico e periddico—cadtico.

* Regime quase-periddico em Np: No caso em que o neurdnio mestre exibe dindmica quase-
periddica, observa-se uma dréastica reducao de regides periddicas no sistema acoplado.
Os planos de pardmetros passam a ser dominados por dinamicas quase-periddicas e
cadticas, sugerindo que o regime quase-periddico do mestre compromete a sustentacao

de trajetdrias periddicas no sistema acoplado.

* Regime cadtico em N;: Quando N; encontra-se em regime caético, as dindmicas re-
sultantes do sistema acoplado sdo marcadas pela predominéncia de regides cadticas e

hipercadticas. Destaca-se a presenca de hipercaos transiente, cuja extensao no plano
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de pardmetros mostrou-se sensivel ao tempo total de integracdo utilizado, sugerindo a

ocorréncia de transi¢des lentas para dinamicas regulares ou menos instaveis.

Na configuracdo bidirecional, em que ambos os neurdnios estao sujeitos a forcamento se-
noidal e acoplados por intensidades assimétricas de acoplamento elétrico, os principais resultados

obtidos podem ser organizados da seguinte forma:

* Transic@o para sincronizagdo induzida pelo acoplamento: O aumento progressivo dos
pardmetros de acoplamento (f3,7) promove uma transi¢do clara entre regimes dindmi-
cos coletivos. Inicialmente assincrono, o sistema passa por estados de sincronizagao
intermitente até atingir sincronizagdo quase perfeita, estdvel e sustentada pela forca de

acoplamento.

* Reducgido do papel da dindmica individual: Observou-se que, ao contrario do esperado
em modelos autdnomos, a dindmica individual de cada neurdnio tem influéncia reduzida
na determinacao do estado sincronizado. O acoplamento passa a desempenhar o papel

predominante na organizagdo coletiva da dindmica.

* Supressao do caos e emergéncia de periodicidade: Em cendrios com pelo menos um
neurdnio em regime cadtico (casos cadtico—cadtico e cadtico—periddico), o acoplamento
bidirecional mostrou-se capaz de suprimir o comportamento cadtico e induzir a emer-
géncia de padrdes periddicos organizados, inclusive estruturas auto-similares como os

dominios do tipo camarao.

* Ocorréncia de multiestabilidade: Verificou-se a presenca de multiplos atratores coexis-
tentes no espaco de fases, indicando que o sistema pode evoluir para diferentes estados
(periddicos ou cadticos), a depender das condi¢des iniciais. Essa caracteristica reforca a

complexidade da dindmica coletiva sob acoplamento.

* Interacdo entre acoplamento e forcamento externo: A andlise mostrou que a intensidade
e a natureza do acoplamento, combinadas com o forcamento senoidal, desempenham um
papel central na determinacdo da estabilidade, da organizacdo do espaco de parametros e

dos padrdes de sincronizagdo do sistema.

Ao considerarmos exclusivamente os efeitos do acoplamento elétrico, seja na confi-
guracao unidirecional, seja na bidirecional, torna-se evidente que este parametro atua como
um dos principais mecanismos de controle dos regimes dindmicos do sistema. No contexto
unidirecional, y atua como mediadora da “sensibilidade” do neurénio N, a dindmica imposta por
N1, condicionando sua resposta tanto ao forcamento externo quanto as variacdoes na dinamica
individual de N;. A andlise dos planos de parimetros (7, a;) revela que a variagdo de y exerce
influéncia significativa sobre a organizagdo das regides periddicas, quase-periddicas e cadticas.

Quando N; opera em regime periddico, observa-se a emergéncia de dominios estruturados e
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intercalados, com fronteiras dindmicas moduladas pela intensidade do acoplamento. Como foi
evidenciado nos diagramas de bifurcacdo, a medida que Y varia, o sistema apresenta sequéncias
de adi¢do de periodo, caracterizadas por transi¢des sucessivas entre estados peridédicos com
nimero crescente de periodos. Esse fendmeno € fortemente modulado pelo acoplamento, que
regula a “sensibilidade” de N, a dindmica de Ny, possibilitando a formacao dessas estruturas
periddicas organizadas.

Na configuragcdao com acoplamento bidirecional, por outro lado, os pardmetros de aco-
plamento 3 e ¥y ndo apenas regulam a intensidade da intera¢do mitua entre os neurdnios, como
também exercem papel central na organizacdo coletiva da dindmica, favorecendo estados de
sincronizacdo e suprimindo regimes cadticos. Nesse contexto, a auséncia de uma imposi¢cao
unilateral da dindmica por parte de um tnico neurdnio evidencia que a organiza¢dao do compor-
tamento global emerge da reciprocidade das interagcdes, o que refor¢a o papel estruturante do
acoplamento bidirecional na coordenagao das dinamicas individuais. Nesse sentido, a intensidade
do acoplamento desempenha um papel crucial na mediagdo da transi¢@o entre diferentes regimes
dindmicos.

No cendrio composto por dois neur6nios idénticos em regime cadtico, o aumento da
intensidade dos acoplamentos 8 e ¥ induz uma transi¢do progressiva para comportamentos mais
regulares. A supressdo do caos observada nesse contexto evidencia o papel do acoplamento como
mecanismo de controle dinamico, capaz de favorecer a emergéncia de regimes periddicos. A
andlise dos planos de pardmetros (f3,y) revela regides organizadas, em que estruturas periddicas
emergem dentro de regides de dinamica cadtica. Tais efeitos também se refletem no estudo da

sincronizacdo, conforme descrito a seguir:

« Acoplamento fraco (8,7~ 1073): Os neurdnios mantém comportamentos cadticos in-
dependentes, com sincronizacgao rara e transitéria. A dindmica assincrona domina, mas

pequenas correlacdes podem surgir esporadicamente.

* Acoplamento moderado (8,7~ 1072 e B,7~ 10~1): O caos é suprimido em certas

regioes do plano de pardmetros, dando lugar a estruturas periddicas estdveis.

» Acoplamento forte (3,7 > 0.4): O sistema atinge sincronizagio quase perfeita. O caos é

completamente suprimido, € 0 comportamento coletivo torna-se periddico.

O aumento dos pardmetros de acoplamento 3 e ¥ induz uma transi¢ao gradual entre trés estados de
sincronizacao distintos: (i) estados assincronos, nos quais N; e N, operam de forma independente;
(ii) estados de sincronizagdo intermitente, caracterizados por episddios de sincroniza¢do quase
perfeita alternados com estados assincronos; e (iii) estados de sincronizagdo quase completa,
observados para 8 = ¥ = 1, nos quais os neurénios N; e N, mantém comportamentos altamente
sincronizados ao longo do tempo.

No caso em que um neurdnio cadtico € acoplado a outro em regime periddico, os para-

metros de acoplamento 3 e ¥ desempenham um papel central na reorganizagao das dindmicas
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coletivas. O aumento da intensidade de acoplamento revela a presenca de estruturas periddicas au-
tossimilares embutidas em regides cadticas do espaco de parametros. Nesse caso, a sincronizagao
entre os neurdnios depende predominantemente da for¢a do acoplamento, sendo a contribui¢io da
dindmica individual consideravelmente menos significativa. A seguir, apresentamos os diferentes

regimes sincronizados observados conforme a intensidade de acoplamento € incrementada:

« Acoplamento Fraco (8,7~ 1073): O sistema permanece predominantemente assfncrono,
com eventos raros de sincroniza¢do quase perfeita. O neurdnio cadtico e o periédico

mantém comportamentos distintos, com pouca influéncia mutua.

+ Acoplamento Moderado (8,7 ~ 10~2): Surgem estados intermitentes de sincronizacio
quase perfeita, onde os neurdnios exibem comportamentos temporariamente alinhados,
mas retornam a dindmicas assincronas. A frequéncia desses eventos aumenta com a

intensidade do acoplamento.

* Acoplamento Forte (8,7 > 10~1): O sistema atinge estados quase perfeitamente sincro-

nizados, onde as diferencas entre as dinAmicas dos neurdnios tornam-se minimas.

Em ambos os cendrios analisados, cadtico-cadtico e cadtico-periddico, a elevagcao da
intensidade do acoplamento promove transi¢des graduais entre estados dinamicos distintos:
partindo de comportamentos assincronos, passando por sincronizac¢des intermitentes, até alcancar
sincronizacoes quase completas. No caso cadtico-cadtico, esse processo € evidenciado pela
redugdo progressiva da medida de anti-fase y, que tende a zero conforme 8 e ¥ aumentam,
indicando o alinhamento das fases neurais. De forma andloga, na configuracdo cadtico-periddico,
o sistema evolui de estados com sincroniza¢ao parcial de curta duracdo para sincronizagdes
sustentadas, induzidas pelo acoplamento. Em ambos os casos, os planos de parimetros (f3,7)
mapeiam claramente essas transi¢des, evidenciando o papel do acoplamento como parametro
critico na supressao do caos, na organizacao de estruturas periddicas e na promogdo de estados
sincronizados, independentemente da dindmica individual dos neurdnios.

A andlise comparativa entre os sistemas de neurdnios FHN acoplados unidirecional
e bidirecionalmente revela diferencas fundamentais quanto ao papel da dindmica individual
na configuracdo do comportamento coletivo. No caso do acoplamento unidirecional, como
discutido anteriormente, a dinamica do neurdnio mestre Ny exerce influéncia predominante sobre
a unidade receptora N,. Embora essa influéncia se intensifique com o aumento da intensidade
de acoplamento, N, ainda pode preservar tragos de sua dindmica intrinseca em regimes de
acoplamento fraco. A auséncia de retroalimentacdo de N, para N; implica que a evolugao
coletiva do sistema € altamente sensivel as transicoes dindmicas do neur6nio mestre, o que
permite concluir que, nesse cendrio, a dinamica individual de Ny possui papel determinante na
organizacdo global da dinamica.

Em contraste, no caso do acoplamento bidirecional, o comportamento coletivo emerge

de uma interacdo mitua entre os neurdnios, o que reduz significativamente a influéncia isolada
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da dindmica de cada unidade. Quando os pardmetros de acoplamento 3 ¢ ¥ atingem valores
suficientemente elevados (por exemplo, B = ¥y > 0,4), observa-se a supressdo do comportamento
cadtico e a estabilizacdo de drbitas periddicas sincronizadas. Essa transicdo evidencia que a
intensidade e a simetria do acoplamento tornam-se os principais reguladores da dinadmica do
sistema, superando a contribui¢do das dindmicas individuais. A organizacao reciproca imposta
pelo acoplamento bidirecional promove uma estruturagio robusta do comportamento coletivo,
especialmente em termos de sincronizacao e ordenamento das regides periddicas no espago de
parametros.

Essas diferencas tornam-se ainda mais evidentes ao se comparar os planos de parametros
obtidos em ambas as configura¢des. No regime unidirecional, o caos tende a prevalecer em N, e
ndo se observam janelas de periodicidade bem definidas, reflexo da assimetria do acoplamento. Ja
no sistema com acoplamento bidirecional, a supressdo do caos ocorre de modo mais expressivo,
com a emergéncia de dominios periddicos estaveis, organizados em padrdes estruturados e
recorrentes ao longo do espago de parametros.

Em sintese, enquanto a dindmica individual apresenta papel significativo no caso do
acoplamento unidirecional, os resultados mostram que, na configuracao bidirecional, a inten-
sidade e a simetria do acoplamento se consolidam como os principais fatores de controle da
dinamica coletiva. Esses achados reforcam a interpretacdo de que o acoplamento bidirecional
opera como um mecanismo de coordenacdo dindmica, promovendo sincronizacdo e organizagao
global, independentemente das caracteristicas intrinsecas dos neur6nios individuais.

O forcamento externo exerce papel central na modulagdo da dinamica dos neurdnios do
tipo FHN, influenciando diretamente os regimes dindmicos observados tanto em sistemas com
acoplamento unidirecional quanto bidirecional. A aplicacdao de um estimulo elétrico periddico
atua como elemento controlador primdrio das dindmicas individuais, induzindo comportamen-
tos periddicos, quase-periddicos ou cadticos, dependendo dos parametros do sinal senoidal
(J(t) = Asen(wt)). Além de configurar a dinimica de cada unidade, o forcamento influencia a
multiestabilidade do sistema e a complexidade das estruturas emergentes no espaco de parame-
tros, revelando potencial para aplicagdes no controle dindmico de redes neurais artificiais ou
bioldgicas.

Na configuracao unidirecional, o estimulo periddico € aplicado exclusivamente ao neuro-
nio mestre (N), que passa a ditar a dindmica global do sistema. A natureza do regime de Ny,
seja ele periddico, quase-periddico ou cadtico, é determinada diretamente pelo forcamento
externo, e essa dindmica se propaga para o neurdnio escravo (N,) via acoplamento. Observa-se
que, sob forcamento periddico, surgem padrdes organizados no espaco de parametros, como as
chamadas estruturas do tipo camardo e linguas de Arnold. Por outro lado, quando N; apresenta
comportamento cadtico, o sistema acoplado pode exibir regimes cadticos, hipercadticos ou
hipercadticos transitérios, com fronteiras dindmicas sensivelmente moduladas pela intensidade
do acoplamento.

Ja no acoplamento bidirecional, ambos os neurdnios recebem o mesmo forcamento
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externo, o que configura inicialmente seus regimes dindmicos antes da interacdo. Essa simetria
permite a exploracao de diferentes combinagdes, como pares cadtico-cadtico, periddico-cadtico
ou periddico-periddico, e revela que, embora o forcamento continue moldando a dindmica
individual, a interacdo mutua entre os neurOnios passa a ser o principal fator na organizacao do
comportamento coletivo. De fato, os resultados indicam que a transicao para estados sincroniza-
dos ocorre de forma suave e continua, independentemente da natureza dos regimes individuais,
evidenciando a forte influéncia do acoplamento sobre o forcamento na dindmica coletiva.

Portanto, o forcamento externo € decisivo para estabelecer as dindmicas de base em cada
neurdnio e contribui para a emergéncia de multiestabilidade, padrdes estruturados e transi¢des
entre regimes. No entanto, sua influéncia na organizagdo do sistema acoplado é modulada pela
configuracdo e intensidade do acoplamento. No regime unidirecional, a influéncia do forcamento
se propaga de forma hierdrquica via o neur6nio mestre. Ja no acoplamento bidirecional, a reci-
procidade das interacdes entre os neurdnios pode suplantar as dindmicas individuais, destacando
0 acoplamento como o principal mecanismo estruturante da dindmica do sistema.

Entre os resultados mais expressivos obtidos nos estudos com acoplamento unidirecional
e bidirecional, destaca-se a recorréncia da multiestabilidade, fendmeno caracterizado pela coe-
xisténcia de multiplos atratores para um mesmo conjunto de parametros. Essa propriedade foi
identificada e analisada por meio de diversas ferramentas qualitativas e quantitativas, conforme

descrito a seguir:

* Atratores coexistentes: Foram observadas regides no espaco de parametros em que o
sistema admite multiplos atratores assintéticos, sendo a trajetéria final determinada
exclusivamente pelas condi¢gdes iniciais. Ambos os estudos evidenciam a coexisténcia de
diferentes combinacdes de atratores, como atratores cadticos e periddicos (ex.: periodo-3,
periodo-6, periodo-15 e periodo-30), bem como a coexisténcia de multiplos atratores

cadticos ou multiplos periédicos de diferentes ordens.

* Bacias de atragdo: A estrutura das bacias foi utilizada para caracterizar visualmente a
sensibilidade do sistema as condi¢des iniciais. Cada atrator apresenta uma bacia cor-
respondente, e pequenas variagdes nas condig¢des iniciais podem conduzir a trajetdrias
qualitativamente distintas. As bacias exibem fronteiras complexas entre dominios cadti-
cos e periddicos. Para ilustrar essa sensibilidade, ambos os trabalhos constroem se¢des

transversais em planos especificos de condi¢des iniciais:

— No caso do acoplamento unidirecional, essas se¢des sdo geradas no plano (x29,y20),
permitindo identificar dominios de atracdo de atratores periddicos (como periodos

15 e 30, em preto e verde) e cadticos (em amarelo).

— No caso do acoplamento bidirecional, essas se¢des sdo geradas no plano (xjo,y10)
com valores fixos de (xp9,y20), destacando regides associadas a atratores cadticos

(vermelho) e periddicos (preto, como no caso de periodo-3).
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* Diagramas de bifurcacdo: A multiestabilidade também se manifesta em diagramas cons-
truidos com a técnica de seguir o atrator a medida que um pardmetro (como 3 ou y) é
variado em ambas as dire¢des. A ndo coincidéncia entre os ramos obtidos para o aumento
e para a diminuicdo do parametro constitui forte evidéncia da presenca de atratores

coexistentes.

* Planos de parametros: no caso do acoplamento unidirecional, em que sdo identificadas
regides nos planos de (7,a,) por meio da comparagdo entre planos gerados com diferentes
condicdes iniciais. Quando o comportamento assintético do sistema depende da condicio
inicial para um mesmo ponto no espaco de parametros, a presenga de multiestabilidade é

confirmada.

De maneira geral, os resultados obtidos nos dois estudos realizados nesta dissertacao,
referentes aos efeitos dos acoplamentos unidirecional e bidirecional e do forcamento externo
senoidal, evidenciam uma ampla variedade de regimes dinamicos, moldados profundamente
tanto pela configuracio de acoplamento quanto pelas caracteristicas do estimulo externo. Em
ambos o0s casos, observou-se a emergéncia de multiestabilidade como fendmeno recorrente.

Um aspecto adicional marcante nas duas configuragdes estudadas € a presenca de estrutu-
ras complexas no espago de parametros, como padrdes periddicos do tipo camarao, linguas de
Arnold e, no caso bidirecional, espirais descontinuas. Tais padrdes refletem zonas organizadas
de periodicidade imersas em regides cadticas, associadas a geometria dos atratores no espaco de
fases e as bifurcagdes que surgem com a variagdo dos parametros. Essas estruturas sao caracte-
risticas de sistemas dindmicos ndo lineares e dissipativos sob forcamento externo, sugerindo a
presenca de organizacdo fractal e auto-organizada entre diferentes regimes dinamicos.

Ambos os estudos também reforcam o papel central de correntes externas € mecanismos
de acoplamento na regulacdo da dindmica neuronal, apontando caminhos promissores para
o controle de osciladores acoplados. Um resultado notdavel € que o acoplamento bidirecional
entre dois neurdnios cadticos pode suprimir o caos individual, promovendo a emergéncia de
dinamicas periddicas. Notavelmente, essa supressao de caos ocorre com maior facilidade no
acoplamento bidirecional do que no unidirecional, especialmente na auséncia de forcamento
externo ou quando o neur6nio mestre cadtico transmite sua dindmica de forma assimétrica.

Para neur6nios FHN acoplados bidirecionalmente e sujeitos a forcamento periddico,
as dindmicas individuais, periddica ou cadtica, desempenham papel secundério na inducao da
sincronizacdo. A transi¢do para estados sincronizados ocorre de forma suave e regular, sendo
essencialmente determinada pela intensidade do acoplamento. Nao foram identificadas regides de
hipercaos nessa configuracdo, o que sugere um efeito estabilizador promovido pela reciprocidade
da interacdo. Em contraste, no sistema com acoplamento unidirecional, a dindmica do neurdnio
mestre exerce influéncia dominante sobre a evolucdo do sistema, caracterizando uma estrutura
hierdrquica na transmissao dos regimes dinamicos. A propagacdo da dindmica do mestre € parti-

cularmente expressiva: se este opera em regime periddico, tende-se a sincronizagdo periddica;
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se cadtico, podem emergir regides de hipercaos e hipercaos transiente, fendmenos ausentes na
configuragdo bidirecional. A dindmica do escravo, portanto, € fortemente condicionada pela
oscilacdo do mestre, com padrdes periddicos bem definidos surgindo apenas quando N; estd em
regime periddico, e sendo suprimidos nos casos em que N apresenta comportamento cadtico ou
quase-periddico. Essas observacdes revelam que, enquanto o acoplamento bidirecional favorece a
estabilidade e a sincroniza¢do, minimizando a influéncia das dindmicas locais, o acoplamento uni-
direcional tende a amplificar os efeitos da dindmica do mestre, inclusive facilitando a emergéncia
de hipercaos.

Esses resultados refor¢cam a tese central desta dissertagdo: a dindmica dos sistemas estu-
dados emerge da interagdo entre a configuracao do acoplamento, bem como a sua intensidade,
e a presenca de forcamentos externos. Esses elementos reorganizam os comportamentod di-
namicos no espaco de parametros e promovem a transi¢do entre comportamentos complexos
como sincronizagdo, supressdo do caos e multiestabilidade. A recorréncia desses fendmenos sob
diferentes configuracdes sugere que tais propriedades sdo robustas frente a variagdes estruturais,
consolidando os modelos de neurdnios acoplados do tipo FHN como ferramentas tedricas e
computacionais valiosas para o entendimento e controle da atividade neuronal em sistemas

acoplados.
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