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RESUMO

Neste trabalho, investigamos o modelo de neurénio Huber—Braun discretizado (Discrete
Huber-Braun — DHB) sob a perspectiva da Teoria dos Sistemas Dindmicos Nao-Lineares.
Concebido como uma versao simplificada do modelo Hodgkin—-Huxley (HH), o DHB
preserva mecanismos essenciais da excitabilidade neuronal, a0 mesmo tempo em que reduz
substancialmente o custo computacional. O foco deste estudo recai sobre a identificacao e
caracterizagao de regimes dinamicos por meio da variacao sistematica de parametros, com
o objetivo de elucidar o significado biofisico dos comportamentos observados. Para isso,
empregam-se ferramentas numéricas e qualitativas, incluindo diagramas de bifurcacao,
calculo de expoentes de Lyapunov e mapeamento do espaco de parametros. Os resultados
revelam regides de multiestabilidade, nas quais distintos atratores coexistem para valores
idénticos de parametros. Esse fenomeno apresenta implicagoes funcionais relevantes para
memoria, processamento paralelo e alternancia de padroes em redes neurais, mas também
pode comprometer a confiabilidade do processamento de informacoes. A analise aqui
desenvolvida refor¢a a relevancia do modelo DHB para compreender as condigoes sob as
quais comportamentos multiestaveis e cadticos emergem em sistemas neuronais, mesmo
na auséncia de acoplamento sindptico ou ruido externo. Este trabalho contribui para o
estudo de modelos discretizados de neuronios bioldgicos, evidenciando seu potencial para

a analise de comportamentos complexos em sistemas excitatorios.

Palavras-chave: Dinamica neuronal. Modelo Huber-Braun. Biofisica. Mapas. Multiesta-
bilidade.



ABSTRACT

In this work, we investigate the discretized Huber—Braun neuron model (Discrete Hu-
ber—Braun — DHB) from the perspective of Nonlinear Dynamical Systems Theory. Con-
ceived as a simplified version of the Hodgkin-Huxley (HH) model, the DHB formulation
preserves essential mechanisms of neuronal excitability while substantially reducing com-
putational cost. The focus of this study lies on the identification and characterization of
dynamical regimes through a systematic variation of parameters, aiming to elucidate the
biophysical significance of the observed behaviors. To this end, we employ both numerical
and qualitative tools, including bifurcation diagrams, Lyapunov exponent calculations, and
parameter space mapping. The results reveal regions of multistability, where distinct at-
tractors coexist for identical parameter values. This phenomenon has important functional
implications for memory, parallel processing, and pattern switching in neural networks, yet
it may also compromise the reliability of information processing. The analysis presented
here underscores the relevance of the DHB model for understanding the conditions under
which multistable and chaotic behaviors emerge in neuronal systems, even in the absence
of synaptic coupling or external noise. This work contributes to the study of discretized
biological neuron models, highlighting their potential for analyzing complex behaviors in

excitable systems.

Keywords: Neuronal dynamics. Huber-Braun model. Biophysics. Maps. Multistability.
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Diagrama de bifurcacao e expoente de Lyapunov do mapa
logistico. O diagrama superior em preto mostra os pontos assintoticos
x; em funcao de u, evidenciando bifurcacoes de periodo dobrado. A
curva inferior em azul representa o expoente de Lyapunov A, indicando
regimes estaveis (A < 0) e cadticos (A > 0). As linhas verticais vermelhas
sinalizam valores criticos de p correspondentes as bifurcacoes.

Morfologia basica de um neurénio. Em (a), os neurénios da regiao
do hipocampo estao destacados em verde, enquanto as células gliais
aparecem em vermelho, evidenciando a organizagao celular dessa re-
giao cerebral. Na representacgao (b), observa-se a morfologia tipica do

neuronio, composta pelo corpo celular, dendritos, axénio e terminais
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pré-sindpticos, essenciais para a conducao e transmissao de sinais elétricos. 61

Membrana plasmatica. Estrutura composta por duas camadas de
fosfolipidios organizadas de modo que suas regides hidrofobicas (as
caudas lipidicas) ficam voltadas para o interior da membrana, enquanto
as regioes hidrofilicas (os grupos fosfato) permanecem em contato com
os meios intra e extracelular. .

Ilustracao do equilibrio eletroquimico em uma célula seleti-
vamente permeavel ao ion K*. Os fons de sodio, potéssio e cloro
sao representados, respectivamente, pelas particulas nas cores vermelha,
preta e branca. Em (a) a for¢a motriz existente é a gerada pelo gradiente
de concentragdo. No quadro (b) o acumulo de cargas de sinais opostos
nas superficies interna e externa da membrana originam um campo
elétrico e, portanto, uma forga elétrica. Em (c) ocorre o equilibrio entre
a forca motriz quimica e elétrica e é a acao da Bomba de calcio que
mantém retorna o valor das concentracoes de fon potéssio e o potencial
de repouso é estabelecido. Em (d) o sistema retorna ao estado do quadro
(a).

Configuragao de uma membrana permeével a ions. Representacao
esquematica de uma membrana bioldgica homogénea de espessura §.
As faces interna e externa da membrana correspondem a r = 0 e
x = 0, respectivamente. As concentragoes do ion nas regioes adjacentes
a membrana sao indicadas por [Clio (interna) e [Clexs (externa),
enquanto [Cli, e [Cext representam concentragoes variaveis ao longo da

membrana.
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Estrutura do canal voltagem-dependente de sédio. Representagao
esquematica do canal seletivo ao fon Na', cuja abertura é regulada por
variagoes no potencial de membrana. Em (a), observa-se a subunidade
a, que formam quatro dominios homélogos (DI-DIV), cada um com
seis segmentos transmembranares (S1-S6). O segmento S4 atua como
sensor de voltagem e os segmentos S5—S6 formam o poro central. A
subunidade § em roxo exerce fungdo moduladora. Em (b), destaca-se
o filtro de seletividade P, responsével pela passagem preferencial de
ions Na™. Em (c), apresenta-se os quatro dominios conectados pelas
alcas intracelulares e extracelulares que contribuem para os processos
de ativacao e inativacao docanal. . . . . . . . . . ... ...
Estados funcionais do canal de s6dio voltagem-dependente.
Em (a) o canal encontra-se fechado, porém ativavel. Em (b) o canal
estd ativo com a abertura induzida pela movimentagao do segmento S4
(estrutura amarela). Em (c) o canal esta aberto, mas inativo devido a
alca de inativacao que bloqueia fisicamente o poro. . . . . . . .. . ..
Potencial de acao. Variacao temporal do potencial de membrana
V,» em resposta a um estimulo supralimiar. O processo inicia-se com a
despolarizacao, decorrente da abertura dos canais de sdédio voltagem-
dependentes (VGSCs) e do consequente influxo de Nat. Em seguida,
ocorre a repolarizacao, caracterizada pelo fechamento dos VGSCs e
abertura dos canais de potéssio voltagem-dependentes (VGKCs), pro-
movendo o efluxo de K*. O periodo refratario absoluto corresponde
ao intervalo em que novos potenciais de agao nao podem ser gerados,
seguido do periodo refratario relativo, no qual o limiar de excitacao
é temporariamente elevado. Por fim, observa-se a hiperpolarizacao,
causada pela demora no fechamento dos VGKCs, antes da membrana
retornar ao potencial de repouso. . . . . .. ...
Técnica de Voltage-Clamp. llustracao do experimento realizado com
o axoOnio gigante da lula para o controle e registro das variagoes de
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Circuito equivalente da membrana neuronal. Representacao esque-
maética do circuito equivalente proposto por Hodgkin e Huxley (HODG-
KIN; HUXLEY, 1952) para reproduzir o comportamento eletrofisiol6gico
da membrana de um neurénio observado experimentalmente. A esquerda,
ilustram-se os principais fons que atravessam a membrana (Na®, K+ e
C1l7) movendo-se através dos seus respectivos canais idnicos seletivos,
representados pela correspondéncia de cores. A direita, apresenta-se
o circuito correspondente: o capacitor C,, representa a capacidade da
membrana de armazenar cargas elétricas; as resisténcias Rya., Rk € Ry
modelam a condutancia especifica dos canais de sédio, potéssio e de
vazamento (leak), respectivamente; e as fontes de potencial Vy,, Vk e Vj
correspondem aos potenciais de equilibrio de cada ion, determinados pe-
las suas concentragoes intra e extracelulares. A corrente I, representa
uma corrente externa aplicada experimentalmente.

Abertura do canal de s6dio voltagem-dependente. Trés dominios
ativadores devem estar simultaneamente ativos para permitir a abertura
do poro.

Padroes de disparo neuronal. (a) Padrao de disparo toénico (b)
Padrao de disparo em rajadas. .

Circuito equivalente HB. O modelo HB acrescenta ao circuito equi-
valente de HH duas correntes idnicas adicionais, responséveis pela mo-
dulacao dos potenciais de agao do neurénio, ampliando as possibilidades
de padroes de disparo possiveis.

Diagrama de regimes. As cores representam diferentes regimes di-
namicos, em amarelo a dinamica cadtica, em preto regular, em ciano
regides de bifurcacao e em vermelho divergéncia numeérica. Em (a)

diagrama gy, X ¢; e (b) diagrama gy, x T
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Diagrama de Lyapunov no espaco de parametros gn, X 7. O
painel (a) apresenta o calculo do maior expoente de Lyapunov \; para
a varredura no sentido crescente de gn, (forward), enquanto o painel (b)
mostra o resultado obtido na varredura decrescente (backward). As cores
indicam o valor de A\; em cada ponto do espaco de parametros: o gradi-
ente do branco ao preto representa valores negativos (comportamentos
estéaveis, associados a pontos fixos ou érbitas periddicas estaveis); o ciano
indica A\; =~ 0, caracterizando condigoes de bifurcacao; e a escala que
vai do azul ao amarelo corresponde a \; > 0, identificando regioes de
dindmica caotica. As areas em vermelho indicam divergéncia numeérica.
As regides destacadas por mq, ms e ms delimitam zonas de multiestabi-
lidade, nas quais coexistem diferentes atratores para o mesmo conjunto
de parametros. A comparagao entre os painéis evidencia a sobreposi¢ao
de areas estaveis e cadticas, confirma a presenca de miltiplas solugoes
atratoras no modelo DHB. . . . . . .. ... ... ... ..
Selecao de trajetoria no espago de paradmetros gna, X 7. A reta
de varredura paramétrica atravessa as regioes ml e m2, sendo os pontos
destacados os pares de parametros selecionados para analise detalhada.
Os pontos destacados indicam pares de parametros escolhidos para
investigagao. . . . . . ... e
Diagrama de bifurcacao do potencial de membrana V,, em
funcao do parametro 7. O painel (a) mostra a evolugao do potencial
de membrana V,,, conforme o parametro T' é variado ao longo da reta
paramétrica definida na Fig. 32, para gn, = 1,7. As trajetorias obtidas
nos sentidos direto (forward, em vermelho) e inverso (backward, em
azul) evidenciam a presenga de regides de multiestabilidade. Os painéis
ampliados (b) e (c) correspondem as regides destacadas em (a), revelando
a coexisténcia de diferentes atratores, ciclos limites e comportamentos
caoticos. O ponto A representa um ciclo limite estavel de periodo 4. Em
B, observa-se a coexisténcia entre dinamica caotica (forward) e ciclo de
periodo 3 (backward). Em C, o sistema sofre uma cascata de bifurcagoes
flip (duplicagao de periodo), culminando em caos.E em D, ocorre uma
nova regiao de multiestabilidade com a coexisténcia de caos e um ciclo

limite de perfodo 5. . . . . . . ..o
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Estruturas periddicas no espago de parametros (gna,1'). (a) Di-
agrama global do maior expoente de Lyapunov, com destaque para a
regiao ampliada. (b) Ampliagdo intermediaria evidenciando o apare-
cimento de regioes periddicas organizadas. (¢) Ampliagao detalhada
mostrando estruturas do tipo shrimps (“camardes”), associadas a ilhas
de periodicidade imersas em regioes cadticas, alinhadas segundo uma
windows street. . . . . ..o
Diagrama de bifurcagao do potencial de membrana V,, ao longo
da reta inclinada da Fig. 34c. O parametro gy, foi variado sobre a
reta T = —7,0875gna. + 31,679, cruzando sucessivas estruturas peridédicas
do tipo camarao. Em E o periodo é 9, em F o periodo é 11 e em G o
perfodo é 13. . . . . . .
“Olho” do caos (eye of chaos). Em (a), observa-se uma regiao
do espago de pardmetros (gna,7) do modelo DHB. A area delimitada
pela caixa branca indica a regiao ampliada nas figuras (b) e (c), as
quais revelam, com maior detalhe, a organizacao interna das estruturas
do tipo “camarao” e a formagao do chamado “olho do caos”. Essa
configuracao apresenta uma “pupila” central de comportamento caético,
circundada por dominios periddicos, evidenciando a transi¢ao entre
dindmicas regulares e cadticas. As fronteiras em azul delimitam curvas

aproximadas de bifurcagdo. . . . .. . ..o
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1 INTRODUCAO

Desde a formulagao das bases da Mecanica Cléassica por Isaac Newton, cujas
leis descrevem o movimento e interacoes dos corpos em condigoes especificas, diferentes
formalismos matemaéticos foram desenvolvidos para ampliar a compreensao da dinimica e
tratar de sistemas conservativos e nao conservativos (TAYLOR, 2013).

Entretanto, a previsibilidade, outrora considerada uma caracteristica intrinseca dos
sistemas dinamicos classicos, passou a ser questionada pela comunidade cientifica. Um
marco nesse processo foi o estudo do problema dos trés corpos, no qual Henri Poincaré, ao
final do século XIX, demonstrou a existéncia da sensibilidade as condigoes iniciais, quando
pequenas variagoes no estado inicial do sistema resultam em trajetorias qualitativamente
distintas no espaco de fase. A divergéncia exponencial dessas trajetorias inviabiliza a
previsao detalhada de sua evolucao temporal. Tal constatacao ampliou os limites da
Mecénica da época e instituiu novas perspectivas para o estudo de sistemas dindmicos nao
lineares que apresentavam essa imprevisibilidade devido as propriedades intrinsecas do
sistema (STROGATZ, 2015; MONTEIRO, 2006).

Como os métodos analiticos disponiveis & época mostraram-se insuficientes para
investigacoes mais aprofundadas desses sistemas, novas descobertas s6 foram possiveis com
o advento e a progressiva evolucao dos computadores. Esse avanco permitiu a analise de um
numero crescente de equagoes nao lineares e a identificacao de padroes e comportamentos
complexos antes inacessiveis. Assim, a modelagem de fenémenos se beneficia dos recursos
computacionais por meio das simulacoes numéricas, nas quais novas hipoteses podem ser
formuladas e comportamentos emergentes identificados, importantes para orientacao e
delineamento de experimentos (MOTTA; PAPPALARDO, 2013). Nesse contexto, surgiu a
Teoria dos Sistemas Dinamicos, que consolidou-se como um campo interdisciplinar cujas
aplicagoes ultrapassam os dominios da Fisica, estendendo-se as Engenharias, a Quimica, a
Biologia, a Economia e as Ciéncias Sociais (MONTEIRO, 2006).

Na Biologia, a modelagem matemética é uma ferramenta auxiliar para a compreen-
sao de processos vitais. Ela abrange desde a propagacao de doencas infecciosas, a dindmica
das interacoes ecologicas e a descrigao fisiologica de sistemas internos de organismos vivos
(ANDERSON; MAY, 2008; SINGH, 2023; FISCHER, 2008). Entre os diferentes enfoques
da modelagem fisiologica, este trabalho destaca os modelos neuronais, amplamente utili-
zados na investigacao dos mecanismos subjacentes ao processamento de informacao no
sistema nervoso e a geragao de padroes dindmicos provenientes da atividade eletroquimica
(ZHANG; FENG, 2012).

Dentro desse cenério, o primeiro modelo biolégico de neurénio com relevancia
descritiva na geracao de impulsos elétricos foi desenvolvido na década de 1950 por Alan
Hodgkin e Andrew Huxley, a partir de experimentos realizados com axoénios de lulas
gigantes (HODGKIN; HUXLEY, 1952). Trata-se de um modelo eletrofisiologico composto
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por um sistema de quatro equagoes diferenciais nao lineares, no qual sao introduzidas
variaveis de ativagao e inativacao para representar a dinamica dos canais idnicos de sédio e
potéassio voltagem-dependentes. Devido a sua elevada precisao na reproducao quantitativa
do potencial de agao real, o modelo Hodgkin-Huxley (HH) estabeleceu um marco conceitual
na neurociéncia computacional, servindo como base para o desenvolvimento de diversos
modelos neuronais subsequentes, como os de Traub (TRAUB; MILES, 1991), Huber-
Braun (BRAUN et al., 1998), Morris-Lecar (MORRIS; LECAR, 1981) e FitzHugh-Nagumo
(FITZHUGH, 1961; NAGUMO; ARIMOTO; YOSHIZAWA, 1962).

A escolha do modelo matemético mais apropriado para a investigacao depende das
caracteristicas dinamicas que se deseja analisar. Essa decisao envolve a consideracao de
diferentes escalas temporais, contemplando tanto mecanismos rapidos, como os canais
responsaveis pela geragao do potencial de agao, quanto processos mais lentos, como os
canais que modulam as frequéncias dos pulsos elétricos (IZHIKECICH, 2004).

Como o modelo HH apresenta elevado custo computacional, uma vez que sua
resolucao requer a integracao numérica de um sistema de equagoes diferenciais nao lineares
de ordem relativamente alta. A escolha do modelo de neurénio Huber-Braun (HB) para
a base desta pesquisa justifica-se por sua fidelidade bioldgica aliada ao expressivo ganho
computacional. Esse modelo considera um simplificacao eletrofisiolégica que reduz o
custo de simulacao, mas preserva os mecanismos fundamentais de excitabilidade neuronal
necessarios para reproduzir o regime de disparo tonico, caracteristico do modelo Hodgkin-
Huxley (HH). A correspondéncia direta entre os parametros do modelo e as grandezas
fisiologicas mensurédveis também constitui um aspecto essencial para a interpretacao
biologica dos resultados obtidos nesta pesquisa (BEULER et al., 2017).

Outro diferencial do modelo Huber-Braun (HB) reside na inclusao de correntes
ionicas de dinamica lenta, as quais possibilitam a ocorréncia do regime de disparo em
rajadas (bursting), um padrao de atividade caracteristico dos neurdnios termossensiveis ao
frio em mamiferos (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016). Com o intuito de descrever
de forma mais fiel a dindmica desses neurdnios especificos, o modelo HB ainda considera
explicitamente a dependéncia da temperatura em suas equagoes, um fator antes considerado
apenas implicitamente na formulagao original do modelo HH dentre os valores constantes.

Embora o modelo Huber-Braun (HB) apresente vantagens significativas em termos
de simplificacao e fidelidade biolégica, o estudo de redes neuronais e de fenémenos coletivos
pode se beneficiar de abordagens ainda mais eficientes. Alguns estudos demonstraram que
mapas discretos de neurénios constituem modelos fenomenolégicos consistentes para repre-
sentar a dindmica neuronal, oferecendo uma alternativa conceitual e computacionalmente
mais viavel aos modelos continuos (IZHIKECICH, 2004; TANAKA et al., 2006; RULKOV,
2002).

Assim, para a investigacao das dindmicas associadas & excitacao neuronal, o presente
trabalho adota uma versao discretizada do modelo Huber-Braun (DHB) (HE et al., 2023)
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e concentra-se na analise e caracterizacao dos regimes dinamicos desse modelo, utilizando
a variacao de parametros como ferramenta principal. Esta pesquisa visa aplicar a Teoria
dos Sistemas Dinamicos para correlacionar os padroes emergentes do modelo com seus
respectivos significados biofisicos.

Para a consecucao deste objetivo, foram realizadas simula¢oes numéricas e analises
qualitativas com o intuito de mapear regioes de estabilidade e instabilidade no espaco de
parametros, identificar os pontos de bifurcacao entre os distintos padroes dindmicos e as
regioes do espaco de parametros que apresentam comportamento multiestavel.

Assim, para garantir uma compreensao ampla e progressiva, este trabalho desdobra-
se em capitulos sequenciais. O proximo capitulo é dedicado & fundamentacao tedrica sobre
a Teoria dos Sistemas Dindmicos, abordando conceitos essenciais como espaco de fase,
classificacao dos sistemas, estabilidade, multiestabilidade, caracterizagao de atratores e
quantificacao da sensibilidade as condigoes iniciais por meio dos expoentes de Lyapunov. O
Capitulo 3 discute a eletroquimica e biofisica da dindmica neuronal, examinando os aspectos
morfologicos e eletrofisiologicos de um neurdnio, com énfase nos conceitos de potencial
de repouso e potencial de acao. O Capitulo 4 apresenta as equagoes do modelo Hodgkin-
Huxley (HH). O Capitulo 5 ¢ dedicado ao modelo de Huber-Braun (HB), detalhado em
suas versoes continua e discretizada no tempo. O Capitulo 6 é reservado a apresentacao
dos diagramas e a discussao aprofundada dos resultados obtidos. Por fim, o Capitulo 7

sintetiza os resultados e as principais contribuicoes desta pesquisa.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

O objetivo desta secao é fornecer uma base tedrica sélida que permita, nos capitulos
posteriores, a analise rigorosa do modelo DHB e conexoes claras entre a teoria e os
fendmenos dindmicos observados. Inicialmente, é feita uma breve contextualizacao historica
da Teoria dos Sistemas Dinamicos, destacando sua evolucao e relevancia para o estudo de
fenomenos que apresentam nao linearidade em suas equagoes. Em seguida, sao introduzidos
os conceitos fundamentais que sustentam a abordagem adotada, incluindo: representacao
no espaco de fases, distin¢ao entre sistemas continuos e discretos, papel da nao linearidade
nas equagoes de evolugao temporal, diferencas entre sistemas dissipativos e conservativos,
classificacao de atratores, sensibilidade as condigoes iniciais, calculo e interpretagao de
expoentes de Lyapunov, bem como a utilizagao de diagramas de bifurcagao e mapeamento

de espacos de parametros.

2.1 CONTEXTUALIZAGCAO HISTORICA

O astronomo e fisico Galileu Galilei (1564-1642), em sua obra Il Saggiatore (O
Ensaiador), defendeu que “o universo esta escrito na linguagem mateméatica”. Essa concep-
¢ao rompeu com o paradigma aristotélico entao vigente, segundo o qual os argumentos
filosoficos eram tidos como suficientes para a explicagdo do movimento dos corpos. Ao
enfatizar a observacao sistemaética, a experimentagao e a formulacao matematica, Galileu
estabeleceu fundamentos que viriam a orientar o desenvolvimento da ciéncia moderna
(TTPLER; MOSCA, 2009; GALILEI, 1996).

Essa concepgao foi consolidada por Isaac Newton (1643-1727) em 1687 com a
publicagao de sua obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Principios Mate-
maéticos da Filosofia Natural). Nesses documentos, Newton formulou as leis do movimento,
apresentou a teoria da gravitacao universal e estabeleceu as bases do célculo infinitesimal.
A partir desses principios, forneceu uma justificativa teoérica rigorosa para as leis empiricas
do movimento planetéario propostas por Johannes Kepler entre 1609 e 1619 (STROGATZ,
2015).

[saac Newton explicou, com notavel precisao, as trajetorias dos planetas e de outros
corpos celestes ao demonstrar que o movimento da Terra ao redor do Sol decorre da acao
de uma forga universal, proporcional ao produto das massas e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia que as separa (TIPLER; MOSCA, 2009). Essa sistematizac¢ao além
de explicar o movimento celeste, também consolidou a visao de que a natureza poderia ser
descrita por modelos matematicos de validade universal, viabilizando a previsao analitica
da evolugao temporal de outros sistemas fisicos.

A partir dos experimentos de Galileu, da sistematizacao teérica de Newton e das
formulacoes mais gerais introduzidas por Lagrange, Hamilton e outros estudiosos dos

séculos XVIII e XIX, consolidou-se a base conceitual e formal do que hoje se denomina
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Mecéanica Classica, ramo da Fisica dedicado a descricao do movimento dos corpos e das
causas que o produzem, desde que nao envolvam velocidades relativisticas ou escalas
subatomicas (TAYLOR, 2013). Essa estrutura teorica, embora notavelmente bem-sucedida
em uma vasta gama de aplicagoes, mostrou-se limitada na analise de sistemas modelados
por equagoes nao lineares. Essas limitacoes, evidenciadas ja no final do século XIX,
motivaram investigagoes pioneiras sobre a previsibilidade e a estabilidade de solugoes
(ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996).

Esse impasse teorico repercutiu principalmente no chamado problema dos trés
corpos, um arranjo aparentemente simples, somente adicionar um terceiro corpo ao sistema
de atracao gravitacional estudado por Newton, fomentou intensos questionamentos sobre
a abordagem dos métodos analiticos na descricao de certos sistemas dinamicos. Geracoes
sucessivas de fisicos e matematicos dedicaram-se & busca por uma solucao exata para esse
problema, que mostrou-se nao admitir uma solug¢ao analitica geral (MONTEIRO, 2006).

Nesse contexto, o mateméatico francés Henri Poincaré publicou entre 1892 e 1899 seus
estudos intitulados Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste (Os novos métodos
da mecéanica celeste). No terceiro e ultimo volume da sua obra, introduziu o conceito de
solugoes irregulares, cuja evolugao nao pode ser descrita por formulas fechadas nem por
séries convergentes, e propds uma abordagem qualitativa e geométrica baseada no estudo
global das trajetérias no espaco de fases (POINCARE, 1899). Assim, em vez de buscar
solugoes exatas para prever posi¢oes futuras com precisao absoluta, passou a investigar
questoes como a estabilidade do sistema solar a longo prazo e a possibilidade de que
planetas eventualmente escapassem de suas orbitas (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996).
As técnicas geométricas e topologicas por ele desenvolvidas sao fundamentais na anélise
de sistemas dinamicos nao lineares e constituem as bases conceituais da moderna Teoria
dos Sistemas Dinamicos, razao pela qual Poincaré é reconhecido como o “pai da dinamica
nao linear” (LAYEK, 2015).

Ainda no final do século XIX, o matematico russo Aleksandr Lyapunov trouxe
contribui¢oes fundamentais ao estudo desses sistema, ao formular uma definicao rigorosa
de estabilidade e desenvolver a Fun¢ao de Lyapunov, além de publicar seu teorema e a
técnica dos expoentes de Lyapunov para a quantificacdo da sensibilidade em sistemas
dindmicos (LAYEK, 2015).

No entanto, as ideias inovadoras de Henri Poincaré permaneceram relativamente
pouco exploradas pela comunidade cientifica até a década de 1960. Esse atraso pode ser
atribuido, em parte, & emergéncia de outras teorias fundamentais no inicio do século XX,
como a Teoria da Relatividade, formulada em 1905, e a Mecanica Quéantica, desenvolvida
a partir de 1925, bem como as dificuldades técnicas associadas a resolugao analitica de
sistemas nao lineares (TAYLOR, 2013).

Houve, contudo, excegoes notaveis durante o periodo em que as ideias de Poincaré

foram pouco exploradas. Na década de 1920, os matematicos franceses Pierre Fatou e
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Gaston Julia investigaram a dindmica de fung¢oes analiticas no plano complexo e observaram
comportamentos cadticos em determinados conjuntos que mais tarde ficaram conhecidos
como conjuntos de Julia. Em 1927, o matematico norte-americano George David Birkhoff
adotou e expandiu a abordagem qualitativa introduzida por Poincaré, aplicando-a ao
estudo de sistemas discretos. Birkhoff argumentava que esse método representava uma via
mais simples e eficaz para compreender o comportamento dindmico de equagoes diferenciais
(DEVANEY, 2022).

Ja na década de 1960, o mateméatico americano Stephen Smale revisitou as variedades
estaveis e instaveis de Poincaré sob a otica da iteracao, demonstrando, por meio da
construgao hoje conhecida como "ferradura de Smale", que o comportamento ca6tico podia
ser efetivamente compreendido e analisado.

Com o advento dos computadores, tornou-se possivel alcancar uma compreensao
mais ampla dos fenomenos, sendo essa ferramenta decisiva para a consolidagao da area
de Sistemas Dinamicos Nao Lineares (DEVANEY, 2022). Em 1963, Edward Lorenz,
meteorologista do MIT e ex-orientando de doutorado de Birkhoff, demonstrou que sistemas
descritos por equacoes diferenciais relativamente simples poderiam exibir comportamentos
altamente imprevisiveis, similares aos identificados por Poincaré décadas antes (DEVANEY,,
2022). Durante suas investigagoes sobre convecgdo atmosférica, ao realizar simulagoes
numéricas em um computador rudimentar, Lorenz observou que pequenas variagoes,
oriundas do arredondamento de valores iniciais, resultavam em trajetoérias divergentes.
Posteriormente, em 1972, ao apresentar a palestra intitulada “Previsibilidade: O bater de
asas de uma borboleta no Brasil provoca um tornado no Texas?”, Lorenz popularizou essa
ideia, que passou a ser conhecida como o “efeito borboleta” (LAYEK, 2015).

Embora os fundamentos da Teoria dos Sistemas Dindmicos tenham com base a Me-
canica Classica, muitas das questoes fundamentais dessa area s6 puderam ser efetivamente
abordadas com o advento da computagao moderna. Esses avangos impulsionaram investiga-
¢oes em diversas areas do conhecimento. Por exemplo, o ecologo Robert May demonstrou
que processos iterativos simples, como modelos populacionais, podem gerar comportamen-
tos cadticos. Paralelamente, o fisico Mitchell Feigenbaum, fundamentando-se em trabalhos
anteriores de Stephen Smale, identificou constantes universais que caracterizam a transicao
para o caos em sistemas dinamicos (DEVANEY, 2022).

Estudos sobre a 6rbita de Plutao e o ritmo cardiaco humano revelaram padroes
cadticos analogos aos fluxos turbulentos em fluidos, investigados por Harry Swinney e Jerry
Gollub. No ambito matematico, John Guckenheimer e Robert Williams aplicaram a teoria
dos atratores estranhos para descrever os fenomenos observados por Lorenz. Ademais,
conceitos como dindmica simbolica e teoria das bifurcagoes mostraram-se fundamentais
para a anélise aprofundada de sistemas nao lineares (DEVANEY, 2022). Desse modo, a
Teoria dos Sistemas Dinamicos destaca-se pela interdisciplinaridade e relevancia como

ferramenta para a compreensao de fendmenos marcados por comportamentos nao lineares



24
(STROGATYZ, 2015).

2.2 ESPACO DE FASE

Um conceito central tanto na Mecanica Cléssica quanto na Teoria dos Sistemas
Dinamicos é o espaco de fase, também denominado espago de estados ou espaco das variaveis.
Na Mecénica Classica, segundo o formalismo hamiltoniano, para um sistema com d graus
de liberdade, o espaco de fase ¢ tipicamente um espago 2d-dimensional, em que cada ponto
¢ definido pelas coordenadas generalizadas ¢ = (¢'V, ..., ¢'?) e pelos momentos conjugados
7= (pW,...,p¥). Dessa forma, o estado completo do sistema em um dado instante é
representado por um ponto (¢, p) nesse espago (TAYLOR, 2013). Alternativamente, no
formalismo lagrangiano, os momentos conjugados podem ser substituidos pelas velocidades
generalizadas ¢, mantendo a descri¢io do estado do sistema (TAYLOR, 2013).

De maneira ampla, considerando a anélise de sistemas dindmicos em diferentes
dominios cientificos, o espaco de fase é um espaco vetorial R?, onde d corresponde &
dimensao do sistema. Cada ponto nesse espaco representa um estado possivel do sistema
em um dado instante ¢ de tempo e é descrito por um vetor de variaveis de estado
Ty = (xﬁ”, e ,xgd)) (MONTEIRO, 2006). Portanto, o espago de fase constitui o dominio
mateméatico no qual os vetores de estado, que caracterizam a evolugao temporal do sistema,
estao localizados.

O percurso seguido pelos estados no espaco de fase, a partir de uma condi¢ao
inicial Zy, ¢ comumente denominado trajetéria ou érbita, representada por O(Zy). Na
pratica, costuma-se gerar um conjunto limitado de trajetérias e representa-las graficamente
no espaco de fase, resultando no que é conhecido como retrato de fase (AGUIRRE,
2023). Essa representagao grafica configura uma ferramenta essencial para a elucidagao
do comportamento dindmico do sistema, proporcionando uma compreensao qualitativa e

intuitiva dos fendmenos.

2.3 CLASSIFICACAO DOS SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos inter-relacionados, cuja
interacao é regida por um fenémeno de causa e efeito. Esse sistema é considerado dinamico
quando uma grandeza que caracteriza um ou mais de seus elementos varia ao longo do

tempo (MONTEIRO, 2006).

2.3.1 Mapas

De acordo com a natureza da variavel temporal, os sistemas dindmicos podem ser
classificados em sistemas de tempo continuo ou de tempo discreto. Nos sistemas dinamicos

discretos, a evolucao do estado ocorre em instantes definidos, geralmente representados
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por nimeros inteiros nao negativos. A dindmica desses sistemas é descrita por equagoes
de diferenca, cujo conjunto é denominado mapa. O mapa é responsavel por determinar a
transformacao do estado do sistema a cada iteracao, também chamada de passo, definindo
assim a trajetoria do sistema no espago de estados ao longo do tempo (MONTEIRO,
2006).

O estado de um sistema dindmico discreto multidimensional pode ser descrito por
um vetor 7y, em um espago de dimensao d, cuja evolugao é determinada por um mapa
F', expresso por: (AGUIRRE, 2023)

—

Fopr = F(T)). (1)

Nessa representacao, tém-se que, ; € R? denota o vetor de estado no instante ¢,

ou seja, & = |2V 2P ... P T. Cada indice (1), (2),..., (d) indica uma variavel de
estado, ou componente do vetor 7;, dessa forma, xgl) é a primeira variavel de estado do
sistema no instante ¢, x?) a segunda e x§d) a d-ésima variavel. Nota-se que a dimensao do
sistema dinamico esté diretamente relacionada com a quantidade de variaveis de estado.

O vetor F é o mapa composto por fungoes que dependem das varidveis de estado e

governam a evolucao do sistema. Assim, F' pode ser reescrito como:

f(l)(ft)
Jo (@)

O vetor Z;,1 representa o vetor de estados do sistema, no instante discreto, seguinte

a t. Esse vetor tem a seguinte forma:

1
x£+)1

(2)
- Tiiq
Tt41 =

d
3715431

De maneira detalhada, o sistema discreto multidimensional representado na Eq.

(1) pode ser reescrito como:

1 1 d
2 1 d

d 1
$§+)1 = f(d)(xg ),...,a:t

(2)

O tempo t é denominado indice da iteragcao ou passo do mapa. Para exemplificar,

dada uma condicao inicial (x((]l), xém, . ,xéd)), obtém-se o estado seguinte quando ¢t = 0
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(primeira iteragdo), isto ¢, Fo;1 = T = ﬁ(fo). Em seguida, para t = 1 (segunda iteragao),
o estado é determinado por Ty, = T = ﬁ(fl)

Dessa forma, a funcao F pode ser compreendida como uma regra que, ao ser
aplicada a um estado inicial, gera um novo estado. Este, por sua vez, torna-se a entrada
para a proxima aplicacao da mesma funcao. A repeticao iterativa desse procedimento,
conforme o nimero de iteragoes definido, origina uma sequéncia de estados que juntos
representam a trajetoria do sistema no espago de fase (MONTEIRO, 2006).

Em notagao, esse processo pode ser representado como:

e 7y — condigao inicial;

—

o ), = F!(Z,) — primeira iteracdo de f(i);
o T =F(7)) = F(F(Z)) = F2(Z,) — segunda iteracao de F(Z);

o iy = F(&,) = F(F(F(%,))) = F3(Z,) — terceira iteracao de F(i);
o Ty = F(Z,) = F'™(&,) — (t + 1)-6sima iteracao de f(;fo).

A sequéncia de estados gerada pela iteracao do mapa Fa partir de uma condicao
inicial ¢ denominada orbita (O) do sistema. Nesse contexto, a orbita corresponde a uma
sequéncia de pontos {Xt}tez no espaco de fases, reunindo todos os estados que o sistema
visitard ao longo do tempo a partir da condi¢ao inicial escolhida. Para sistemas dindmicos

discretos, uma orbita pode ser representada como
O(%o) = {0, 71, 72, ..., Tyy1 . (3)

Um exemplo de mapa multidimensional de dimensao d = 2 é o mapa de Hénon,

descrito por:
Tey1 =1 — axf + Yt

: (4)

Y41 = bxy

T
em que a e b sao parametros do sistema. Escolhendo as condigoes iniciais 7y = |:ZL‘0 yo] =

T
[O, 5 0, 5] e os parametros a = 1,4 e b = 0, 3, tem-se que as sucessivas iteragoes sao:

vy =1—1da]+yo=1,15 Ty =1— 1.423 +y; = —0,702
y1 = 0.3 = 0, 15 ys = 0.32; = 0, 345 o
A seguir, é apresentado o espacgo de fase do mapa de Hendn, cujos pontos que

compoem a orbita sao visiveis na cor vermelha. Mais detalhes sobre esse mapa serao

abordados ao longo das se¢oes deste capitulo.
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Figura 1 — Atrator de Hénon no espago de fase bidimensional (x¢,y:). A orbita é
formada a partir da condicao inicial Zy = [0, 5 0, 5]T, a=1,4eb=0,3. (a) 10® iteracoes (b)

10* iteracoes.

0,4 — 0,4
(a) = (b)
0,2} . 0,2}
y ‘?f‘?f‘
0.2t - 02
_074 Lo - I L _074
20 -1,0 00 1,0 20 2.0 2.0
Tt

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Um exemplo de mapa unidimensional (d = 1) é o mapa logistico, que pode ser
escrito da seguinte forma:

T = pae(1 — xy). (5)

Nesse modelo x; € [0,1] e representa a densidade populacional normalizada no
instante t. O parametro p € [0,4] modela a taxa de crescimento do sistema. O termo
(1 — x;) impoe um limite ao crescimento, inserido para refletir o efeito da competigao por
recursos finitos.

Algumas 6rbitas associadas ao mapa logistico sao apresentadas na Tabela 1. Observa-
se que, para p = 2,8, independentemente das condigoes iniciais consideradas, os valores
da orbita aumentam gradualmente e convergem para um valor fixo, caracterizando um
comportamento assintoticamente estavel. Esse regime pode ser interpretado como um estado
de equilibrio dindmico entre o crescimento populacional e a disponibilidade de recursos.
Em contraste, para = 0,9, as iteragoes decrescem progressivamente até atingir o valor
nulo, o que também corresponde a um regime estavel. Todavia, nesse caso, a interpretagao
ecologica indica uma tendéncia & extingao populacional, resultante da insuficiéncia da taxa

de crescimento para compensar as perdas, ainda que os recursos permanecam disponiveis.
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Tabela 1 — Orbita do mapa logistico. A tabela apresenta a 6rbita do mapa logistico apos 24
iteragoes. Considera-se u = 2,8 fixo para as condig¢oes iniciais o = 0,5 e g = 0,1, respectivamente,
e p = 0,9 fixo para xg = 0,5 e g = 0,7.

t w=2.8 =28 w=209 w=209
0 0,500000 0,100000 0,500000 0,700000
1 0,700000 0,252000 0,225000 0,189000
2 0,588000 0,527162 0,156938 0,137979
3 0,678317 0,698213 0,119077 0,107227
4 0,610969 0,592293 0,094408 0,083432
5 0,665521 0,676026 0,076946 0,064837
20 0,642037 0,642037 0,009676 0,001277
21 0,643511 0,643511 0,008624 0,000907
22 0,642332 0,642332 0,007695 0,000645
23 0,643276 0,643276 0,006872 0,000459
24 0,642521 0,642521 0,006142 0,000327

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Essa anélise foi conduzida considerando duas abordagens complementares: a variagao
das condicOes iniciais, mantendo o parametro p fixo, e a variacao do proprio parametro .
Mudancas qualitativas no comportamento de sistemas dinamicos podem ser investigadas
por ambas as perspectivas. A andlise baseada nas condig¢oes iniciais permite compreender
como pequenas perturbagoes podem afetar significativamente a evolucao do sistema, sendo
fundamental para a identificacao de atratores e para a avaliacao da estabilidade local.

No caso do mapa logistico, ao fixar u = 3,57, o sistema encontra-se em regime
cadtico. Nessa condigao, pequenas variagoes nas condigoes iniciais, como entre z, =
0,5000 e x¢ = 0,5001, conduzem a trajetorias que rapidamente divergem, evidenciando a
sensibilidade exponencial as condigoes iniciais, uma das caracteristicas fundamentais do
caos deterministico. Nese caso, apesar dessa divergéncia entre trajetorias individuais, a
estrutura global permanece qualitativamente semelhante.

Por outro lado, a anélise paramétrica esté associada ao estudo de bifurcagoes, nas
quais variagoes nos parametros do sistema podem induzir transi¢oes estruturais no retrato
de fases. Em suma, a anélise das condig¢Oes iniciais esté relacionada a estabilidade local,
enquanto a anélise paramétrica aborda a estabilidade estrutural em nivel global.

Para mapas unidimensionais, como o mapa logistico, a estrutura geométrica formada
no espaco de fases é pouco informativa, portanto, em tais casos, é interessante recorrer a
outras ferramentas graficas, como diagramas de iteragao, séries temporais ou diagramas
de bifurcagao, a fim de investigar o comportamento dindmico do sistema. A seguir é

apresentado o diagrama de iteragao para o mapa logistico, também chamado de diagrama
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de teia de aranha ou cobweb, os valores utilizados sao os mesmos da Tabela 1.

Figura 2 — Graficos "cobweb"para o mapa logistico. Graficos que descrevem a 6rbita do
mapa logistico apos 24 iteragoes. A fungao f(x) = px(1 — x) é representada pela curva da cor
preta, enquanto a fungao identidade x;11 = x; é ilustrada pela reta da cor azul. Os segmentos
verticais e horizontais em vermelho mostram graficamente as iteragoes a partir da condigao inicial
xo. (a) e (b) mantém fixo p = 2,8 e consideram, respectivamente, as condigoes iniciais g = 0,5 e
0,1. Ja (c) e (d) mantém pu = 0,9 para g = 0,5 ¢ 0, 7.

1,0 1,0
(a) p=2,80; o =0,50 (b) 1 =2,80; zp =0, 10
0,8 F 08t
. 0,6 F . 0,6
S 5
8 8
04F 04F
f—
0,2F 02r
0 : : : : 0 : : : :
0 0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0 ’%,O 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Tt Tt
1,0 10
(c) pu=0,90; 25 = 0,50 (d) pu=0,90; 2 = 0,70
0,8 B 0/8 i
. 0,6 F . 0,6
ny =
8 8
04F 04r
0,2F 02r
0,0 : : : : 0,0 : : : :
70,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Ty Tt

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na figura acima, a curva da cor preta representa a funcao f(z) = pz(l — z),
enquanto a reta da cor azul corresponde a funcao identidade x;,; = x;. A partir de uma
condigao inicial g, os segmentos verticais e horizontais em vermelho mostram graficamente
as iteracgoes sucessivas da funcao.

O estégio inicial da evolucao dindmica de um sistema, no qual seu comportamento
ainda nao alcancou o regime estacionario, é denominado transiente. Em contrapartida,

apos o transiente, os pontos nos quais o sistema permanece invariavel ao longo do tempo,
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como ilustrado na Fig. 2, em x; ~ 00,6429 para p = 2,8 e ; =~ 0 para p = 0,9, sao
identificados como pontos de equilibrio ou pontos fixos. No contexto de mapas discretos,
tais pontos correspondem aos valores de x; que permanecem inalterados sob a aplicacao
iterativa da fungao, satisfazendo a condigao f(x*) = z* (SAVI, 2017). Em virtude de sua
relevancia para a analise qualitativa da dindmica do sistema, esses pontos serao examinados

com maior profundidade na secao 2.4.

2.3.2 Fluxos

No estudo de sistemas dinamicos de tempo continuo, a evolucao do estado é descrita
por equagoes diferenciais, cuja natureza — ordinarias (EDOs), parciais (EDPs) ou funcionais
(EDFs) — depende das caracteristicas especificas do fenémeno modelado. Essas equagdes
definem o fluxo do sistema, a regra que descreve de forma continua a evolugao do estado
ao longo do tempo, tracando as trajetorias no espaco de fases a partir de condigoes iniciais
especificas (AGUIRRE, 2023).

Um sistema dinamico continuo descrito por equagoes diferenciais ordinarias de

primeira ordem em R? pode ser representado por:

dg;il) _ f(1)(x(1)’ o ,x(d))
: (6)

dflid) = fa (@, ),
onde F(t) = (zM(t),..., 2D (t)) € R? representa o vetor de estado do sistema e as fungoes
fay - R? — R, com i = 1,...,d, determinam a variacdo temporal de cada componente do

sistema.

Um exemplo cléssico de sistema dinamico de tempo continuo é o modelo de Lorenz,
constituido por um conjunto de EDOs de primeira ordem acopladas, que descrevem, de
forma simplificada, o fenémeno da convecgao térmica em fluidos. Esse sistema envolve
trés variaveis de estado: x(t), que representa a intensidade do movimento convectivo;
y(t), associada a diferenga de temperatura entre camadas horizontais do fluido; e z(t),

relacionada & variacao vertical da temperatura. O sistema de Lorenz é definido por:

& =oaly—a)
Wo—g(r—2)—y (7)

dz
dt

=xy — bz
em que o, r e b sao parametros fisicos positivos que representam, respectivamente, o
numero de Prandtl, o ntiimero de Rayleigh reduzido e um fator geométrico associado a
razao entre a largura e a altura da célula de conveccao.

E comum que sistemas dinamicos sejam inicialmente descritos com base na mecéanica

newtoniana, cuja formulacao resulta em equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem



31

no tempo. No entanto, para viabilizar anélises qualitativas ou implementagoes numéricas,
é usual reescrever tais equacoes como um sistema equivalente de primeira ordem, por meio
da introducao de variaveis auxiliares que representam as derivadas temporais das variaveis
originais. Por exemplo, a equagao diferencial de segunda ordem que rege a dinamica do
péndulo simples pode ser transformada em um sistema de duas equacoes diferenciais de
primeira ordem. Esse procedimento implica um aumento na dimensionalidade do espago

de estados, que passa a incluir, além da posicao angular, a velocidade angular do péndulo
(TAYLOR, 2013).

Redugao a 12 ordem 0=w

EDO de 22 ordem: 6 + %sen@ =0 ; (8)

W= —%sen&

Uma importante ferramenta matemética para a anélise de sistemas continuos ¢ a
discretizagao temporal, que possibilita descrever a dinamica continua por meio de mapas.
Um exemplo dessa técnica é o mapa logistico, resultante da discretizacao da equacgao
diferencial de crescimento populacional de Verhulst (MURRAY, 2002):

—=rN|1—-—

dN N Euler explicito
dt K

Tp+1 = /L[En(l - xn)a (9)

onde N (t) representa a populagao em tempo continuo, r é a taxa intrinseca de crescimento,
e K a capacidade de suporte do ambiente. O termo x,, corresponde a populagao normali-
zada no instante discreto n, enquanto o parametro p relaciona-se a taxa de crescimento
ajustada pelo tamanho do passo temporal utilizado na discretizacao. Essa discretizacao
transforma uma equacgao diferencial continua em um mapa iterativo, facilitando a analise
computacional.

Ao discretizar um sistema dinamico continuo, sua dimensionalidade é, em geral,
preservada. Contudo, certas técnicas especificas podem altera-la, como o método de
Poincaré, que consiste em mapear as intersegoes das oérbitas do sistema com uma hiper
superficie transversal, resultando em um sistema discreto de menor dimensao (MONTEIRO,
2006). Portanto, escolha do método de discretizagdo depende dos objetivos da anélise.
O mapa investigado neste trabalho, por exemplo, corresponde a um modelo em quatro
dimensoes, derivado da discretizagao direta do tempo de um sistema continuo, originalmente
descrito por um conjunto de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem com quatro
variaveis de estado.

A interpretacao geométrica das equagoes diferenciais como campos vetoriais sobre o
espaco de fases permite a construcao de retratos de fase, nos quais as trajetorias representam
solucoes do sistema para diferentes condi¢oes iniciais. Em sistemas de tempo continuo,
essas trajetorias se manifestam como curvas continuas no espago de fases (STROGATZ,
2015). Um exemplo ilustrativo é apresentado na Fig. 3, na qual se exibe o retrato de fase

do péndulo simples, conforme descrito pela Eq. (8).
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Figura 3 — Retrato de fase do péndulo simples. O grafico mostra o campo vetorial do sistema
no espaco de fases (f,w) € R2 As curvas vermelhas correspondem a trajetérias fechadas,
representando oscilagoes periddicas em torno do ponto de equilibrio inferior, enquanto as curvas
abertas representam rotacgoes continuas do péndulo. As setas em azul indicam o campo vetorial, os
pontos pretos correspondem aos pontos fixos estaveis e os pontos abertos a pontos fixos instaveis.
A separatriz, que passa pelo ponto de equilibrio instével no topo, delimita as regioes de oscilagao
e rotagao, caracterizando a fronteira entre comportamentos qualitativamente distintos.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

No retrato de fase apresentado na Fig. 3, as setas azuis indicam o campo vetorial,
evidenciando o sentido da evolucao temporal do sistema em cada ponto do espago de
fases. As curvas fechadas em vermelho correspondem a orbitas ciclicas (ou periodicas), que
representam oscilagoes regulares em torno dos pontos de equilibrio estaveis, localizados
em 6 = 2kr, k € Z e indicados pelos pontos pretos. Essas 6rbitas mostram que pequenas
perturbagoes iniciais ao redor desses pontos geram movimentos limitados e repetitivos.

Por sua vez, as curvas abertas em vermelho representam rotacoes completas do
péndulo, caracterizando trajetérias nao limitadas ao intervalo § € [—m, 7]. Os pontos
de equilibrio instaveis (pontos brancos na figura), localizados em 6 = (2k + 1), k € Z,
exercem forte influéncia sobre as trajetorias proximas. A separatriz na cor preta, que passa
pelos pontos de equilibrio instaveis, constitui uma o6rbita homoclinica, funcionando como

fronteira entre os regimes qualitativamente distintos.
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2.3.3 Sistemas lineares ou nao lineares

Quanto ao tipo de modelo, um sistema pode ser formado por equagoes lineares ou
nao-lineares (MONTEIRO, 2006). Seja um sistema de EDO de primeira ordem dado por:

i = F(Z) (10)

sendo & o vetor de varidveis de estado ¥ = [:C(l) A x(d)]T e ﬁ(f) chamado de
campo vetorial ou fluxo.

Se F nio depende explicitamente do tempo, ou seja, F=F (Z), diz-se que o sistema
¢ autonomo; caso contrario, se F=F (Z,t), o sistema ¢é classificado como ndo auténomo.
Além disso, se o campo vetorial pode ser descrito como ]3(:?) = AZ, onde A € R™? ¢ uma
matriz constante, o sistema é dito linear e invariante no tempo. Se a matriz varia com o
tempo, ou seja, ﬁ(f, t) = A(t)Z, o sistema é linear e variante no tempo. Por outro lado,
se a matriz do sistema depende do estado, como na forma F(7) = A(Z)Z, diz-se que o
sistema é nao linear (AGUIRRE, 2023). Essa forma representa somente um caso particular
de nao linearidade, pois, em geral, a nao linearidade pode envolver outras expressoes como
termos quadraticos, cubicos e func¢oes nao polinomiais.

Assim, a representacao geral de um sistema linear auténomo de primeira ordem é
dada por::

Z(t) = AZ(t), (11)

sendo Z(t) o vetor de estado no instante ¢, A uma matriz constante no tempo e Z(t) a
derivada temporal de Z(t).

Um sistema linear homogéneo possui as seguintes caracteristicas (TAYLOR, 2013):

1. Homogeneidade: Se z(t) é solugao, sendo a € R, o produto escalar az(t) também é

uma solugao.

2. Aditividade: Se z1(t) e x2(t) s@o solugdes da equagao diferencial, entao a combinagao

linear x1(t) + x2(t) também é solugdo.

A combinacao entre esses dois principios é frequentemente denominado como o

principio da superposicao de efeitos, o qual pode ser expresso pela seguinte relagao:
Z‘(t) = Cblﬂfl(t) + azxg(t). (12)

De forma geral, para determinar todas as n solugoes de uma equacao diferencial
linear homogénea de ordem n, basta encontrar n solugoes linearmente independentes. Isso
assegura que qualquer solugao do sistema possa ser expressa como uma combinacao linear
dessas n solugoes fundamentais. No caso de equacoes diferenciais lineares nao homogéneas,

se Z,(t) representa uma solugao particular, a solugao geral pode ser escrita como

z(t) = xp(t) + arzi(t) + caza(t) + - - + cuzn(t), (13)
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onde z1(t), ..., x,(t) sdo as solu¢des da equagao homogénea associada, e ¢y, ..., ¢, € R sdo
constantes arbitrarias. Esta propriedade, decorrente do principio da superposicao, simplifica
a investigacao de sistemas complexos, possibilitando a aplicagao de ferramentas analiticas
consagradas, tais como a transformada de Laplace e a andlise de Fourier (TAYLOR, 2013).

Em resumo, qualquer solu¢ao de uma equagao diferencial linear de ordem n (seja
homogénea ou nao) pode ser expressa como uma combinagao linear de n fungdes linearmente
independentes. No entanto, essa propriedade nao se estende as equagoes diferenciais nao
lineares, para as quais, em geral, nao se pode obter uma representacao fechada e completa do
conjunto de solu¢oes. Embora em alguns casos seja possivel determinar solugoes particulares
ou parametrizadas por constantes arbitrarias, outras solugoes qualitativamente distintas
podem nao ser capturadas por essas expressoes. Quando a integragao de uma equacao nao
linear é possivel, o resultado geralmente leva a uma representacao implicita das solugoes,
em vez de uma forma explicita (TAYLOR, 2013; BOYCE; DIPRIMA, 2005).

A maioria dos fendmenos observados na natureza apresenta comportamento nao
linear. Sempre que os componentes de um sistema interagem de forma cooperativa,
competitiva ou interferente, surgem efeitos nao lineares que impedem a decomposicao
do problema em partes independentes. Nesses casos, o principio da superposicao deixa
de ser aplicavel, e a dinamica do sistema pode exibir sensibilidade as condig¢oes iniciais
(STROGATZ, 2015).

Outra distingao importante refere-se ao comportamento das singularidades. Em
equacoes lineares, os pontos de descontinuidade ou singularidade das solu¢oes podem ser
antecipadamente identificados pela analise dos coeficientes, sem a necessidade de resolver
explicitamente a equacao. Assim, se os coeficientes forem continuos ao longo de todo o
intervalo considerado, garante-se a existéncia e continuidade da solucao nesse intervalo.
Por outro lado, em equagoes nao lineares, as singularidades s6 podem ser determinadas
apos a resolugao da equagao e a analise das solugoes obtidas (BOYCE; DIPRIMA, 2005).

A nao linearidade constitui uma condicao fundamental para a manifestacao de
comportamento cadtico em sistemas dinamicos (MONTEIRO, 2006). Caso as equagoes
de movimento de um sistema sejam estritamente lineares, sua evolucao sera inteiramente
previsivel, regida pelo principio da superposigao, impossibilitando a ocorréncia de caos.
Contudo, embora a nao linearidade seja necesséria para o surgimento do caos, ela por si
s6 nao ¢ suficiente para garanti-lo (TAYLOR, 2013).

Um exemplo é a Eq. (8) que descreve o péndulo simples. A nao linearidade dessa
equacao provém do termo sen f, que nao é linear em relagao a varidvel 6. Para pequenas
amplitudes de oscilagao, é comum adotar a aproximacao sen f =~ 6, linearizando a equagao.
No entanto, fora desse regime, para amplitudes maiores, em que a aproximacao deixa de
ser valida, a equagao mantém seu carater intrinsecamente nao linear. Mesmo em condigoes
de alta amplitude, o péndulo simples nao apresenta comportamento cadtico (TAYLOR,

2013).
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A situagao muda ao introduzir uma forca de amortecimento —bv = —bLh e uma
forga motriz F,,(t). Dessa forma, a Eq. (8) transforma-se na equacdo do péndulo amortecido
forcado:

0 0 2senf = L 14
+ 86+ wysen = =", (14)

com 3 = % e ws = 4. Essa nova equagao conduz ao caos para determinados valores de
parametros.
Retornando a Eq. (11), se a matriz A depende do estado Z, entao, F' é nao linear e

os sistemas dindmicos nao lineares continuos podem ser representados da seguinte forma.
Z(t) = F(Z(t)), (15)

em que F:R? = R? ¢ uma fungao vetorial nao linear.

Em sistemas descritos por mapas, como Ty 3 = ﬁ(ft), com F : R? — R? a nao
linearidade também manifesta-se sempre que o principio da superposi¢cao nao se aplica,
ou seja, F(afy + f72) # oF (7)) + BF (%) para algum par (Z1,1») e escalares (a, 3).
Tipicamente, tanto para mapas como para fluxos, isso ocorre quando F incorpora termos
polinomiais de ordem superior (;1:;”3:;‘, com m +n > 1), fungoes transcendentes, tais como
sin(z;), exp(z;), log(z;), ou ainda acoplamentos multiplicativos nao lineares, como z;x;,
73,/7;5, ete. (TAYLOR, 2013).

O modelo de neurdnio Huber-Braun discreto (DHB), objeto central desta pesquisa,
é constituido por equacoes diferenciais que incorporam multiplas fontes de nao linearidade,
tanto nas expressoes que descrevem as correntes idnicas quanto nas interacoes entre as
variaveis dinamicas. Entre essas fontes destacam-se: o uso de fungoes exponenciais para
representar a dindmica de ativagao e inativacao dos canais ionicos, refletindo a resposta
abrupta desses canais a variacoes de potencial; o acoplamento entre canais de diferentes
naturezas (excitatorios com inibitorios) cuja intera¢ao produz comportamentos nao triviais;
e a presenca de acoplamentos multiplicativos entre diferentes variaveis dindmicas nas

equacoes que regem as correntes idnicas.

2.3.4 Sistemas dissipativos ou conservativos

A natureza de um sistema dindmico pode ser caracterizada pela evolugao de uma
nuvem de pontos no espaco de fases, onde cada ponto representa uma condigao inicial
distinta. Com o passar do tempo, esses pontos seguem trajetorias determinadas pela
dindmica do sistema. A maneira como o volume ocupado por essa nuvem se comporta ao
longo da evolucao permite distinguir entre sistemas conservativos e dissipativos.

Em sistemas conservativos, como os sistemas hamiltonianos, o volume ocupado pela
nuvem de pontos no espaco de fases é preservado ao longo do tempo. Esse comportamento
reflete a conservagao da densidade de estados nesse espacgo, conforme estabelecido pelo

Teorema de Liouville (TAYLOR, 2013).
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Tal teorema afirma que, para sistemas cuja dindmica obedece & formulagao hamil-

toniana, a densidade de probabilidade p satisfaz a equagao de continuidade no espago de

“~(dp. Op.\
N Z (a%qi " apipi) =0

=1

fases:
A _ o

= 1
dt ot (16)

Uma consequéncia desse resultado é que a densidade p permanece constante ao
longo das trajetorias no espago de fases e, consequentemente, nao ha compressao nem
expansao do volume ocupado pela nuvem de pontos, caracterizando a natureza conservativa
do sistema.

Por outro lado, em sistemas dissipativos, o volume ocupado por essa nuvem de
pontos no espaco de fases se contrai ao longo do tempo. Essa contracao indica perda de
informagao volumétrica e reflete a nao conservacao da densidade de estados, ou seja, a
divergéncia negativa do fluxo no espaco de fases (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994).

Nesse contexto, um mapa d-dimensional é classificado como conservativo quando o

determinante de sua matriz Jacobiana é unitéario, ou seja, se

. OF (z .
|det J(Z)| = |det E, ) ' =1,Vz. (17)
or
Sendo a matriz Jacobiana expressa por:
9fa)  9fq 9fq)
oz 9x(2) 9z (D)
aﬁ 0fy Of) 0f2)
J(7) = —— = | %= 0 oz | 13
@=%=|"" " | (18)
Ofay Ofa Of(a
oz 9z(2) Ox(d)
. L .. Ofw
em que cada elemento a, ; dessa matriz corresponde a derivada parcial 920) sendo f(;) a
. x
i-ésima funcdo componente do mapa para i =1,2...,d e 219 a j-ésima variavel de estado

para g =1,2...,d.
A seguir, calcula-se a matriz Jacobiana para o mapa de Hénon apresentado na Eq.

(4) e na sequéncia o determinante resultante.

0rip1 Oxp
axt 8yt —ZCZZL’n 1
= = ]_
/ Y1 Oy ( b 0 (19)
Oz, Oy,
det J () = (—2ax,)(0) — (1)(b) = —b. (20)

Este resultado indica que, para b = 0,3, isto é, |b| < 1, o mapa apresenta uma

contragao do volume no espacgo de fases, caracterizando o sistema como dissipativo para

esse valor do parametro.
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Agora, seja um fluxo descrito por Z= ﬁ(f), onde F': R? — R? ¢ um campo vetorial
continuo. A conservagao de volume no espaco de fases ocorre quando o divergente do
campo vetorial é nulo, isto é,

d
V- -F= > 5 =

1=

(21)

J& para sistemas dissipativos, a contragao do volume no espaco de fase é determinado
pelo sinal da divergéncia do campo, ou seja, V - F < 0. Como dito anteriormente, um
sistema ¢ dissipativo quando as trajetorias originadas a partir de um conjunto de condigoes
iniciais que ocupam um volume V; no espaco de fase R? evoluem, ao longo do tempo, para
uma regiao de menor volume.

Essa caracteristica implica a existéncia de um subconjunto compacto que contém
a dinamica assintotica das trajetorias, ou seja, um conjunto invariante. Um conjunto
invariante é qualquer subconjunto fechado do espaco de fase que permanece inalterado sob
a evolucao do sistema dindmico, assim, toda trajetoria que nele adentra permanece contida
nele para todo tempo (SAVI, 2017). Nesse contexto, um atrator constitui um caso particular
de conjunto invariante que satisfaz outras propriedades especificas (essas estruturas serao
melhor apresentadas na Sec¢ao 2.4). Em resumo, todo atrator é um conjunto invariante,
mas nem todo conjunto invariante é um atrator. Para que um conjunto invariante se
qualifique como atrator, é necesséaria a convergéncia assintotica de trajetorias iniciadas
em uma vizinhanga do conjunto, ou seja, de sua bacia de atragao (conceito abordado na
Secao 2.6).

Esses conjuntos invariantes podem manifestar-se de diferentes formas, assumindo
denominagoes especificas conforme seu comportamento. Por exemplo, um ponto fixo
atrativo ¢ comumente chamado de sumidouro "sink", enquanto um ponto fixo repulsivo é
denominado fonte "source". Além disso, existem pontos do tipo sela "saddles"e outros tipos
de conjuntos invariantes que nao necessariamente sao atratores, como 6rbitas periddicas
instaveis ou toro invariantes (STROGATZ, 2015). Dada a diversidade de comportamentos
possiveis, é necessario investigar nao apenas a existéncia desses conjuntos, mas também sua

estabilidade. A proxima segao é dedicada & analise da estabilidade de conjuntos invariantes.

2.4 ESTABILIDADE

A estabilidade constitui uma das propriedades fundamentais na analise de sistemas
dindmicos, sendo essencial para a compreensao de comportamentos mais especificos da
dindmica, como a evolugao de trajetorias individuais e o comportamento do sistema frente
a pequenas perturbagoes em suas condigoes iniciais ou parametros.

Entre os principais tipos de estabilidade destacam-se a estabilidade linear, a estabi-
lidade de Lyapunov, a estabilidade assintética, a estabilidade exponencial e a estabilidade
estrutural (PISARCHIK; HRAMOV, 2022). De modo geral, esses conceitos sao aplicaveis
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tanto a sistemas continuos quanto discretos, embora as defini¢oes e procedimentos de

verificagao apresentem suas particularidades especifcas.

2.4.1 Estabilidade Linear

A estabilidade linear, também conhecida como primeiro critério de Lyapunov ou
método indireto de Lyapunov, é uma técnica baseada na linearizagao do sistema em
torno de um ponto de equilibrio com o intuito de analisar o comportamento local nas
proximidades desse ponto. A partir desse método é possivel inferir a estabilidade local da
solugdo, fornecendo uma primeira aproximacao sobre a dindmica do sistema (SAVI, 2017).

A validade dessa abordagem é sustentada pelo Teorema de Hartman-Grobman,
o qual assegura a existéncia de um homeomorfismo local H que estabelece uma corres-
pondéncia entre o sistema nao linear e sua versao linearizada em uma vizinhanca U em
torno de um ponto fixo hiperbolico. No caso de mapas, essa condicao requer que todos os
autovalores da matriz jacobiana avaliados nesse ponto possuam moédulo diferente de um,
garantindo que o comportamento qualitativo do sistema nao linear seja topologicamente

equivalente ao do sistema linearizado (SAVI, 2017), conforme ilustrado na Fig. 4.

Figura 4 — Teorema de Hartman-Grobman. A figura mostra que a vizinhanca U e sua
imagem H(U) sao topologicamente equivalentes apos a linearizagao local em torno do ponto fixo
hiperbélico z*.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na figura acima, em (a), o ponto z* na cor preta representa um ponto fixo hiperbolico
do sistema nao linear. Os Pontos abertos representam posi¢oes ao longo da trajetoria
nas proximidades do ponto de sela, evidenciando que o sistema nao permanece no ponto
fixo, mas segue o caminho determinado pelas variedades estavel e instavel, exceto quando
a condicao inicial coincide exatamente com o ponto fixo. Em sua vizinhanca U existem
duas curvas invariantes locais: a variedade estavel local W (z*) e a variedade instavel
local W% .(z*). A primeira, representada em azul, ¢ o conjunto de pontos cujas trajetorias

convergem para x* sob iteracoes sucessivas do mapa; ja a segunda, em vermelho, é composta
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pelos pontos cujas trajetorias divergem de x*. Essas variedades descrevem as diregoes das
trajetorias que compoem o espaco de fase do sistema nao linear.

Continuando a anéalise da Fig. 4, em (b) esta representado o sistema linearizado
associado, a matriz jacobiana define duas dire¢oes invariantes lineares: o subespago estéavel
E?# correspondente aos autovalores com médulo menor que um, e o subespago instéavel E*,
associado aos autovalores com modulo maior que um. O Teorema de Hartman-Grobman
garante que as variedades invariantes locais do sistema nao linear, W _(z*) e W (z*), sao
tangentes a esses subespacos lineares E* e E* no ponto fixo z*. Essa condi¢ao assegura
que a analise da estabilidade do ponto fixo de um sistema nao linear possa ser determinada
localmente por meio da estabilidade do sistema linearizado correspondente.

Embora essa técnica seja eficaz para investigar a estabilidade em torno de pontos
fixos hiperbdlicos, sua aplicabilidade é limitada e nao abrange os casos onde o sistema
apresenta comportamento fortemente nao linear ou pontos de equilibrio nao hiperbdlicos
(PISARCHIK; HRAMOV, 2022).

Assim, seja f : R — R um mapa unidimensional, dado por z;y; = f(x;). Por
defini¢ao, um ponto z* € R é denominado ponto fixo de f se a seguinte condicao for
satisfeita:

flz™) =a". (22)

Entao, considerando um ponto inicial z{, proximo de z*, tal que x; = x* 4 &y, onde
dp ¢ um valor muito pequeno, a érbita correspondente pode ser expressa como z; = x* + &,
para t > 0. As iteragoes sao descritas pela equagao x;,; = &* 4 041, €, portanto, a equacao

do mapa unidimensional pode ser reescrita como:
x* + 5t+1 = f(x* + 5,5) (23)

Essa expressao indica que, se d;41 < d;, entao a orbita x,,.1 esta se aproximando de

x*, caso contréario, ela afasta-se de z*, como mostra a Fig. 5 a seguir:

Figura 5 — Estabilidade de um ponto fixo em um mapa. Estabilidade de um ponto fixo
em um mapa unidimensional. O painel (a) ilustra a convergéncia monotonica de uma orbita para
o ponto fixo z*, evidenciando sua estabilidade local. Pequenas perturbagoes iniciais j, = z* + do
decrescem a cada iteragao, de modo que |d;41| < |d;|. O painel (b) mostra a divergéncia monotonica
em torno do ponto fixo, caracterizando instabilidade local. Aqui, pequenas perturbagoes se
amplificam a cada passo, com |d;4+1] > |d¢|, de modo que a trajetoria se afasta de z*.

(a) (b)

0 0
t41 ) t41
T T N
) 9 * % - 9 9 %
X X X XYoo X% X
v ) | —
St 8‘5

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Assim, para investigar o comportamento da Eq. (23), deve-se expandir a fungao
f(z) em série de Taylor em torno do ponto fixo z*. Com isso, obtém-se uma aproximacao
simplificada de f(z* + 0;) que captura as caracteristicas locais de f(z). Como §; ¢ um
valor pequeno, é possivel desprezar os termos quadraticos e de ordem superior e, entao,
truncar a equagao no termo linear (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994). Dessa forma,

segue que:

v b= s+ = s (L) e dep () e e
r* 4 0 &~ f(2") + 6 f (2¥) (25)

Como f(z*) = z*, entdo, §;11 =~ &, f'(x*). Nomeando o fator estabilidade da seguinte

forma:
I'=f'(2%) (26)
Logo, para um mapa unidimensional, tém-se as seguintes possibilidades para a estabilidade

dos pontos fixos:
e Se |I'| <1, o ponto fixo é estéavel.
e Se [I'| > 1, o ponto fixo é instéavel.
e Se |I'| = 1, indefinido por meio dessa linearizagao.

A situagao de |I'| # 1 indica que o ponto é hiperboélico, e o contrario, |[I'| = 1 é nao-

hiperbodlico. O sinal de I' determina o tipo de comportamento dos pontos da orbita:
e 0 < I' < 1: convergéncia monotonica ao ponto fixo;
e —1 < I < 0: convergéncia oscilatoria ao ponto fixo;
e [' > 1: divergéncia monotdnica do ponto fixo;

e [' < —1: divergéncia oscilatoria do ponto fixo;

[' = 1: é uma condigao necessaria para o surgimento de bifurcagoes transcriticas,
sela-no ou de forquilha (pitchfork), mas nao suficiente, é preciso analisar os termos

nao lineares.

e [' = —1: diz-se que o sistema estd em um estado de "flip” incipiente e, novamente,
deve-se analisar termos de ordem superior para concluir algo sobre a estabilidade.

—

O processo é analogo para um mapa bidimensional nao linear 7;.; = F(Z}), cujo
vetor de estado ¢ dado por 7, = (;, ;) € R? e 0o mapa F : R? — R? possui componentes
feg, xi1 = fla,y) e g1 = g(xe, y). O ponto fixo é o vetor que satisfaz 7 = ﬁ(f*),
ou seja,

ot = fany), vt =gty (27)
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Portanto, considerando um ponto (z},y;) vizinho ao ponto fixo, em que z; =

x* 4+ (dz); e y, = y* + (0y)y, as suas iteragdes sdo expressas, respectivamente, por:

T = f(@" 4+ (02)e,y" + (09)e): Yoy = 9(a” + (02)e, 5" + (3y):), (28)

Entao, o mapa bidimensional pode ser reescrito como:

(x* T <6x>t+1> _ (f(w* + (0w)ey” + <6y>t>> |

(29)
y* + (6y)en g(z* + (0x)s, y* + (6y)e)

Aplicando uma expansao de Taylor no ponto (z*,y*), obtém-se:

2" A4 (0)er = f (27 4 (02)s, ¥ + (0y)t)

_ 5x), W\ 3, o

Y+ (6y)e1 = g (2" + (62)s, Yy + (0y)¢)
dg

=g<x*,y*>+<ax>t(—) +<5y>t(—) e
0T/ (o o) W/ (@r )

Da Eq.(28) e considerando somente os termos de primeira ordem, as expressoes

acima podem ser reescritas como:

) )

o~ () v (5)
7 (@) Y7 @y (30)
dg

(59)es ~ (32); (—) + (6y), (—) .
0T / (o o) Y/ (@ )

Em notagao vetorial, as equagoes linearizadas na Eq. (30) assumem a forma:
(6V)es1 = J(F) - (6V)s, (31)

onde cada termo corresponde a:

L () e [ g-g) i :<((5a:)t)
(5V)t+1 - <(5y)t+1> ) ‘]( Y ) <% g_z - (6‘/)75 (5y)t : (32)

A estabilidade de (z*,y*) depende dos autovalores da matriz jacobiana J(x*, y*),

esses sdo encontrados resolvendo a equagao caracteristica
det (J(z*,y*) — AI) = 0, (33)

onde A é o autovalor e I é a matriz identidade 2 x 2. Explicitamente, tém-se

of of 10
det [ (2 o) A —0, (34)
Oz Oy/ (a*y*)
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o _ N U

det (2% % | = (35)

99 9 A
ox oy

Calculando o determinante, expandindo e reorganizando os termos, a equacao

caracteristica obtida é:

ENE)- @@
A? — tr(J)A + det(J) = 0, (37)

Assim, os autovalores A sao as solugoes da equacao quadratica

() £ /(6 ())2 — ddet ()

ALQ == 2 (38)
Nomeando esses termos como
af 9y of 0g  0f dg
=tr(J) ==+ = A=det(J) = == — —=—= 39
T r( ) (833 8y) (I*yy*) ) (§ ( ) (ax ay ay ax (m*’y*) ( )
Dessa forma, o discriminante da equagao eq.(38) é dado por
D =72 — 4A. (40)

As raizes da Eq.(38) podem ser reais ou complexas dependendo do discriminante

D, de modo que ha trés situacoes possiveis:
e D > 0: autovalores reais e distintos (A # As);
e D < 0: autovalores complexos conjugados (A; = A});
e D = 0: autovalores reais e iguais (A; = As).

Esses autovalores podem ser reais ou formar pares de complexos conjugados. A
estabilidade dos pontos fixos pode ser classificada da seguinte maneira:
Pontos fixos hiperbélicos (|A;| # 1 e |[Ay] # 1)

|A1] < 1e|As] <1, com autovalores reais: nd estavel,

|A1] <1 e|As] < 1, com autovalores complexos: foco estavel;

|A1] > 1 e |As] > 1, com autovalores reais: nd instavel;

|A1] > 1 e |As] > 1, com autovalores complexos: foco instavel;

|A1] > 1 e |As] <1 (ou vice-versa), com autovalores reais: ponto de sela.

Pontos fixos nao hiperbdlicos (pelo menos um |A;| = 1)

|A1] =1 e |Asy] = 1, com autovalores complexos de modulo unitério: centro;



43

e |[Ay| =1 e/ou |As] =1, com autovalores reais: estabilidade indefinida.

Figura 6 — Estabilidade de pontos fixos em mapas bidimensionais. Representacao
esquematica de (a) N6 estavel (b) No instavel (c) Foco estavel (d) Foco instéavel (e) Ponto de Sela

(f) Centro.
(a) (c)

(b) (d)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O procedimento de anélise da estabilidade de pontos fixos em sistemas dinamicos
discretos possui um anélogo direto em sistemas continuos. Em ambos os casos, a abordagem
envolve trés etapas principais: a identificacao dos pontos fixos, a linearizacao do sistema por
meio da matriz Jacobiana avaliada nesses pontos e, em seguida, a analise dos autovalores
dessa matriz.

A distincao entre a anélise de estabilidade em mapas discretos e fluxos continuos
reside na interpretacao dos autovalores da matriz Jacobiana. Para mapas discretos, a
estabilidade local de um ponto fixo é determinada pelos modulos dos autovalores: o ponto
¢ estavel se |A| < 1 para todos os k, instavel se existir algum |Ag| > 1, e indeterminado
quando algum |Ag| = 1. Por outro lado, em fluxos continuos, a estabilidade é determinada,
pelas partes reais dos autovalores: o ponto é estéavel se Re(Ay) < 0 para todo k, instavel
se existir algum Re(Ag) > 0, e indeterminado quando algum autovalor apresenta parte
real nula (AGUIRRE, 2023). Dessa forma, embora os procedimentos de linearizac¢ao sejam
analogos, a interpretacao dos resultados depende da natureza do sistema considerado.

Nos casos em que a analise linear nao permite uma conclusao sobre a estabilidade
do ponto de equilibrio, deve-se recorrer ao Teorema da Variedade Central (Center Ma-
nifold Theory), que fornece informagoes sobre a dindmica em subespagos centrais. Por

se tratar de um tema fora do escopo desta pesquisa, nao sera aprofundado aqui, mas
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referéncias detalhadas podem ser consultadas em (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994;
MONTEIRO, 2006).

2.4.2 Estabilidade de Lyapunov

Um ponto de equilibrio z* é dito estavel no sentido de Lyapunov se, dado € > 0,
existe 6 > 0 tal que, para toda condicdo inicial zy satisfazendo ||z{ — z*|| < J, tem-
se ||z; — x*|| < &, paratodot > 0. Em outras palavras, qualquer trajetoria iniciada
suficientemente préoxima de x* permanece confinada a uma vizinhanca arbitrariamente
pequena desse ponto ao longo da evolugao temporal do sistema (MONTEIRO, 2006).

Como mostra a Fig. 7 a seguir:

Figura 7 — Estabilidade de Lyapunov. O ponto fixo x* é estével no sentido de Lyapunov, ou
seja, as trajetorias que se iniciam suficientemente proximas a x* permanecem em uma vizinhanga
limitada, sem necessariamente convergir para o ponto de equilibrio.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024). Adaptado de (STROGATZ, 2015; PISARCHIK; HRAMOV, 2022).

A Fig. 7 fornece uma representacao geométrica da estabilidade de Lyapunov para o
ponto de equilibrio z*. A esquerda, observa-se um plano bidimensional no qual a trajetoria
do sistema (linha preta) inicia em xy), localizada dentro de uma vizinhanga § (circulo
azul tracejado) de z*. A evolugao do sistema permanece confinada a regiao delimitada
por ¢ (circulo vermelho s6lido), evidenciando que perturbagoes iniciais suficientemente
pequenas nao levam a trajetorias que se afastam arbitrariamente do ponto de equilibrio. A
direita, uma proje¢ao temporal da mesma situagao mostra a evoluc¢ao de z} ao longo do
tempo, novamente ilustrando que a trajetoria permanece dentro de uma regiao proxima
de amplitude ¢, reforcando que a estabilidade de Lyapunov nao requer convergéncia ao
ponto fixo, mas apenas confinamento proximo das solugoes.

Para verificar a estabilidade de Lyapunov sem a necessidade de integrar expli-
citamente o sistema, utiliza-se o segundo critério de Lyapunov, também denominado
método direto de Lyapunov. Neste procedimento, busca-se construir uma fungao escalar
V:R? - R, denominada funcao de Lyapunov, que se comporte de forma analoga a uma

funcao de energia, decrescendo ao longo das trajetorias do sistema. A fungao V(x) deve
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satisfazer as seguintes propriedades em uma vizinhanca U C R? do ponto de equilibrio z*
(STROGATZ, 2015):

1. V(z) > 0 para todo = # z* e V(2*) = 0 v (¢ definido positivo);

2. V(x) < 0 para todo z # z* (as trajetorias fluem em direcao a z*,

Quando tais condigoes sao satisfeitas, conclui-se que o ponto z* é estavel no sentido
de Lyapunov. Esse método apresenta a vantagem de ser aplicavel mesmo quando z* é um
ponto de equilibrio nao hiperbolico. Além disso, caso seja possivel estender V(z) a todo o
espaco R? mantendo as propriedades acima, a estabilidade obtida ¢ global, ou seja, valida,

para qualquer condicao inicial, e nao apenas para aquelas préoximas de z*.

2.4.3 Estabilidade Assintotica

O ponto fixo z* é atrativo se existir uma vizinhanca 0 > 0 tal que, para toda
condi¢ao inicial xf satisfazendo ||z, — z*|| < 0, seja garantido que ||z} — z*|| — 0 quando
t — oo. Logo, as trajetorias que comecam proximas podem se desviar de x* a curto prazo,
mas aproximam-se de z* a longo prazo. Assim, se o ponto fixo, além de atrativo, também
for estével no sentido de Lyapunov, ele ¢ dito assintoticamente estavel(STROGATZ, 2015;
PISARCHIK; HRAMOV, 2022).

Figura 8 — Estabilidade assintética. O ponto fixo z* é assintoticamente estavel, por ser
atrativo e estavel no sentido de Lyapunov.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024). Adaptado de (STROGATZ, 2015; PISARCHIK; HRAMOV, 2022).

A Fig. 8 fornece uma representacao geométrica da estabilidade assintotica para o
ponto de equilibrio z*. A esquerda, observa-se um plano bidimensional no qual a trajetoria
do sistema (linha preta) inicia em ), dentro de uma vizinhanga § (circulo azul tracejado)
de z*. Diferentemente da estabilidade de Lyapunov, a trajetoria nao apenas permanece
proxima do ponto de equilibrio, mas tende a convergir para x* & medida que o tempo

avanca.
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Na prética, a estabilidade assintética em mapas discretos pode ser inferida quando
todos os autovalores do jacobiano J(Z*) possuem modulo estritamente menor que 1. Ja
para sistemas continuos, todos os autovalores devem ter parte real negativa (SAVI, 2017).

Se, além de ser assintoticamente estavel, todas as trajetorias iniciadas em uma
vizinhanca de x* convergirem para esse ponto a uma taxa exponencial, entao ele é dito

exponencialmente estavel. Isso significa que existem constantes positivas c e d tais que:
1Z(0) —a*| <6 = [#(t) —a*|| S ce™™, (41)

onde A > 0 representa a taxa de decaimento exponencial, e Z(t) é a solu¢ao do sistema

com condig¢ao inicial proxima de x*.

2.4.4 Estabilidade Estrutural

Matematicamente, pode-se expressar um sistema dindmico auténomo nao pertur-
bado como
T = F(¥) (42)

e um sistema perturbado como
¥ = F(&) +eg(), (43)

onde §(Z) ¢ uma fungao vetorial limitada e continuamente diferenciavel. Se existir um
nimero £ > 0 tal que as trajetorias dos sistemas perturbado e nao perturbado sejam
topologicamente e orbitalmente equivalentes, entao o sistema é dito estruturalmente estavel
(PISARCHIK; HRAMOV, 2022).
Para ilustrar esse conceito em um contexto fisico, considera-se a introducao de um
termo linear de amortecimento na Eq. (8) do péndulo simples, resultando no sistema:
0=w,

(44)
w=—-20w — %Sene,

onde 6 representa o angulo de deflexao, w é a velocidade angular, ¢ > 0 é o coeficiente de
amortecimento, g ¢ a aceleragao gravitacional e [ ¢ o comprimento da haste do péndulo.

Tanto o péndulo simples quanto o péndulo com amortecimento linear possuem
uma familia infinita de pontos fixos da forma (6,w) = (km,0), com k € Z. Esses pontos
correspondem as configuracoes de equilibrio nos quais o péndulo estd em uma posicao de
energia extrema. Os pontos com k impar (0 = 7,£37 ... ) representam a posi¢do mais
alta do péndulo e por isso sao sempre instaveis, nessa posicao qualquer perturbacao, por
menor que seja, afasta o sistema desse estado, caracterizando um ponto do tipo sela em
ambos os modelos. J& os pontos com k par (§ = 0,427 ...), correspondem & posigdo mais

baixa do péndulo, portanto, para o caso ¢ = 0, esses pontos sao centros, perturbagoes
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nas condicoes iniciais resultam em oOrbitas periddicas ao redor do ponto de equilibrio, sem
convergéncia.

No entanto, quando o amortecimento (o > 0) é inserido, por menor que seja, 0s
pontos que antes eram centros tornam-se em focos atrativos, ou seja, as trajetérias em sua
vizinhanca espiralam para o equilibrio. Essa diferenca no comportamento, de centro para
foco estavel, evidencia a mudancga qualitativa sofrida devido uma pequena mudanca no

campo vetorial do péndulo simples, como mostra a figura a seguir.

Figura 9 — Retrato de fase para o péndulo simples e com amortecimento. (a) retrato
de fase para o péndulo simples, cuja separatriz delimita a fronteira entre o regime de libragao —
movimento oscilatorio limitado — e o regime de rotagao, onde ocorrem voltas completas; (b) o
amortecimento elimina a rotagao sustentada e a separatriz conecta os pontos de sela instéveis aos
pontos atrativos estaveis.

a)

|

)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptada de (STROGATZ, 2015).

No caso conservativo (o = 0), os minimos de potencial sdo centros, pontos fixos nao
hiperboélicos, cuja estrutura no espaco de fase é altamente sensivel a perturbagoes, logo, uma
dissipacao arbitrariamente pequena destroi as o6rbitas fechadas e altera qualitativamente o
retrato de fase, levando a perda da equivaléncia topologica com o sistema original.

Consequentemente, o péndulo simples nao é um sistema estruturalmente estéavel.
Quando o amortecimento linear (o > 0) é inserido, todos os pontos fixos sao hiperbolicos:
os minimos de potencial correspondem a focos atrativos e os méximos a pontos do tipo
sela. Nessas condigoes, o retrato de fase apresenta oérbitas que espiralam para os atratores,
comportamento que persiste sob pequenas variagoes nos parametros fisicos do sistema.

Nesse contexto, o é chamado de parametro de bifurcacao ou parametro de controle,
cuja mudanca de seu valor pode implicar uma mudanca qualitativa da dindmica do sistema
e 0 = 0 pode ser interpretado como um ponto de bifurcagao, marcando a transicao
entre dois regimes dinamicos qualitativamente distintos: o regime conservativo e o regime
dissipativo.

Uma bifurcacao consiste em uma mudanga qualitativa no retrato de fases de um
sistema dinAmico quando um ou mais parametros ultrapassam valores criticos especificos
(MONTEIRO, 2006). Embora a presenca de bifurcagoes nao implique, por si 86, a ocorréncia
de comportamento cadtico, a inexisténcia de bifurcacoes inviabiliza a manifestacao do caos.

Sistemas cadticos, por sua vez, caracterizam-se por exibirem uma sucessao de bifurcac¢oes
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a medida que seus parametros variam (SAVI, 2017).

Existem diversas bifurcagoes pelas quais novos atratores podem surgir. De modo
geral, essas bifurcagoes sao classificadas em duas categorias principais: locais e globais.

Uma bifurcacao local ocorre quando a variacao de um parametro de controle, ao
atravessar um valor critico, modifica a estabilidade local de um ponto fixo ou de uma
orbita periddica. Nesse cenério, pequenas variagoes no parametro de controle, proximas ao
valor critico, ndo alteram a estrutura topologica global do espago de fases (SAVI, 2017).

Ja uma bifurcagao global ocorre quando um conjunto invariante, como uma o6rbita
periddica, colide com outro conjunto invariante, como uma segunda 6rbita periédica ou um
ponto de equilibrio. Esse tipo de bifurcagao implica mudancas topologicas significativas no
espaco de fases, que nao podem ser restritas a uma vizinhanca arbitrariamente pequena
do ponto fixo (SAVI, 2017).

A Tabela 2 a seguir é uma versao estendida da Tabela 1, incorporando valores
adicionais ao parametro de controle i, enquanto a condi¢ao inicial permanece fixa em
x9=0,5.

Tabela 2 - Orbita do mapa logistico variando p. Orbita do mapa logistico apos 24 iteracoes,
considerando a condigao inicial xg = 0,5 e diferentes valores de p .

Iteragao uw=20,9 =238 = 33 uw= 3,82
0 0,500000 0,500000 0,500000 0,500000
1 0,225000 0,700000 0,825000 0,955000
2 0,156938 0,588000 0,476438 0,164165
3 0,119077 0,678317 0,823168 0,524159
4 0,094408 0,610969 0,480356 0,952770
5 0,076946 0,665521 0,823727 0,171896
20 0,009676 0,642037 0,479427 0,395585
21 0,008624 0,643511 0,823603 0,913353
22 0,007695 0,642332 0,479427 0,302313
23 0,006872 0,643276 0,823603 0,805714
24 0,006142 0,642521 0,479427 0,597980

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para p = 3,3, observa-se que a orbita converge para um ciclo de periodo 2,
alternando entre dois valores distintos, caracterizando a dindmica como periddica. Em
contraste, para u = 3,82, os valores iterados tornam-se aparentemente irregulares e nao
apresentam um padrao repetitivo, indicando um regime dinamico caético. Este exemplo
ilustra como a variagao do parametro p influencia qualitativamente o comportamento do

mapa logistico.
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Figura 10 — Graficos de iteracao do mapa logistico para diferentes valores de u. A
figura mostra a evolugdo temporal de x,, para a condi¢do inicial zg = 0,5. (a) u = 0,9; (b)
w=2,8;(c) p=3,3; (d) u=3,82.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Ja a Fig. 11 apresenta uma visao global da dinamica do mapa logistico por meio
do diagrama de bifurcacao, que evidencia a sequéncia de transicoes qualitativas a medida
que o parametro de controle p ¢ aumentado. Inicialmente, o sistema converge para pontos
fixos estaveis; em seguida, surgem bifurcagoes por duplicacao de periodo, que refletem a
perda progressiva de estabilidade das érbitas periodicas. Essa cascata culmina na transigao
para o regime caotico, caracterizado por sensibilidade extrema as condig¢oes iniciais e
comportamento aparentemente irregular (SAVI, 2017).

O diagrama também revela a presenca de janelas periédicas imersas no caos, como
a famosa janela de periodo trés, em torno de p ~ 3.83, nas quais o sistema recupera
temporariamente um comportamento regular. Essas regioes correspondem a ciclos estaveis
de diferentes periodos e evidenciam a alternéncia entre ordem e desordem no espago de
parametros. Além disso, a estrutura autossimilar do diagrama reflete a universalidade
da rota por duplicacao de periodo, descrita pela constante de Feigenbaum, 6 ~ 4.669,
caracteristica de mapas unidimensionais com méaximo quadratico (SAVI, 2017).

Dessa forma, o diagrama de bifurcacao sintetiza de maneira clara a evolugao
qualitativa dos atratores do sistema, fornecendo uma ferramenta visual poderosa para

compreender a transicao entre regimes periddicos e cadticos.
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Figura 11 - Diagrama de bifurcacio do mapa logistico. A medida que o parametro de
controle p aumenta, observa-se a sequéncia de bifurcagoes por duplicacao de periodo, indicando a
perda de estabilidade dos ciclos periédicos e a transicao para o regime cadtico.

Diagrama de bifurcacao do mapa logistico
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

2.5 MULTIESTABILIDADE

Sistemas dindmicos nao lineares podem apresentar distintos regimes de comporta-
mento sob um mesmo conjunto de parametros, a depender das condigoes iniciais . Tal
caracteristica evidencia a sensibilidade da dinamica as condig¢oes iniciais e pode conduzir o
sistema a diferentes solucoes assintoticamente estaveis, denominadas atratores. A coexis-
téncia de multiplos atratores para os mesmos valores paramétricos caracteriza o fenémeno
de multiestabilidade (PISARCHIK; HRAMOV, 2022). Nesse contexto, o estado assintotico
do sistema nao é determinado unicamente pelos parametros que o regem, mas também
pela configuracgao inicial a partir da qual sua evolucgao ¢é iniciada.

O caso mais elementar de multiestabilidade é a bistabilidade, caracterizada pela
coexisténcia de exatamente dois atratores estaveis. A Fig. 12 ilustra esse conceito por
meio de uma particula sujeita a um potencial com dois pogos. A posicao final da particula
depende de sua condigao inicial, enquanto o po¢o mais profundo a esquerda corresponde
a um estado de maior estabilidade, associado a menor energia potencial. O méximo
intermediario atua como separatriz entre as bacias de atragao, definindo as fronteiras que
determinam qual minimo sera alcancado. Essa representacao evidencia de forma intuitiva
a dependéncia do comportamento assintotico as condigoes iniciais, caracteristica tipica de
sistemas multiestaveis (PISARCHIK; HRAMOV, 2022).
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Figura 12 — Representacao de multiestabilidade. A figura ilustra um sistema dinamico
biestével.
Estado instével

v O~

Estado estavel

Estado estavel

Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptado de (PISARCHIK; HRAMOV, 2022)

2.6 ATRATORES

Sistemas dissipativos descrevem fendémenos fisicos nos quais ha perda de energia
devido & presenga de mecanismos como o atrito e a viscosidade (STROGATZ, 2015).
Essa dissipacao conduz a dinamica para subconjuntos especificos do espaco de fase,
conhecidos como atratores. Tais atratores sao subconjuntos invariantes do espaco de
fases que organizam o comportamento assintético da dindmica. O conjunto de condigoes
iniciais cujas trajetorias evoluem para um determinado atrator define sua bacia de atragao
(FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994).

As definigbes mais comumente adotadas na literatura sao as de atrator maximo e
atrator de Milnor (PISARCHIK; HRAMOV, 2022). O atrator méaximo é definido como um
subconjunto fechado A do espago de fase que satisfaz as seguintes condigoes (MONTEIRO,
2006):

(a) O conjunto A é invariante, ou seja, qualquer trajetoria Z; que tenha inicio em A

permanece em A para todo t.

(b) O conjunto A tem uma vizinhanga contraente, ou seja, atrai um conjunto aberto
de condicoes iniciais, isto €, h4 um hipervolume B, que contém A, tal que, para
qualquer condicao inicial ¥y € B, a distancia entre a trajetoria x; correspondente e

o conjunto A tende a zero quando t — oo.

(¢) O conjunto A é minimo, ou seja, nao ha subconjunto de A que satisfaga as duas

condicoes anteriores.

A definicao acima apresenta duas limita¢oes. A primeira consiste na necessidade de
identificar uma bacia de atragao que contenha o atrator. A segunda limitacao decorre da
possibilidade de uma escolha inadequada dessa regiao, por exemplo, se a area selecionada

incluir um ponto fixo instavel, o atrator maximo podera incorporar 6rbitas que nao
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pertencem ao verdadeiro atrator (PISARCHIK; HRAMOV, 2022). Para os propositos
desta pesquisa, entretanto, essa nocao de atrator é suficiente.

A seguir sao destacados quatro tipos de atratores:

e Atrator pontual ou de ponto fixo: é um ponto no espago de fase para o qual a
trajetorias proximas convergem. Os pontos de equilibrio estaveis sao atratores de
dimensao zero (SAVI, 2017). Esse atrator pode representar, por exemplo, o estado de

equilibrio térmico de um corpo, ou a posicao de repouso de um péndulo amortecido.

e Atrator periodico: sao caracterizados por um comportamento oscilatério e periddico
com amplitude e frequéncias bem definidas. Um ciclo limite pode ser um atrator
se ele ¢ assintoticamente estavel, ou seja, se todas as trajetorias suficientemente
proximas, internas ou externas, convergem para sua Orbita conforme ¢ — oo. Esse
atrator ¢ um conjunto de dimensao um, uma curva fechada (MONTEIRO, 2006).
Um ciclo limite pode descrever oscilagoes periddicas estaveis, como o batimento

cardiaco ou um circuito oscilador em eletronica.

e Atrator quase-peridodico: as trajetérias sao progressivamente atraidas para uma
superficie em forma de toro, exibindo comportamento quase-periédico com frequén-
cias fundamentais independentes (MONTEIRO, 2006). Cada trajetoria serpenteia
infinitamente no toro, nunca se cruzam ou fecham completamente (STROGATZ,
2015). Um exemplo prético sao os modelos de planetas em érbita mutua com pequenas

interagdes gravitacionais (Teoria de Kolmogorov—Arnold—Moser).

e Atrator caodtico: apresenta comportamento aperidédico e dependéncia sensivel
as condigoes iniciais (MONTEIRO, 2006). Um atrator cadtico também pode ser
"estranho", esse conceito foi introduzido por Ruelle e Takens em 1971 através de
estudos sobre o fenémeno de turbuléncia. Tais atratores sao ditos factais pelo fato de
possuirem uma dimensao nao-inteira. Existem atratores cadticos que sao estranhos,
atratores cadticos que nao sao estranhos e atratores estranhos que nao sao cadticos.
Usualmente nas literaturas abordadas ¢é feita a associagao de atratores cadticos que

sao estranhos (SAVI, 2017). Um exemplo é o atrator de Lorenz ilustrado na Fig. 13d.
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Figura 13 — Representacao dos principais tipos de atratores. Em (a) Atrator pontual, (b)
Atrator periodico, (c) Atrator quase-periddico (d) Atrator Estranho (Atrator de Lorenz).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptado de (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994; STROGATZ,
2015)

Fig. 14 apresenta uma sequéncia de amplia¢oes que revelam camadas fractais carac-
teristicas desses atratores, evidenciando seu carater auto-similar (FIEDLER-FERRARA,;
PRADO, 1994). A medida que regides progressivamente menores do atrator sdo exami-
nadas, padroes andlogos a estrutura global tornam-se aparentes. Cabe destacar que essa
similaridade nao ¢é estritamente geométrica, uma vez que a dinamica do sistema introduz

deformagdes nas estruturas observadas em diferentes escalas (SAVI, 2017).
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Figura 14 — Autossimilaridade no Atrator Estranho do mapa de Hénon. A trajetoria é
formada a partir da condicao inicial Ty = [O, 5 0, S}T, o valor dos parametros a = 1,4, b =0, 3.
(a) 5 x 103 iteragdes (b) 10° iteragoes (c) 2 x 10° iteracdes (d) 4 x 107 iteracdes.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Estudos do mapa de Hénon para a = 1,4, b = 0,3 mostram a existéncia de vérias
orbitas periddicas com pequenas bacias de atracao, de tal maneira que a divergéncia
exponencial de dois pontos inicialmente proximos pode ser devido ao fato desses pontos
pertencerem a diferentes bacias de atragao e nao ao carater estranho do atrator (FIEDLER-
FERRARA; PRADO, 1994). A sensibilidade as condigdes iniciais do mapa de Hénon pode
ser verificada considerando simulagbes com valores iniciais proximos. A Fig. 15 mostra
a evolucao no tempo dessas trajetorias, de modo que, no instante inicial estao proximas,

mas divergem a medida que o tempo evolui.
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Figura 15 — Grafico de série temporal para o mapa de Hénon. As trajetorias sdo formadas
a partir das condigOes iniciais &y = [0, 5 0, B]T em azul e Ty = [0, 54+107% 0,5+ 10_6]T em
vermelho. (a) Trajetoria de x;¢ (b) Trajetoria de y;, ambas para 100 iteragoes, a = 1,4 e b= 0, 3.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Uma forma quantitativa de caracterizar a sensibilidade as condigoes iniciais em
sistemas dindmicos dissipativos, como o mapa de Hénon, é por meio dos expoentes de
Lyapunov. Esses expoentes permitem inferir o comportamento global a partir de trajetorias

que iniciam infinitesimalmente proximas e, portanto, ¢ um método quantitativo para

mensurar a sensibilidade as condigoes iniciais (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994).

2.7 DEPENDENCIA AS CONDICOES INICIAIS

Embora a anélise de estabilidade de pontos fixos seja uma ferramenta importante na
investigacao de sistemas dinamicos, ela é uma analise de carater local. Isso significa que, ao
linearizar o sistema nas vizinhangas de um ponto de equilibrio, as informagoes obtidas sobre
sua estabilidade restringem-se as proximidades desse ponto. A limitacao desse processo
surge no tratamento de atratores cadticos e ciclos-limite, esses podem emergir em regioes do

espaco de fases onde as aproximacoes locais nao sao suficientes para descrever a dinamica
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global. Nesse contexto, os expoentes de Lyapunov permitem uma abordagem quantitativa
capaz de capturar o regime global do sistema (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994).

O procedimento consiste em introduzir uma perturbagao de magnitude infinitesimal
em uma trajetoria de referéncia e monitorar a evolucao entre as trajetorias original e
perturbada ao longo do tempo. Esse processo permite quantificar a deformagao dinadmica
de um hipervolume infinitesimal no espaco de fases R¢, associando a cada direcdo principal
um expoente caracteristico de Lyapunov \;. A dimensionalidade d deste hipervolume é
determinada pelo ntimero de graus de liberdade do sistema, sendo sua evolugao temporal
completamente caracterizada pelo espectro de Lyapunov {1, Ao, ..., \g}, onde cada expo-
ente corresponde a taxa média de expansao, contracao ou separacao nula em uma dire¢ao
especifica do espago de fase (SAVI, 2017).

Figura 16 — Evolucao de um volume no espaco de fase. Representagao da evolugao de um
volume esférico em torno de um ponto inicial zg. Depois de um tempo ¢ a esfera torna-se um
elipsoéide.

1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptada de (SAVI, 2017; FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994)

Para um mapa unidimensional da forma z,;; = f(x;), considera-se dois pontos
iniciais proximos, xg € z(, = x¢ + &y, portanto, a distancia inicial entre eles é dada por

(FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994):

(50 = 1'6 — Xy. (45)

Apos uma iteragdo, os pontos evoluem para z; = f(zo) e 2] = f(xp), e a nova

separacao entre as trajetorias torna-se:
(51 = x’l — X. (46)

Assumindo que a separagao g seja suficientemente pequena, a distancia apds uma

iteracao pode ser expressa como:

o1 = f(wg) — f(wo) = f(zo+ o) — f(0). (47)
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Sob certas condigoes a separacao entre as trajetérias pode crescer ou decrescer, con-
siderando que distancia ap6s um ntmero arbitréario de ¢ iteracoes ocorre exponencialmente,

tém-se que a evolugao ¢ descrita como:
| f* (o + d0) — f*(w0)| = |dole'™, (48)

Aplicando a propriedade do logaritmo e organizando os termos, obtém-se:
1 t 5 _ft
b (|t = ) 0

9o
sendo L a taxa média de expansao ou contracao exponencial das trajetorias ao longo do

tempo. Assim, no limite ¢t — oo e dg — 0 o valor de L torna-se o expoente de Lyapunov A:

S (o + 00) — [*(0) ) | (50)

90
reconhecendo a definicao de derivada na expressao acima, uma forma equivalente de

) . (51)

onde o termo f*(x) denota a composi¢ao da fungao f consigo mesma ¢ vezes, aplicando a

1
AMzo) = L(xp) = lim lim —In (

t—00 §p—0

escrevé-la é:

AMz) = tlim 1ln ( %ft(:v)

regra da cadeia para o calculo dessa derivada de f, tém-se:

0| =@ <@ xex g @)
= (@) f'(wi2) - - f'(wo) (53)
Dessa forma, a Eq. (51) pode assumir a seguinte representagao:
M) = lim ~1n ﬁ £ () (54)
ool k=0

T=x)

onde z = f*(xq) representa o estado do sistema apos k iteragoes do mapa f para os
valores de k = 0,1,2,...,¢t — 1. Aplicando a identidade logaritmica In (][] ax) = > In(ayx),

obtém-se:
=
— | — /
Alzo) = lim ~ I;_O In|f"(z)] (55)

Nesse contexto, os expoentes de Lyapunov podem ser interpretados como médias
das taxas locais de expansao ou contracao infinitesimal ao longo de uma trajetoria
suficientemente longa. Um expoente positivo (A > 0) indica divergéncia exponencial
de trajetoérias inicialmente proximas, caracterizando comportamento cadtico. Por outro

lado, um expoente negativo (A < 0) implica contra¢do no espago de fases. Ja o caso
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A = 0 pode estar associado tanto a separacoes assintoticamente nulas, como ocorre em
orbitas marginalmente estaveis de atratores peridédicos, quanto a uma separacao sub
exponencial, tipica de sistemas quase-periédicos ou em estados proximos a bifurcagoes
(FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994; SAVI, 2017).

Como mencionado anteriormente, para sistemas dindmicos de dimensao d, a generali-
zagao da definicao escalar dos expoentes de Lyapunov conduz naturalmente a construgao de
um espectro completo de expoentes caracteristicos. Considerando um mapa F:RY R4,
a evolugao ¢ acompanhada ao longo da trajetoria {Zy,Z1,..., 71}, onde @) = ﬁk(fo)
representa o estado do sistema apods k iteragoes.

A matriz de derivadas da iteracao composta F* avaliada em Zp é dada pelo produto

das matrizes jacobianas sucessivas, segundo a regra da cadeia:

OF () _ OF(7) OF (I) OF (I)
or |~ or | CTar | U Tan | (56)
t—1
T =1[7@&) = (@) - T(@2) - T (&) (57)
k=0

Logo, no contexto multidimensional, o espectro de Lyapunov pode ser calculado

pela expressao:

1 t—1
(A1, Agy oy Ag) = tlim —In (m()dulo dos autovalores de H J(fk)) (58)
—00
k=0

E importante ressaltar as consideracoes para chegar ao resultado desse método.
Considerar o limite ¢t — oo implica que os calculos devem ser realizados ao longo de 6rbitas
suficientemente longas. Essa abordagem é 1til para sistemas cadticos, onde a separacao
entre trajetorias proximas nao é uniforme, mas flutua ao longo do tempo, exigindo que a
média seja tomada sobre longas trajetorias.

Como discutido anteriormente, o conjunto de expoentes de Lyapunov, denominado
espectro de Lyapunov, quantifica a taxa de variacao infinitesimal de volumes no espaco de
fases ao longo do tempo. Mais especificamente, um expoente de Lyapunov positivo indica
expansao ao longo de uma direcao particular, refletindo divergéncia exponencial entre
trajetorias inicialmente proximas. Em contrapartida, um expoente negativo representa
contragao nessa direcao, evidenciando convergéncia de trajetérias infinitesimalmente
proximas (SAVI, 2017).

Por convencao, utiliza-se o sinal + para indicar um expoente positivo, o sinal —
para um expoente negativo e o valor nulo (A = 0) para quando nao ha separagao ou
aproximacao entre trajetoérias, como ocorre tipicamente ao longo de 6rbitas periddicas
ou quase-periddicas. A Tabela 3 apresenta exemplos tipicos de espectros de Lyapunov
(A1, A2, A3, A\y) para sistemas dindmicos continuos de quatro dimensoes, acompanhados da

correspondente classificagao qualitativa da dinamica.



99

Tabela 3 — Exemplos de espectros de Lyapunov em sistemas continuos quadridimen-
sionais. Os sinais dos expoentes de Lyapunov (+, — e 0) indicam, respectivamnte, expansao,
contracao ou invariancia infinitesimal de volumes no espaco de fases, permitindo a classificagao
qualitativa dos atratores.

Tipo de atrator A1 Ao A3 A4

Atrator ponto fixo — — — _

Ciclo-limite 0 — — —
2-toro 0 0 — —
3-toro 0 0 0 —
Atrator caotico + 0 — —
Atrator hipercaotico + + 0 —

Fonte: (WU; CHEN; YUAN, 2009)

A interpretacao dos expoentes de Lyapunov em sistemas continuos e discretos
segue o mesmo principio — medir a taxa média de separacao exponencial entre trajetorias
inicialmente proximas —, mas apresenta diferencas conceituais importantes que devem
ser consideradas. Em sistemas dinamicos continuos, ha sempre pelo menos um expoente
de Lyapunov igual a zero. Esse expoente esta associado a diregao tangente ao fluxo, ou
seja, a evolugao natural do sistema ao longo do tempo, sendo uma consequéncia direta da
estrutura continua do tempo nesses sistemas.

Ja em sistemas dindmicos discretos, tal expoente nulo nao é garantido. Nesses
casos, todos os expoentes de Lyapunov podem ser negativos, implicando a convergéncia
das orbitas para um ponto fixo ou para um ciclo peridédico estavel. Assim, o valor do
maior expoente de Lyapunov, A.x, fornece uma classificagao mais direta da natureza do
atrator: A\na.x < 0 caracteriza atratores periddicos; Ay.x = 0 esté geralmente associado a
comportamento quase-peri6dico; e Apax > 0 indica sensibilidade a condicoes iniciais, sendo
caracteristico de atratores caoticos.

Em sistemas continuos, essa classificagao exige maior cautela. A presenca de um
tnico expoente nulo pode simplesmente refletir o fluxo temporal, sem indicar quase-
periodicidade. Para o atrator ser classificado como quase-peridédico é necessario que mais
de um expoente de Lyapunov seja nulo, correspondendo a miltiplas dire¢oes neutras no
espaco de fases. Por fim, tanto em sistemas continuos quanto discretos, a ocorréncia de dois
ou mais expoentes positivos caracteriza um regime hipercaotico, revelando a existéncia de
miultiplas direcoes independentes de instabilidade exponencial.

O grafico apresentado na Fig. 17 ilustra de forma simultanea o diagrama de
bifurcacao do mapa logistico e o correspondente expoente de Lyapunov em func¢ao do
parametro de controle p. A curva superior, representada em preto, corresponde ao diagrama
de bifurcagao, mostrando os valores assintoticos z; que o sistema atinge apos transientes

iniciais. Este diagrama evidencia a sucessao de bifurcagoes de periodo dobrado & medida
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que i aumenta, culminando na transi¢ao para o comportamento cabtico, caracterizado

pela dispersao aparente dos pontos.

Figura 17 — Diagrama de bifurcacao e expoente de Lyapunov do mapa logistico.
O diagrama superior em preto mostra os pontos assintoticos x; em fungao de u, evidenciando
bifurcagdes de periodo dobrado. A curva inferior em azul representa o expoente de Lyapunov A,
indicando regimes estaveis (A < 0) e cadticos (A > 0). As linhas verticais vermelhas sinalizam
valores criticos de p correspondentes as bifurcagoes.

Diagrama de bifurcagcao do mapa logistico
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A curva inferior, em azul, representa o expoente de Lyapunov A\ associado ao mapa
logistico para cada valor de p. Valores negativos de A indicam estabilidade local das
orbitas, correspondendo a regimes perioédicos, enquanto valores positivos de A sinalizam
sensibilidade exponencial as condi¢Oes iniciais, caracteristica do caos deterministico. A
linha horizontal tracejada preta em A\ = 0 serve como referéncia para a separac¢ao entre
comportamentos estéveis (A < 0) e cadticos (A > 0).

As linhas verticais tracejadas em vermelho destacam valores criticos de p nos quais
ocorrem bifurcagoes de periodo dobrado, bem como transi¢oes entre regimes periodicos
e caodticos. Essa representacao integrada permite a anélise detalhada da relacao entre
a estrutura qualitativa das oérbitas e a instabilidade dinAmica medida pelo expoente de
Lyapunov, oferecendo uma visao completa da evolucao dos regimes do sistema nao linear

conforme varia o parametro de controle.
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3 FISIOLOGIA DE UM NEURONIO

Ao analisar biologicamente os individuos, observa-se que o funcionamento de es-
truturas macroscopicas é condicionado por unidades fundamentais organizadas ao nivel
microscopico, as células. No ambito do sistema nervoso, destacam-se como principais
componentes celulares os neuronios e as células gliais. Essas células atuam de maneira
complementar: os neurdnios sao responsaveis pela deteccao de estimulos, processamento de
sinais e coordenacao de respostas fisiologicas, enquanto as células gliais exercem fungoes
essenciais de suporte, isolamento e manutengao da atividade neuronal (BEAR; CONNORS;
PARADISO, 2016).

A classificacao dos neurdnios pode ser feita considerando critérios estruturais,
funcionais ou de localidade. Considerando a sua estrutura, um neurénio tipico pode ser
identificado por conter quatro regioes morfologicamente distintas: os dendritos, o corpo
celular, o ax6nio e os terminais pré-sinapticos (KENDEL, 2013). Como mostra a Fig.18 a

seguir:

Figura 18 — Morfologia basica de um neuronio. Em (a), os neuronios da regiao do hipocampo
estao destacados em verde, enquanto as células gliais aparecem em vermelho, evidenciando a
organizagao celular dessa regiao cerebral. Na representagao (b), observa-se a morfologia tipica do
neurdnio, composta pelo corpo celular, dendritos, axénio e terminais pré-sinapticos, essenciais
para a condugao e transmissao de sinais elétricos.

(b)

CORPO CELULAR

Cone Axonal

AXONIO
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DENTRITOS
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mielina
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PRE-SINAPTICOS

TERMINAIS |:

Fonte: (a) (KONINCK, 2025); (b) Elaborado pelo autor (2025).

O corpo celular, também conhecido como soma, atua como o centro metaboélico do
neurdnio, nele esta contido o niicleo, o local onde os genes da célula estao armazenados.
Do soma, emergem duas estruturas: os dendritos e o axonio. Os dendritos possuem uma
morfologia semelhante aos galhos de uma arvore e sao os principais receptores dos sinais
provenientes de outras células nervosas (KENDEL, 2013). O sinal recebido ¢ processado

no cone axonal, um local de transicao entre o soma e o axonio, que, por sua vez, funciona
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como um caminho de propagacao do sinal elétrico ao longo do neurénio (PURVES; AL.,
2004).

Axodnios relativamente curtos sao tipicos de interneurénios de circuito local, enquanto
os de neurdnios projetores podem se estender até alvos distantes, como os axdnios originados
na medula espinhal humana com extensao até o pé. O processo elétrico responsavel por
transportar os sinais através dessas distancias ¢ denominado potencial de agao, uma
corrente de atividade elétrica autorregenerativa que se propaga desde o cone axonal
até os terminais axonais (PURVES; AL., 2004). Nessa regido, o axdnio se divide em
finas ramificacoes conhecidas como terminais pré-sinapticos, que estabelecem conexoes,
também chamadas de sinapses, por meio de zonas especializadas de comunicagao, as
regioes dilatadas em suas ramificagdes axonais. Assim, é por meio do espago entre a célula
pré-sinaptica e pos-sinaptica, também conhecida como fenda sinaptica, que o estimulo
nervoso ¢ transmitido para os neurénios adjacentes (KENDEL, 2013).

Nesse contexto, o impulso elétrico se refere ao movimento de ions, &tomos que
possuem um excesso de elétrons (dnions) ou a falta deles (cations) em sua tltima camada
de valéncia. Além disso, outro componente importante do neurdénio é sua membrana,
constituida por uma bicamada fosfolipidica (combinagao de lipidios e grupos fosfato). A
uniao dos lipidios, estruturas hidrofébicas devido a sua distribuicao uniforme de elétrons,
com o grupo fosfato, que é polar e hidrofilico, torna essa camada uma barreira que isola o
citosol (liquido intracelular) do meio extracelular, restringindo a passagem de ions soluveis
em agua (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

Figura 19 — Membrana plasmatica. Estrutura composta por duas camadas de fosfolipidios
organizadas de modo que suas regides hidrofobicas (as caudas lipidicas) ficam voltadas para
o interior da membrana, enquanto as regioes hidrofilicas (os grupos fosfato) permanecem em
contato com os meios intra e extracelular.
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///'/
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Fonte: (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016)

Entretanto, o movimento dos fons é possibilitado pela presenca de diversas protei-

nas incorporadas & membrana, como ilustradas na Fig.19b, que desempenham fungoes
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especificas e podem ser classificadas com base em sua localizagao e papel funcional.

Entre essas estruturas proteicas, destacam-se os canais i6nicos e as bombas idnicas,
que desempenham papéis distintos no transporte de fons essenciais a fun¢ao neuronal.
Enquanto os canais i6nicos permitem o fluxo passivo de fons sodio (Na't), potassio (K*),
calcio (Ca*") e cloro (C17), as bombas i6nicas realizam transporte ativo, consumindo
energia para mover fons contra seus gradientes eletroquimicos (KENDEL, 2013). Outros
tipos de proteinas também formam canais e bombas adicionais, mas as citadas aqui sao as
essenciais e suficientes para a geragao dos impulsos elétricos, os principais determinantes
da dinamica neuronal estudada neste trabalho.

Muitos axo6nios sao envolvidos por uma bainha isolante lipidica conhecida como
mielina, esse revestimento é periodicamente interrompido por regides denominadas nodos
de Ranvier (KENDEL, 2013). Nos vertebrados, a mielina é produzida por células de
Schwann no sistema nervoso periférico e por oligodendrocitos no sistema nervoso central,
ambos sao tipos de células gliais. Essas células envolvem-se aos axonios, criando uma
espiral de membranas compactadas, cujo nimero de camadas pode variar de 10 a 160,
assim, isolando eletricamente esses trechos cobertos (NICHOLLS; AL., 2012).

A bainha de mielina tipica ocupa entre 20% a 40% do diametro total da fibra
axonal e é responsével por restringir o fluxo de corrente ionica aos nés. Como resultado, a
excitacao salta de n6 em no, aumentando significativamente a velocidade de conducgao.
Essa propagacio ¢ denominada conducio saltatéria. E importante destacar que a conducio
saltatoria nao implica que o potencial de a¢ao ocorra somente um né por vez, enquanto a
excitacao estd "saltando"de um né para o proximo, varios nos anteriores ainda podem
estar ativos. Axonios mielinizados apresentam maior velocidade de condugao de sinais em
comparac¢ao com axdnios nao mielinizados e sao capazes de sustentar taxas de disparo
mais elevadas (NICHOLLS; AL., 2012). Nos terminais axonais, o axénio se ramifica em
estruturas finas chamadas terminais pré-sinapticos ou terminais nervosos (KENDEL, 2013).

Os terminais pré-sinapticos normalmente apresentam especializacoes pos-sinapticas
do tipo sinapse quimica, embora sinapses elétricas também existam, essas sao menos
comuns. Nas sinapses elétricas, a corrente idnica flui diretamente por meio das chamadas
jungdes gap (canais que conectam duas células). Ja as sinapses quimicas permitem a
comunicagao célula a célula via secre¢ao de neurotransmissores, esses agentes quimicos,
liberados pelos neurénios pré-sinapticos, produzem um fluxo de corrente secundario nos
neurénios pos-sinapticos ao ativar receptores especificos (PURVES; AL., 2004).

O modelo de neurdénio de Hodgkin-Huxley, que serviu de base para o desenvolvimento
do modelo de Huber-Braun, descreve os mecanismos pelos quais os potenciais de agao
sao gerados e propagados ao longo da membrana neuronal. Contudo, esses modelos
concentram-se exclusivamente na dinamica dos canais i6nicos (responsaveis pela condugao
do sinal elétrico) sem considerar explicitamente os processos de comunicag¢ao sinaptica

entre neurdnios.
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3.1 POTENCIAL DE REPOUSO

A transmissao de informagoes no cérebro para a percepcao de um som, um toque,
um odor, uma imagem visual ou a execucao de um movimento voluntario simples, requer
a ativacao sequencial de células, neurénio apos neurdnio (NICHOLLS; AL., 2012).

Todas as células vivas possuem uma diferenca de potencial elétrico entre o seu
interior V;,, e parte externa V..s(TERMAN; ERMENTROUT, 2010). No neurénio, essa
diferenca de potencial é referida como potencial de membrana V,, e pode ser expressa

comao:

Vm = ‘/7,71 - Vvext~ (59>

Quando uma célula com membrana excitavel nao esta gerando impulsos, diz-se
que ela esta em repouso (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016). Esse estado se mantém
para um certo intervalo de valores do potencial, sendo chamado potencial de repouso
da membrana. Por convencao, a voltagem na porcao externa da membrana é definida
como zero, tornando o potencial de repouso negativo em relacao ao interior da célula.
Geralmente, esse valor negativo é de aproximadamente V,,, = —65mV (KENDEL, 2013).

Como discutido anteriormente, embora a bicamada fosfolipidica seja impermeéavel a
fons, a passagem destes — predominantemente fons de soédio (Na™), potéassio (K1), célcio
(Ca®T) e cloreto (C17) (DAYAN; ABBOTT, 2005) — é possibilitada pela presenca de
proteinas integradas que funcionam como canais. Alguns desses canais possuem portas
que abrem e fecham em resposta a eventos especificos, como os canais ativados por
ligantes (neurotransmissores quimicos), os dependentes de a¢do mecanica (como pressao ou
estiramento) e os canais dependentes de voltagem, que respondem a variagoes no potencial
de membrana. Em contrapartida, existem canais de vazamento, que estao sempre abertos
e nao possuem mecanismos de regulagao ativa, contribuindo significativamente para o
potencial de repouso da membrana celular (KENDEL, 2013).

Os principais canais idnicos envolvidos na geracao de impulsos elétricos sao os
canais dependentes de voltagem e os canais de fuga. Os primeiros sao seletivos a um tipo
especifico de fon e possuem comportamentos dindmicos, abrindo e fechando em resposta
as variagoes do potencial transmembrana. Ja os canais de fuga, embora também seletivos,
permanecem constantemente abertos, permitindo o fluxo passivo de ions e contribuindo
para a manutencao do potencial de repouso da membrana (TERMAN; ERMENTROUT,
2010).

Durante o potencial de repouso, observa-se um gradiente i6nico caracteristico: a
concentracao de fons K* no interior da célula é aproximadamente dez vezes maior do
que no meio extracelular, enquanto os fons Na® e Cl~ encontram-se em concentracoes
significativamente mais elevadas no exterior (TERMAN; ERMENTROUT, 2010). Nesse
estado eletrofisiologico, os canais dependentes de voltagem permanecem predominantemente

fechados. A manutencao do potencial de repouso é assegurada, sobretudo, pelos canais de
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vazamento, que permitem o fluxo passivo e continuo de fons ao longo de seus gradientes
eletroquimicos (DAYAN; ABBOTT, 2005).

A abertura de um canal i6nico nao garante, por si s6, um fluxo continuo ou
direcionado de ions, uma vez que o movimento i6nico depende da interagao entre dois
fatores fundamentais: o gradiente de concentragao, que tende a conduzir os fons da regiao de
maior concentracao para outra de menor concentragao, e o gradiente elétrico, determinado
pelo campo elétrico gerado pelas distribui¢coes de carga ao redor da membrana celular
(BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016). A direcao e a intensidade do fluxo resultante
sao, portanto, reguladas pelo equilibrio entre esses dois gradientes, caracterizando o que se
denomina forga eletroquimica.

A Fig. 20 ilustra o principal mecanismo responsavel pela geragao do potencial de
repouso: o equilibrio eletroquimico dos fons. Em (a), considera-se uma célula hipotética
cuja membrana apresenta permeabilidade seletiva ao fon K*, presente em excesso no
meio intracelular. O gradiente de concentracao resultante favorece a difusao de K* para
o exterior da célula. No entanto, como mostra (b), o efluxo continuo desses ions leva
a um acumulo de cargas positivas no meio extracelular, enquanto o interior celular se
torna progressivamente mais negativo. Em (c), essa separagao de cargas estabelece um
campo elétrico que se opoe a saida adicional de K™, conduzindo ao estabelecimento de
um equilibrio eletroquimico no qual a forga elétrica e o gradiente de concentragao se
compensam mutuamente (TERMAN; ERMENTROUT, 2010).

O potencial elétrico que impede o fluxo adicional de fons é denominado potencial de
equilibrio i6nico, ou simplesmente potencial de equilibrio (BEAR; CONNORS; PARADISO,
2016). Caso nao existissem mecanismos ativos de compensagao, o fluxo continuo de fons até
o equilibrio eletroquimico alteraria progressivamente as concentragoes intra e extracelulares.
Entretanto, ainda na Fig. 20, em (d) a bomba de potassio atua retornando ativamente os
fons KT ao meio intracelular, excedendo as forcas de equilibrio e preservando o gradiente

ionico necessario a manutencao do potencial de repouso.
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Figura 20 — Ilustragcao do equilibrio eletroquimico em uma célula seletivamente
permeavel ao ion K. Os fons de sodio, potéassio e cloro sao representados, respectivamente,
pelas particulas nas cores vermelha, preta e branca. Em (a) a forga motriz existente é a gerada pelo
gradiente de concentragao. No quadro (b) o acumulo de cargas de sinais opostos nas superficies
interna e externa da membrana originam um campo elétrico e, portanto, uma forca elétrica. Em
(c) ocorre o equilibrio entre a forga motriz quimica e elétrica e é a agao da Bomba de calcio que
mantém retorna o valor das concentragoes de fon potéssio e o potencial de repouso é estabelecido.
Em (d) o sistema retorna ao estado do quadro (a).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptada de (TERMAN; ERMENTROUT, 2010)

Em uma situagao fisioloégica real, a membrana do neurénio é simultaneamente
permeavel a diversos fons e manuten¢ao das concentracoes idnicas entre os meios intra
e extracelular é assegurada, principalmente, pela bomba de sédio-potéssio (Nat/K*-
ATPase), que atua ativamente no transporte idnico. Esse mecanismo bombeia, a cada
ciclo de atividade, fons contra seus gradientes de concentracao, exportando trés fons Na*t
para fora da célula e importando dois fons K* para o interior, assim, contribuindo para a

geragao e manutengao do potencial de repouso da membrana neuronal (NICHOLLS; AL.,
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2012).

As bombas idnicas distinguem-se dos canais idnicos em dois aspectos fundamentais.
Primeiramente, enquanto os canais idénicos, uma vez abertos, formam uma via continua
que permite o fluxo livre de fons a favor de seus gradientes eletroquimicos, caracterizando
0 processo como transporte passivo, as bombas requerem uma série de alteragoes conforma-
cionais para cada ciclo de translocacao idnica. Em consequéncia, o transporte mediado por
bombas é significativamente mais lento que aquele mediado por canais i6nicos. Em segundo
lugar, as bombas utilizam energia metabélica, tipicamente sob a forma de trifosfato de
adenosina (ATP), para realizar o transporte ativo (movimentagao de fons contra seus
respectivos gradientes eletroquimicos) (TERMAN; ERMENTROUT, 2010).

O potencial de equilibrio de um dado fon pode ser determinado pela equacao de
Nernst (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016). Em uma situacao idealizada, na qual
a membrana é permeavel exclusivamente a um tinico tipo de fon, o potencial de Nernst
corresponde ao potencial de repouso (TERMAN; ERMENTROUT, 2010). No entanto,
conforme discutido anteriormente, essa simplificacao nao ¢é valida para a membrana plas-
maéatica dos neurénios. Em repouso, a membrana neuronal apresenta uma permeabilidade
significativamente maior ao fon K™ em comparacao com os fons Cl~ e Na™, o que faz
com que o potencial de repouso seja fortemente influenciado pelo potencial de Nernst do
potassio. Ainda assim, as contribui¢oes, embora menos significativas, das permeabilidades
do fon sédio (Na') e do cloreto (C17) também influenciam o valor final do potencial de
membrana

Para representar de forma mais realista o comportamento eletrofisiologico da
membrana, emprega-se a equagao de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK), que constitui uma,
generalizacao da equagao de Nernst ao considerar a permeabilidade simultanea da mem-
brana a multiplas espécies ionicas. Essa formulagao fornece uma descricao quantitativa do
potencial de membrana em repouso em fungao das concentracoes intra e extracelulares

dos ions relevantes, bem como das respectivas permeabilidades relativas da membrana
(TERMAN; ERMENTROUT, 2010).

3.1.1 Equacao de Nernst-Planck

A lei de difusao de Fick descreve o transporte de espécies quimicas em misturas
binérias em meios aquosos. Quando ha uma diferenga de concentracao de uma determinada
espécie quimica A em relacao a outra espécie B, estabelece-se um fluxo liquido de A
para a regiao de menor concentragao (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002). Esse
processo de difusao pode ser descrito quantitativamente pela primeira lei de Fick, expressa

matematicamente por:

Lifuséo = _Dﬁ[C] (60)

Na expressao acima, Jgifsao representa a densidade de fluxo molar (mol-m=2-s71),
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D ¢é o coeficiente de difusao (m?/s), [C] denota a concentragao molar de fons (mol-m™—3) e,
portanto, ﬁ[C’] é o gradiente da concentragao. Esse gradiente é a forca motriz que conduz
o transporte de fons através de uma membrana permeavel, evidenciando como o processo
de difusao atua para equalizar as concentragoes em diferentes regices (BIRD; STEWART;
LIGHTFOOT, 2002). A difusividade pode ser escrita em termos da mobilidade molar w,
como D = uRT (TERMAN; ERMENTROUT, 2010), entao a equacao anterior pode ser
reescrita como:

Lifuséo - _URTﬁ[CL (61>

em que R é a constante dos gases ideais, T" a temperatura absoluta, u a mobilidade molar
ionica (unidades: m2-mol-(V-s)™!) e V[C] ¢ o gradiente de concentracio da espécie idnica
(BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002).

Como discutido anteriormente, o equilibrio responséavel pelo potencial de repouso é
de natureza eletroquimica, ou seja, envolve tanto o gradiente de concentragao quanto as
forgas elétricas atuantes sobre os fons. Nesse contexto, a contribuicao do campo elétrico
para o movimento das cargas pode ser descrita pela Primeira Lei de Ohm em sua forma
microscopica, expressa por:
jelétrico =0 Ea (62)
em que Llétrico ¢ a densidade de corrente elétrica (A-m~2), o representa a condutividade
elétrica do meio (S-m™') e E ¢ o vetor campo elétrico (V-m™). Essa relacio aplica-se ao
movimento de portadores de carga, deve-se ainda, adaptar para o contexto de fons em
meios aquosos (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002). Portanto, dotando a convengao

molar, a condutividade associada a uma tnica espécie i6nica pode ser escrita como:
22
o= z"Fu|[C], (63)

em que z representa a valéncia do ion e F' é a constante de Faraday. Assim, a densidade

de corrente elétrica por espécie associada ao movimento induzido pelo campo é:

jélétrico = ZFU[C] E (64)

Como o campo elétrico esta relacionado ao gradiente do potencial elétrico pela
relacao E = —6‘/, substituindo essa expressao na equacao anterior, obtém-se:

j(;létrico - _ZFU[O] ﬁv (65>

Combinando as equagoes (65) e (61) tem-se a equac¢ao de Nernst—Planck para o

fluxo total molar de fons:

j‘;otal = tfelétrico + Lifusém (66)
Trotal = — (zFu[C’] V'V + uRT 6[0]) . (67)
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Considerando uma situagao unidimensional, ao longo da direcao z, tém-se:

oV 9[C] ) | (68)

Jiotal = — | 2Fu|C|— + uRT——
total ( [ ] (9(E al’
em que Jiota1 ¢ 0 fluxo molar (mol-m™2-s71).
Também é comum expressar essa relagao em termos de grandezas microscopicas,
kgT  RT

utilizando a equivaléncia — = Nk com ¢ sendo a carga elementar do elétron e Ny o

numero de Avogadro, de modo que F' = N4q. Isso leva a forma:

ov 0[C]
Jiotal = — Cl— 4+ ukgT—— ), 69
total <2QU[]aw+UB 0x> (69)
kg é a constante de Boltzman e seu valor é de 1,381 x 10723 J/K, N4 é o ntimero de
Avogadro e vale aproximadamente 6,022 x 10**mol~!, por fim, ¢ ¢ a carga elementar
equivalente a 1,602 x 107 C.

Multiplicando a expressao da Eq. (81) por zF', para converter o fluxo molar em

densidade de corrente elétrica e denotando a densidade de corrente por ¢, obtém-se:
i = 2F Jootal = — (2FuRT V[O] + 22 F*u [C] VV), (70)

pontando, a unidade de medida de iéAm2.

3.1.2 Equacao de Nernst

O desenvolvimento de um potencial de Nernst depende da existéncia de um gradiente
de concentracao para um tipo fon e da presenca de canais i6nicos seletivos a esse fon
especifico (ASHRAFUZZAMAN; TUSZYNSKI, 2013). Partindo da forma unidimensional

e molar da equacao de Nernst—Planck, o fluxo molar para uma epécie de fon é dada por:

oc  zF _ 0V

Jx)=—D| —+ —=—=C— 71

(z) (8x+RT 0x>’ (71)

em que J(z) é o fluxo molar (mol-m—2-s71), D o coeficiente de difusao considerado constante,

C(x) a concentragao molar, z a valéncia do ion, F' a constante de Faraday, R a constante
universal dos gases, T' a temperatura absoluta e V' (z) o potencial elétrico.

No equilibrio eletroquimico, o fluxo liquido de fons é considerado nulo, logo, J(z) = 0,

essa condicao implica que:

oC zF 0V
o TR Y9 7

Reescrevendo a equagao de forma separavel e integrando ambos os lados ao longo

(72)

do caminho que atravessa a membrana, considerando os pontos interno (in) e externo

(ext):
1 0C zF 0V
Cor~ R 0z (73)



70

[C]in [C] S ﬁ Vvin

As integrais reduzem-se a diferengas finitas:

[C}ext F Vext
/ de] _ _z dv. (74)

[O]ext . ZF

1 -
o RT

(Vext — Vin)- (75)

Sendo o potencial de Membrana definido como V,, = Vi, — Vi, obtém-se a Equacao

de Nernst na forma macroscopica:

v, =, [Cllt

=P (76)

De forma equivalente, utilizando as grandezas microscopicas, a equacao pode ser escrita

CcOomao:

Vm _ kBT In [C]ext

<zq [C]in 7

Essa equacao descreve o potencial de equilibrio eletroquimico para um tnico fon

(77)

em funcao das concentracoes intra e extracelulares, da temperatura e das propriedades
do fon. Para uma membrana hipotética, permeavel exclusivamente a um tnico ion, a
equagao de Nernst fornece o valor do potencial de repouso (ENDRESEN; HALL K. HgYE;
MYRHEIM, 2000).

3.1.3 Equagao de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK)

Para derivar a equagao de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK), que descreve o potencial
de membrana considerando a contribuicao simultanea de multiplos fons, sao necessarias
quatro premissas fundamentais. Primeiramente, assume-se que os fons atravessam a mem-
brana sob a acao combinada de difusao e campo elétrico, de modo anélogo a dinamica
descrita pela equagao de Nernst—Planck para solugoes livres. Em segundo lugar, o campo
elétrico é considerado uniforme ao longo de toda a membrana, implicando que os cam-
pos locais gerados por cada ion nao sdo percebidos pelos demais (HILLE, 2013). Em
terceiro lugar, considera-se que as concentragoes idnicas nas superficies da membrana sao
diretamente proporcionais as concentracoes das solugoes aquosas adjacentes. Por fim, a
membrana é tratada como homogénea em suas propriedades fisico-quimicas (HODGKIN;
KATZ, 1949).

Dessa forma, a Fig. 21 apresenta um modelo de uma membrana homogénea de
espessura 0. Nesta representacao, a membrana é tratada como um plano continuo de
moléculas lipidicas, com as superficies interna e externa correspondendo, respectivamente,
ar =0ex=4. As concentragoes de um fon nas regioes adjacentes & membrana sao
indicadas por [Clio para a face interna proximo ao citoplasma, e [Clets para a face
externa no ambiente extracelular, enquanto [C’]in e [C’]Cxt representam as concentracoes

varidveis ao longo da membrana.
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Figura 21 - Configuragao de uma membrana permeavel a ions. Representagao esquematica
de uma membrana biologica homogénea de espessura . As faces interna e externa da membrana
correspondem a x = 0 e x = J, respectivamente. As concentragoes do ion nas regides adjacentes
a membrana sdo indicadas por [Clin, (interna) e [Cloxts (externa), enquanto [Clin e [Clext
representam concentragoes variaveis ao longo da membrana.

C
‘ ' ( V
m
xX=0 [C].

1,0

€]

in

Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptada de (FAIN, 2014)

O potencial elétrico é definido pela relacao F = —%~. Ao integrar o campo elétrico

ao longo da espessura da membrana, tem-se:
5
V(§) —V(0) = —/ Edx = —Fo. (78)
0

Como o campo é considerado constante no interior da membrana, pode-se escrever

o potencial de membrana como:
Vm = ‘/in - V;)xt = E(Sa (79)

de modo que o campo elétrico é expresso por:

m
e tm,
; (80)

Admitindo-se vélida a equacao de Nernst—Planck, o fluxo de corrente i6nica unidi-

mensional é dado por:
8[6’] 2 D ov
Ox F [C] ox’

em que z é a valéncia do fon, F' a constante de Faraday, D o coeficiente de difusao e R a

- FD (81)

constante universal dos gases.
Substituindo a Eq. (80) na Eq. (81), obtém-se:
[C] 90 D Vi
=—2FD—— Fr——|C]. 82
ox T Rr 5 10 (82)
Dividindo ambos os lados da expressao anterior por —DF'z e reorganizando os
termos, chega-se a seguinte equagao diferencial ordinaria linear:
d FzV, '
] _ZV_[C] -
dx RT ¢ DFz

(83)
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A Eq. (83) pode ser escrita na forma:
d|C]

dx

FzV, B 1
—a[C] =b, com @=m s bi_DFz' (84)

Essa é uma equacao diferencial linear de primeira ordem, cuja solugao pode ser
obtida, por exemplo, pelo método dos fatores integrantes conforme o Apéndice A, sua

solugao geral é dada por:

b
Cl(e) = ¥ + [O7e, (55)
onde [C]" é uma constante de integragao.
Considerando x = 0 (face interna da membrana) e [C] = [C];, 0, obtém-se:
, b
[C) = [Clino — . (86)

Substituindo esse resultado na Eq. (85), a concentragao em qualquer ponto z é:

C)w) =2 + (Clma— 2 ) . 7

a

Para x = 0 (face externa), tem-se [C] = [C]eut 5, resultando em:

b b
[C]ext,é - 5 + ([C]mp — 5) €a6. (88)
Rearranjando os termos, obtém-se:

b _ [Cleas = e [Clino. (89)

a 1 — e

Substituindo os valores de a e b definidos no Apéndice A ( Sec. 7) e isolando o fluxo

de corrente 7, chega-se a:

2F2 Vm Cem - N O'm
i=p= 2V Certa ¢ T [Cline (90)
RT 1—e mr

Segundo Hodgkin e Katz, assume-se que as concentracoes exatamente nas superficies
da membrana (x = 0 e x = J) sdo proporcionais as concentragoes na solugdo por meio de

um coeficiente de particao :

[C]mo = B[C]my [C]ext,é - ﬁ[c]e:m% (91)
. . Dp
Definindo a constante de permeabilidade P = 5@ Eq. (90) torna-se:
F2 | [C)ew — ¢ 7[C);
I; = PiVy2— = =1 92

Ao adicionar a constante de permeabilidade P;, obtém-se a corrente total associada ao

ion i, denotada por I; e expressa em ampéres (A). Essa distingao segue a convencao da
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eletrofisiologi,a segundo a qual 7 corresponde a densidade de corrente e I; a corrente efetiva
que atravessa a membrana. Portanto a Eq. (92) corresponde a equagao de corrente de
Goldman (ou GHK). Ela relaciona a corrente através da membrana com a voltagem, a
permeabilidade e as concentracoes idnicas intra e extracelulares.

Assumindo que os ions nao interagem entre si, a corrente total é dada pela soma das
correntes individuais, Itoa = I+ + Ing+ + Ioi—. No equilibrio eletroquimico, Ity = 0, €

considerando as respectivas valéncias, obtém-se:

F? [ [K*]o — e 7 [K1], F? | [Na"].y — e " [Na'];,
PV, — Pno Vi —
KYm BT P——a T NaVm R P——aT *
PV F2 [Cl_]m — 6% [Cl_]e:pt 0
Cl mRT 1_ 6}:};/{!1 .

Apos simplificagoes algébricas, chega-se a forma logaritmica:

Vm — (ﬂ) In (PK[K+]6:Et + PNa[Na+]ezt + PCI[CZ_]m> '

93
F Pl o + PralNa o + Pea[Cl Jone (93)

A Eq. (93) ¢ conhecida como equagao de Goldman-Hodgkin—Katz (GHK) e fornece
o potencial de membrana em funcao das permeabilidades e das concentracoes idnicas intra
e extracelulares, constituindo uma das expressoes fundamentais da neurofisiologia celular.

Embora as equagoes de Nernst e de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK) possam parecer
semelhantes, elas descrevem situagoes fisiologicas distintas, refletindo um contraste funda-
mental entre estados de equilibrio e de nao equilibrio. A equacao de Nernst caracteriza um
verdadeiro estado de equilibrio termodindmico, no qual nao ha fluxo liquido de ions através
da membrana. Ela pode ser deduzida diretamente a partir dos principios da termodinamica,
estabelecendo uma relagao necessaria entre as energias livres elétrica e de concentragao,
independentemente da estrutura da membrana ou do mecanismo de transporte (HILLE,
2013).

Em contraste, a equacao de Goldman-Hodgkin-Katz, também conhecida como
equagao de voltagem em corrente zero, descreve um estado estacionario dissipativo. Nesse
regime, ha fluxos i6nicos liquidos e constantes através da membrana, mas de modo que a
soma algébrica das correntes idnicas seja nula, resultando em uma corrente elétrica total
igual a zero (HILLE, 2013).

Originalmente, as equagoes de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK) foram desenvolvidas
para descrever a permeabilidade global da membrana plasméatica, considerando o com-
portamento coletivo dos ions atravessando a membrana. No entanto, com os avancgos da
eletrofisiologia e da biologia molecular, é possivel isolar e caracterizar as contribuigoes
especificas de diferentes tipos de canais ionicos. Isso permitiu a aplicacao das equagoes de
GHK em contextos mais especificos, possibilitando a analise das propriedades individuais
desses canais, como sua seletividade e condutancia, temas que serao abordados mais

adiante. Por fim, a equacao de voltagem de GHK constitui uma formulagao compacta e
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eficaz para descrever experimentalmente a seletividade i6nica de canais especificos (HILLE,
2013).

Embora o modelo de neurénio proposto por Hodgkin e Huxley, em 1952, tenha
utilizado a Lei de Ohm para descrever as correntes de sodio (Ix,) e potassio (/) por meio
de conduténcias variaveis (gnq, gx ), observagoes experimentais posteriores mostraram que
os canais i6nicos em vertebrados podem exibir uma leve retificacao instantéanea, isto é, a
corrente flui com maior facilidade do lado onde a concentragao de ions permeantes é mais
elevada. Esse comportamento é mais bem descrito pela equagao de corrente de Goldman-
Hodgkin-Katz (GHK), que considera simultaneamente os gradientes de concentracao e o
potencial elétrico (HILLE, 2013).

Assim, em modelos mais refinados, a equacao de GHK é empregada para substituir
ou complementar a descricao baseada na Lei de Ohm, oferecendo uma representagao mais
precisa das correntes iOnicas observadas experimentalmente. Nesses casos, as permeabili-
dades (Pyq, Pk) tornam-se parametros mais adequados do que as condutéancias elétricas

(9na, gk ) para caracterizar a passagem de ions por canais abertos (HILLE, 2013).

3.2 POTENCIAL DE ACAO

A fase subsequente ao estado de repouso é denominada potencial de acao, durante
a qual os impulsos elétricos sao gerados e propagados ao longo da membrana neuronal.
Para compreender adequadamente a dindmica que sustenta essa fase, é essencial considerar
aspectos fisiologicos dos canais i6nicos dependentes de voltagem, conhecidos como Voltage-
Gated Ion Channels (VGICs). Esses canais desempenham papel central na iniciagao e
condugao do potencial de acao. Sua seletividade a um tipo especifico de fon é determinada
por caracteristicas estruturais, como o didmetro do poro e o filtro de seletividade P, conforme
ilustrado na Fig. 22b. Assim, somente fons que apresentam tamanho e propriedades
quimicas compativeis com o poro do canal sdo capazes de atravessa-lo (BEAR; CONNORS;
PARADISO, 2016).

Os canais i6nicos dependentes de voltagem (VGICs) sao grandes polipeptideos
constituidos por aproximadamente 2000 aminoacidos e estao amplamente distribuidos
em diversos tecidos do corpo humano, com maior concentragao nos nervos, musculos
e no coracao. Estruturalmente, como ilustrado na Fig. 22a, o canal de s6dio voltagem-
dependente (VGSC, do inglés Voltage-Gated Sodium Channel) é formado por quatro
dominios homoélogos DI, DII, DIII e DIV, cada um contendo entre 300 e 400 aminoacidos.

Conforme mostra a Fig. 22b, cada dominio é composto por seis segmentos transmem-
branares com estrutura a-helicoidal (denominados S1 a S6), interconectados por algas intra
e extracelulares chamadas loops, representadas em cinza na figura. Ja a Fig. 22¢ fornece
uma representacao alternativa da estrutura mostrada em (a), destacando os aminoécidos

relevantes.
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Figura 22 - Estrutura do canal voltagem-dependente de so6dio. Representagao esquematica
do canal seletivo ao fon Na™, cuja abertura é regulada por variacoes no potencial de membrana.
Em (a), observa-se a subunidade «, que formam quatro dominios homologos (DI-DIV), cada um
com seis segmentos transmembranares (S1-S6). O segmento S4 atua como sensor de voltagem e
os segmentos S5—S6 formam o poro central. A subunidade  em roxo exerce fungdo moduladora.
Em (b), destaca-se o filtro de seletividade P, responsavel pela passagem preferencial de fons Na™.
Em (c), apresenta-se os quatro dominios conectados pelas algas intracelulares e extracelulares que
contribuem para os processos de ativagao e inativagao do canal.

(b) FILTRO DE
SELETIVIDADE

DI DII DIII DIV

Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptada de (AMIN; ASGHARI-ROODSARI; TAN, 2010) e (BEAR;
CONNORS; PARADISO, 2016).

Do ponto de vista funcional, cada dominio pode ser dividido em duas regides
principais: a regiao sensora de voltagem, composta pelo segmento S4, que possui residuos
carregados positivamente, e a regiao formadora do poro, responsavel pela seletividade e
condugao idnica (GHOVANLOO et al., 2016; GAWALI; TODT, 2016; BEAR; CONNORS;
PARADISO, 2016).

Na Fig. 22, as subunidades principais a responsaveis pela formagao do poro (seg-
mentos S5 e S6), estao destacadas em verde, enquanto as subunidades auxiliares « estao
representadas nas cores vermelha e amarela (segmentos S1 a S4). Embora esses tltimos
segmentos nao participem diretamente da formacgao do poro, eles compoem os chamados
dominios de detecgao de voltagem, ou Voltage-Sensing Domains (VSD), os quais exer-
cem um papel essencial na modulacao da abertura e fechamento do canal em resposta a
variagoes no potencial de membrana (GHOVANLOO et al., 2016).

A abertura dos canais i6nicos dependentes de voltagem (VGICs) é mediada, princi-
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palmente, pelo segmento S4, destacado em amarelo na Fig. 22. Esse segmento distingue-se
por conter residuos de aminoacidos com cargas positivas, tornando-o particularmente
sensivel as variacoes do potencial elétrico através da membrana. Estimulos externos que
promovem a despolarizagao da célula, ou seja, a reducao da diferenca de potencial entre os
meios intra e extracelular, desencadeiam o deslocamento do segmento S4. Esse movimento,
por sua vez, induz mudancas conformacionais na estrutura do canal, culminando em sua

abertura. A figura a seguir ilustra esse processo de dinamica conformacional associada a
detecgao de voltagem (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

Figura 23 — Estados funcionais do canal de s6dio voltagem-dependente. Em (a) o canal
encontra-se fechado, porém ativavel. Em (b) o canal esta ativo com a abertura induzida pela
movimentagao do segmento S4 (estrutura amarela). Em (c) o canal esta aberto, mas inativo
devido a alca de inativagao que bloqueia fisicamente o poro.

(a) (b) (c)

Fechado Ativo Inativo

Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptada de (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

O potencial de acao é iniciado quando o potencial de membrana atinge um valor
critico denominado limiar, nesse momento ocorre a abertura dos VGICs. Inicialmente,
os canais de sodio voltagem-dependentes (VGSCs) sao ativados, permitindo um influxo
significativo de Na™' na célula. Esse fluxo aumenta a permeabilidade da membrana ao
sodio em relagao ao potassio, promovendo uma despolarizacao rapida da membrana.
Como consequéncia, mais VGSCs sao progressivamente ativados em um mecanismo de
retroalimentacao positiva, caracterizando a fase ascendente do potencial de acao, também
conhecida como fase de despolarizagao (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

Quase instantaneamente, apés a sua ativagao, os canais de sddio voltagem-dependentes
(VGSCs) entram em um estado funcional denominado periodo refratario absoluto. Du-
rante esse intervalo, mesmo estimulos supralimiares sao incapazes de reativar os canais,
impedindo a geragdo de um novo potencial de acado (GHOVANLOO et al., 2016).

Esse bloqueio ocorre porque, logo apos a abertura, o fluxo de fons através do canal
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¢ interrompido pela acao de um segmento intracelular localizado entre os dominios DIII e
DIV. Esse segmento atua como uma alca inativadora, que se desloca para o interior do
poro do canal e o bloqueia fisicamente, impedindo a passagem de ifons e deixando-o inativo,
como ilustra a Fig. 23c (GHOVANLOO et al., 2016).

Consequentemente, somente os canais adjacentes estao suscetiveis & ativagao. Esse
fendmeno assegura a propagacao unidirecional do potencial de acao ao longo da membrana.
Além disso, a recuperacao da capacidade de ativacao requer que o potencial de membrana
retorne a valores suficientemente negativos (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).
Dessa forma, a inativa¢ao dos canais de sodio voltagem-dependentes (VGSCs) garante um
controle preciso da excitabilidade elétrica da célula. Esse mecanismo impede a reabertura
imediata dos canais apés sua ativacao, evitando a ocorréncia de disparos repetitivos ou
uma repolarizagao desordenada da membrana (GAWALI; TODT, 2016). A fase ascendente
do potencial de acao prossegue até que o potencial de membrana atinja seu valor de pico,
tipicamente em torno de V,,, = +40mV (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

Nesse estégio, os canais de potassio voltagem-dependentes, do inglés Voltage-Gated
Potassium Channels (VGPC) completam sua abertura, processo iniciado cerca de 1
milissegundo antes, também em resposta a despolariza¢ao da membrana. Com a membrana
altamente despolarizada, ¢ estabelecida uma forga eletroquimica favoravel a saida de KT,
que rapidamente difundem-se para o meio extracelular. Esse fluxo de potéssio promove a
reducao do potencial de membrana, conduzindo a fase decrescente do potencial de acao,
conhecida como repolarizagdo (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

Durante essa fase, a permeabilidade ao s6dio torna-se minima, fazendo com que o
potencial de membrana se aproxime ao potencial de equilibrio do potéassio (V). Esse efeito,
somado a cinética lenta de fechamento dos VGPCs, da origem a fase de hiperpolarizacao, na
qual o potencial de membrana torna-se temporariamente mais negativo do que o potencial
de repouso. Esse estado persiste até que os VGPCs retornem completamente ao estado
fechado (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

O periodo subsequente ao refratario absoluto é denominado periodo refratério
relativo. Durante essa fase, a geragao de um novo potencial de agao ainda é possivel, porém
requer um estimulo despolarizante de maior intensidade do que o limiar habitual. Isso
ocorre porque uma parcela dos canais de sodio voltagem-dependentes (VGSCs) ja retornou
ao estado fechado e prontamente ativavel, enquanto outra parcela permanece inativada.
Esse intervalo se estende até que o potencial de membrana seja completamente restaurado
ao valor de repouso (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

A Fig. 24 ilustra as flutuacoes do potencial de membrana ao longo do tempo durante
a propagacao do impulso elétrico. A Tabela 4 apresenta um resumo das principais fases
do potencial de acao, ilustradas esquematicamente na Fig. 24, destacando os eventos

eletroquimicos que caracterizam cada etapa desse processo dinamico.
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Figura 24 - Potencial de agao. Variagao temporal do potencial de membrana V,,, em resposta
a um estimulo supralimiar. O processo inicia-se com a despolarizacao, decorrente da abertura dos
canais de s6dio voltagem-dependentes (VGSCs) e do consequente influxo de Na™. Em seguida,
ocorre a repolarizacgao, caracterizada pelo fechamento dos VGSCs e abertura dos canais de
potéssio voltagem-dependentes (VGKCs), promovendo o efluxo de K. O periodo refratério
absoluto corresponde ao intervalo em que novos potenciais de acdo nao podem ser gerados,
seguido do periodo refratario relativo, no qual o limiar de excitacdo é temporariamente elevado.
Por fim, observa-se a hiperpolarizagao, causada pela demora no fechamento dos VGKCs, antes da

membrana retornar ao potencial de repouso.
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a sua abertura total
E uxo de K*

!
1
IS
(=)

Os VGSCs comegam
a car inativos

~
Os VGSCs estao fechados

mas ativaveis

DESPOLARIZACAO |

Aumento de VGSCS

| REPOLARIZACAO
abertos ativos

¥
In uxo de Na \

Potencial de Membrana (mV)

~ BB o\ oo LIMIAR
SUR 7)Y I A N A W . POTENCIAL
1 DE REPOUSO
Estimulo HIPERPOLARIZACAO
sublimiar Excesso K devido a

demora dos VGPCs
em fecharem

0 1 2 3

Tempo (ms)

v

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).. Adaptada de (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

Tabela 4 — Fases do potencial de agao. Etapas do ciclo eletrofisiol6gico neuronal, destacando
os principais eventos ibnicos envolvidos.

Fase Descrigao
Potencial de Potencial em torno de —65 mV. Os canais voltagem-dependentes
repouso encontram-se fechados, mas aptos a ativacao.

. A abertura dos VGSCs permite a entrada de Na™, tornando o interior da

Despolarizacgao . . e
célula mais positivo.

s Inativacdo dos VGSCs e abertura dos VGKCs. Saida de K™ e restauracio

Repolarizagao

da negatividade interna.

. . ~ O fechamento lento dos VGKCs altera o potencial de membrana para um

Hiperpolarizagao . .
valor mais negativo.

Os VGSCs encontram-se inativos, logo, nenhum estimulo consegue gerar

Refratario absoluto . ~
novo potencial de agao.

Alguns VGSCs continuam inativos, mas um novo potencial pode ser

Refratario relativo . B . .
disparado, no entanto, requer um estimulo mais forte que o anterior.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptada de (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).
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4 MODELO DE NEURONIO HODGKING-HUXLEY

O modelo de neurénio Huber-Braun (HB), cuja versao discretizada constitui o
foco central deste trabalho, baseia-se no modelo Hodgkin-Huxley (HH). Portanto, uma
compreensao aprofundada do modelo HH é essencial para uma adequada contextualizagao
e analise desta pesquisa.

Em 1952, Alan Hodgkin e Andrew Huxley publicaram cinco artigos apresentando
os seus resultados experimentais e um modelo capaz de descrever os mecanismos de
propagacao do potencial de acao em neuronios. Este modelo pioneiro lhes rendeu o Prémio
Nobel de Fisiologia e Medicina em 1963.

A hipétese teodrica inicial proposta por Goldman, que considera um campo elétrico
constante através da membrana, foi fundamental para a formulacao e analise dos expe-
rimentos conduzidos por Hodgkin e Huxley. Com base nessa suposi¢ao, a corrente total
I que atravessa a membrana neuronal pode ser decomposta em duas componentes: uma
corrente capacitiva I, associada & separacgao de cargas entre as faces interna e externa da

membrana, e uma corrente idnica I;, resultante do fluxo de fons através dos canais i6nicos
voltagem-dependentes (HODGKIN; HUXLEY, 1952).

I(t) = L(t) + Y Ii(t) (94)

Na época, as ferramentas e técnicas disponiveis para investigar os impulsos elétricos
em membranas excitaveis eram limitadas. A técnica de woltage-clamp, empregada por
Hodgkin e Huxley, exigia células com dimensoes suficientemente grandes para permitir a
insercao de eletrodos sem comprometer sua integridade estrutural. Nesse contexto, o axonio
gigante da lula da espécie Loligo forbesii revelou-se um sistema ideal para a condugao dos
experimentos, por atingir até 1 mm de diametro.

Na pratica, o experimento consistia em submergir o ax6nio gigante da lula em uma
solugao salina, reproduzindo as condigoes i6nicas do meio extracelular. Um microeletrodo
era inserido no interior do axénio para medir o potencial de membrana, enquanto outro
permanecia em contato com a solucao, servindo de referéncia externa. Assim, a técnica
permitia controlar o potencial transmembrana (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

O primeiro amplificador era responsavel pela medi¢ao do potencial de membrana
(Vin), entao, o sinal obtido era encaminhado ao segundo amplificador, cuja func¢do consistia
em comparar V,, com a tensao de comando previamente estabelecida, conforme ilustrado
na Fig. 25.
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Figura 25 — Técnica de Voltage-Clamp. llustragao do experimento realizado com o ax6nio

gigante da lula para o controle e registro das variagoes de potencial de membrana.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024). Adaptada de (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).

Caso o potencial de membrana (V},) registrado divergisse da tensao de comando, o
segundo amplificador gerava uma corrente compensatoria, a ser injetada ou retirada do
axonio, conforme a direcao necesséria para manter o potencial de membrana em um valor
pré-estabelecido. A corrente injetada (Ir) era medida por um amperimetro, para assegurar
que seu valor correspondesse & corrente que atravessaria os canais idnicos da membrana.
Esse mecanismo de retroalimentagao permitiu quantificar os fluxos idnicos individuais
e possibilitou a anélise das condutancias i6nicas e das variagoes na permeabilidade da
membrana durante o potencial de acao.

Como resultados preliminares, os pesquisadores identificaram trés componentes
principais de corrente associadas ao movimento idnico através da membrana: a corrente de
sodio (Ina), a corrente de potéssio (/) e uma terceira componente residual, denominada,
corrente de vazamento ou leak current (). Em experimentos realizados sob condigoes
de baixa concentracao extracelular de sédio, eles verificaram que a membrana tornou-se
inexcitavel e, a partir desse resultado, pode-se concluir que a corrente de vazamento é
constituida principalmente pelo fluxo de ions cloreto (C17).

Por conveniéncia, devido a natureza elétrica dos processos que regem a excitabilidade
neuronal, cada estrutura fundamental da célula, envolvida na geragao e propagacgao do
potencial de ac¢ao, foi representada por um componente de um circuito elétrico conforme
ilustrado na Fig. 26 (HODGKIN; HUXLEY, 1952).
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Figura 26 — Circuito equivalente da membrana neuronal. Representagao esquematica do
circuito equivalente proposto por Hodgkin e Huxley (HODGKIN; HUXLEY, 1952) para reproduzir
o comportamento eletrofisiolégico da membrana de um neurénio observado experimentalmente. A
esquerda, ilustram-se os principais fons que atravessam a membrana (Nat, K™ e C17) movendo-se
através dos seus respectivos canais idnicos seletivos, representados pela correspondéncia de cores.
A direita, apresenta-se o circuito correspondente: o capacitor C,, representa a capacidade da
membrana de armazenar cargas elétricas; as resisténcias Rn,, Rk ¢ R1 modelam a condutancia
especifica dos canais de sodio, potéssio e de vazamento (leak), respectivamente; e as fontes de
potencial V., Vk e Vi correspondem aos potenciais de equilibrio de cada fon, determinados
pelas suas concentracoes intra e extracelulares. A corrente Ioy representa uma corrente externa
aplicada experimentalmente.

Extracelular Extracelular
N% - CI)\L Iext
%P%Pj¢ S?a (%P @1, - v, ZRw %RK %R]
soooll BesliMesliles | " T X, T
°K+ OCI v +—|_ T T
Intracelular Intracelular

Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Adaptada de (HODGKIN; HUXLEY, 1952).

Os capacitores sao dispositivos capazes de armazenar carga elétrica, geralmente
compostos por duas placas condutoras paralelas separadas por um material dielétrico.
Quando uma diferenca de potencial é aplicada entre essas placas, ocorre o acumulo de
cargas opostas em suas superficies, gerando um campo elétrico entre elas. A quantidade de
carga acumulada é diretamente proporcional & tensao aplicada (ALEXANDER; SADIKU,
2012).

No contexto neuronal, a bicamada lipidica da membrana plasmatica comporta-se
como um capacitor, cuja capacitancia é representada por C,,. Devido a sua espessura
extremamente reduzida (inferior a 5 nanémetros), a carga elétrica acumula-se nas superficies
internas e externas da membrana (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2016).As variagoes
regionais na composicao lipidica da membrana sao desconsideradas, ou seja, assume-se
uma capacitancia constante ao longo de toda a extensao celular. Essa hipoétese constitui
uma aproximacgao valida e amplamente utilizada em modelos eletrofisiolégicos de neuronios
(FAIN; O’'DDEL, 2014).

Em condutores metélicos, como fios, a corrente elétrica é composta pelo movimento
de elétrons, que possuem carga negativa. Por convencao, a dire¢ao da corrente elétrica é
definida como oposta ao sentido do fluxo dos elétrons (ALEXANDER; SADIKU, 2012).
Em contraste, nas membranas celulares, a corrente é gerada pelo movimento de cations e
anions através dos canais i6nicos presentes na membrana (FAIN; O’DDEL, 2014). Com

base no circuito equivalente representado na Fig. 26, a corrente total que atravessa a
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membrana pode ser expressa como:
]:Ic+]Na+IK+Il _]ext7 (95)

nessa expressao, I. representa a corrente capacitiva associada a variacao temporal do
potencial de membrana, In,, Ix e I; correspondem, respectivamente, as correntes idnicas de
sodio, potassio e de vazamento, e I denota a corrente externa aplicada experimentalmente
por meio dos eletrodos.

Ao derivar no tempo a equacao da capacitancia, tem-se:

dq dV,
=CnVm=>—=0Cp——. 96
1 dt dt (96)
Assim, a respectiva corrente capacitiva é dada por:
AV,
I.=C,,—. 97

J& os canais i6nicos voltagem-dependentes sao representados por resistores variaveis
devido a sua dependéncia ao potencial aplicado, enquanto os canais de vazamento sao

analogos a um resistor nao variavel, assim, aplicando a Lei de Ohm, obtém-se:

Ve
Iz' - =4 98
- (98)
Sendo o potencial de equilibrio eletroquimico (Vi) definido como a diferenga entre
o potencial de membrana V,, e o potencial de equilibrio do fon, também denominado

potencial de Nernst (V;), a Eq. (98) pode ser reescrita como:

=YV - £ (99)

Em muitos contextos, é mais conveniente expressar a propriedade elétrica da

membrana em termos de condutincia ao invés de resisténcia. Sendo a condutéancia g

definida como o inverso da resisténcia elétrica (¢ = 1/R) (FAIN; O’DDEL, 2014), entao, a
equagao anterior tem a forma:

Ii = gi(Vin — Vi) (100)

Ao aplicar a Lei de Kirchoff ao circuito da Fig. 26 e substituir as correntes da
Eq. (94) pelas obtidas em Eq. (97) e Eq. (100), tém-se:

Ic+Iz _Iezrt =0 (101)
dV,,

me + gz(vm - V;) - ]ext =0 (102)
dV,,

Cm? = _gz(vm - ‘/z) + Iext (103>

Logo, a equagao que descreve o potencial de membrana, considerando ¢ = Na, K e
[, é:
AV,

m% = _gK(Vm - VK) - gNa(Vm - VNa) - gl(Vm — ‘/2) + Iext- (104)
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A partir dos experimentos realizados, Hodgkin e Huxley constataram que a con-
dutéancia de vazamento ¢; permanece praticamente constante ao longo do potencial de
acao. Por outro lado, as condutéancias de s6dio (gn,) e potéssio (gx) apresentam variagoes

dinamicas descritas pelas expressoes:
9INa = gna™m’h, (105)

g = g n’, (106)

Nas expressoes acima, as variaveis m, n e h modelam a natureza estocéstica e
multicomponente da dindmica dos canais i6nicos. O significado biofisico dos expoentes nas
expressoes m3 e n* esta relacionado & probabilidade composta necesséria para a ativacao do
canal. Como os dominios atuam de forma independente, a ativagao do canal é expressa pelo
produto das probabilidades individuais dos dominios, ou seja, no caso do canal de sédio, o
termo m? indica que trés dominios de deteccao de voltagem devem estar simultaneamente

em estado ativo para que o poro do canal se abra.

Figura 27 — Abertura do canal de s6dio voltagem-dependente. Trés dominios ativadores
devem estar simultaneamente ativos para permitir a abertura do poro.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O processo analogo é valido para o canal de potassio, a abertura ocorre quando
todos os quatro dominios encontram-se ativados. Essa modelagem matemaética evidencia
a relagdo entre o aumento da condutancia (ou a diminui¢do da resisténcia) a medida
que mais dominios sao ativados. Além disso, também reflete a natureza gradual e estéavel
da célula excitavel, uma vez que a abertura dos canais requer a ativacao simultanea de
multiplas subunidades. Dessa forma, as correntes individuais da Eq. (100) podem ser

reescritas CcOomao.
Ing = Gnam® (Vi — Via), Ik = gen*(Vin = Vi) e I = (Vi — V). (107)

E, portanto, a Eq. (104) tem a forma:

dV,, _ _
Cn 2 = —gn! (Ve = Vie) = gam®h(Ven = Vica) = 9i(Vin = V) + L. (108)
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As variaveis m, n e h assumem valores continuos no intervalo fechado [0, 1}, repre-
sentando probabilidades associadas a transi¢oes conformacionais de estruturas voltagem-
dependentes em canais ionicos. A variavel m quantifica a probabilidade de ativacao de um
tinico dominio sensor de voltagem no canal de s6dio, sendo m = 1 interpretado como o
dominio totalmente ativado, e m = 0, como completamente inativo. A mesma interpretagao
¢ valida para a variavel n, associada a ativacao dos canais de potassio.

A variavel h, por sua vez, nao representa um dominio de ativagao, mas descreve o
estado global de inativacao do canal de s6dio. Nesse contexto, h = 1 indica que o canal esté
disponivel para ativa¢ao (nao inativado), enquanto h = 0 caracteriza o estado inativado,
no qual o poro encontra-se funcionalmente bloqueado pela alga inativadora. Tal bloqueio
impede a condugao i6nica, mesmo na presenca de novos estimulos, correspondendo ao
periodo refratério absoluto da membrana. Portanto, a condugao efetiva de fons de sodio
requer tanto a ativacao dos sensores de voltagem (valores elevados de m) quanto a auséncia
de inativagao (valores elevados de h).

A dindmica de m, n e h é descrita pela seguinte expressao:

(;—1; =a,(Vi) (1 —u) — B.(Viy)u, w=m,n, h (109)

Para m e n, «a,(V,,) representa a taxa de ativacdo dos dominios sensores de
voltagem, ou seja, a transi¢ao do estado fechado para o aberto, cuja probabilidade aumenta
exponencialmente com a despolariza¢ao da membrana. A fun¢ao complementar 3,(V;,)
descreve a taxa de desativacao, ou retorno ao estado fechado, sendo tipicamente favorecida
pela repolarizacao.

Em contraste, para avariavel h, a;(V;,) corresponde a taxa de recuperagao da
inativagao, ou seja, a transicao do estado inativado para o estado ativavel, processo
favorecido pela hiperpolarizagao. Ja f,(V;,) quantifica a taxa de inativagdo, a transi¢ao do

estado ativavel para o inativado, esse termo tende a aumentar com a despolarizacao.

du

7 = 0. Nessas condigoes, obtém-se:

No regime estacionario, tem-se

ay(Vin)
(Vin) 4 Bu(Vin)

Nessa expressao, a fungao u.(V;,) representa a fragdo de canais em estado ativado

Uoo (Vin) = (110)

(ou disponiveis para ativagao, no caso da variavel h) apds o sistema evoluir por tempo
suficiente até o equilibrio dinadmico. Portanto, o regime estacionério descreve o compor-
tamento assintotico do sistema para um estimulo constante, neste caso, o potencial de
membrana V,,.

A dindmica temporal de u é controlada pela constante de tempo 7,(V;,), que

determina a rapidez com que a se aproxima de a(V;,). Essa constante é definida por:

1
(Vi) + Bu(Vin)

Tu(Vin) = (111)
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Fatorando o termo a, (V) + Bu(Vin) na equagao (109) e substituindo as expressoes

de Uuoo(Vin) € 7u(Vin), obtém-se a forma equivalente:

du

B ay(Vin) du  Us(Vin) — u(Vy)
= Vi) + )] |

au(vm) + 6U<vm> - U(Vm)) - % - Tu(vm)

(112)
Essa formulagao é equivalente a Eq. (109), no entanto, oferece uma maior estabi-
lidade numérica em simulagoes computacionais e uma interpretagao mais intuitiva das

integrais temporais.

Tabela 5 - Equagoes de estado do modelo Hodgkin-Huxley (HH). Equagoes do potencial
de membrana, das varidveis de ativacdo das subunidades dos canais i6nicos e da inativagao dos

VGSCs.

Equagoes do modelo Hodgkin-Huxley (HH)

Potencial de AV,
membrana ™ dt

- _gKn4(Vm_VK) _gNamBh(Vm_VNa) _gl(vm_W)+Iext

Ativacao das dm

subunidades do — = (Vi) (1 = m) — B (Vin)m
1 dt
canal de sodio

Inativacao do dh
canal de sodio ar an(Vin)(1 = h) = Bu(Vin)h

Ativacao das
subunidades do
canal de potassio

dn

p = an(vm>(1 - n) - ﬁn(vm)n

Fonte: (HODGKIN; HUXLEY, 1952).

As funcoes a e [ sdo expressoes empiricas obtidas experimentalmente por Hodgkin
e Huxley com base nos dados obtidos através da técnica de voltage-clamp, sendo descritas

pelas seguintes equacoes:

0,1(25 -V, _Vm
am(Vm) = 2§—Vm )7 Bm(vm) =4e 18 s
e 10 —1
m 1
an(Vim) = 07076_‘;707 Br(Vin) = v (113)
e 10 41

1(10 — V,,, Vi

an(vm) = O’ Ologv?n v >7 ﬁn(vm) - O, 1256 ‘go .

e 1m0 —1
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Tabela 6 — Parametros do modelo de Hodgkin-Huxley. Valores de referéncia utilizados
para esse modelo.

Parametro Valor Unidade
Capacitancia da B 9
membrana Cm =1 pF /em
Condutancias maximas gna =120 gx =36 ¢, =0,3 mS /cm?
Potenciais de Nernst Wa =00 Vi =-77 V,=—-54,387 mV

Fonte: (HODGKIN; HUXLEY, 1952).
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5 MODELO DE NEURONIO HUBER-BRAUN

O modelo matematico de neurénio proposto em 1998 por Martin Huber e Hans
Braun et al. ¢ uma adapg¢ao do modelo classico de Hodgkin-Huxley de 1952. Apesar do
modelo HB preservar o potencial de membrana como variavel de estado, a representacao
e a quantidade das correntes ionicas é altera para descrever de forma mais precisa os
comportamentos de sistemas sensoriais. A equacao de membrana central do modelo

Huber-Braun, analoga a equacao original de Hodgkin-Huxley, é expressa por:

d
Cm% i Ine— Tag— Ty — T+ L, (114)

em que C,, representa a capacitancia especifica da membrana, [x e Iy, correspondem,
respectivamente, as correntes de potassio e s6dio responsaveis pela geragao dos potenciais
de acao, I; denota a corrente de vazamento, e I.; modela correntes externas aplicadas
experimentalmente. As correntes lentas I; de despolarizacao (slow-depolarizing) e I,
de repolarizacdo (slow-repolarizing) constituem uma das inovagdes centrais deste modelo
(BRAUN et al., 1998).

O significado eletrofisiologico das correntes I,4 e I, remete & sua origem experi-
mental. O modelo de Huber-Braun foi construido a partir de dados obtidos de neurdnios
termossensiveis, mais especificamente os chamados receptores frios. Foram analisados os
receptores térmicos faciais de ratos, camundongos e morcegos-vampiro, as fibras do nervo
lingual de gatos, entre outros organismos (BADE; BRAUN; HENSEL, 1979; BRAUN et
al., 1999; SCHAFER; BRAUN; KURTEN, 1988). A selecdo por esse tipo de receptor se
deve a sua capacidade de exibir uma ampla variedade de padrdes de disparo (potenciais
de acdo) (BRAUN et al., 2001).

Esta caracteristica contrasta diretamente com o modelo classico de Hodgkin-Huxley.
Enquanto o modelo HH foca na dindmica precisa dos canais ionicos individuais, o modelo
Huber-Braun concentra-se nos mecanismos subjacentes a geracao de padroes de disparo
complexos e sua modulagao por estimulos térmicos (FINKE et al., 2008).

Tal distin¢ao é evidente na capacidade do modelo HB de reproduzir dois regimes
dindmicos de disparo distintos: disparos repetitivos regulares (spiking), caracterizados
por potenciais de acao com intervalos inter-picos constantes, e atividade do tipo bursting,
onde rajadas ritmicas de potenciais de acao sao intercaladas por periodos quiescentes

eletricamente, conforme ilustrado na figura a seguir (IZHIKEVICH, 2007).
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Figura 28 — Padrées de disparo neuronal. (a) Padrao de disparo tonico (b) Padrao de
disparo em rajadas.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024). Adaptada de (IZHIKEVICH, 2007)

O padrao de disparo em rajadas emerge de um mecanismo ciclico de retroalimentagao
envolvendo os fons de s6dio e calcio no meio intracelular (TERMAN; ERMENTROUT,
2010). Nesse contexto, o modelo HB emprega I, para representar a corrente de so6dio
persistente (Inq(py) € I, para modelar a corrente de potéssio ativada por calcio (Ix(ca))
(FINKE et al., 2008).

Diferentemente da corrente de sodio (Iy,), cuja ativagao e inativagao ocorre rapi-
damente durante a fase ascendente do potencial de acao, a corrente de s6dio persistente
(Ina(py) Pode ser ativada por potenciais sub-limiares e permanece ativa por periodos
prolongados. A persisténcia decorre da inativagao incompleta ou lenta de alguns canais
de sodio voltagem-dependentes, caracteristica que permite o influxo continuo de Nat,
mesmo quando o potencial de membrana encontra-se no periodo quiescente. (TERMAN;
ERMENTROUT, 2010).

Portanto, a corrente Iy,p) contribui significativamente para a despolarizagao da
membrana, sendo a responsavel pela sustentacao da fase de rajadas e pela transicao do
estado quiescente para um novo ciclo de atividade de disparos (TERMAN; ERMENTROUT,
2010).

Durante cada potencial de acao da fase ativa do bursting, a despolarizacao da
membrana promove a rapida abertura dos canais de céalcio dependentes de voltagem
(VGCCs — Voltage-Gated Calcium Channels), cuja ativagdo permite o influxo de ions
calcio (Ca?"), resultando na corrente I¢, (HILLE, 2013).

No entanto, a taxa de entrada de fons calcio supera a capacidade das bombas
de retiré-los, contribuindo para o aumento gradual da concentragao intracelular desses
fons. Quando esse acimulo atinge um determinado valor, ocorre a ativacao dos canais

de potéssio sensiveis ao calcio, estes passam a conduzir KT para o meio extracelular,
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gerando a denominada corrente de potéssio ativada por célcio Ix(ca), que contribui para a
repolariza¢do da membrana (HILLE, 2013).

Simultaneamente, o excesso de Ca?* no citosol inativa os VGCCs e permite a
diminuicao da concentracao interna desses fons. Como consequéncia, o potencial de
membrana sofre uma hiperpolarizagao, encerrando a fase ativa de disparo e iniciando o
periodo de quiescéncia. Enquanto a concentracao de Ca?* diminui, os canais de potassio
ativados por calcio se fecham, permitindo que novos disparos iniciem devido a corrente
Inapy (HILLE, 2013).

Estudos demonstram que mutacoes em canais de sdédio podem levar a uma persistén-
cia anormal da corrente Iyq(p), resultando em padroes de bursting associados a patologias,
como observado em epilepsias e arritmias cardiacas (AMIN; ASGHARI-ROODSARI; TAN,
2010; GHOVANLOO et al., 2016). A inativacao desregular da corrente Ix(cq) no canal
de potassio pode interromper prematuramente os potenciais de agao, gerando padroes
oscilatorios andmalos que, quando presentes em neurdnios do complexo pré-Botzinger,
estao relacionados a disturbios respiratorios como a apneia do sono central (HALLETT;
STONE; CARSON, 2016).

Além disso, alguns trabalhos vinculam as alteracoes nos padroes de disparo a
doengas neurodegenerativas. Em Alzheimer, por exemplo, a disfuncdo de oscilagoes gama,
frequentemente associadas a bursting sincronizado, esta correlacionada com déficits cogniti-
vos (TRAIKAPI; KONSTANTINOU, 2021). Assim, o modelo HB fornece contribuigoes nos
estudos acerca da modulagao dos padroes de disparo desempenhada pelas correntes lentas,
simulando, por exemplo, efeitos analogos aos de intervengoes farmacolégicas direcionadas,
como as que atuam sobre a corrente Iy,p) para restaurar a dinamica tipica de disparo
(BRAUN et al., 2001; STAFSTROM, 2007).

Assim como o modelo HH, o modelo de Huber-Braun pode ser representado por

um circuito equivalente, como mostra a figura a seguir:
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Figura 29 - Circuito equivalente HB. O modelo HB acrescenta ao circuito equivalente de
HH duas correntes i6nicas adicionais, responsaveis pela modulacao dos potenciais de agao do
neurdnio, ampliando as possibilidades de padroes de disparo possiveis.

Extracelular
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! +__VNa _ VK B V] +__Vsd B Var e
¢ | T
Disparo dos Intracelular Modulacao
potenciais de acao dos disparos

Fonte: Elaborado pelo autor (2024). Adaptada de (BRAUN et al., 1998).

As correntes i6nicas sao modeladas pelas equacgoes:
L=gVi,—V), e I;=pga(V—1V;) parai= Na, K, sd e sr. (115)

Nessas equagoes, g; e V; denotam, respectivamente, a condutancia e o potencial de equilibrio
dos canais de vazamento, g; as condutancias maximas e V; os potenciais de equilibrio,
ambos para os canais voltagem-dependentes. O termo p é um fator que regula a velocidade
das dinadmicas de abertura dos canais conforme a variacao da temperatura, representado
por:

T—T, T_T,

p=Qy" =13"7 (116)

em que T é a temperatura vigente, Ty a temperatura de referéncia e (19 um coeficiente
térmico, utilizado em processos bioquimicos para simular a alteracao do sistema com o
aumento da temperatura de 10°C (FINKE et al., 2008).

Prosseguindo com a analise da eq.(115), a variavel a; modela a ativagao dos canais
voltagem-dependente, assim, a dependéncia a tensao das correntes In,, [x e Isq sao

expressas pela seguinte relagao sigmoidal:

1
 14exp (—=Si(Vi — Vo))

@00 (Vin) para i— Na, K e sd. (117)

Na equagao acima, a; «, indica a fracao de canais, associados a corrente I;, que se
encontram ativados em regime estacionario, S; representa as inclinagoes das curvas de
ativacao em estado estacionario e Vj; sao os potenciais de meia ativacao, medidos quando
a4, = 0,5, ou seja, a voltagem na qual metade dos canais do tipo 7 estao ativados em

regime estacionario.
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Embora a; o, defina o estado de equilibrio da variavel de ativacao, o sistema atinge
esse valor de forma dindmica. A evolucao temporal de ax e a,qy € modelada por uma
equagao diferencial de primeira ordem semelhante a eq.(112) utilizada no modelo de
Hodgkin-Huxley. No entanto, o modelo de Huber-Braun introduz um fator multiplicativo

¢ que, assim como p, depende da temperatura:

d i i,00  Wjg : T
dcz — M para 1l = K’ sd com ¢ = 3,0T10TO (118)
Ti

sendo 7; a constante de tempo caracteristica do canal i. Essa equagao evidencia que, além

da voltagem, a velocidade de transicao das variaveis de ativacao é acelerada com o aumento
da temperatura, refletindo a cinética termossensivel dos canais ionicos desse modelo.

Em contraste, a corrente Iy, possui ativacao instantanea, de modo que an, =
aNaco(V). Como a cinética de ativacao dos canais de sodio ¢é significativamente mais rapida
que as demais dinamicas do sistema, ay, nao é tratada como uma variavel de estado.

No modelo HB, a corrente I, é interpretada como uma corrente de potassio
dependente de calcio Ik (cq). Conforme discutido anteriormente, a ativagao dessa corrente
esta associada ao influxo de fons Ca?" durante os perfodos de despolarizacao da membrana,
caracteristicos da fase de burst. Como essa fase é sustentada predominantemente pela
corrente de despolarizagao lenta Iy4, estabelece-se, portanto, uma relagao entre a ativacao
de I, e Iy4. No modelo de Huber-Braun, essa dependéncia é representada pela seguinte
equacao diferencial:

dasr (b (_n[Sd<t) - kasr(t))

_ 119
dt tor (119)

em que ag, € a variavel de ativagao associada a corrente I, ¢ um fator de escala dependente

da temperatura, 7, a constante de tempo caracteristico da ativagao, n uma constante de
acoplamento, e k£ de decaimento, responsavel por regular o retorno de a,, ao estado basal.

E importante destacar as diferencas conceituais entre as variaveis de ativacao dos
modelos de Huber-Braun (HB) e de Hodgkin-Huxley (HH). No modelo HB, a variavel q;
representa a fracao de canais funcionalmente ativos, descrita por uma func¢ao estacionaria
que depende do potencial de membrana e, em alguns casos, também da temperatura.
Essa abordagem simplificada busca capturar os efeitos térmicos relevantes a fisiologia de
neuronios sensiveis ao frio.

Por outro lado, no modelo HH, a variavel u (representando m, n ou h) expressa
a fragao média de subunidades ativadas de canais i6nicos dependentes de voltagem. Sua
evolucao é regida por equagoes diferenciais baseadas em taxas de transicao entre estados
conformacionais, permitindo descrever com maior fidelidade a dinamica rapida e transiente
dos canais tipicos de neurdnios excitaveis. Assim, enquanto a; adota uma formulacao
mais compacta e termossensivel, u reflete uma modelagem mais detalhada e centrada
exclusivamente na dindmica elétrica. As equacoes do modelo de Huber-Braun em sua
formulagao discreta (DHB), conforme a referéncia (HE et al., 2023), estao organizadas na

tabela a seguir.
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Tabela 7 — Equagoes de estado do modelo Huber-Braun discreto (DHB). Equagoes de
estado do modelo HB em sua forma discretizada.

Modelo Huber-Braun discreto (DHB)

Potencial de
membrana

Ativagao da
corrente [g

Ativacao da
corrente [,

Ativacao da
corrente I,

Vin(n+1)

_ Oim [~ I (n) — Ina(n) — La(n) —
ax(n+1) = ¢g> larcoo(n) — arc(n)]
Gl +1) = @ [@t0(1) = tca(m)]

o+ 1) = 2 () = ks )

I (n) — I;(n) 4 e (n)]

Fonte: (HUBER et al., 1997).

Tabela 8 - Parametros do modelo de Huber-Braun HB. Valores de referéncia utilizados
nesta pesquisa e por Huber e Braun et al (HUBER et al., 1997).

Parametro Valor Unidade
Capacitancia da Co =10 uF Jom?
membrana
Potencial de Vie = Ve =50 Vg, = Vi =-90
- mV
reversao Vi = —60
Potenqal d~e meia Vova = Vige = —25  Vouy = —40 v
ativacao ’ ’ ’
Temperatura - B B
caracteristica Tk =2 Ta=10 7y =20 ms
. gne=1,5 gx=2,0 gu=0,25 2
Condutancias Go=04 g=01 mS/cm
Inclinagao da curva o _
das correntes I;(t) Sa=5 =025 54 =0.9
Tempera}tu%“a de Ty = 95 oC
referéncia
Constantes:
acoplamento e n=20,012 k=017
relaxamento

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES
6.1 MATERIAIS E METODOS

Os resultados desta pesquisa foram obtidos por meio de simula¢oes numéricas
implementadas nas linguagens de programagao C e FORTRAN (Formula Translation
System), executadas integralmente em ambiente Linux. O software Gnuplot foi utilizado
para a visualizagao e analise dos dados, possibilitando a construcao de diagramas de
regimes dinamicos, mapas do expoente de Lyapunov, diagramas de bifurcacao, e gréaficos
de atratores. As imagens geradas foram posteriormente otimizadas com o auxilio do editor
grafico GIMP (GNU Image Manipulation Program), visando a reducao do tamanho dos
arquivos e a adequada incorporacao ao presente documento.

As equagoes que definem a dindmica do modelo analisado, bem como os parametros
utilizados nas simulacoes, estao apresentados nas Tabelas 7 e 8. As equagoes e as condigoes
iniciais foram definidas com base na referéncia de Shaobo He et al. (2022), a qual serviu

como base para o inicio da pesquisa sobre o modelo DHB (Discrete Huber-Braun) (HE et

al., 2023).

6.2 DIAGRAMA DE REGIMES

Como etapa inicial da investigagao, foram construidos diagramas de regimes di-
namicos a partir da variagao combinada de dois parametros. Essa abordagem permitiu
identificar regioes de interesse no espaco gréfico, orientando as analises subsequentes. A
investigacao concentrou-se na relagao entre trés parametros fundamentais do sistema, as
condutéancias dos canais de fons s6dio (gna.), de fuga (g;), e a temperatura 7.

Os diagramas nos planos (gna, g1) € (gna, T') foram obtidos a partir de uma malha
uniforme composta por 1000 x 1000 pontos. Para cada simulacao os demais parametros do
modelo foram mantidos fixos ao longo dos calculos, conforme os valores da Tabela 8.

Cada ponto da malha foi integrada numericamente com o passo de tempo At = 1,0.
Foram descartadas as primeiras 5 x 10° iteracoes como transiente, e os expoentes de
Lyapunov foram estimados ao longo de 1 x 10° iteracoes subsequentes, utilizando o método
de Benettin com reortogonalizacao via procedimento de Gram-Schmidt. A classificagao
dos regimes dinamicos baseou-se no valor do maior expoente de Lyapunov \;, conforme os
seguintes critérios: regime periodico para A\; < —5 x 1073; regime transicional(bifurcagao)
para valores proximos de zero; regime caético para A\; > 5 x 1073, Também foi denotado
regiao de divergéncia para os valores que excederam o limite da simulacao. Para cada uma

dessas quatro possibilidades uma cor foi atribuida, resultando nos seguintes gréficos.
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Figura 30 — Diagrama de regimes. As cores representam diferentes regimes dindmicos, em
amarelo a dindmica caotica, em preto regular, em ciano regides de bifurcagao e em vermelho
divergéncia numérica. Em (a) diagrama gy, X g; e (b) diagrama gy, x T'.

3,5 28.0

qgi

gnNa

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Apesar de fornecer uma visao global da organizacao dos regimes dinamicos, esse tipo
de diagrama apresenta limita¢oes importantes. Ele nao distingue diferentes periodicidades
dentro da regiao regular e, além disso, a resolucao finita da malha pode suavizar ou omitir
estruturas dinamicas de menor escala. Essas restrigoes motivam o uso de ferramentas de
analise mais sensiveis, como o calculo do maior expoente de Lyapunov ponto a ponto,
que permite identificar com maior precisao as fronteiras entre regimes e investigar a
complexidade das transicoes dindmicas. Na se¢ao seguinte, essa abordagem serd empregada
para detalhar as estruturas observadas e complementar a interpretacao qualitativa fornecida

pelo diagrama de regimes.

6.3 DIAGRAMAS DE LYAPUNOV E BIFURCACOES

O maior expoente de Lyapunov (A1) foi calculado ao longo da malha bidimensional
nos planos (gna, I') € (gna, g1)- A cor vermelha indica divergéncia numérica, ja os expoentes
de Lyapunov negativos, o gradiente de cores varia do branco ao preto, nesse espectro
encontram-se valores que indicam comportamentos estaveis, que podem corresponder tanto
a pontos de equilibrio assintoticamente estéveis quanto a érbitas periddicas estaveis. Assim,
tonalidades mais brancas representam expoentes mais negativos, sugerindo convergéncia
mais rapida das trajetorias para o atrator.

As regides de cor ciano correspondem a valores de \; ~ 0, caracterizando condicoes
de bifurcagao, nas quais o sistema transita entre regimes qualitativamente distintos, por

exemplo, do repouso para oscilacoes periddicas. Para A\; > 0, o mapeamento de cores
) b
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utiliza uma escala que evolui do azul, passando pelo rosa, até o amarelo, acompanhando o
aumento da taxa de divergéncia exponencial, caracterizando o comportamento de dindmica
caodtica.

Em modelos dinamicos de atividade neuronal, o estado de repouso é descrito por
um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, e essa é uma condigao necessaria para a
excitabilidade. Perturbagoes de pequena amplitude, confinadas a uma vizinhancga proxima
do equilibrio, geram trajetoérias que retornam a esse ponto ap6s um periodo de tempo,
caracterizando respostas sub-limiares. Em contraste, perturbagoes mais intensas, ainda
dentro da bacia de atragao, podem produzir transientes de maior amplitude antes do
retorno, associados a geracao de um potencial de agao isolado (TERMAN; ERMENTROUT,
2010).

Sistemas excitaveis frequentemente operam proximos a bifurcagoes, de modo que
pequenas variacoes paramétricas podem conduzir a trajetérias que nao retornam ao
equilibrio, mas convergem para um ciclo limite. Em modelos neuronais, ciclos limite estao
associados a padroes de disparos ritmicos. O comportamento do ponto de equilibrio apés a
bifurcacao depende do tipo envolvido. Na bifurcacao sela-né sobre um circulo invariante, o
equilibrio desaparece, cedendo lugar a uma orbita periddica, ja na bifurcagao de Andronov-
Hopf supercritica, o ponto permanece, mas perde estabilidade, sendo circundado por
um ciclo limite atrator. Em ambos os casos, a transicao marca o inicio das oscilagoes
e uma mudanga qualitativa na dindmica. Assim, como evidenciadas nos diagramas de
Lyapunov, as regioes em ciano podem ser diretamente interpretadas como manifestacao
dessas bifurcagoes (IZHIKEVICH, 2007).

Para investigar a presenca de multiestabilidade, foram considerados dois sentidos de
varredura na malha: (a) no sentido crescente de gn, (forward) e (b) no sentido decrescente
(backward). Os resultados estdo apresentados na Fig. 31. As regides destacadas por mq, msy
e mg em (b) apresentam multiplas solugoes atratoras para os mesmos valores de gy, e T,
esse fenomeno é evidenciado pela coexisténcia de regioes estéveis e cadticas para um mesmo
conjunto de parametros, observaveis através da sobreposicao espacial de areas em tons de
branco/preto com areas em cores vivas da figura (a). Portanto, confirma-se a ocorréncia
de multiestabilidade para o modelo DHB, evidenciando a complexidade intrinseca de
sua dinamica. Esse resultado estd em consonédncia com a literatura, que indica que a
multiestabilidade em modelos neuronais biologicamente realistas, isso inclui o modelo de
Huber-Braun discreto, pode emergir mesmo em neurénios isolados, sem necessidade de
acoplamento sinaptico ou ruido (PISARCHIK; HRAMOV, 2022).
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Figura 31 — Diagrama de Lyapunov no espago de parametros gna X 7. O painel (a)
apresenta o calculo do maior expoente de Lyapunov A; para a varredura no sentido crescente
de gna (forward), enquanto o painel (b) mostra o resultado obtido na varredura decrescente
(backward). As cores indicam o valor de A\; em cada ponto do espago de pardmetros: o gradiente
do branco ao preto representa valores negativos (comportamentos estaveis, associados a pontos
fixos ou orbitas periddicas estaveis); o ciano indica A1 /& 0, caracterizando condigbes de bifurcagao;
e a escala que vai do azul ao amarelo corresponde a A; > 0, identificando regioes de dindmica
caotica. As areas em vermelho indicam divergéncia numeérica. As regides destacadas por my, ms e
mg delimitam zonas de multiestabilidade, nas quais coexistem diferentes atratores para o mesmo
conjunto de parametros. A comparagao entre os painéis evidencia a sobreposicdo de areas estaveis
e calticas, confirma a presenca de miltiplas solucoes atratoras no modelo DHB.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)..

Embora esta investigagao se concentre na dinamica de neurdnios isolados, as analises
de multiestabilidade podem ser estendidas a redes neuronais, onde tal propriedade pode
estar associada a comportamentos fisiologicos ou patolégicos (PISARCHIK; HRAMOV,
2022). Distarbios neurologicos como a doenga de Parkinson e o tremor essencial tém
sido relacionados a padroes anomalos de sincronizagao, em que atividades de marcapasso
assincronas e patologicas podem emergir da dinamica coletiva de unidades individuais
multiestaveis. Assim, compreender a multiestabilidade em neurdnios isolados é um passo
essencial para a modelagem precisa de fendmenos neuronais em rede (PISARCHIK;
HRAMOV, 2022).

Na neurociéncia tedrica, a multiestabilidade em redes neuronais esta associada a trés
fungoes principais: memoria, processamento paralelo e alternancia de padroes de atividade.
Na fun¢ao de memoria, diferentes atratores codificam padroes distintos de atividade, e
o sistema tende a permanecer no estado correspondente, preservando a informacao. O
processamento paralelo decorre da possibilidade de sub-redes manterem-se em atratores
distintos simultaneamente, processando miltiplas tarefas de forma independente. Ja a

alternancia de padroes de atividade ocorre quando o sistema transita espontaneamente
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entre atratores, fendmeno relevante para fungoes cognitivas que exigem flexibilidade, como
tomada de decisao (BRAUN; MATTIA, 2010).

Apesar das vantagens funcionais, a multiestabilidade também pode comprometer a
resposta neuronal. Transi¢oes nao intencionais entre atratores, induzidas por ruido ou per-
turbagoes externas, podem levar a perda de informacao ou alteragao indesejada de padroes.
Além disso, a competicao instavel entre estados atratores distintos pode comprometer
a consisténcia do processamento neural. Outro aspecto desfavoravel é a ocorréncia de
metastabilidade prolongada, na qual o sistema permanece por longos periodos em estados
intermediarios, atrasando respostas rapidas. Assim, embora represente um mecanismo
poderoso de flexibilidade funcional e prevencao da rigidez excessiva do regime dinamico, a
multiestabilidade também pode induzir instabilidade e comprometer a confiabilidade do
processamento de informagoes em redes neurais (BRAUN; MATTIA, 2010; KELSO, 2012).

Para aprofundar a caracterizacao do comportamento dindmico identificado nos
diagramas de Lyapunov, empregou-se a construgao de diagramas de bifurcacao a partir de
trajetorias especificas no espaco de parametros. A reta de varredura escolhida, mostrada
na Fig. 32, cruza regioes de interesse associadas a multiestabilidade (m; e my) da Fig. 31b.

Portanto, a Fig. 33 corresponde ao diagrama de bifurcagao ao longo dessa reta.

Figura 32 — Selegao de trajetoria no espago de parametros gna X 7. A reta de varredura
paramétrica atravessa as regioes ml e m2, sendo os pontos destacados os pares de pardmetros
selecionados para analise detalhada. Os pontos destacados indicam pares de parametros escolhidos
para investigagao.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Figura 33 — Diagrama de bifurcacao do potencial de membrana V,, em fungao do
parametro 7. O painel (a) mostra a evolugdo do potencial de membrana V;, conforme o
parametro T é variado ao longo da reta paramétrica definida na Fig. 32, para gn. = 1,7. As
trajetorias obtidas nos sentidos direto (forward, em vermelho) e inverso (backward, em azul)
evidenciam a presenga de regioes de multiestabilidade. Os painéis ampliados (b) e (c¢) correspondem
as regides destacadas em (a), revelando a coexisténcia de diferentes atratores, ciclos limites e
comportamentos cadticos. O ponto A representa um ciclo limite estavel de periodo 4. Em B,
observa-se a coexisténcia entre dindmica cadtica (forward) e ciclo de periodo 3 (backward). Em C,
o sistema sofre uma cascata de bifurcagoes flip (duplicacao de periodo), culminando em caos.E
em D, ocorre uma nova regiao de multiestabilidade com a coexisténcia de caos e um ciclo limite
de periodo 5.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)..

A sobreposicao dos diagramas de bifurcacao obtidos pela varredura no sentido direto
(forward, em vermelho) e inverso (backward, em azul) evidencia regioes de multiestabilidade
no espaco de parametros. No ponto A, ambos os sentidos de varredura resultam em um ciclo
limite estavel de periodo 4, sem histerese local e com robustez do atrator. Em contraste,
no ponto B, o sentido forward apresenta dindmica caoética, enquanto o backward exibe um

ciclo limite de periodo 3, caracterizando coexisténcia de atratores distintos.



99

No ponto C, o ciclo de periodo 3 observado no backward sofre uma bifurcacao
flip (period-doubling), originando um ciclo de periodo 6. Essa duplicagao se repete em
cascata de Feigenbaum, culminando em caos deterministico. Entre C e D surge uma janela
periddica imersa no caos, na qual o ciclo estavel reaparece temporariamente antes de
perder estabilidade por nova bifurcacao flip.

No ponto D, observa-se novamente multiestabilidade: no forward, o sistema per-
manece cadtico; no backward, apresenta um ciclo de periodo 5, que em regiao adjacente
duplica para periodo 10 antes de retornar ao caos. Proximo a esse ponto, a perda abrupta
do atrator cadtico e a transicao direta para um ciclo limite estavel indicam a ocorréncia
de uma crise cadtica (chaotic crisis), na qual pequenas variagoes paramétricas destroem
ou modificam abruptamente a estrutura do atrator.

Esses padroes refletem a complexidade da dindmica excitatoria do neurénio mo-
delado, indicando que, dependendo da trajetéria paramétrica e das condigoes iniciais,
o sistema pode alternar entre regimes de disparo estavel e irregularidade caotica, com
implicacoes diretas na codificacao e processamento da informagao neuronal.

Ao realizar uma ampliacao em outra regiao da Fig. 31, observa-se a formagao
de estruturas conhecidas como "camaroes", como mostra a Fig. 34c, caracterizadas por
configuragoes de regimes periddicos organizados de forma recursiva e auto-similar no
espago de parametros, caracterizadas por uma forma alongada com “caudas”.

As estruturas do tipo “camarao” (ou shrimps) foram inicialmente caracterizadas por
Gallas no espago de parametros do mapa de Hénon (GALLAS, 1993). Essas estruturas em
mapas, representam regioes bem delimitadas no espago de parametros onde o sistema exibe
orbitas periddicas estéaveis, cercadas por fronteiras fractais que separam diferentes regimes
dindmicos. Elas surgem naturalmente quando dois parametros de um sistema dinamico
discreto sao variaveis, formando padroes organizados de ilhas de periodicidade imersas em
mares de caos. Essas regioes apresentam simetria interna e exibem uma autorreplicagao em
multiplas escalas, caracteristica de sistemas nao lineares com estrutura fractal no espaco
de parametros. No estudo original, o contexto era puramente teorico, focado em sistemas

dinamicos discretos bidimensionais, sem relagao direta com modelos neuronais discretos.
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Figura 34 — Estruturas periodicas no espago de parametros (gna, 7). (a) Diagrama
global do maior expoente de Lyapunov, com destaque para a regiao ampliada. (b) Ampliacao
intermediéria evidenciando o aparecimento de regioes periddicas organizadas. (¢) Ampliagao
detalhada mostrando estruturas do tipo shrimps (“camaroes”), associadas a ilhas de periodicidade
imersas em regioes cadticas, alinhadas segundo uma windows street.

19,0
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025)..

Alguns estudos demonstraram que tais padroes nao sao exclusivos de modelos
simplificados, mas emergem em sistemas fisicamente realistas (BONATTO; GARREAU;
GALLAS, 2005; OLIVEIRA, 2024; JUNGES; GALLAS, 2016). A presenca de camaroes
em modelos neuronais discretos implica que pequenas variacoes de condutancias idnicas
ou temperatura podem induzir mudancas stibitas entre regimes peridédicos e cadticos, o
que tem relevancia para compreender transi¢oes dindmicas em neurdnios biologicos. Além

disso, a hierarquia de periodos dentro dessas estruturas nem sempre segue exclusivamente
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duplicagbes (P, = Py x 2"), em certos modelos, rotas alternativas como triplicagoes de
periodo também sao observadas (JUNGES; GALLAS, 2016). Essa complexidade reforca a
necessidade de estudos quantitativos detalhados para caracterizar nao apenas a presenca,
mas também a organizacao interna dos camaroes, incluindo a distribuicao de subestruturas
e os mecanismos de bifurcacao associados.

A reta desenhada na Fig. 34c indica uma via, que Lorenz nomeou de window
street(“rua de janelas”) (LORENZ, 2008). Trata-se de uma curva suave no espago de
parametros ao longo da qual se alinham miiltiplas janelas periédicas, no caso, sucessivos
"camardes", associada a condigoes especificas de estabilidade. Essa disposicao tende a formar
padroes hierarquicos e, em alguns casos, diferentes ruas podem se cruzar, originando regioes
de intersecao onde surgem janelas compostas com periodos resultantes da combinacao dos
periodos das ruas envolvidas. Tal organizagao espacial é relevante para compreender a
conectividade entre regioes de periodicidade no espago de parametros, sugerindo que a
dindmica observada em um ponto pode estar fortemente correlacionada a estrutura global
dessas ruas (LORENZ, 2008).

O diagrama de bifurcagao mostrado na Fig. 35 revela a alternancia entre janelas
periodicas e regioes cadticas, atravessando sucessivas estruturas do tipo “camarao”. Tal
organizacao confirma que o modelo exibe janelas periddicas imersas em mares de caos,
de forma analoga a observada em outros mapas nao lineares. As fronteiras fractais entre
camaroes, ou entre estes e o caos, correspondem a transicoes abruptas de regime mediadas
por bifurcacoes. Essa estrutura hierarquica possibilita a previsao da localizacao e do
periodo de novos “camaroes”, o que é crucial para o controle e a caracterizagao de regimes
estaveis em sistemas fortemente dependentes dos parametros de controle (GALLAS, 1993;
GALLAS, 1994; JUNGES; GALLAS, 2016).

A deteccao e caracterizacao de estruturas do tipo “camarao” no modelo DHB
revelam que, mesmo em neur6nios isolados, o espago de parametros apresenta organizagao
fractal complexa, com ilhas de estabilidade imersas em regioes cadticas. Essa configuragao
combina robustez dinamica e sensibilidade a perturbagoes, permitindo ao sistema alternar
entre padroes estaveis e irregulares. No contexto deste trabalho, tais resultados reforgam
a relevancia do modelo DHB para investigacao de mecanismos de transi¢cao e controle
em sistemas neuronais, além de apontar caminhos para estudos futuros envolvendo redes

acopladas e modulacao paramétrica controlada.
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Figura 35 — Diagrama de bifurcagao do potencial de membrana V,, ao longo da reta
inclinada da Fig. 34c. O parametro gn, foi variado sobre a reta T = —7,0875¢gN, + 31,679,
cruzando sucessivas estruturas periddicas do tipo camarao. Em E o periodo é 9, em F o perfodo é
11 e em G o periodo é 13.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Analisando a regiao superior esquerda da Fig. 36, identifica-se uma estrutura
peculiar conhecida na literatura como “olho do caos” (eye of chaos). Essa formagao
ocorre tipicamente na interface entre dominios periddicos e cadticos, emergindo quando
a geometria de uma estrutura do tipo “camarao” sofre deformacgoes que resultam na
abertura de uma janela central de comportamento cadtico, circundada por regices de
dinamica periddica. Visualmente, assemelha-se a um olho, cuja “pupila” apresenta regime
caotico e cujas “bordas” exibem oscilagao regular. Do ponto de vista dinamico, o “olho do
caos” estéd frequentemente associado ao limite de acumulacao de cascatas de bifurcagoes,

constituindo um marco de transicao complexa entre a estabilidade periddica e a dinamica

cadtica (GALLAS, 1993; GALLAS, 1994; JUNGES; GALLAS, 2016).
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Figura 36 — “Olho” do caos (eye of chaos). Em (a), observa-se uma regiao do espago de
parametros (gna, 1') do modelo DHB. A 4rea delimitada pela caixa branca indica a regiao ampliada
nas figuras (b) e (c), as quais revelam, com maior detalhe, a organizacao interna das estruturas do
tipo “camarao” e a formagao do chamado “olho do caos”. Essa configuracao apresenta uma “pupila”
central de comportamento cadtico, circundada por dominios periddicos, evidenciando a transigao
entre dindmicas regulares e cadticas. As fronteiras em azul delimitam curvas aproximadas de

bifurcagao.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Embora essa estrutura tenha sido documentada anteriormente apenas em sistemas
dindmicos continuos, como osciladores quimicos forcados e circuitos eletronicos nao lineares,
sua primeira observagao em sistemas discretos é recente. Esse registro foi realizado por
Ramirez-Avila et al. (2024), ao analisarem o mapa neuronal de Chialvo, identificando
miltiplos “olhos de caos” originados a partir da deformacao de “camardes” primérios e
secundarios no espaco de parametros (AVILA; MUNI; KAPITANIAK, 2024). A identifi-
cagao dessa mesma estrutura em outro modelo discreto de neurénio, como o modelo de
Huber-Braun discreto, constitui um resultado relevante desta pesquisa, evidenciando a
universalidade do fenémeno e oferecendo importantes informacoes sobre regides criticas
no controle de parametros e a transi¢ao entre regimes periddicos e cadticos na dindmica

neuronal.
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7 CONCLUSAO

Os resultados obtidos evidenciam que, mesmo quando nao ha acoplamento sinaptico
ou ruido externo, o modelo discreto de Huber-Braun (DHB) é capaz de exibir uma ampla
variedade de comportamentos dindmicos organizados no espago de parametros em estrutu-
ras complexas e de natureza fractal. A caracterizagao detalhada, por meio de diagramas
de regimes, mapas do maior expoente de Lyapunov e diagramas de bifurcacao, permitiu
identificar fend6menos caracteristicos de sistemas nao lineares, tais como multiestabilidade,
janelas periodicas imersas em mares de caos, cascatas de duplicagao de periodo e crises
caoticas. Adicionalmente, foram observadas estruturas universais, como “camaroes”, “ruas
de janelas” e “olhos do caos”, indicando que tais padroes emergem mesmo na dinamica de
um neuroénio isolado e reforcando o potencial do modelo para o estudo de mecanismos de
transicao e controle na excitabilidade neuronal.

A anélise demonstrou que pequenas variagoes em parametros fisiologicamente rele-
vantes, como condutancias idnicas e temperatura, podem induzir mudangas qualitativas
abruptas no regime de atividade, que impactam diretamente na codificacao e o proces-
samento da informacao. Essa sensibilidade ressalta o papel central da multiestabilidade,
que, embora forneca flexibilidade funcional e suporte & memoria, também introduz vulne-
rabilidade a perturbagoes. A presenca de fronteiras fractais e regioes criticas no espago
de parametros sugere que o modelo DHB captura aspectos essenciais da complexidade
de neuronios biologicos, constituindo-se em uma referéncia tutil para a compreensao de
fenomenos fisioldgicos e patologicos associados & modulagao paramétrica.

Como desdobramento futuro, propoe-se estender a investigacao para redes acopladas
de neurénios DHB, explorando como a multiestabilidade e a estrutura fractal do espago
de parametros influenciam a dindmica coletiva e os mecanismos de sincronizacao. Estudos
adicionais poderao avaliar o papel do acoplamento sinaptico, da presenca de ruido e de
mecanismos de controle externo na estabilizacao de padroes desejados e na supressao
de regimes patologicos. Assim, este trabalho nao apenas aprofunda a compreensao da
dindmica intrinsecas do modelo DHB, mas também estabelece vias tedricas consistentes
para investigagoes posteriores de um modelo discreto de neurdnio. Assim, este trabalho
contribui para o avan¢o do estudo de modelos discretizados de neurdnios biologicos de

elevada ordem.
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APENDICE A - SOLUCAO EDO

Resolvendo a equacao diferencial dada:

d|C]
dr

FzV, I
+a[C] =b, com @=—pr s © b__DFz (120)

Sendo o fator integrante u(x) obtido por meio de:

me

Eh (121)

3

pla) = el % = ) =

Multiplicando toda a equagao diferencial pelo fator integrante e reescrevendo o lado

esquerdo como a derivada do produto de p(z) e [C]:

6_%%3:@ —+ 6_%‘/%wa[0] = 6_%‘%”:21) (122)
dx
& (e—%%’”x[(j]) B e 2 (123)
dx

Agora a equacao diferencial tem uma forma que pode ser integrada diretamente.

Assim, integrando ambos os lados da equagao:

d z m zZ m
/d_ (e*%%m[CD dx = /ellé:Tvémbdx (124)
T

A integral do lado esquerdo simplesmente remove a derivada, entao, substituindo b

e resolvendo o lado direito:

I )/ Fe Y < I ) e ' ST IRT 6 _reva
— e RTS8 Ydr = | — = — e Rr ¢ % (125)
Fz Vi
< DFz DFz) —&Z¥  D(Fz2)*V,
Voltando & equagao (124):
e ;;T 6 [C] = mv—me II;:T s +Cl (126)
Multiplicando ambos os lados por S
[RT 6 zZ Vm
1 Cyefr e (127)

Essa é a solucao geral da equacao diferencial, onde C' é a constante de integragao

determinada por uma condigao de contorno. Sendo,

b —pm b I RTS
a %VTW a DFz FzV,, (128)

Entao o resultado tem a forma,

C] = b + [C)e (129)

a
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