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RESUMO

Estrelas de Néutrons (ENs) sdo laboratorios naturais que permitem explorar fendmenos fisicos
sob condic¢des extremas de densidade, campos gravitacionais e campos magnéticos. Um caso
especialmente interessante € aquele de estrelas de néutrons supermassivas; a medida que a
massa destes objetos aumenta e estas estrelas se tornam super ou ultracompactas, os efeitos
relativisticos se tornam cada vez mais extremos. Neste trabalho, investigamos o fendmeno de
deflex@o da luz emitida de determinados pontos da superficie, denominados hot-spots, com
foco no cendrio em que fétons emitidos de um mesmo ponto sofrem desvios diferentes em sua
trajetoria, resultando na observacio de duas ou mais imagens do mesmo ponto. Além disso, o
estudo faz a andlise comparativa entre a RG e a Teoria Escalar-Tensorial (STT), que propoe a
existéncia de um campo escalar adicional mediando a gravidade e considerando o fendmeno de
escalarizacdo espontanea, onde o campo escalar torna-se relevante em regimes de campo forte.
Foram considerados dois modelos para esta teoria; STT1, no qual o fator conforme A = 0.95
e a carga escalar Q = 0.5, e STT2, no qual A = 1.05, Q = 0.5. A modelagem tedrica utiliza
a métrica de Schwarzschild para a RG e a métrica de Just para a STT. Foram incorporados
efeitos como o redshift gravitacional, efeito Doppler relativistico e atraso de Shapiro. Simulacdes
numéricas foram realizadas para diferentes configuracdes, variando a razdo massa-raio (M/R), a
posicao do hot-spot emissor na sua superficie e a posi¢dao do observador em relagdo ao angulo da
emissdo, e a frequéncia de rotagdo da estrela, desconsiderando o achatamento estelar. O modelo
de pulsares, com dois hot-spots antipodais, também foi considerado. Os resultados mostraram
que ENs com razdo M /R > 0.284 produzem duas ou mais imagens de um mesmo hot-spot
devido a curvatura extrema da luz. Para regimes extremos, nos quais M /R > 0.305, as diferencas
entre a RG e a STT tornam-se mais pronunciadas, com o modelo STT1 (A = 0.95) reduzindo
o fluxo observado e o STT2 (A = 1.05) amplificando-o. Hot-spots maiores Ay = 20° geram
curvas de luz com amplitudes maiores, enquanto configura¢des equatoriais (ip = 90°) destacam
a formacgao de imagens secunddrias. A rotagao estelar gera distor¢des adicionais aos perfis de
pulso, principalmente em regimes nos quais vV > 250Hz. Concluimos que a andlise das curvas de
luz considerando efeitos relativisticos realistas mostra-se um caminho promissor para o estudo
de fendmenos relativisticos extremos e teorias alternativas da gravidade, permitindo refinar as
restricoes de determinados modelos e a distin¢gdo entre RG e STT. Além disso, a modelagem
das emissdes permite a melhor compreensao e restricdo de modelos para a equagdo de estado da

matéria.

Palavras-chave: Estrelas de Néutrons. Relatividade Geral. Teoria Escalar-Tensorial. Emissdes

de Raios-X. Multiplas Imagens.



ABSTRACT

Neutron Stars (NSs) are natural laboratories that allow us to explore physical phenomena under
extreme consditions of density, gravitational fields and magnetic fields. A special case arises
when considering supermassive neutron stars; as their masses rise and these stars become super
or ultracompacts, the relativistic effects become more extrem. In this work, we investigate the
phenomena of deflection of light that is emitted from regions on the star surface, denominated
hot-spots, focousing in the scenario of photons that are emitted from the same hot-spot, but
travel along different trajectories, resulting in the observation of two or more images of the
same spot. Furthermore, this study makes a comparative analysis between General Relativity
(GR) and the Scalar-Tensor Theory (STT), which proposes the existence of a aditional scalar
field mediating gravity and considering the phenomena of spontaneous scalarization, in which
the scalar field becomes relevant in strong field regime. Two models were considered for this
theory; STT1, in which the conformal factor A = 0.95 and the scalar charge Q = 0.5, and STT2,
with A = 1.05 and Q = 0.5. The theoretical modeling considers the Schwarzschild metric for
GR and the Just metric for STT. Effects such as the gravitational redshift, relativistic Doppler
effect and the Shapiro timedelay were also incorporated. Numerical simulations were performed
to different configurations, varying the mass-radius ratio (M /R), the hot-spot’s position on the
star surface and the observer position in relation with the emission angle, and the star’s rotation
frequency, negleting the oblateness effect. The pulsar model, with two antipodal emittting
hot-spots, was also considered. The results show that NSs with M /R > 0.284 produce two or
more images of the same hot-spot. For more extreme regimes, those for M /R > 0.305, the
differences between GR and STT become more pronounced, with the STT1 model reducing
the observed flux, while the STT2 amplifies them. Bigger hot-spots (Ay = 20°) generate light
curves with larger amplitudes, while equatorial confirations (iy = 90°) amplify the formation
of secondary images. The star‘s rotation generates aditional distortions to the pulse profiles,
specialy in regimes for which v > 250Hz. We conclude that the analysis of the light curves
considering realistic relativistic effects is a promising path for the studies of extrem relativistic
phenomena and alternative theories of gravitation, allowing for the restriction of such models
and the distinction between GR and STT. Furthermore, the modelling of such emissions allows a

better comprehension and restriction for the equation of state for matter.

Keywords: Neutron Stars. General Relativity. Scalar-Tensor Theory. X-ray Emissions. Mutiple

Images.
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1 INTRODUCAO

Estrelas de Néutrons (ENs) constituem um dos ambientes mais extremos do Universo,
tornando-as laboratdrios naturais para o estudo da fisica sob condi¢des de densidade, campo
gravitacional e campo magnético que nao podem ser reproduzidos em laboratérios terrestres.
Formadas a partir do colapso gravitacional de estrelas supermassivas, as ENs comportam massas
da ordem daquela do Sol em raios de 10-15 km, atingindo densidades centrais que superam em
varias vezes aquela de saturacdo nuclear. O estudo desses objetos desafia a nossa compreensao
sobre as interagdes nucleares, cuja fisica estd contida na Equacdo de Estado (EdE) da matéria, e
exige o uso de teorias relativisticas da gravitacdo, sendo a Relatividade Geral (RG) de Einstein a
teoria padrao.

Uma das formas mais promissoras de se investigar as propriedades das ENs € através
da andlise de emissdes eletromagnéticas, como as de raios-X. Muitas ENs, como pulsares em
sistemas bindrios ou magnetares, exibem regides em sua superficie que sdo aquecidas a milhdes
de Kelvin, chamadas de hot-spots. Devido a rdpida rotagao da estrela, a emissao desses hot-spots
¢ observada como uma modulagdo periddica, gerando um perfil de pulso caracteristico. A forma
desses pulsos € influenciada pelo campo gravitacional da estrela, que desvia as trajetdrias da luz,
efeito conhecido como deflexdo da luz, e atrasa seu tempo de chagada, além de ser modificada
por efeitos relativisticos como o efeito Doppler e a aberra¢do da luz. A modelagem dos perfis de
pulso permite inferir parametros estelares, como a massa € o raio, e restringir a EdE da matéria.

Embora a RG tenha sido validada através de testes em regimes de campo fraco, o regime
de campo forte, como aquele proximo a superficie das estrelas de néutrons, é propicio para
testar seus limites e buscar por desvios previstos em teorias alternativas da gravitacdo. Entre tais
teorias, a Teoria Escalar-Tensorial (Scalar-Tensor Theory - STT) € uma extensdo que propde a
existéncia de um campo escalar adicional que media a gravidade. Em objetos compactos, a STT
pode levar a fendmenos como a escalarizacdo espontanea, onde uma estrela pode adquirir uma
carga escalar que altera sua estrutura e o espaco-tempo ao seu redor. Essa modificacdo instiga a
investigacao das assinaturas deixadas nos perfis de pulso e se elas sdo suficientemente distintas
para serem diferenciadas daquelas previstas pela RG.

Este trabalho investiga estes cendrios, focando em um regime fisico ainda mais sensivel:
o de estrelas de néutrons supermassivas e ultracompactas, cuja compacidade (M /R) é tdo elevada
que a curvatura na trajetdria da luz emitida se torna extrema, levando a formag¢do de multiplas
imagens de um mesmo hot-spot. O estudo da estrutura e a contribuicdo dessas imagens sao
sensiveis a geometria do espaco-tempo e podem servir como um caminho para a distin¢ao entre
aSTT e aRG.

Para tal investigacdo, esta dissertacdo utiliza um modelo tedrico e numérico para calcular
e comparar os perfis de pulso de raios-X de estrelas de néutrons supermassivas nos cendrios da
RG e da STT. Nosso objetivo € modelar a emissao de hot-spots de tamanho finito, incluindo a

contribui¢do das imagens secunddrias para o fluxo total. Além disso, buscamos avaliar como



18

a forma dos perfis de pulso € afetada por parametros como a compacidade da estrela, fazendo
uma andlise entre o regime compacto e ultracompacto, e o tamanho e posi¢do do hot-spot,
além de analisar como a geometria da observagao e a frequéncia de rotacdo da estrela afetam o
fluxo. Também buscamos comparar as previsdes de dois modelos da STT, STT1 (com um fator
conforme A; < 1) e STT2 (com o fator conforme A; > 1), com a RG, a fim de identificar as
assinaturas observacionais de cada uma dessas teorias.

Para isso, este trabalho aborda no Capitulo 2 uma revisao sobre a fisica das estrelas de
néutrons. O Capitulo 3 revisa os fundamentos da Relatividade Geral, com foco nos conceitos
necessarios para a modelagem da trajetéria da luz. O Capitulo 4 introduz a Teoria Escalar-
Tensorial, o fendmeno da escalarizacao espontanea, alguns modelos importantes e a métrica de
Just. O Capitulo 5 detalha o desenvolvimento do formalismo matemético e do modelo numérico
para o cdlculo das curvas de luz em ambos os regimes gravitacionais, incluindo a andlise de
multiplas imagens. O Capitulo 6 apresenta a andlise dos resultados numéricos obtidos e uma
discussdo sobre as implicacdes, limitagdes e perspectivas futuras do estudo. Por fim, o Capitulo

7 sumariza as conclusdes desta dissertacao.
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2 ESTRELAS DE NEUTRONS

Estrelas de néutrons sdo remanescentes estelares compactos formados no estdgio final da
evolucdo de estrelas supermassivas com massas aproximadamente na faixa de 8M, <M < 25
M.,. Ao fim do seu ciclo evolutivo, a estrela progenitora desenvolve um nicleo de ferro que nao
¢ suportado pela pressao hidrostética e colapsa. Durante esse processo, o nicleo atinge valores
de massa superiores ao limite de Chandrasekhar (M ~ 1.4M,), que representa a massa maxima
que um nucleo estelar composto principalmente por elétrons degenerados € capaz de suportar
sem colapsar sob sua propria gravidade (GLENDENNING, 1997). Acima desse valor, a pressdo
de degenerescéncia eletronica nao € suficiente para conter o colapso gravitacional, levando ao
colapso do nticleo e a formagdo de um objeto mais compacto. Nessa fase, inicia-se o processo de

captura de elétrons,

e +p—ntv,, 6]

no qual prétons se combinam com elétrons, gerando néutrons e neutrinos do elétron, prosse-
guindo até que a pressdao de degenerescéncia dos néutrons estabilize o colapso gravitacional
(LATTIMER; PRAKASH, 2004).

Estrelas de néutrons tipicas possuem massas em torno de 1,4 M., raios entre 10-15 km
e densidades da ordem de 10'7g/cm>. Essa densidade extrema as torna um dos objetos mais
compactos do universo, ficando atrds apenas dos Buracos Negros em termos de compacidade
(GLENDENNING, 1997).

Neste capitulo, serdo abordadas as principais caracteristicas das estrelas de néutrons, sua

teorizacao e descoberta, bem como a formacao e as diferentes classificacdes desses objetos.

2.1 TEORIZACAO E DESCOBERTA

Antes da descoberta do néutron, em 1932, as equagdes de campo de Einstein, publicadas
em 1915, j4 previam a existéncia de objetos extremamente compactos, nos quais a gravidade
desempenharia um papel fundamental na sustentac@o da estrutura estelar. Entretanto, os primeiros
modelos estelares consideravam apenas prétons e elétrons como constituintes da matéria estelar.
Ainda em 1932, Lev Landau publicou o artigo On the Theory of Stars, no qual apresenta o
calculo para a massa mdxima de uma ani branca e especula sobre a estrutura e a fisica de estrelas
com densidades mais elevadas, cujos nucleos seriam tdo compactos que "as leis da mecéanica
quantica comum se quebrariam"(HAENSEL; PROSZYNSKI; KIZILTAN, 2013).

Walter Baade e Fritz Zwicky propuseram, em 1934, que "supernovas representam a
transicao entre estrelas comuns e estrelas de néutrons, que, em seu estado final, consistem de
néutrons"(HAENSEL; PROSZYNSKI; KIZILTAN, 2013). O argumento dos autores foi que,
durante o colapso de uma estrela massiva o suficiente, os prétons e elétrons do nucleo estelar

poderiam se combinar, formando néutrons através da captura eletronica (1). Esse processo
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reduziria significativamente a pressdo de degenerescéncia eletronica, o que permitiria um colapso
gravitacional mais profundo. Os autores ainda concluiram que "essas estrelas podem possuir raios
muito pequenos e uma densidade extremamente alta"(HAENSEL; PROSZYNSKI; KIZILTAN,
2013).

Inspirados por esses trabalhos, Richard C. Tolman, J. Robert Oppenheimer e George M.
Volkoff desenvolveram, em 1939, um modelo tedrico a partir da Relatividade Geral para descrever
a estrutura das ENs. Os autores aplicaram as equagdes de Einstein para um gas degenerado
de néutrons em equilibrio hidrostitico sob extrema gravidade, resultando nas equacgdes de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV),

Axr3p P
ap G (m(r) + ) ) (p +c—2>

ar ( 2Gm(r)) ’ @)
ryr— C2
) _ gzpr 3)
dr

onde P e p representam a pressdo e a densidade massa-energia, respectivamente, e m(r) é a
massa gravitacional contida em um determinado raio r. Essas equagdes, que devem ser resolvidas
em conjunto com uma Equacgdo de Estado (EdE) que descreva as propriedades da matéria, foram
fundamentais para modelar o equilibrio interno das estrelas de n€utrons, levando em consideragao
tanto a pressdo de degenerescéncia dos néutrons, quanto os efeitos relativisticos da gravidade
intensa. Os resultados iniciais indicaram um limite de massa maxima para essas estrelas, estimado
entre 0,7M, e 1,0M,, (OPPENHEIMER; VOLKOFF, 1939). Trabalhos mais atuais expandiram
essa faixa para aproximadamente 2M., (ANTONIADIS et al., 2013; FONSECA et al., 2021;
LIMA et al., 2024), levando em conta interacdes nucleares mais complexas e outras consideracdes
relativisticas. No entanto, existem alguns limites impostos pelas solu¢des da TOV, como a
condi¢do de que o raio de Schwarzschild, o qual serd abordado nos capitulos seguintes, deve ser
menor que o raio da estrela (R > 2GM/c?), e a condicdo de causalidade, que estabelece que a
velocidade do som na matéria ndo exceda a velocidade da luz (GLENDENNING, 1997).

Apesar das previsoes tedricas, a confirmacao da existéncia das estrelas de néutrons ocor-
reu apenas em 1967, quando Jocelyn Bell Burnell e Antony Hewish detectaram pulsos regulares
de rddio vindos de uma fonte celeste. Esses sinais eram extremamente precisos e repetitivos,
algo que sugeria ser um objeto rotacionado rapidamente. Inicialmente, os pesquisadores se
referiam aos sinais detectados como "Little Green Men", traduzido livremente como "Homen-
zinhos Verdes", pois sua origem era desconhecida. Posteriormente, eles foram identificados
como provenientes do pulsar PSR B1919+21, com periodo de 1.3 s (BIELICH, 2020; LANG;
GINGERICH, 1979).

Pouco apés a descoberta de Bell e Hewish, investigou-se a possibilidade de que essas
fontes compactas ndo apenas emitissem pulsos de radio, mas também pulsos 6pticos. Em 1969,

Coke, Disney e Taylor confirmaram essa hipétese ao identificar a emissao desses pulsos pelo
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Pulsar do Caranguejo. No mesmo ano, pesquisadores do Lick Observatory empregaram uma
nova técnica de captura de imagens em um telescopio de 120 polegadas (aproximadamente 3
metros) e obtiveram as primeiras fotografias do Pulsar do Caranguejo, localizado na Nebulosa
do Caranguejo (Figura 1) (LYNE; GRAHAM-SMITH, 2012; LANG; GINGERICH, 1979).

Figura 1 — Par de fotografias retiradas do Pulsar do Caranguejo, que evidenciam o efeito de farol
caracteristico dos pulsares, destacando seus estados de luminosidade méxima
(imagem a esquerda) e minima (imagem a direita).

Fonte: Lick Observatory, retirado de Pulsar Astronomy (LYNE, GRAHAM-SMITH, 2012).

Hodiernamente, a principal questdo relacionada as estrelas de néutrons passou a ser a
determinacdo precisa e universal da EdE, que estabelece a relagdo entre densidade e pressao
para estrelas frias. Essa equacao € fundamental para descrever a correlacdo entre a massa e 0o
raio dessas estrelas e, atualmente, se utiliza parametros observacionais para restringir e refinar os
modelos tedricos das EdEs (LYNE; GRAHAM-SMITH, 2012).

2.2 FORMACAO E ESTRUTURA INTERNA

Ao esgotar suas fontes de energia, uma estrela colapsa sob a a¢ao de sua propria gravidade.
Dependendo de sua massa inicial, esse colapso pode resultar principalmente em um dos trés
estados finais possiveis: uma and branca, se a pressdao de degenerescéncia dos elétrons for
suficiente para equilibrar a gravidade; uma estrela de néutrons, caso a pressao de degenerescéncia
dos néutrons sustente a estrutura estelar; ou um buraco negro, se nenhuma forca de sustentacao
for capaz de conter o colapso gravitacional completo. A extensdo de tal colapso gravitacional
depende diretamente de sua massa inicial. Estrelas de maior massa, geralmente M > 25M.,,
evoluem para Buracos Negros. Estrelas de massas M < 8M;, evoluem para Anids Brancas
ap6s passarem pelas fases de gigante vermelha e nebulosa planetaria em seu ciclo evolutivo.
As estrelas progenitoras de estrelas de néutrons ocupam uma faixa intermedidria de massas,
8M: <M <25M; (LYNE; GRAHAM-SMITH, 2012; GLENDENNING, 1997).

A formacao de Anas Brancas acontece de maneira gradual e continua; a medida que seu
combustivel nuclear se esgota, seu nicleo se contrai enquanto a camada externa se expande. O
colapso gravitacional total do nucleo € evitado pela pressao de degenerescéncia dos elétrons, um

fendomeno quantico que surge do principio da exclusio de Pauli, o qual impede que dois férmions



22

ocupem o mesmo estado quantico. Essa pressdo estabiliza a estrutura estelar, evitando o colapso
final em um Buraco Negro (GLENDENNING, 1997). Se a massa do ntcleo excede 1.4M.,
essa pressao se torna insuficiente para resistir a forca de sua prépria gravidade e para prevenir a
continuacdo do colapso gravitacional. Nesse estdgio, uma parte significativa da energia potencial
gravitacional da estrela € liberada, manifestando-se como uma supernova do tipo II. A maior
parte da massa original da estrela encontra-se fora do nicleo em colapso e € ejetada para o meio
interestelar durante o processo, resultando em uma estrela de néutrons (LATTIMER; PRAKASH,
2004). O colapso do nicleo € interrompido quando a densidade interna da estrela atinge a
densidade de saturagdo nuclear, py ~2.7-10'% g / cm?, desencadeando a formagido de uma onda
de choque na regido externa do nucleo. Essa onda de choque se propaga por aproximadamente
100 a 200 km antes de se dissipar, devido a perda de energia para a emissdo de neutrinos, como
ilustrado no estdgio I da Figura 2 (LATTIMER; PRAKASH, 2004). Os neutrinos originados no
nucleo, possivelmente auxiliados por efeitos como rotagao, assimetrias, turbuléncia, conveccao
e os campos magnéticos, eventualmente reativam a onda de choque. Em questio de segundos,
essa onda se propaga para o exterior, acelerando e expulsando matéria. A estrela de n€utrons
remanescente encolhe rapidamente devido a perda de pressdo associada a emissao de neutrinos,
como ilustrado no estdgio II da Figura 2. Essa perda induz a recombinacdo de elétrons e prétons,
enriquecendo a matéria e contribuindo para o aquecimento do interior da estrela. Como resultado,
a temperatura central mais do que dobra (ilustrado no estagio I1I da Figura 2). Em seguida, a
estrela se torna progressivamente transparente aos neutrinos (estagio IV), o que acelera sua
taxa de resfriamento. O interior da estrela também perde energia rapidamente e uma estrutura
isotérmica € criada (estagio IV da Figura 2). A partir desse estdgio, a estrela emite fétons,
predominantemente na forma de raios-X (estdgio VI da Figura 2).

Embora os néutrons predominem na composi¢ao nuclear dessas estrelas, elas também
contém prétons, elétrons e muons, que garantem a neutralidade da matéria. Em densidades
supranucleares, podem estar presentes barions contendo quarks strange (GLENDENNING,
1985), bem como condensados de mésons, como pions e kdons [(KAPLAN; NELSON, 1986), e
até mesmo quarks livres (COLLINS; PERRY, 1975). A possivel presenga dessas fases exoticas
gera incertezas nas EdEs em altas densidades, afetando as previsdes para o raio e a massa dessas
estrelas.

ENs recém-formadas sdo ricas em 1éptons, principalmente elétrons (e~ ) e neutrinos
eletronicos (V,). Um dos aspectos mais notaveis dos neutrinos € a possibilidade de ficarem tem-
porariamente aprisionados dentro da estrela durante o colapso, influenciando significativamente
sua dinamica e evolu¢ao (BURROWS, 2000). Durante o colapso do nucleo da estrela progenitora
a energia de ligacdo gravitacional liberada na transicao para uma estrela de néutrons € da ordem
de 3GM/5R ~ 3 - 103 erg. Esse valor corresponde a aproximadamente 10% da energia total de
massa da estrela, Mc2. A energia cinética da remanescente estd na faixade ~ 1 —2- 1071 erg. A
maior parte da energia liberada durante o colapso € transportada por neutrinos e antineutrinos de

todos os sabores, emitidos em propor¢des aproximadamente iguais (LATTIMER; PRAKASH,
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2004).

Figura 2 — Principais estdgios da evolucdo de uma estrela de néutrons. Observa-se,
respectivamente, (I) o choque inicial do colapso gravitacional, (I) o remanescente
estelar, (III) a estrela atinge sua temperatura maxima, (IV) inicia-se a estabilizacido da
temperatura, principalmente pela emissdo de neutrinos, (V) a estrela se torna
isotérmica (temperatura tende a ser estavel) e (IV) a estrela passa a emitir
termicamente, principalmente em raios-X.
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Fonte:(LATTIMER; PRAKASH, 2004)

Uma estrela de néutrons tem 5 regides principais: os ndcleos interno e externo, a crosta —
divida entre uma regido mais externa € uma mais interna —, o envelope e a atmosfera, tal como
ilustrado na Figura 3. A atmosfera é uma camada fina, com massa desprezivel, e € crucial para
modelar o espectro de radiagdo observado, ja que ela pode alterar a distribui¢do da radiacao
que chega até o observador. O envelope atua na conducio de calor entre o interior da estrela e
sua superficie. Sua composicao, rica em elementos leves como hidrogénio e hélio, influencia o
transporte e a liberac@o de energia térmica da superficie da estrela (LATTIMER; PRAKASH,
2004).

A crosta pode se estender até 2 km abaixo da superficie. Em sua parte mais externa,
as densidades sdo relativamente baixas e predominam niicleos atdmicos como o ferro °Fe e
esses nucleos se organizam em estruturas tridimensionais convencionais. No entanto, conforme
a densidade se eleva, os nucleos se tornam gradativamente mais ’neutronizados’, até que os
néutrons comecem a escapar dos nucleos, formando um fluido. Em densidades préximas a

transicdo para o nticleo, as intera¢des nucleares podem levar a formacgao de estruturas geométricas
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Figura 3 — Estrutura fisica interna de uma estrela de n€utrons, com suas respectivas
composi¢des. Em sua camada mais externa hd uma atmosfera, seguido de um
envelope. Tem-se ainda a crosta, classificada entre sua por¢do mais externa e a mais
interna. Por dltimo, o nidcleo, divido entre uma camada mais externa e uma camada
mais interna, cuja composicao exata ainda nao é conhecida.
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Fonte: (NANDI; BANDYOPADHYAY, 2012)

ndo convencionais, chamadas de pasta nuclear (LATTIMER; PRAKASH, 2004; Newton, 2013).

A pasta nuclear é composta por estruturas exoticas que passam por uma transi¢ao se-
quencial dimensional. Essas estruturas tomam a forma de esferas 3D (meatballs), cilindros 2D
(spaghetti) e laminas 1D (lasagna), tal como ilustrado na Figura 4. Além dessas, podem surgir
estruturas em que se formam vazios ’organizados’, com dimensionalidades que variam, descritos
como ’‘raviolli’ ou ’Swiss cheese’ (CAPLAN; HOROWITZ, 2017).

Na crosta pode ocorrer também fendmenos de superfluidez. Acima de uma densidade
critica, conhecida como densidade de ’drip’ (cerca de 4 - 10'! g/cm?), os néutrons comecam
a escapar dos nucleos. Este fluido de né€utrons, em condi¢des de temperatura inferiores a ~
0,1 MeV, tende a condensar em estado superfluido. A formacdo de tal pode alterar a capacidade
calorifica e os mecanismos de resfriamento da estrela. A superfluidez também poderia explicar
um fendmeno comum observado em pulsares chamado de “glitch’, que sdo saltos positivos na
rotacdo (LATTIMER; PRAKASH, 2004).

O ntcleo constitui cerca de 99% da massa da estrela. Espera-se que os néutrons na regido
mais externa da estrela formem superfluidos do tipo 3P5, um tipo especifico de pares de Cooper,
no qual dois néutrons se combinam, formando um par com momento magnético (PAGE et
al., 2009), e os prétons formem um supercondutor 'Sy, outro par de Cooper caracterizado por
dois elétrons com spins opostos que formam pares com spin total zero. Na parte mais interna
do nicleo € teorizada a existéncia de condensados de Bose e hiperons do tipo strange. Nessa
regido também & possivel que ocorra a transi¢do para uma fase mista da matéria de quarks livres
(LATTIMER; PRAKASH, 2004).
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Figura 4 — Exemplos de diferentes fases e estruturas da pasta nuclear. (a) nhoque, (b) espaguete,
(c) waffles, (d) lasanha, (e) defeitos, (f) anti-espaguete e (g) anti-nhoque.
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Fonte: CAPLAN, M. E., HOROWITZ, C. J. (2017, p. 8)

2.3 TIPOS DE ESTRELAS DE NEUTRONS E SUAS PRINCIPAIS CARACTERISTICAS

Estrelas de néutrons podem ser observadas em remanescentes de supernovas, como
objetos isolados ou em sistemas bindrios. Atualmente, existem diversos tipos e classificagdes
para esses objetos.

Os pulsares, que podem ser estudados através de suas propriedades observacionais, sao
estrelas de néutrons movidas por rotacdo. Eles exibem uma emissao periddica, que varia entre
1,5 ms a 11 s, resultado de sua rotagdo e do campo magnético da estrela, da ordem de 1013 G,
que direciona a emissdo de feixes observados (LATTIMER; PRAKASH, 2004; BIELICH, 2020).
Essa emissdo periddica gera o efeito de farol observado na Figura 5.

Figura 5 — Visdo esquemdtica de um pulsar. As linhas pontilhadas indicam o campo magnético
da estrela, enquanto as linhas que deixam os polos magnéticos indicam os feixes de
emissao.

Fonte: A autora.
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A emissdo dos feixes se da devido a rdpida rotagcdo combinada com os campos magnéticos

extremamente intensos; sdo gerados potenciais elétricos muito altos proximos a superficie da

estrela e os campos aceleram as particulas carregadas a energias ultrarrelativisticas, desenca-

deando a producao de pares elétron-pdsitron, formando um feixe de radiacdo que € emitido de

forma direcionada. Na maioria dos pulsares, o eixo magnético, que define a orientagdo das linhas

de campo, ndo estd alinhado ao eixo de rotacdo da estrela. Esse desalinhamento permite que,

conforme a estrela rotaciona, os feixes de radiag@o “varram” o espago e sejam detectados quando
estiverem direcionados a regido do observador (LYNE; GRAHAM-SMITH, 2012).

Além dos pulsares, existem diversas classes de objetos que estdo associados as estrelas

de néutrons:
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» Magnetares: s3o estrelas com campos magnéticos extremamente intensos (geralmente

entre 10'* — 10" G), tém periodos de rotagio maiores, geralmente de alguns segundos, e
emitem ondas de raios-X continuamente. Exemplos de magnetares conhecidos sdo os
Soft Gamma Repeaters (SGRs), que liberam explosdes curtas de raios gama e raios-X, e
0os Anomalous X-ray Pulsars (AXPs), que emitem pulsos em raios-X com periodos de
alguns segundos (BIELICH, 2020).

* Central Compact Objects (CCOs): sdo objetos encontrados no centro de remanescentes

de supernovas e apresentam emissdes térmicas de raios-X (BIELICH, 2020).

* Isolated Neutron Stars (INSs): estrelas isoladas que emitem radiacao térmica na forma

de raios-X (BIELICH, 2020).

* Rotating Radio-Transients (RRATS): objetos que emitem rajadas curtas e esporddicas

de ondas de radio. Elas possuem periodos maiores (alguns segundos) e apresentam uma

grande taxa de variacdo em sua rotagdo (BIELICH, 2020).

 Fast Radio Bursts (FRBs): sdo emissoes de radio que duram, geralmente, milissegundos.

Essas emissdes possuem uma alta dispersao, que indica fontes extregalacticas (BIELICH,
2020).

* Binarios de Raios-X: sdo sistemas de acre¢do que emitem raios-X. Nesses sistemas, a

estrela companheira pode ser uma estrela massiva, formando um Bindrio de Alta Massa
(High-Mass X-ray Binary [HMXB]), com massas ~ 20M,. A estrela companheira pode
ser, também, uma estrela com massa ~ 1M, caracterizando, entdo, um Bindrio de Baixa
Massa (Low-Mass X-ray Binary [LMXB]) (BIELICH, 2020).

LIMITES DE MASSA PARA ESTRELAS DE NEUTRONS

A determinacdo precisa dos limites de massa para estrelas de néutrons, particularmente o

limite superior, € um dos principais objetivos da astrofisica de objetos compactos, uma vez que
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ela impde restricdes fundamentais sobre a EJE da matéria em densidades supranucleares e sobre
a natureza da gravidade em regimes extremos. Estrelas de néutrons com massas elevadas sao
ideais para esses estudos.

Atualmente, a forma mais precisa de se medir a massa de uma estrela de néutrons é
através de observacdes de sistemas bindrios de pulsares que emitem ondas de rddio. Nesses
sistemas, os pulsares podem estar orbitando outra estrela de néutrons, uma estrela do tipo ana
branca ou uma estrela de sequéncia principal. Devido a sua natureza compacta, esses sistemas
também permitem a deteccao de efeitos relativisticos, como o atraso de Shapiro (GAUTAM et
al., 2024), que serd abordado no capitulo seguinte, ou o encolhimento da 6rbita, que restringe o
angulo de inclinac¢do do objeto e permite a medi¢ao de cada uma das massas do sistema.

O limite de massa maxima pode ser determinado por uma equacgdo de equilibrio hidros-
tatico (TOV), pelo principio de Le Chatelier, que garante que a pressdao deve ser uma fungao
crescente da densidade (dp/dp > 0), garantindo a estabilidade contra colapsos espontaneos
locais, e o principio de causalidade, no qual a velocidade do som na matéria ndo pode ser maior
que a velocidade da luz (vs < ¢) (RHODES; RUFFINI, 1974). O limite tedrico maximo de massa

foi estimado em

My =4.2 Ps/Pf M@, (4)

onde ps ~2.7-10' g/cm? é a densidade nuclear de saturagio, p + € a densidade acima da qual a
equacdo de estado € mal definida, ou seja, acima de pr a equagdo de estado se torna altamente
incerta, e M,,x é a massa maxima da estrela de n€utrons (RHODES; RUFFINI, 1974). Diferentes
modelos para a equagdo de estado resultam em limites de massa diferentes; equacdes de estado
mais rigidas (stiff) resultam em massas maximas mais altas, enquanto equagdes de estado mais
‘macias’ (soft), com forte presenca de matéria exética (como hiperons, condensados de mésons
ou matéria de quarks), reduzem a massa maxima.

As medicoes de massas realizadas através de métodos observacionais fornecem limites
experimentais para a equagdo de estado; a maioria das massas de estrelas em bindrios de radio esta
na faixa entre 1,25M —1,44M, (BIELICH, 2020). Existem ainda sistemas que possuem massas
maiores, como a Cyg X-2, com massa de 1,8 +0,2M. (OROSZ; KUULKERS, 1999) e a Vela X-
1, com massa estimada de 1,9M, (TJEMKES; PARADIJS; HEUVEL, 1986). Atualmente, foram
registrados pulsares com massa igual ou superiores a 2M,, como o PSR J0348+0432 com 2.01 +
0.04M: (ANTONIADIS et al., 2013), PSR J0740+6620 com 2.08 £ 0.07M, (FONSECA et al.,
2021) e PSR J0952-0607 com 2.35 + 0.17M, (LIMA et al., 2024). Este dltimo pertence a classe
dos sistemas spider, constituidos por um pulsar de milissegundos e uma estrela companheira
de baixa massa que € acretada pela radiacdo e pelo vento de particulas emitidos pelo pulsar,
podendo ser subclassificados em black widows (companheiras com M < 0,05, M) e redbacks
(companheiras com 0,1 <M < 0,5,M¢). A evolucdo desses sistemas envolve longos periodos
de acrecdo, nos quais o pulsar € reciclado e acumula quantidade significativa de massa, o que

favorece a ocorréncia de objetos mais massivos que a média e os torna alvos relevantes para
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a imposi¢ao de restricdes a equagdo de estado da matéria nuclear densa (Blanchard, C. et al.,
2025).

Caso sejam observados, pulsares com massas superiores a 2M, podem ajudar a descartar
algumas equacgdes de estado mais macias, ja que tais objetos nao poderiam existir se a matéria se
torna muito compressivel a altas densidades. Além disso, sua alta compacidade, que € a razao
massa-raio da estrela, as torna excelentes laboratdrios para testar os limites da RG e buscar
compreender efeitos de teorias gravitacionais alternativas. Para valores tipicos de pr, (RHODES;
RUFFINI, 1974) obtiveram um valor extremo de 3.2M,, utilizado para distinguir Estrelas de

Néutrons de Buracos Negros, uma vez que existe a condi¢cdo

M, <3.2M. (5

Esse limite € tedrico e baseado em uma suposicdo de que a EdE tem uma rigidez maxima
acima de uma densidade critica. No entanto, esse limite ndo depende de interacdes nucleares
especificas ou da presenca de matéria exética. Ele € um limite absoluto, imposto pela condi¢do de
causalidade e estabilidade hidrostética, visto que, se uma estrela tivesse uma massa superior ao
limite absoluto, ela inevitavelmente colapsaria para um buraco negro, pois nenhuma configuragao
estavel poderia existir além desse valor (RHODES; RUFFINI, 1974).

A compreensao das propriedades e dinamicas dessas classes de estrelas de néutrons é
essencial para explorar os mecanismos fisicos subjacentes a sua formacao e evolugdo. No entanto,
para descrever completamente os fendmenos associados a esses objetos, é necessario considerar
os efeitos gravitacionais em seu entorno. Para isso, € necessdrio compreender a estrutura do
espago-tempo ao seu redor e qual € a sua influéncia no movimento de particulas e fétons.

No préximo capitulo, serd abordada a aplicagao da Relatividade Geral na descri¢ao do
espaco-tempo, com foco na métrica de Schwarzschild e na andlise das geodésicas que determinam
as trajetorias de particulas e fétons em campos gravitacionais intensos, de modo a compreender
o fendmeno de formacao de multiplas imagens e sua aplicac@o para emissdes de raios-X em

estrelas de néutrons supermassivas.
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3 RELATIVIDADE GERAL

A Relatividade Geral (RG), formulada por Albert Einstein em 1915, revolucionou a
compreensdo da gravitacdo ao descrevé-la como uma manifestagdo da curvatura do espaco-
tempo, causada pela presenca de massa e energia. Neste capitulo, serdo explorados os principios
fundamentais dessa teoria, com énfase na métrica de Schwarzschild, a primeira solucdo exata
para as equacdes de campo de Einstein. Essa métrica descreve o espago-tempo ao redor de
um objeto esfericamente simétrico, estitico e sem rotacdo, sendo uma boa aproximacao para
modelar o exterior de estrelas de néutrons, bem como Buracos Negros estdticos. Além disso,
serdo discutidas as implica¢des dessa solugdo para a fisica de objetos compactos, incluindo as
previsdes sobre a deflex@o da luz e a drbita de particulas em campos gravitacionais intensos.
Esse capitulo teve como embasamento tedrico os trabalhos de (CARROLL, 2019; MISNER;
THORNE; WHEELER, 2017; SCHUTZ, 2009; HARTLE, 2021; CARROLL; OSTLIE, 2017;
THORNE, 1994), qualquer outra fonte serd indicada no texto.

3.1 BASE TEORICA

Na Relatividade Geral, existem algumas ferramentas matemadticas que sao fundamentais
para descrever como particulas e fétons se movem em um espago-tempo curvo. Essas ferramentas
fornecem a estrutura necessdria para entender a dindmica de objetos em campos gravitacionais

intensos, como aqueles encontrados ao redor de estrelas de néutrons.

3.1.1 Transporte paralelo

O transporte paralelo descreve como um vetor € deslocado ao longo de uma curva sem
que sua dire¢do ou magnitude intrinseca sejam alteradas em relacdo ao espaco-tempo. Matema-
ticamente, isso implica que a derivada covariante do campo vetorial ao longo da curva € nula.
Assim, um vetor transportado paralelamente se mantém o mais reto possivel em sua trajetéria. A
Figura 6 ilustra uma consequéncia importante do transporte paralelo em superficies curvas; dois
vetores que partem do equador de uma esfera apontando na mesma direcdo, quando transportados
paralelamente até o polo norte por caminhos diferentes, ndo chegardo necessariamente paralelos
entre si no destino. Isso evidencia que, em espagos curvos, o resultado do transporte paralelo
depende do caminho percorrido.

Em uma variedade curva, também conhecida como manifold — um espago matemético
que localmente se assemelha a um plano euclidiano, mas globalmente pode ter uma estrutura
mais complexa — é geralmente impossivel definir um campo vetorial globalmente paralelo. Para
que um tensor 7 seja constante ao longo de uma curva x* (1) em um espago-tempo localmente
plano, sua derivada total em relagdo ao pardmetro da curva (1) deve ser zero:

d dx* 0

ﬁTlllllz"'lltvlvz_”vj — HWTHIM'"MVIVZWW =0. (6)
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Figura 6 — Transporte paralelo de dois vetores em uma esfera. Dois vetores transportados
paralelamente a partir de dois pontos diferentes ndo se cruzam em um caminho
necessariamente paralelo, evidenciando a influéncia da escolha da trajetdria no

resultado do transporte.

Fonte: A autora. Adaptado de (CARROLL, 2019)

Contudo, em um espago-tempo curvo, a derivada d/dx°® ndo se transforma como um tensor;
ao derivar parcial uma componente do vetor, dsV*, a tnica informagao obtida é como essa
componente muda numericamente, mas nao leva em conta a mudanca dos proprios vetores. Para
tratar o problema de forma puramente tensorial, substitui-se a derivada parcial pela derivada

covariante V. Define-se entdo a derivada covariante direcional ao longo da curva x* (1) como:

d dx*
— =V, 7
dr— dr " 2
O transporte paralelo de um tensor 7" ao longo da trajetdria € definido pela condi¢do de que sua

derivada covariante direcional seja nula:

DT Hilo--- Ui dx% o
<m) ViVa--Vj = Wng'u]'uz 'ulvlv2...vj =0 (8)

Para um campo vetorial V#, a equacdo 8 toma sua forma explicita:

¢
— Vi — VP =0, )

em que Fg p S0 08 simbolos de conexdo. Os simbolos de conexdo descrevem como os vetores da
base mudam ponto a ponto ao longo da trajetdria e, portanto, carregam informacdes a respeito do
campo gravitacional e a curvatura do espago-tempo. Para a RG, a conexao geralmente utilizada é
a de Levi-Civita, também conhecida como derivada covariante, e seus simbolos sdo chamados
de simbolos (ou coeficientes) de Christoffel. Entretanto, diferentes conexdes levam a diferentes
nogdes de transporte paralelo. Se a conexao €, por exemplo, compativel com a métrica g,y , de
modo que Vyg,p = 0, entdo a propria métrica € transportada paralelamente ao longo de qualquer

curva:



31

d dx®
— =—Vs. =0. 10
dA Suv L e 8uv (10)
Portanto, um vetor V é transportado paralelamente ao longo de uma curva com vetor tangente

UM = dx" /dA se suas componentes satisfazem

URV, VY =0, (11)

Esta condicdo € importante para a andlise das trajetdrias seguidas por particulas livres e pela luz,
conhecidas como geodésicas, que sdo curvas que realizam o transporte paralelo de seus préprios

vetores tangentes.

3.1.2 Geodésicas

Tendo estabelecido na Secdo 3.1.1 como um vetor é deslocado através do transporte
paralelo, pode-se definir as trajetérias que representam os caminhos percorridos em um espago-
tempo curvo: as geodésicas. Enquanto em um espacgo euclidiano plano as linhas retas sio
as curvas cujos vetores tangente mantém uma direcao constante, em uma variedade pseudo-
riemanniana, ou seja, aquela cujo tensor métrico ndo tem uma assinatura definida, podendo
assumir valores positivos, negativos ou nulos, o conceito € generalizado.

Uma geodésica € definida como uma curva que realiza o transporte paralelo de seu
préprio vetor tangente ao longo de si mesma. Considerando a curva x* (1), o vetor tangente a
trajetdria é dado por dx* /dA. A condigdo de transporte paralelo do vetor tangente ao longo da

propria curva torna-se

d
—U* =0V, U* =0. 12
1 U u'v,U (12)
Ou, de forma mais explicita em termo de A,
d dx*
— =0 13
dA dA ’ (3)

Expandindo a derivada covariante em termos dos coeficientes de conexao, obtém-se a equacao
geodésica

d?xH u dxP dx¥
+ va -
dA? dA dA
Essa equagdo expressa a condi¢do para que a curva x* (1) preserve a direcdo do vetor tangente

(14)

sob o transporte paralelo. Se A é um pardmetro afim, entdo qualquer transformacdo linear
A' = al + b, em que a e b sdo constantes, também resultard em um parimetro afim que satisfaz
a equagdo geodésica. Se um pardmetro o(A) for usado para descrever a curva, a equagio assume

a forma mais geral

d?cM u dxP dx® B dxM

ar B _ o) 1
do? thpo do do (@) do’ {as)
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onde a fungdo f(c) esté relacionada ao pardmetro A pela expressao

e =~ (52 (42) 7, (16)

As geodésicas representam as trajetorias que estdo sujeitas apenas a influéncia da gravidade, ou
seja, a curvatura do espaco-tempo. Existem trés tipos de geodésicas, classificadas de acordo com

o intervalo do espago tempo ds” ao longo da curva:

* Geodésicas Nulas: sio as trajetorias seguidos por particulas sem massa, como os fétons,

ou de massa desprezivel, como neutrinos. Sio definidas por ds” = 0.

* Geodésicas Temporais: sao as trajetdrias percorridas por particulas e objetos massivos.
Para essas particulas, o parametro afim pode ser escolhido como o tempo préprio da

particula, ou uma funcio linear dele. Elas sdo definidas por ds* < 0.

* Geodésicas Espaciais: sdo as trajetorias percorridas por objetos hipotéticos que se
moveriam mais rapido que a luz. Elas sdo definidas por ds® > 0, mas ndo sio fisicamente
realizdveis dentro da relatividade geral, devido ao limite relativistico da luz. No entanto,

sdo relevantes em teorias de campo em espagos curvos.

Para geodésicas nulas, é conveniente realizar a normalizagdo do parimetro A ao longo da

trajetéria de modo que o vetor tangente dx* /dA seja igual ao quadrimomento do féton:

dx*
b= 17
Pr= 7
Essa escolha permite reescrever a equagdo 14 em termos do quadrimomento do féton
dp*
—7 TTov"p" =0, (18)

Esta forma da equagdo é conveniente por p* estar diretamente ligado a energia do f6ton, de

modo que, para um observador com quadrivelocidade u*, a energia medida é dada por

E=—guU'p". (19)

Assim, ao resolver a equacao 14 para o quadrimomento ao longo da trajetéria do féton, € possivel
calcular como sua energia e frequéncia se alteram. Entretanto, a resolu¢io dessa equacdo pode
ser complexa especialmente para espacos-tempos curvos. Existem maneiras de simplificar essa
andlise e, no geral, tal simplificacdo € feita através da identificagdo de quantidades conservadas
das geodésicas. Na secdo seguinte, serdo exploradas as ferramentas matemadticas para explorar

€ssas COHSGI‘V&Q6GS.
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3.1.3 Derivada de Lie, Simetrias e Vetores de Killing

Na Secao 3.1.1, estabeleceu-se que, para realizar o transporte de vetores em espagos
curvos, € necessdrio realizar o transporte paralelo do vetor utilizando uma conexao. Existe, no
entanto, uma forma de realizar a andlise tensorial sem depender explicitamente de uma conexao.
A derivada de Lie, denotada por £, permite o tratamento do campo vetorial através da variagdo
de um fluxo gerado por um campo vetorial £#. Ela mede como um campo tensorial se deforma a
medida que € arrastado pelas linhas de fluxo do campo vetorial.

A defini¢@o da derivada de Lie € feita ao considerar uma curva C : R — M parametrizada

por A, de cujo vetor tangente em cada ponto é dado por

dxt
Hx(A) = —. 20
EHA) = 5 20)
A derivada de Lie de uma fung¢do escalar f ao londo do campo £ € sua derivada direcional
af
=& — 21
ZLef=¢ ENTE 1)

podendo ser generalizada para um campo vetorial v através de

Lvh = iy VT EEY) — VAT
g £—0 £ ’

(22)

onde VH(x% — &%) é o transporte de Lie de V através da curva e € é um parAmetro infinitesimal
que mede a quantidade de movimento no ponto x*. O transporte de Lie consiste em pegar o
valor do campo vetorial em um determinado ponto na curva C, como V (1), e realizar uma
transformagdo de coordenadas de modo que C(A) — P = C(0). A transformacao de coordenadas

é, para um determinado A = € infinitesimal,

vV =x%—gE%(0). (23)

As componentes de V% mudam de acordo com

V(0) = Vﬁ(l)%
= [Vﬁ (x*(0) +8§“)] (85 —€9pE®) (24)
= VP (0) +ec"auvP (0)] (85 —edp&?)
= V%(0)+£EH A,V (0) — eVP (0) pE™.

A derivada entdo se d4 por
LV = lim V(PH? —
o VO(0) + 2819,V (0) — VP (0) IpE —V(0) 25
£—0 S

= ER9V*(0)—VF (0)9pE”.
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E possivel generalizar para tensores de ordens maiores, uma vez que as derivagdes devem
satisfazer a regra de Leibnitz (HAWKING; ELLIS, 1973). Para o produto de dois vetores,

T — y2VvB a derivada se d4, entdo, por

LT =L (U"VP)
= (LeUVP 1 U%(LeVP)
= (EFIU* —UH9uEXWVP LU (EHO VP —VHO,EP) (26)
= ER9u(UVP) —UrVF O E* —UPVH 9, EP
= gGaGTOCB _ Tpﬁapga _ Tdnggﬁ)

considerando um fator de corregio —T %P 9, &V para cada indice de tensores de ordem maior.

A derivada de Lie permite obter simetrias do espaco-tempo. Uma simetria implica em uma
geometria do espagco-tempo que permanece inalterada sob alguma transformacgdo continua. Essas
simetrias sdo representadas por campos vetoriais de Killing; um campo vetorial é considerado
um vetor de Killing se o fluxo gerado por ele preserva o tensor métrico g,. Matematicamente,

essa condicao é expressa como

Se a derivada de Lie € zero, o campo vetorial ao longo da curva parametrizada é constante. Ou
seja, o fluxo gerado por {# ndo altera a métrica, tornando g, invariante sob a transformagao
infinitesimal associada ao vetor. Expandindo a equacdo 27 para um vetor de Killing puramente

temporal, E#* = (1,0,0,0), obtemos a condi¢do

aguv
ot

Esse resultado deixa explicita a independéncia da métrica em relacdo ao tempo. Ou seja, o

=0. (28)

espaco-tempo por ela descrito € estatico. A quantidade conservada associada a esta simetria € a

energia do féton (e = —p; = —py EM). Estendendo o raciocinio para um vetor espacial, tem-se
que
dguy Iguy
Lrguy =0— =2 — o, 2BV 29

Como consequéncia, um espaco-tempo estatico e esfericamente simétrico assume a forma geral
de

dS2 = —goodt2 —|—grrdr2 —|—}"2(d92 +S€n29 d¢2>, (30)

em que goo € g sdo fungdes que dependem apenas da coordenada radial r. A simetria em torno
do eixo azimutal (@) leva a conservagdo da componente py do momento angular.
A existéncia dos campos de Killing e as conservagdes ligadas a eles sdo de extrema

importancia para trabalhar a métrica que descreve o espago-tempo externo a objeto supermassivo.
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Na proxima se¢do, serd analisada a métrica de Schwarzschild e sua utilidade para a modelagem

do problema abordado neste trabalho.

3.2 A METRICA DE SCHWARZSCHILD

Em busca de uma solugdo para as equacoes de campo de Einstein no vacuo,

1
Guv = Ruv - ERguv =0, (31)

Karl Schwarzschild derivou a primeira soluc¢do exata para tais equagdes. Esta solucdo, conhecida
como métrica de Schwarzschild, descreve o campo gravitacional externo a qualquer corpo
esfericamente simétrico, estatico e sem carga elétrica.

Como apontado na Sec¢do 3.1.3, as exigéncias de simetria de um espacgo-tempo estatico e
esfericamente simétrico impostas pelos vetores de Killing restringem a forma geral da métrica
de Minkowski a

ds* = —dt2+dr2+r2(d92+sen29 d¢2). (32)

O elemento de linha pode ser reescrito como:

ds*> = a4+ 2PN gr? 4 2102 (462 + sen’6 do?). (33)

onde a(r), B(r) e y(r) sdo fungdes arbitrarias da coordenada radial r. Pode-se simplificar esta

forma através de uma redefini¢do da coordenada radial, tal que

F=e"r, (34)

cujo diferencial é

d d
ar = (" +ret“ Dyar = (1415 )evar (35)

Substituindo 7 na expressio para ds? e redefinindo 7 = r, a métrica assuma a forma mais

padrdo

ds? = -2 g2 + 2P g2 4 12(d0% + sen0 d¢?), (36)

onde, agora, o/(r) e B(r) sdo fungdes desconhecidas que precisam ser determinadas. Para calcular
as componentes do tensor de Ricci (Ryy), primeiro € necessério obter os simbolos de Christoffel

a partir da métrica (equagao 36). As componentes ndo nulas sdo:
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r‘;r = dr&t
I, =X PFg.a
I, =0dp
1
0
l_‘rG - ;
r -2
The = —re (37)
1
o —=-
re r

roo_ 2B a2
Iyy = —re ""sin" 6
0 _ o
L'y = —sinBcos6
o _ cos6
99 sin@’
A partir das componentes nao nulas, calcula-se o tensor de curvatura de Riemann (wav). As
componentes nao nulas do tensor de Riemann relevantes para esta métrica sao contraidas para

. . o )’ .
formar o tensor de Ricci (Ryy = R” av):

R, = 0,008 — d*a— (d,x)?
Ry, o = —re 2P o,a
Ry = —re P sin? 00, a
oro=re Po.p
oro = re P sin” 09,8
R%90¢9 = (1—e2P)sin? 6.

(38)

Ao realizar as contracdes necessdrias, obtém-se as componentes ndo nulas do tensor de Ricci:

Ry = X P) {afa +(3,0)* — 0,009, B + 250
r

Ry = 20— (9,002 + ,a0,B+ 20,8 (39)
r

Rgp = 672[3 [’”(arﬁ - ara) - 1] +1

Ryp = sin? ORyg.

Impondo a condigdo de vacuo (R,y = 0), as componentes Ry; € R, devem se anular, levando a

PR, 4 Ry = (3,004 ,B) =0, (40)

que implica em d,@ = —d,f e, integrando, @ = — 3 + C, onde C é uma constante que pode ser
incorporada na coordenada temporal (¢~Ct, de modo que C = 0. Substituindo esta condi¢io em

Rgg, tem-se que

eza(2rc9,06—f—l) =1, (41)
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que é equivalente a d,(re?*) = 1. Resolvendo esta equagio, obtém-se

R

20 =1-—= (42)
r
onde R é uma constante. Substituindo essas expressdes para ¢>* e ¢*P na equacgdo 36 se obtém
-1
R R
ds* = — (1——S) dr* + (1——5) dr* +r2dQ”. (43)
r r

que € a métrica de Schwarzschild e a constante R; € chamada de Raio de Schwarzschild. Para
entender o significado fisico de R é necessario comparar a componente g, da métrica de
Schwarzschild com o limite newtoniano para campos fracos, onde o potencial gravitacional
(® = —GM/r) resulta em

g~ —(142®/c) = —(1-2GM /rc*) = —(1 —2Mr). (44)
Comparando com g;; da métrica de Schwarzschild, identifica-se a constante Ry somo o raio de
Schwarzschild
2GM
c

para c = G = 1. Aqui, M é o parametro de massa que caracteriza a fonte do campo gravitacional.
O préximo passo para a andlise das trajetdrias influenciadas por este campo gravitacional € o

estudo das geodésicas para esta métrica em especifico, que serd realizado na proéxima secao.

3.3 GEODESICAS NO ESPACO-TEMPO DE SCHWARZSCHILD

Como abordado na Sec¢do 3.1.3, identificar simetrias em um espacgo-tempo simplifica
consideravelmente o estudo das trajetdrias de particulas e fotons. As simetrias do espago-tempo
de Schwarzschild (estatico e esférico) permitem uma simplificacdo na obtencao das equagdes

geodésicas (14). Os simbolos de Christoffel ndo nulos para a métrica (43) sdo
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GM
Iy, =—(1-2GM/r) !
,  —GM
" r(r—2GM)
GM
I, =
r(r—2GM)
1
0
Fr@ = ;
(46)
ro = —(r—2GM)
o 1
| -
re r

Ty = —(r—2GM)sin’ 6
Fg¢ = —sinBcos O
o _ cos6
99 " sin@’
Substituindo estes simbolos na equagdo 14, se obtém um sistema de quatro equacdes diferenciais

acopladas para as coordenadas (¢,r,0,¢) em fungdo do parAmetro afim A:

d’t L 2GM _drdi _
dA? " r(r—2GM)dAdAr

dr  GM dt \? GM dr\?
a2 o (r26M) <ﬁ) T rr—20Mm) (ﬁ)

doN* ., [do\?
<ﬁ) + sin 9(5)

d?0 246 dr do\?
S 2D _infcosO (| =0
a2 T ranax oo (d/l) ’

— (r—2GM) =0,

(47)

d’¢ 2d¢ dr _cosOdOdy

aA? " raxar " Csin@ dhdh
Resolver este sistema de equacdes pode ser relativamente complexo. Entretanto, fazendo

0.

uso das simetrias do espago-tempo de Schwarzschild, identifica-se quatro vetores de Killing
independentes: um estd associado a translacdo temporal (sua condi¢ao de estacionariedade) e
trés estdo associados a rotacdes espaciais (sua simetria esférica). Cada vetor de Killing £ leva a
uma quantidade conservada ao longo de geodésica, dada por

dx*

Su 7 constante. (48)

Além disso, a norma do quadrivetor tangente, U* = dx* /dA, é conservada ao longo da geodésica,

como consequéncia da compatibilidade da conexdo com a métrica (Vsguy = 0) e da equagio
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geodésica

. dxt dx”
— WA da
Para particulas massivas, pode-se escolher o pardmetro afim como o tempo préprio 7, resultando

= constante (49)

em € = 1. Para particulas sem massa (ou de massa desprezivel), as trajetorias sdo geodésicas
nulas e, portanto, € = 0. Neste caso, € conveniente normalizar o parametro afim de modo que o
quadrivetor tangente coincida com o quadrimomento do féton, p* = dx* /dA, como discutido
na Sec¢do 3.1.2.

Essas simetrias fornecem informacdes importantes a respeito do problema a ser tratado:

a invariancia no tempo esta relacionada a conservacao de energia, e, dada por

dxt dt 2M\ dt
e= _guvég)ﬁ = _gtté(lt)ﬁ = - <1 - T) I (50)
Ja a simetria esférica implica na conservagdo do momento angular. A invariancia sob rota¢des
em torno de ¢ € representado pelo vetor de Killing azimutal e a quantidade conservada associada
ao vetor é o momento angular, ¢, dado por

dx" do do

— poer ¢ 4Y _ 2 29\%%
E—guvé(m N —g¢¢§(¢)d7L (r-sen O)d)f (51)
Uma consequéncia direta dessa conservagao € que o movimento de uma particula ou féton ocorre
em um plano que passa pela origem (r = 0). E possivel rotacionar o sistema de coordenadas de
forma que o plano orbital coincida com o plano equatorial 6 = /2. Desse modo, a expressdo 51

toma a forma de

do
(=r"—.
" ax
As componentes da quadrivelocidade U* = dx* /dA sdo dadas por

(52)

U= (ﬂ,ﬂ,d—e,@): (e(l —2M/r), ﬂ, 0, £> (53)
dA’dA’dA’ dA dA r

Com as constantes e e ¢ e a simplificacdo do movimento planar, a equagdo geodésica para a
coordenada r pode ser obtida mais facilmente. As quantidades conservadas desempenham um
papel fundamental para o estudo de o6rbitas de particulas sem massa, ja que o parametro de
impacto, que representa a distancia perpendicular entre o centro do objeto massivo e a trajetdria
inicial do féton quando este estd em um ponto r — oo, pode ser definido como a razdo entre £ e
e. Este parametro € fundamental no estudo de trajetdrias curvadas por campos gravitacionais,
como veremos nas secdes subsequentes. Na proxima se¢do, serdo apresentados os efeitos que

influenciam a observacao dos raios de luz que sdo emitidos de objetos relativisticos.
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3.4 EFEITO DOPPLER RELATIVISTICO E ABERRACAO RELATIVISTICA

Quando uma fonte de luz, como um hot-spot na superficie de uma estrela de néutrons em
rotacdo, estd em movimento em relacao a um observador distante, a Relatividade Especial (RE)
prevé dois fendmenos que alteram a luz observada, conhecidos como Efeito Doppler Relativistico
e Aberracdo Relativistica. Diferentemente do tratamento classico, esses efeitos ndo dependem de
um meio de propagacdo e surgem das transformagdes de Lorentz para o espago-tempo.

O Efeito Doppler Relativistico descreve a mudanca na frequéncia e energia da luz devido
ao movimento relativo entre a fonte e o observador. Para compreender suas implicacdes, pode-se
considerar o cendrio ilustrado na Figura 7, onde uma fonte emite sinais de luz enquanto se move
com velocidade u em relacdo a um observador. O intervalo de tempo entre a chegada de dois
sinais consecutivos (At,p,) € afetado pela dilatacdo temporal, que faz com que o tempo na fonte
passe mais devagar do ponto de vista do observador, e também pela mudanca na distancia que o

sinal precisa percorrer devido ao movimento da fonte.

Figura 7 — Representagdo do efeito Doppler para uma fonte que se move com velocidade u em
relacdo a um observador distante. A distancia que a frente de onda viaja para
alcanca-lo varia, dependendo do dngulo de movimento em relacdo ao sinal.

Fonte: A autora. Adaptado de (CARROLL; OSTLIE, 2017)

Ao aplicar a equagdo para a dilatacdo temporal,

At,
V1—u?/c?

em que /1 —u?/c? é o fator de Lorentz, é possivel definir que

Al‘obs = (54)

u At,

V1—u?/c?

(35)
po U At, cos(0)

1=u2)?’
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de modo que

Al(rep

V1—u?/c?

Definindo At como sendo o tempo entre a emissdo dos maximos de onda e Az,;,; como tempo

Atyps = [1+ (u/c) cos(0)]. (56)

entre a chegada de cada sinal, as frequéncias das ondas sdo dadas por

V, = ! \% == !
r— A tr7 obs — A lobs.

O efeito Doppler relativistico €, portanto,

Vi1 —u?/c? v /1—u?/c? (58)

Vobs = =
obs 1+ (u/c) cos(0) 1+ Voa/c

onde V,,q = u cos(0) é a velocidade radial da fonte. Se a fonte se afasta (0 < 6 < 90°), entdo

(57)

Viad > 0 € Vops < V., resultando em um desvio para o vermelho (redshift). Se a fonte se aproxima
(90° < 6 < 180°), de modo que V,4q < 0 e V,ps > V,, resultando em desvio para o azul (blueshift).
Existe ainda o chamado Doppler Transversal, um efeito puramente relativistico, em que, para
6 = 90°, ainda hd um redshift como consequéncia da dilatagdo temporal e Vs = V; m .

Intrinsecamente ligado ao efeito Doppler estd a Aberracdo Relativistica, que descreve a
mudancga na direcdo aparente de origem da luz devido ao movimento relativo entra a fonte e o
observador. Como ilustrado na Figura 8, um feixe de luz que é emitido em um angulo 6’ em um
referencial S’ que se move com velocidade u em relagdo a um referencial S, serd observado em

um angulo 6 diferentes no referencial S.

Figura 8 — Representacdo do fendmeno de Aberracdo da luz. O vetor em vermelho indica o feixe
de luz emitido pela fonte S. O feixe € visto de forma diferente por dois observadores
em movimento relativo, enquanto a sua velocidade (magnitude do vetor ¢) permanece

constante para ambos.

Ya S Ya S

0 6

> X » X'
Fonte: A autora. Adaptado de (FITZPATRICK, s.d.)

A velocidade da luz é dada em médulo |c| = ¢, de modo que suas componentes sdo dadas por

¢y =ccos(0') e c;, = c sen(8’). A transformagio das componentes da velocidade v = v}, do

referencial S’ para S, onde S’ de move com velocidade u ao longo de x, sdo:
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/
Vx = vx —t“ft )
1+ %
(39)
/
%
vy =
(-9
em que ¥y = 1/4/1—v?/c?. Substituindo as componentes c’, c;, tem-se que
L cos(0')+u  c(cos(6'+B)
x_1+i2§@2_1+ﬁamw9’
(60)
c sen(0’)
C_y = / )
Y(14B cos(6"))
onde B = v/c. O novo valor de 6 no referencial S é dado por tan(0) = c,/cy. Portanto,
c sen(6') , ,
tan() = & = TP eost)] _ __ senl0) sen(6') 1)
e {pOall leos(00)+ Bl [cos(67) + Bly/1- B2

que € a férmula da Aberragdo Relativistica. Para um observador no referencial S, que vé §’
se mover com uma velocidade v, o feixe de luz parece ser emitido de uma direcao diferente,
como ilustrado na Figura 9. A transformacdo da velocidade é necessdria para que se possa
compreender como o movimento dos fétons muda entre referenciais. No estudo de estrelas de
néutrons, considerar a aberracdo da luz é essencial na modelagem do fluxo, uma vez que seu

efeito se torna significativo em velocidades relativisticas.

Figura 9 — Ilustracdo da Aberracio relativistica e desvio de um feixe de luz cuja trajetoria €
influenciada pelo campo gravitacional de um objeto massivo. A linha em vermelho
indica a trajetdria real do feixe, sendo emitido pelo objeto em azul. J4 a linha laranja
indica a trajetdria aparente, apds sofrer a curvatura gravitacional.

Fonte: A autora. Adaptado de (PAOLOZZI et al., 2015)
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3.5 REDSHIFT GRAVITACIONAL

O redshift gravitacional, ou desvio para o vermelho gravitacional, ¢ um fendmeno previsto
pela RG e muito importante no estudo de estrelas de néutrons. Ele descreve como a radiagao
eletromagnética, como raios-X, perde energia e, portanto, tem sua frequéncia diminuida e seu
comprimento de onda aumentado ao escapar de um campo gravitacional intenso.

Uma maneira mais formal de caracterizar esse fendmeno € através da dilatagdo temporal
gravitacional. Um observador localizado em um campo gravitacional forte, como aquele préximo
a uma estrela, tem seu tempo préprio passando mais devagar em relacdo a um observador distante
da fonte, em um campo gravitacional mais fraco. Assim, se o emissor na superficie da estrela
emite N cristas de onda em um intervalo de tempo Az, que € medido por um relégio local,
um observador distante medird a chegada dessas cristas em um intervalo de tempo Az,,s > At,,,
medido por seu proprio relégio. Como a frequéncia € o nimero de cristas por unidade de tempo,
v = N/At, a frequéncia observada v,,,; serd menor que a frequéncia emitida v,,,, caracterizando
o desvio para o vermelho.

Para o espaco-tempo de Schwarzschild, pode-se considerar um f6ton emitido por uma
fonte estdtica em posicao radial r que é detectado por um observador também estdtico em
r — oo, A energia do foton medida por um observador local com quadrivelocidade U* é dada por
e =—puU¥, em que p, é o quadrimomento do féton. Como visto na Se¢éo 3.3, a componente
p: = —e € uma quantidade conservada ao longo da geodésica, de modo que a energia medida

pelo observador € dada por

€local = \/ —8uv €=V —8un €, (62)

como demonstrado na equacao 50. Portanto, a energia emitida na superficie da estrela (r = R) e

a energia observada no infinito (r = o) sdo, respectivamente,

eem =/ —8&u(R) - p',
em gtt( ) p t (63)
€obs — — 81t (°°) P
A razdo entre a frequéncia observada e a emitida € a razdo entre os fatores de dilatacao
temporal:
Y —g1(e0) - p' 1
vaS — gtt( ) l)[ — . (64)
em —gu(r)-p w/l—ZRGTé”
O fator de redshift gravitacional, z, é definido como a variacdo no comprimento de onda, A,
2fobs - Aem
— 008 Tem 65
o (65)
Como A = ¢/v, tem-se que
V,
7= 1. (66)
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Substituindo a relagdo encontrada na equacao 64, tem-se que

~1/2
- (1_2(”2”) -1 (67)

rc

Para qualquer f6ton emitido da superficie de uma estrela de néutrons, este efeito deve ser
considerado, pois ele reduz a energia dos fotons que chegam até o observador. Quando a rotagdo
da estrela € considerada, o desvio na frequéncia € uma combinag@o do redshift gravitacional e do
efeito Doppler. Geralmente, ambos os efeitos sdo unificados em um fator Doppler &, utilizado na

modelagem do fluxo observado, como serd detalhado no Capitulo 5.

3.6 ATRASO DE SHAPIRO

O atraso de Shapiro, conhecido também como atraso temporal gravitacional, € conside-
rado o quarto teste da RG e descreve como o tempo de viagem de um sinal de luz entre dois
pontos € maior quando este sinal atravessa um campo gravitacional em compara¢do com o tempo

que levaria se percorresse a mesma distancia em um espaco-tempo plano (P6SSEL, 2021).

Figura 10 — Ilustracdo do quarto teste da Relatividade Geral proposto por Shapiro. A linha reta
entre Merctirio e a Terra representa a trajetria que o sinal percorreria na geometria
euclidiana (a mecanica classica de Newton). Ja as linhas curvas, que passam perto
do Sol, representam a trajetdria real do sinal na presenca do campo gravitacional do

Sol.

Mercurio Terra

» .
rm rT

Sol
Fonte: A autora. Adaptado de (POSSEL, 2021)

A presenca de massa (e energia) curva o espaco-tempo, resultando em uma trajetdria
mais longa através da regido curvada quando comparada com a distancia que seria percorrida
em linha reta em um espaco-tempo plano. Além disso, o tempo passa mais devagar em regides
de campo gravitacional mais intenso, como visto na Secdo 3.5. Entdo, do ponto de vista do
observador distante, a velocidade da luz (dr/dt) parece diminuir 2 medida que ela passa pelo
"poco"do campo gravitacional, aumentando o tempo da trajetdria.

Este efeito foi proposto e confirmado por Irwin Shapiro (SHAPIRO, 1964). O experimento
original consistiu em enviar pulsos de rddio da Terra para outros planetas do Sistema Solar,
como ilustrado na Figura 10, onde r,, e rr sdo as distancias do Sol até Merctrio e Terra,
respectivamente, e ro € a distancia do Sol até o periélio, que € o ponto de maior aproximagao
do caminho da luz. De acordo com a RG, o pulso, ao retornar, deveria ter sofrido um pequeno

atraso temporal devido a sua aproximacao com o campo gravitacional do Sol. Esse atraso se
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da devido a previsdo de que o tempo decorre mais devagar préximo de corpos muito massivos.
Em um espago-tempo curvo, o intervalo de tempo local d7 esta relacionado ao tempo medido
por um observador no infinito através da férmula do fator gravitacional 62; quanto menor for r,
ou seja, quanto mais um objeto se aproxima do corpo massivo, menor serd d7. Isso significa,
essencialmente, que o tempo passa mais devagar perto da massa.

Originalmente, Shapiro obteve a formulagdo do atraso temporal a partir da solucdo de
Schwarzschild. Shapiro argumentou que o aumento no atraso temporal poderia ser obtido ao
calcular a diferenca entre o atraso no tempo proprio previsto pela RG e o valor correspondente

para um espago-tempo plano, resultando em

470{1 l xp+ (x +d?)' 2 ]
n
c

Aty ~ —
—X, + (xg +d2>1/2
(68)

1 Xp 2Xe +x, rg)
_ - o2},
[ el o8

onde d € a distancia da maior aproximacao da onda ao centro do Sol, x, € a distancia do ponto
de emissdo do pulso de radio até o peri€lio e x), € a trajetoria desse ponto até o planeta Merctrio.
A equacdo se da principalmente devido a variacdo da velocidade do raio de luz. Para o caso

abordado na Figura 10, em que d < x,, x), a equagdo 68 se reduz a

4rg dxexp 3xe +xp
At, ~ —<1 — . 69
e {n( d? ) ( 2X, (©9)

Assim como a luz sofre um atraso ao passar proximo do Sol, o mesmo efeito ocorre para

a luz que viaja sob a influéncia do campo gravitacional de uma estrela de néutrons. Os f6étons
emitidos devem escapar do pogo gravitacional para chegar a um observador distante. Os sinais
emitidos da fracdo oculta da superficie da estrela percorrem um caminho mais longo através da
regido de curvatura quando comparados com fétons emitidos da superficie que estd diretamente
voltada para o observador. Entdo, o atraso de Shapiro € utilizado para a distin¢do entre esses dois
cendrios. Para uma estrela em rotacao, a posicao da regido emissora muda continuamente em
relacdo ao observador. Isso implica que o caminho percorrido pelo féton e, consequentemente, a
magnitude do atraso, varia com a fase de rotacdo. Este efeito é essencial para a modelagem dos
perfis de pulso e € incorporado do cédlculo da fase observada, como seré detalhado nos capitulos

seguintes.
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4 TEORIA ESCALAR-TENSORIAL DA GRAVITACAO

A Teoria Escalar-Tensorial da Gravitacio apresenta uma modificagdo da RG ao introduzir
um campo escalar @ que atua juntamente com o campo tensorial da métrica (gyyv) para mediar
a interacao gravitacional. Esse campo escalar interage com a matéria e a geometria do espaco-
tempo, podendo alterar a estrutura e o comportamento de objetos compactos, como as estrelas
de néutrons. A base tedrica deste capitulo estd nos trabalhos de (OTTONI et al., 2024; FUJII;
MAEDA, 2003; LICHNEROWICZ, 1955; SILVA; YUNES, 2019; SOTANI; MIYAMOTO, 2018;
BERTI et al., 2015). Outras fontes serdo devidamente citadas no texto.

4.1 DEFINICAO

A STT € formulada em dois referenciais tedricos, denominados frames, interligados por
uma transformac¢ao conforme: o frame de Jordan e o frame de Einstein.

O frame de Jordan é um frame fisico, onde as particulas seguem geodésicas da métrica
8uv. € as distncias e tempos sdo definidos por esta métrica. Neste frame, o campo escalar €
acoplado diretamente a curvatura do espaco-tempo ao escalar de Ricci (R). A acdo gravitacional
geral no frame de Jordan é dada por

Sy = ﬁ / d*x\/—g[F(®)R—Z(P)g""'V, PV, ® - V(P)], (70)
onde @ representa o campo escalar fundamental no frame de Jordan, F(®) é a funcdo de
acoplamento, Z(®) é o coeficiente cinético do campo escalar e V (P) & o potencial escalar. Neste
trabalho, serd considerado o caso de um campo escalar sem massa e sem autointeracdes, de
modo que V(®) =0e Z(P) = 1. Na STT, a dindmica, tanto do campo gravitacional quanto da

matéria, € definida por uma ag@o total S, cuja composicdo € dada por

S = S+ S Wi, Guuv], (71)

em que S, € a acdo gravitacional, ou seja, a parte da agdo que governa o comportamento do
campo gravitacional e inclui a métrica e o campo escalar, determinando como a curvatura do
espago-tempo € afetada pelo campo escalar, ja S,, € a acdo da matéria e descreve como matéria e
energia (particulas, fluidos, radiacdo) se comportam no espago-tempo. ¥, simboliza os campos
da matéria e g,y € a métrica que, neste caso, € a do frame de Jordan. Além disso, o tensor

energia-momento € definido como

THY = (e+ p)utu” + pg”, (72)

em que € € a densidade de energia, p € a pressdo. u é o quadrivetor velocidade do fluido e g,y
¢ a métrica.
O segundo frame considerado € o frame de Einstein. Embora o frame de Jordan seja

fisico, suas equagdes de campo sdo complexas devido ao acoplamento entre F(®) e R. Para
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simplificar, realiza-se uma transformacao conforme da métrica e redefine-se o campo escalar,

resultando no frame de Einstein. A nova métrica g, "absorve"a fun¢do de acoplamento

guv = F(q))guv- (73)

Com isso, a acdo total no frame de Einstein é

1
S¢= Ton / d*xy/=g [R=2V* @V @] + S [, A*(9)8uv] (74)

na qual g,y € a métrica no frame de Einstein, R € o escalar de Ricci de gy, ¢ € o campo escalar

candnico e define-se A(@) = F(®(¢)) /2

e Sy, estd acoplada a A%(Q)gyy.
As equagdes de campo sdo obtidas variando esta a¢do em relacdo a métrica g,y € ao
campo escalar ¢. A varia¢do da acdo de Einstein-Hilbert ([ /— gRd*x) e do termo cinético do

campo escalar em relacdo a métrica resulta em

B ( / \/—ng4x) = / V—8Guy8gh¥d*x. (75)
Em que G € o tensor de Einstein
1
G'uv - R‘uv - EguvR. (76)

O termo cinético da agdo (Sy) também deve ser variado, resultando em

1
B (V=EV9Vu0) =2 Va0V~ Jeun(VO)?) 5 )

Portanto, a contribui¢do do campo escalar a equacdo de campo é

2Vu(vaq)—gW(V(p)2. (78)

Somando as duas variagdes, obtém-se

(eff)

Guy =38nTyy ", (79)
em que
(eff) _ 42 1 1 2
Ty’ =A (‘P)Tuv + i VuoVye — Eguv(V(P) . (80)
Portanto, as equagdes de campo sdo
Guy = 8TAX (@) Tuy +2V4 Vv — 8uv(V*@Va ). (81)

E necesséario obter também a variagdo em relagdo ao campo escalar (¢). A variagdo do termo
cinético é

1

T / 5 (v 88" 9,0y @) d*x. (82)
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Variando a densidade lagrangiana em relagcdo a ¢, obtém-se

S (v—2g8"" o) = /—g-20"9du(59). (83)

Ao substituir na acdo, tem-se que

1 1
350 =gy [ 2/ 8 (G0N’ =~ [Vadkod e s

em que

O = V4V 0. (85)

A variagdo da matéria com respeito a ¢ € dada por

55, = [ d'v/=ga* (@)l @)T 0. (86)
onde T = ghVT,y, que € o trago do tensor energia-momento, e 0/(Q) = %, que € a fungdo

de acoplamento.

Ao juntar as duas equacdes, obtém-se

1
0S8 = /d4x\/—g [ED(;) +A*(@)a(Q)T | 5. (87)
Para que a ac¢@o seja estaciondria, ou seja, para que 05 = 0 para todo 8., é necessario que
1
1.9 +A(9)a(e)T =0, (88)
de modo que
Do = —4nA* (@) a(e)T. (89)
E, como definido na equacao 85,
VAV, 0 = —4mA* (@) a(e)T. (90)

4.2 ESCALARIZACAO ESPONTANEA

Um fendmeno importante previsto pela STT € a escalarizacao espontanea (DAMOUR;
ESPOSITO-FARESE, 1993), que se trata de um mecanismo essencialmente nao-perturbativo,
dado que seu estado final envolve um campo escalar macroscopico ndo nulo, no qual um objeto
compacto, como uma estrela de néutrons, pode adquirir espontaneamente uma carga escalar
macroscopica, mesmo que o campo escalar seja nulo no espagco-tempo assintoticamente plano.
Entretanto, sua origem pode ser compreendida através de andlises perturbativas lineares, como

pequenas flutuagdes que podem indicar uma instabilidade. Isto €, estas pequenas perturbacdes
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sdao uma ferramenta diagndstica, mesmo que a escalariza¢io seja um manismo ndo-perturbativo
em seu estado final.
0, no campo escalar dentro da estrela. Linearizando a equacao 89, obtém-se a equacao

para a perturbagao:

L6 = —4nB(9)T o9, oD

em que 7 = é o trago do tensor energia-momento e B(¢) = do(¢)/d¢ determina como a

interagdo escalar-matéria muda com o campo:

* se B(¢~) < 0 e suficientemente grande, o campo escalar dentro de uma estrela de
néutrons pode sofrer um crescimento exponencial, levando a formacdo de uma carga
escalar Q. Fisicamente, isso significa que o campo escalar tem um maximoem @ =0 e
qualquer perturbacao infinitesimal no campo escalar ndo serd oscilatdria, mas crescera

exponencialmente, levando a uma diferenca maior entre a STT e a RG.

* se B(¢~) > 0, a configuracdo ¢é estavel e qualquer perturbacdo no campo escalar se

dissipa e a estrela permanece ndo-escalarizada, assim como na RG.

O resultado do crescimento exponencial citado acima pode resultar em uma estrela
de néutrons "escalarizada", que possui uma carga macroscépica (Q) e uma estrutura interna
(assim como massa e raio) diferente daquela prevista pela RG. Esse crescimento s6 ocorre se
o parAmetro de acoplamento 8 for suficientemente negativo para que o traco T seja negativo
o bastante e desencadeie a escalarizagdo. Para matéria estelar realista, o traco é tipicamente
definido como T = —& 4 3p. Nesse caso, a equagao de evolucdo do campo escalar apresenta
um termo de massa efetiva negativo dentro da estrela, tornando a solucao instdvel e levando
ao crescimento exponencial da perturbagdo escalar. Por outro lado, para valores de 8 que nao
satisfacam essa condi¢do (como no caso em que 3 > 0), a solugdo tende a permanecer préxima

a da RG, sem aquisi¢do significativa de carga escalar (OTTONI et al., 2024).

4.3 SOLUCAO EXTERNA EXATA

A métrica de Just apresenta uma solugdo analitica exata para o espaco-tempo externo a

uma estrela de néutrons. A solugdo € dada por

ds? = —fVdi* + fVdp* + f*VdQ?, (92)

em que dQ? = d6? + sen’0d¢?, que é o elemento de Angulo sélido, p é a coordenada radial
isotropica e a é um parametro da solucao escalarizada, relacionada a intensidade do campo
escalar e, portanto, a varga Q. A métrica de Just apresenta uma relagcdo com as coordenadas de

Schwarzschild através da coordenada radial de acordo com
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2\ 2(1-b/a)
r=p(1—— , (93)
o15)

e, para a = b, se recupera a métrica de Schwarzschild.
Para definir o campo escalar, considera-se a métrica (92) no sistema de coordenadas de

Just. Fazendo v = b/a, as equagdes de campo de Einstein no véicuo sdo

v/2+3u/2 /2

Gy=p"—p'v —fH—v't 4 +¢" =0,
v/2 2 94
Gop =+ 4# +¢5" =0, oY
Goo = 21" + 1> + V> +4¢)> = 0.
Tomando as diferentes combinag¢des das componentes, encontra-se
G
% —Gu—Gpp=V'+p'V' =0,
G 95)
00 - 2
— - —2Gpp =-2f Hru”+pu"=0.
Da segunda equagdo em 95, tem-se
. C] 2| 2 a
p=log|——~+(C2+p)°| =log|p 1_7) : (96)
em que se escolhe C; = 4C§ e redefine-se C; = —a/2. Conectando essa solucdo a primeira

equacao em 95 e resolvendo para v, encontra-se

K b
v=1<1+—210g(1—f):—log<1—3), 97
a P a P

onde se define K, = b e K| = 0 ao considerar que o espago-tempo € assintoticamente plano. No

vacuo, a equacido de movimento no sistema de coordenadas de Just € dada por

of +1'gh=f " (94") =0 (98)
Substituindo em 96 e integrando, obtém-se
by a q a
O=b1+—=log|1—— ) =@+ —-log|1—— (99)
a p a p
onde define-se b, = g € b1 = P € 0 valor do campo escalar no infinito. Substituindo as colug¢des

em Ggg na equagdo 94, tem-se que

?—0—(29°=0 = d®=b*+44 (100)

sendo mais comum relaciond-los de modo que Q = g/M, tal que a razdo a/b seja dada por

2= /1+0n (101)

b
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44 MODELOS

Existem modelos especificos da STT que se diferenciam pela forma da fun¢do de acopla-
mento, A(¢Q), entre o campo escalar e a matéria. Esses modelos permitem a andlise da gravidade
em regimes que ndo sao considerados na RG, como o regime de campo forte, que € teorizado
para o interior de estrelas de néutrons.

No modelo de Damour-Esposito-Farese (DEF), considerado um modelo mais simples, é
introduzido um acoplamento ndo-linear entre o campo escalar e a matéria, levando ao fendmeno
da escalarizac@o espontanea em objetos compactos. O modelo DEF ¢ definido pela funcao de
acoplamento exponencial

Bo?

Alp)=¢ 7, (102)

em que @ é o campo escalar no frame de Einstein e 8 é um pardmetro de acoplamento adimensi-
onal. A presenca do termo 3 ¢? modifica as equacdes de Einstein, introduzindo um acoplamento
ndo trivial entre o campo escalar e a matéria através do trago do tensor energia-momento
T = 3p — €. Esse modelo prevé uma escalarizag¢do espontinea para < 0 e, em observacdes
recentes, grande parte do espaco de parametros foi restringido.

Outro modelo, conhecido por modelo cosmoldgico, surge em teorias onde o campo
escalar acopla-se a curvatura do espaco-tempo, como a inflacdo de Higgs, existe o acoplamento

do campo de Higgs a gravidade. Nesse caso, a fun¢do de acoplamento toma a forma de

1

V1+ED?

onde & é o parAmetro adimensional que controla a for¢a do acoplamento. No entanto, ndo existem

A(®@) = F(®)" /2 = (103)

solucdes analiticas para a relacdo entre ® (frame de Jordan) e ¢ (frame de Einstein), sendo
necessdria a solucao numérica das equagdes de campo.

Por fim, € importante destacar o modelo proposto por Mendes-Ortiz (MO), que se
apresenta como uma versao analiticamente tratdvel dos modelos abordados anteriormente,

contornando algumas restricdes observacionais. A fun¢do de acoplamento é dada por

o) = \%mnh(—zx/?& ), (104)

na qual & é o parAmetro de acoplamento e ¢ é o campo escalar. Esse modelo faz aproximacdes

para as solucdes de outros modelos inflaciondrios através de fungdes hiperbdlicas, evitando a

necessidade de solugdes numéricas.

4.5 RESTRICOES OBSERVACIONAIS DA STT

Na STT existem algumas limitacOes impostas por observagdes que sdo importantes para

definir quais modelos sdo viaveis frente aos dados experimentais. Uma dessas limitagdes surge
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ao considerar o regime de campo fraco/baixas velocidades, chamada de Limite Cassini, que
provem de medi¢Oes de sinais de rddio e como esses sinais sao atrasados e desviados pelo campo
gravitacional do Sol, testando diretamente o parametro Yppy, que faz parte de um conjunto
de coeficientes adimensionais, chamados de Pardmetros Pés-Newtonianos (PPN), usados para
descrever desvios da RG em teorias alternativas da gravitacdo. No experimento realizado pela
sonda Cassini, enquanto estava proxima a Saturno, foram enviados sinais de radio de volta
a Terra. Esses sinais passaram préximos ao Sol e foram realizadas medicdes na mudanca da

frequéncia Doppler dos sinais com precisdo de ~ 10~!#4. O valor obtido,

y—1=(2.1423)-107>, (105)

¢ consistente com a RG, em que y = 1. Para a STT, esse resultado implica em

o] < 1077, (106)

em que 0O representa o valor da fung¢do de acoplamento matéria-escalar (¢t (¢), de modo que
0 = 0(@). Neste contexto, oy quantifica o quanto a gravidade se desvia da Relatividade Geral
em regimes de campo fraco. Esse limite € importante pois nao restringe o comportamento do
campo escalar ao regime de campo forte, ja que () pode ser grande mesmo com ¢ ~ O.
Nesse cendrio, as STTs sdo indistinguiveis da RG no Sistema Solar, mas produzem efeitos em
objetos compactos.

No regime de campo forte intermedidrio, como aqueles encontrados em bindrios de
pulsares, as STTs preveem emissdo de radiagdo gravitacional dipolar, efeito ndo observado na
RG, que acelera a perda de energia orbital. Nesse caso, as restri¢cdes ocorrem na constante de

acoplamento, &, e exclui regides em que

26 =B < —4.25. (107)

(HORBATSCH; BURGESS, 2012) estudaram o PSR J0737-3039, um pulsar duplo, e limitaram
a carga escalar adimensional Q < 0.21 para ENs cuja massa seja ~ 1.4M, limite que pode ndo
ser vélido para ENs supermassivas (M > 2.1M,, onde a escalarizacdo pode ocorrer mesmo para
O menores.

Para campos escalares com massa mg # 0, seu alcance € limitado pelo comprimento
de Compton Ay = 27/my, efeito conhecido como supressdo Yukawa, que descreve como a
interacdo mediada pelo campo escalar € exponencialmente suprimida nesses casos. Para r > Ay,
o termo de Yukawa, e "/% que vem do potencial de Yukawa, que descreve a interacdo de
mésons entre niicleon, se torna negligenciavel. Em pequenas distancias, r < Ay, os efeitos do
campo escalar sdo significativos e, caso A4 seja compardvel ao raio da ENs, o campo escalar

pode afetar sua estrutura estelar. Portanto, torna-se vidvel considerar um intervalo para mg

1071%V <my $107%V, (108)



53

que € justificado por duas condicdes importantes; a nao supressao da escalarizacio dentro da
ENs, garantida por

Ao >R~ 10km —mgy < 1077 eV, (109)

e, para sistemas bindrios, a condicao de

Ao < Thinario ~ 108 km — mgy > 10710 ¢V, (110)

que implica na supressao da radiacdo gravitacional.
No préximo capitulo, serd abordada a modelagem das curvas de luz através da RG e da

STT, bem como sua modelagem numérica computacional.
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5 ANALISE DA EMISSAO DE RAIOS-X DE HOT-SPOTS

Como abordado no capitulo 2, ENs s@o objetos extremamente compactos, com campos
gravitacionais tao intensos que efeitos relativisticos interferem na radiacao observada. Neste
trabalho, sdo consideradas as emissdes de regides localizadas, chamadas de hot-spots. A rotagcdo
da estrela modula o fluxo de luz recebido dessas regides, dando origem a perfis de pulso. Este
capitulo tem como objetivo apresentar o desenvolvimento tedrico e numérico para a modelagem
desses perfis de pulso. Partindo dos fundamentos apresentados nos Capitulos 3 e 4, serdo
derivadas as equacdes especificas para a trajetéria de fétons e o fluxo observado.

A morfologia da emissdao observada depende diretamente da geometria do sistema,
da compacidade da estrela e do processo fisico envolvido. E comum assumir que hd uma
ou duas manchas emissoras fixas na superficie da estrela, que podem estar associadas, por
exemplo, aos polos magnéticos. A rotacdo da estrela, combinada com a inclinag@o do eixo de
rotacdo em relacdo a linha de visdo do observador, modula a intensidade da luz recebida e da
origem as chamadas curvas de luz. A base tedrica para a escrita deste capitulo ¢ (OLAUSEN,
2008; SOTANI, 2020; OTTONI et al., 2024; FUJII; MAEDA, 2003; LICHNEROWICZ, 1955;
MISNER; THORNE; WHEELER, 2017; CARROLL, 2019; HARTLE, 2021). Outras fontes

serdo indicadas no texto.

5.1 ORBITA DE FOTONS NA METRICA DE SCHWARZSCHILD

Para iniciar a analise das emissOes, € necessario considerar a dinimica das Orbitas dos

fétons no espago-tempo de Schwarzschild. O ponto de partida é a métrica obtida na Se¢do 3.2:

r

oM oM\ !
ds?* = — (1 - —) dr* + <1 - —) dr? +r2dQ?, (111)
r

para G = ¢ = | e em que dQ? = d6? 4 r>dQ?. Para um féton, a geodésica deve ser

guUHUY =0, (112)

jéa que fétons se movem através de geodésicas nulas. Entdo,

ii-ii = gy u” = goou®u® + gru'u" + goou®u® + ggou’u?

SeEE @
r r

de\?> do\?>
+r2 (ﬁ) —{—rzsinze(ﬁ) .

Como foi estabelecido anteriormente, as simetrias do espaco-tempo de Schwarzschild garantem

que a energia e e 0 momento angular £ sdo conservados, € que 0 movimento ocorre em um plano
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que, para fins de simplificac@o, é definido como o plano equatorial 6 = /2, d6/dA =0, de

modo que a métrica toma a forma de:

oM\ [ di \? M\ [(dr\* ,[(dO\? ,[do\*
(=) @) () (@) (@) (@) = o

Entretanto, pode-se substituir as quantidades conservadas que foram definidas nas equagdes 50 e

2 2M\ T (dr\?
e—<l r dA

51, tal que

(115)
2
> =7 e
dA ) -
Para a orbita do féton, € necessario encontrar
do d¢ dA
-y _zr == 116
dr dA dr’ (116)
de modo que, ao isolar d¢ /dA e substituindo na equagdo 114, se obtém
oM\ ! oM\ fdr\* P
2
— 1—— 1—— — - =
S0-) ) (@) e
(117)

oM\ fdr\? oM\* 12
(=) (&) =2 (-F) =

Isolando dr/dA, obtém-se
ar\> [, oM 27"
RSt R _ _2 ) 118
() =l (=)= e

~1)2
@:l{f_(l_m/rﬂ " (119)

dr 12

Para essa simetria do espaco-tempo, o movimento de fétons é descrito pelo parametro de impacto,

De modo que

que € uma quantidade conservada e definida como a distancia perpendicular do centro da estrela
de néutrons a tangente do raio de luz que chega até o observador. O parametro de impacto
determina, portanto, a forma da drbita e é representado pela razdo entre 0 momento angular do

féton (¢) e a energia (e). Dessa forma, define-se o potencial efetivo para a érbita do féton como

_1-2M/r

B () = —

(120)

Considerando ambas as defini¢Oes, pode-se entdo reescrever a equagdo 119 como
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9 _ L b2 B2

_1)2
dr 12 ’

(121)

Figura 11 — Potencial efetivo para fétons na métrica de Schwarzschild. A linha preta representa
como B~2(r) varia com a distancia radial. O ponto mais alto da curva, indicado pela
seta em vermelho, ocorre em r = 3M e indica a esfera de f6tons, uma Orbita circular

e instdvel na qual a luz pode orbitar a estrela.

0.040

0.035 A

0.030 +

Orbita circular instavel

0.025 A (esfera de fotons)

o~ 0.020 A

0.015 A

0.010 A

0.005 +

0.000

r/M

Fonte: A autora.

O potencial efetivo € essencial para compreender o movimento de particulas e fétons
em campos gravitacionais, ja que ele facilita a visualizacdo das possiveis trajetorias e € uma
ferramenta importante na identificagao de drbitas circulares, como a 6rbita da esfera de fotons.
Essa orbita representa uma fronteira critica entre trajetérias que escapam para o infinito, ou
seja, para fotons que podem chegar até o observador, e aquelas que sdo atraidas de volta para
a superficie da estrela. Para encontrar a érbita da esfera de fétons, € necessario considerar seu
maximo, como identificado na Figura 11. O potencial efetivo tem seu maximo em

dB

— =0 122
dr ’ (122)

e, ao aplicar a condi¢do , tem-se que
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(1 —2m/r) 2 =M Copyry32 2,
r
1= M0 oMy =0 (123)
r
r=23M.

O raio r = 3M ¢ a esfera de f6tons. Nesse ponto, os fétons podem orbitar a estrela de néutrons
em uma Orbita circular instdvel. Se torna ébvio, portanto, que a esfera de fétons s6 existe se
o raio da estrela for menor que 3M. Além disso, para essas estrela cujo raio € menor que essa
regido, apenas fétons com b~2 > B2 escapam para o infinito, ja que % > 0 (equagdo 121) e
também real.

Pode-se supor que um féton € emitido de uma superficie r = R, tal como ilustrado pela

Figura 12

Figura 12 — Fétons sdo emitidos de um hot-spot na superficie da estrela de néutrons. O vetor 71
representa a normal a superficie no ponto de emissao; k representa a dire¢do inicial
do féton emitido; & é o 4ngulo de emissdo entre 4 e k; O corresponde 2 colatitude na
superficie da estrela; ¢ € a coordenada azimutal; @ indica a frequéncia de rotagao.

I0peAIdSqQ

7

Fonte: A autora.

em que o € o angulo de emissdo. E importante determinar a quantidade de luz que escapa para o
infinito e a quantidade de luz que chega até um observador. Para tal, € necessario determinar o

angulo entre a direc@o do raio de luz e a dire¢ao radial

<>

(13 u-e
=2 = (124)

> Y
u’ Uu-ep

tg(a)

em que u € a quadrivelocidade e o f6ton. E necessério determinar, primeiramente, qual € o angulo
critico para além do qual os fétons emitidos ndo escapam o campo gravitacional da estrela e

caem de volta na superficie. Para isso, deve-se analisar a conexdo entre o e o parametro de
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impacto b. Utilizando uma base ortonormal &, na posi¢ao do observador, as componentes u” e

u® de ii podem ser obtidas utilizando as equacdes 50 e 51

14 14

u [ —
r’sen?0 2’

(125)

Entdo, i - é4 € dado por

=(r) (r% (ll?) (126)

e u-é, é dado por

oM\ ! oM\ 2 2 oM\ 212
:(1‘7) (“?) [;—(1—7),;] (127)
_(tmam TP T c1-om\ ]
a R b2 R? R '

Figura 13 — Um f6ton emitido de um angulo o > ;s é capturado pelo campo gravitacional da
estrela e retorna para a superficie. o, determina o angulo maximo de emissao em
relacdo a normal.

IOPBAIdSqQ

Fonte: A autora.

Portanto, a equacdo 124 se torna
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¢ M\ V2 111 o112
wO= ") e el"®
(128)
_rf o\ am T
R R b2 R2 R '

De acordo com a equacao ??, o valor maximo do potencial efetivo ocorre em r = 3M. Substi-

tuindo esse valor na equacdo 120, obtém-se

_1=2M/r r—2M
o 72 o 73
B -2m 1
- (3M)} 2TM?%

B~(r)

(129)

que é o valor critico do potencial efetivo. Quando B~ assume esse valor, b> = 27M? e indica o

angulo de abertura critico abaixo do qual os raios de luz escapam para o infinito através de

1/2 “1)2
1 (Olrit) = © (1—2—M) { L (1—2—M>} (130)

R R 2IM2  R? R
e como 2M < R < 3M, tem-se que

1 1 1/2
1g(Qerir) = B7AE] . (131)

A condicdo de escape é & < 0, tal como ilustrado na Figura 13. Isso significa que ,,; define
¢ p g g q
qual frac@o da superficie estelar € visivel para o observador. Na préxima secdo, serd estabelecida

base geométrica para o calculo do fluxo recebido pelo observador.

5.1.1 Curvatura da Luz

Um féton € emitido de um hot-spot fazendo um angulo o com a direcao radial e chega
até o observador posicionado no infinito, como ilustrado na Figura 14, em que 6 denota o angulo
entre o eixo de rotacdo e a emissdo do féton, y € o angulo entre a emissao e a linha de visao
do observador, i denota o dngulo entre o eixo de rotagdo e a linha de visdo do observador e £ é
o angulo entre a emissao e a direcdo do movimento do féton, que ocorre devido a rotacdo da
estrela.

Da equagdo ??, tem-se que

1/2
sen(at) = % (1 - 2—M) : (132)

O parametro de impacto €, portanto,

p_ Rsen(a) (133)

V1-2M/R

O angulo de curvatura da luz, y, pode ser encontrado ao integrar a equacdo 121, tal que
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Figura 14 — Geometria da emissdo por um hot-spot na superficie da estrela. O dngulo y esta
relacionado a deflexdo (curvatura) da trajetdria do féton, enquanto & denota o
azimute da dire¢do de emissdo no referencial local.

N7
IOpBAISSqO

Fonte: A autora.

_[~d¢
"’—/R ar

oM\ [~ 1 1 177172
_(1-2 / e ar
R ) Jr 1% |R%sen?(a) 12

Para simetrias ndo equatoriais, a expressao para W 134 deve levar em conta ndo apenas o angulo

(134)

de emissdo em relacdo a normal, também a orientacdo azimutal da trajetéria do f6ton, ja que o
desvio observado passa a depender também da projecdo desse dngulo no plano de movimento do
foéton, em vez de depender apenas de um tnico angulo fixo no equador.

Para encontrar a curvatura da luz, considera-se um hot-spot localizado em uma colatitude
0 e angulo azimutal ¢ = . Tal como ilustrado na Figura ??, é definido um sistema de coor-
denadas no qual o eixo de rotacdo estd alinhado ao eixo z e o eixo x estd alinhado ao angulo
azimutal em ¢ = 0 no equador da estrela. No sistema de coordenadas existem dois vetores, k € n,
que t€m origem no hot-spot e apontam para o observador e para a normal a superficie. Existe
ainda o vetor unitério [§ que aponta a dire¢ao do movimento do hot-spot devido a rotagdo da
estrela.

Define-se os vetores k,n e 3 de acordo com

it = [sen(0)cos(§),sen(0)sen(@),cos(0)]
k = [sen(i),0,cos(i)] (135)
B = [cos(90 — ¢, 5en(90 — ¢),0] = [—sen(9),cos(¢),0].

Como estabelecido anteriormente, o referencial do observador os fétons sdo emitidos com
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angulo o e chegam ao observador depois de uma curvatura adicional y, de modo que € possivel

encontrar cos(y) ao realizar o produto de vetores

cos(y) = k- = cos(i)cos(0) + sen(i)sen(0)cos(9). (136)

Define-se um vetor k; na direcdo inicial do féton. Como as orbitas na métrica de Schwarzschild

sdo ’planas’, podemos obter as componentes deste vetor pelo sistema

cosa =k;-n

ki-k (137)
0

cos(y — o)
det [k A k]

O féton deixa a estrela a partir de cos(a) = k; - A e, devido a curvatura, chega a cos(y) =k i e

k,k; e ii sdo coplanares. Entdo, k; pode ser escrito como

k; = Ak + Bn, (138)

mas, pelo sistema,

cos(o) =k; -7 (139)

de forma que

A

ki-ii =Acos(y)+B = cos(a), (140)
ki-k=A+Bi-k = A+ Bcos(y) = cos(y — a), (141)
e
cos(y — o) = A(1 —cos?(y)) + cos(a) cos(y). (142)
Tem-se entdo a relacao
Asen?(y) = 5% (143)
sen(y)

Substituindo em B = cos(a) — Acos(y), tem-se que

p_ sy —o) (144)

sen(y)
De modo que
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- sen(ot)k + sen(y — a)n. (145)
sen(y)

Para encontrar k; = Ai + B ]+ Ck, pode-se usar os vetores encontrados na equacdo 135, de modo

que

Y

[ sen(a)sen(i) + sen(y — at)sen(6)cos(9)
ki = ( sen(y)

sen(0)sen(¢)sen(y — o) sen(a)cos(i) + sen(y — a)cos(@))
sen(y) ’ sen(w) '

Expressando & em termos de o, y,i e ¢, tem-se que

cos(§) =y = (el aen IOl sen(o)

n sen(0)sen(¢)sen(y — )

sen(y) -~cos(0) (146)

_ sen(¢)sen(o)sen(i)
sen(w)

A curvatura final € dada por

_/0_1 1 (1-2Mu/R) l/zd
V=) "R iR R2/u? !

1 R —1/2
:/ b[l—b%ﬂ (1—%)} du,
0

ao definiru = R/re b=b /R. O valor maximo de y ocorre quando o pardmetro de impacto é

(147)

maximo. Para determinar tal valor, considera-se oo = /2 para f6tons que sdo emitidos externa-

mente a esfera de ftons e @ = o, para aqueles sao emitidos de regides mais internas. Tem-se

entio que
R- sen(90 R
max — ( ) = (148)
V1-2M/R \/1-2M/R
para R > 3M. E, para R < 3M,
1
D =~ — 3\/3M, (149)
max B*2<3M)
uma vez que B~2(3M) = ﬁ Para R > 3M a estrela estd fora da esfera de fotons (r =3M) e

fotons emitidos tangencialmente podem escapar, sofrendo uma curvatura extrema. Para R < 3M,
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a estrela estd dentro ou na esfera de fotons e a condi¢@o de escape € & < ;. O valor mdximo

de v pode ser obtido ao considerar essas condi¢des, de modo que

1, R M —1/2
y/maxz/o bo [1—br2naxu2(l— R”)] du
1 “1)2
(o)
0

para a condi¢do de R > 3M. Para R < 3M,

TR L 2Mu\] VP

Por definicdo, o fluxo que chega até o observador € dado por dF = 1,,,d€2, em que I,,5 € a

(150)

intensidade observada, dQ € o angulo sélido da imagem no céu do observador. O angulo sélido

¢ dado por

dQ = dA s/ D? 5
= bdbd g /D? (152
onde b € o parametro de impacto e ¢ € o angulo azimutal que corresponde a rotacdo em ke D é
a distancia entre a estrela e o observador.
Pode-se descrever a drea do hot-spot emissor na superficie da estrela no referencial do

observador a partir das coordenadas (v, @)

dS = R%sen(0)d0d¢

(153)
= R%sen(y)dwydo.
Diferenciando a equacdo 133 em relacdo a o tem-se
R d
gy = Reos(@ da (154)
V1-2M/R
e, ao substituir na equacao para o angulo s6lido 152, obtém-se
4O — < R sen(a) ) (R cos(a) doc)d _ R? sen(a) cos(a) dot d(p' (155)
V1-2M/R) \ \/1—-2M/R 1-2M/R
Da equagdo 147, tem-se que
d dy db d
ay _day 4o _av o (156)

db db db db

Como b = %, é possivel reescrever da em termos de , tal que

ab\ ' . cos() -
da (doc) db ( 1—2M/R) db (157)
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~1
Substituindo db = (d‘*’> dy,

db

VI=2M/R (dy\ !

do— VI=2M/R (—"’) dy. (158)
cos(a) db

Substituindo na equagdo 152, encontra-se

dScosa sino do

dQ = 1—2M/Rsiny dy
B dScos o sin o 1 (159)
~ /1—2M/Rsinycosa dy/db
em que
d‘f:/] [1—13%{2 (1—%)] 7 (160)
db 0 R

5.1.2 Rotacao

Na Secao 3.1.2, ao definir a métrica que descreve o espago-tempo externo a estrela,
estabeleceu-se as condi¢des de estacionariedade, ja que a métrica utilizada é a de Schwarzschild.
No entanto, realisticamente, todas as estrelas de n€utrons possuem rotagao - esta, inclusive, é
uma condicdo necesséaria para elas produzam curvas de luz. Para estrelas com altas rotagdes, €
necessdrio considerar um espago-tempo que incorpore a deformacgdo da estrela em uma forma
oblata. Entretanto, para estrelas com rotacdo lenta, é possivel negligenciar esses efeitos.

Adotando o referencial que acompanha a rotagdo da estrela, o hot-spot emissor, de drea
dS,m, libera fétons que partem sob um angulo o’ medido em relacdo a dire¢do normal a superficie
no referencial comdvel. Essas grandezas conectam-se as suas equivalentes no referencial do
observador por meio da propriedade de que a projecdo da drea do hot-spot sobre um plano
perpendicular a direcao de emissao dos fétons permanece invariante sob transformacoes de

Lorentz;

dScos o = dSe;; cOS Oy (161)

E possivel relacionar os Angulos o e o’ através de

cosa+v/c

1+ (v/c)cosa’ (162)

cosa' =
em que v/c = 3 e considera a aberra¢do abordada na Secdo 3.4. A equagdo 159 toma a forma de

dSencOS Ueyy,  SINOC 1

/1—=2M/R sinycos o dy/db
/ . v v/ (163)
dSemm sino 1

V/1—2M/Rsiny dy/db

em que 7 € o fator Doppler, que pode ser obtido através de

dQ =
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~1
cosol — cosa+f3 _ 1+ Bcosa cosa+f (164)
1+ (B)cosa V1= B2 V1- B2
ao simplificar, obtém-se
/1 — B2
n:—ﬁ. (165)

Mas, da equacdo 146, tem-se que

/1 _ B2
L=p (166)

m=1- Bcos&
em que B = v/c é a velocidade do hot-spot medida em um referencial ndo-rotativo. A velocidade

tangencial v em ponto na colatitude 8 em uma estrela girando com um periodo P € dada por

27r
= — 167
V=" (167)

em que r = R sen(0). Na métrica de Schwarzschild, o tempo préprio (d7) e o tempo coordenado

(dt) se relacionam através de

dt=+/1—2M/R dt. (168)

A velocidade medida por um observador estatico no infinito € corrigida pelo redshift gravitacional

dl drt
Vobs = = Vlocal * V I— ZM/R; (169)

dt dr
em que
27Rsin O
Viocal = bk (velocidade no referencial da estrela)
2rRsind a70
Vobs = —p v 1—=2M/R (velocidade observada)
No referencial nao-local,
B Viocal _ 27rRsin9. (71
c Pc
Define-se entdo o fluxo de energia conservado
Iobsd-Qobs Vobs = IemdQemVem- (172)

Substituindo as transformacgdes de v e d{2, tem-se

L (%) (vem\/l - 2M/Rn) = L0dQem Ver (173)

1—2M/R
Simplificando,
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Lobs o
(1 2M /R = Iem. (174)
Usando V,ps = Vemy/1 —2M /R1, obtém-se
Iobs Iem
3 T (175)
vobs Vem
O fluxo observado (dFy) € dado por
Lyps dQ
dFy = ”bls)z (176)
substituindo /,,; e dQ2, tem-se que
dScososino 1
dF, = |if(Qem)(1 — 2M /R)3/? 3] I 177
= [irteemt - 2m/r2 20’ | oy B 4D

em que if(Qem) € a intensidade emitida expressa em termos do dngulo de emissdo. Simplificando
(1—2M/R)*? x (1 —2M/R)~" = (1—2M/R)"/? ¢ fazendo dS.,, cos(a') = dS cos(at), obtém-
se

dF, = 2 if (Oem)(1 —2M/R)n

4 sin & 1
siny dyr/db

(178)

em que dS,,, é a drea do hot-spot projetada e corrigida pela distancia D e n* é o fator Doppler
considerando a intensidade e angulo sélido.

De acordo com (CADEAU et al., 2007), a abordagem da rotacdo para estrelas de n€utrons
combina uma métrica estatica (Schwarzschild para RG e Just para STT) com transformagdes
relativisticas especiais para os efeitos de rotacio e é conhecida como Schwarzschild-plus-Doppler
(S+D) no contexto da RG e Just-plus-Doppler (J+D) para a STT. Também € importante notar que,
para estrelas de néutrons em rotagdo rapida, tipicamente acima de 300-400 Hz, a aproximagao
de uma estrela esférica e o uso de uma métrica estatica podem néo ser suficientes para realizar
a modelagem precisa dos perfis de pulso. Neste trabalho, considerou-se a abordagem feita por
(OTTONI et al., 2024), na qual os autores consideram a transformacao de um referencial que
co-rotaciona com a estrela para um referencial logo acima da superficie da estrela. Para traduzir
as propriedades da luz do referencial que gira com a estrela para o referencial préximo a sua
superficie € preciso aplicar uma transformacgao da relatividade especial, conhecido como boost de
Lorentz. Essa transformacao € necessaria porque o hot-spot estd de movendo em velocidades que
podem ser relativisticas, alterando a direcao em que a luz € emitida. Neste ponto sdo incorporados
os efeitos de aberracdo da luz, conceito abordado na Secao 3.4 e o efeito Doppler, abordado na
mesma se¢do. Além disso, o atraso de Shapiro, abordado na Secdo 3.6, e o redshift gravitacional,

abordado na Sec¢do 3.5, s@o incorporados.
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E necessdrio destacar que o problema abordado neste trabalho ndo considera os efeitos
de rotacdo do espago-tempo no exterior da estrela; a métrica continua sendo esfericamente
simétrica. Além disso, nao sera considerado o achatamento da estrutura da estrela devido a
répida rotagcdo, embora este seja um efeito importante a ser considerado a depender da andlise
a ser feita, como destaca (CADEAU et al., 2007). Como o intuito deste trabalho é analisar o
comportamento das curvas de luz e os efeitos gravitacionais para diferentes compacidades e

configura¢des geométricas, a aproximacao esférica continua sendo pertinente e funciona bem.

5.1.3 Fluxo para dois hot-spots antipodais

Estando definida a geometria do problema para um hot-spot na superficie da estrela e
a expressao final para o fluxo recebido pelo observador, é possivel estender essa andlise para
o modelo de pulsares. Como visto na Secao 2.3, pulsares sdo estrelas de néutrons que emitem
pulsos de radiacdo através de feixes que estdo alinhados ao seu eixo magnético. Devido as
caracteristicas dessa emissao (Figura 5), € natural que se defina a emissdo que parte de um hot-
spot que estd localizado antipodal ao primeiro hot-spot definido. O fluxo obtido na equagdo 178
ainda € valido para um hot-spot antipodal, sendo necessdrio realizar alguns ajustes na geometria
da emissao.

Primeiramente, considerando que o hot-spot original est4 posicionado em 6., ¢., o hot-
spot antipodal deve estar posicionado posicionado em 7@ — 6., 7 + ¢.. A titulo de exemplo, se o
primeiro hot-spot estd no equador 6, = 90, ¢. = 0, o hot-spot antipodal deverd estar posicionado
em 6, =90, ¢. = 180.

Além do ajuste na geometria do problema, é necessdrio considerar a mudanga nas

varidveis angulares. Da equacgdo 136, € necessdrio considerar a nova colatitude do hot-spot, de

modo que
cos ¥ = cos(m — 6,) cosi+sin(m — 6,) sinicos(7 + ¢@,). 179
= —cos 6, cosi—sin 6, sinicos @..
A velocidade do hot-spot antipodal tem um sinal oposto B’ = —f a velocidade do inicial.
Portanto, o Angulo &’ entre a dire¢do de emissdo e o movimento é dada por
isinasi
cosé’ = —cosé = SinEsin &S1n fe fln%, (180)
sin y

de modo que o fator Doppler é dado por
/1 — B2
o V1P (181)

e o angulo de emissdo cos(o’) é dado por

cos(Qem) =M’ cos(at). (182)
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Tal que o fluxo ajustado para o hot-spot antipodal é dado por

ds sina/ 1
dF) = —2Vif(aly)(1—2M/R)(n")* —. 183
0 D2 lf( em)( / )(77 ) sin lI// dl[///db/ ( )
O fluxo total observado é a soma das contribui¢des de ambos os hot-spots:
F2 = Fy(0c, 9c) + Fy (T — 6c, T+ ¢c). (184)

5.2 MULTIPLAS IMAGENS

Estrelas de néutrons supercompactas e ultracompactas apresentam efeitos de curvatura
da luz tao extremos que regides da sua superficie podem produzir multiplas imagens para um
mesmo observador distante. Nessas estrelas, fotons emitidos em diferentes dire¢des a partir de
um mesmo ponto podem ser desviados pela gravidade, seguir érbitas separadas e convergir para
o observador, criando réplicas de uma mesma regido emissora, como ilustrado na Figura 15.
Esse fendmeno, andlogo ao fendmeno de lentes gravitacionais césmicas, ndo apenas amplifica o

brilho observado, mas também o fluxo das curvas de luz.

Figura 15 — Trajetorias de fétons emitidos da face oposta de uma estrelas de diferentes
compacidades (M/R). As curvas em vermelho correspondem a geodésicas emitidas
de diferentes latitudes da estrela de néutrons, ilustradas em vista superior, com a
linha de visada do observador alinhada ao eixo x e o hot-spot localizado na face
oposta. O aumento da compacidade modifica as trajetdrias dos fétons, que, apesar
disso, continuam alcancando o mesmo observador.

(a) Estrela de néutrons com massa M ~ 1.4M, (b) Estrela de néutrons com massa M ~ 2.1M,
M/R =0.170 M/R = 0.284
20 20
154 154
104 10 4 —
5 5 yo-
z o { 5 (
= = \
=5 =51 NN
-10 —10 4 ~——
—151 -154
=20 T T T T T T T =20 T T T T T T T
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
x[GM/c?] x[GM/c?]

Fonte: A autora.

Primeiramente, é necessdrio que se defina quais estrelas sdo supercompactas e quais
estrelas sdo ultracompactas. Para determinar a compacidade dessas estrelas, € necessdrio inverter
as equagdes 150 e 151 para determinar o valor da razdo M /R para qual Y,,,,(M/R) > m, condigdo
que surge diretamente da geometria da curvatura da luz, ja que ;. € 0 maior angulo de deflexdo

possivel para um féton emitido da superficie r = R que ainda pode chegar a um observador
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distante. Wy (M/R) = m em M /R ~ 0.284, de modo que Y,,4x(M/R) > & para M /R > 0.284.
Para estrelas altamente compactas, encontra-se Wy (M/R) = 27 para M /R ~ 0.3, de modo
que Wyax(M/R) > 21 para M /R 2 0.3, indicando que todos os pontos na estrela produzem
multiplas imagens, como ilustrado na Figura 16. O ultimo resultado indica que para estrelas
ultracompactas, Y,,,x = o, ou seja, o angulo de deflexdo da luz ndo possui um limite superior, e
toda a superficie da estrela se torna visivel para o observador e produz infinitas imagens de um
mesmo ponto em sua superficie, associadas as trajetérias dos fétons que orbitam a estrela, em

alguns casos multiplas vezes, antes de escapar para o infinito.

Figura 16 — Trajetdria de fotons emitidos de um hot-spot localizado na face oposta ao
observador. Em casos mais extremos, a deflexdo extrema faz com trajetorias
distintas sejam projetadas no mesmo plano e se interceptem visualmente.

(a) Estrela de néutrons com massa M =~ 2.18M, (b) Estrela de néutrons com massa M =~ 2.25M,

M/R = 0.295 M/R = 0.305
20 20
15 1 15
10 1 10
5 — 54 _ _
& 7/ & y
1) ( L ( -~
s o0 = o0
o o] ( N
= N\ = N
-5 -5 — ~
-101 -10
-151 -15 1
-20 . . . . . . . -20 . . . . . . .
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
x[GM/c?] x[GM/c?]

Fonte: A autora.

Para determinar os angulos de curvatura da luz para todas as imagens pode-se utilizar
uma caracteristica fundamental da métrica de Schwarzschild que, devido a simetria esférica ja
demonstrada anteriormente, define as trajetérias dos fétons, ou seja, as geodésicas nulas, como
confinadas em O6rbitas planas devido a conservacdo do momento angular ¢. Essa propagacao
plana permite parametrizar todas as trajetorias possiveis utilizando apenas o angulo de deflexao
(w) no plano orbital e calcular os angulos de chegada dos f6tons. Invertendo a equacdo 136, é
possivel encontrar o angulo de deflexdo correspondente e determinar a imagem primaéria (),

que deve estar no intervalo [0, 7], de modo que

y = arcos|cos(y)] (185)

e corresponde a trajetéria direta ao observador. Como a funcio cosseno € periddica, com periodo

de 2, as solucdes para multiplas imagens €, entdo,

Y, =2nnt vy, (186)

e apenas V¥, < W,y S0 Visiveis.
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Figura 17 — Relacdo entre Y., (eixo y) e a compacidade M/R (eixo x). Em baixas
compacidades apenas parte da superficie é visivel, enquanto para M /R 2 a deflexdo
diverge, tornando tornando toda a estrela observével e apresentando multiplas
imagens de cada ponto.

— Wmax(M/R)

Apenas uma imagem visivel

Algumas regides apresentam multiplas imagens
Il Toda a superficie apresenta multiplas imagens

3m A

5m/2 |

2m A

Wmax

3n/2

n/2 4 . . . . .
0.200 0.225 0.250 0.275 0.300 0.325 0.350 0.375 0.400
M/R

Fonte: A autora.

Estando definidos os valores de n para os quais se aplicam a condicao V¥, < Wy, €
necessario determinar o, (W, ),dy,/ dbe N, para cada uma das imagens. Como as estrelas sdo
super e ultracompactas, é necessério que oy, ( ;) seja determinado numericamente. E interessante
notar que, apesar de a teoria permitir que estrelas M /R > 0.331 apresentem infinitas imagens,
apenas as duas primeiras imagens sdo visiveis para um observador em r — oo. Isso se dd devido
a alguns fatores como a intensidade decrescente da contribui¢do de cada imagens para o fluxo
observado, ja que ela diminui exponencialmente com n, € isso leva a uma limita¢do observacional,
j& que o brilho de cada imagem n > 2 € extremamente fraco. Além disso, as contribuicdes dessas
imagens sdo despreziveis quando comparadas ao erro numérico ou a sensibilidade de observagao.
A figura 17 apresenta os valores de compacidade para as quais sao observadas multiplas imagens.
Para valores M /R > 0.331 as érbitas se tornam mais e mais instdveis devido a alta compacidade.
Em M /R = 0.5 o objeto ndo apresenta nenhuma imagem visivel, indicando a existéncia de um
buraco negro.

Para multiplas imagens a equacdo 183 se torna, entdo,

4SinOCn 1
" siny dl///dls'

dF = dSem

=5 (187)

Zif(aem)(l —2M/R)n

devendo ser integrada sobre a drea do hot-spot.
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5.3 MODELAGEM DO FLUXO NA STT

A modelagem do fluxo para a STT é baseada na incorporacao dos efeitos relativisticos
como curvaturas na luz, efeito Doppler e atraso de Shapiro, que sdo modificados pela presenca
do campo escalar. Sob a hipdtese que fotons se movem através de geodésicas nulas, a lagrangiana

da métrica de Just € dada por

Z :guvpupvv (188)

em que p% é o quadrimomento do féton através da trajetéria x* = (ct,p,0,¢), também pa-

rametrizada pelo pardmetro afim A. Para geodésicas nulas (ds*> = 0), a lagrangiana é dada

por
1
7 > (_fb/alzZ Jrf—b/apz +p2f1—b/a(p2> ‘ (189)
As equacdes do movimento podem ser obtidas utilizando as equagdes de Euler-Lagrange,
d (0% <
— =) —=-=0 190
A (axu) PR (190)

para cada coordenada da métrica. Essas equagdes possuem duas constantes do movimento
relacionadas a energia € e a0 momento angular 4, que surgem das equacdes para as coordenadas

t e @, e sdo dadas por

i=ef b,
191
¢ =hp 2frle, oy
que, quando combinadas, levam a equacgao radial
pm= P2 .
Como a os frames das métricas se relacionam através de
Zuv =A%(@)guv (193)
em que g,v € a métrica no frame de Jordan, as equagdes do movimento sao dadas por
dt)d) =A2ef b/,
dp Jd) = A~4[Pe2 — (h)p)2f2b/a 1],
p/ %62~ (h/p)2 1/ on

do/dA =0,
dy/dA =A"*(h/p?) 71,

E interessante notar que a relacdo entre v e o angulo azimutal ¢ pode ser estabelecida devido a

simetria esférica do problema, ja que o féton se move em um plano, dado por 6 = /2. Tal como
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na métrica de Schwarzschild, o pardmetro de impacto, 1a dado por b = ¢/e, pode ser igualmente

definido pelas duas constantes do movimento ¢ = h/€. O angulo de emissdo do féton é dado por

v 1/2
tan(ot) = {%} . (195)

Tal como na métrica de Schwarzschild, € interessante expressar @ em termos do parametro de

impacto, de modo que

p pf(b/a_l)/2p¢

I P

_ O o (bla—1)/2 42

= Ef A”. (196)

B g <1 B i) (b/a—1)/2
Ps Ps

em que P, € o raio da estrela nas coordenadas de Just no frame de Einstein. (SILVA; YUNES,
2019) obtiveram a integral que expressa o angulo y e generaliza a expressdo encontrada para a
RG

1
—24i (X/ 1_—s 1 — 2\1b/a—1 1_—s 2b/a—1
w=2sina [ 1 —a (2P (1 a) o

—(1=x)?[1—a,(1 — )P/ Ysin?a} = 1/2 8.

em que x = /1 —y e y = p,/p. Como demonstrado no contexto da RG, a curvatura da trajetéria
do féton depende do angulo de emissdao e da compacidade da estrela. Na STT, a curvatura
dependerd, também, da carga escalar do espaco-tempo. A parte visivel da superficie da estrela é
definida a partir de o« = /2, que define o raio de luz emitido tangencialmente a dire¢do radial
na superficie da estrela e, para estrelas pouco compactas, ¥ pode adquirir um valor préximo ao
de a. A medida que a compacidade da estrela aumenta, a curvatura das trajetérias dos fétons
também aumenta, € ¥ > 7 € um valor esperado. Fisicamente, isso significa que podem existir
regides na superficie oposta ao observador que podem emitir dois ou mais fétons que percorrem
trajetdrias distintas até o observador. Como discutido na Se¢do 5.2, esse fendmeno € chamado de
multiplas imagens e serd tratado, também, no regime da STT.

O delay de Shapiro, cuja expressao foi obtida por (SILVA; YUNES, 2019) para o contexto
da STT, é dado por

At(c)=t(o)—t(c=0), (198)

que define a diferenca entre o tempo de viagem de um féton com parametro de impacto o e um
féton emitido radialmente (¢ = 0). Os autores obtém a expressao ao realizar a integracao da
equagdo geodésica temporal (df/dA) e da equagdo radial (dp /dA) combinadas para expressar
dt/dp. O atraso é obtido através da integragdo numérica de dr/dp do raio da ENs até o infinito

e sua expressao final € dada por
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Ar = (2ps/c)/0] drx[1 — (1 —x2)]2/4(1 = x2) 2
< [[{1—(1 —x2)2(1 _ds)l—Zb/a (199)
x [1—ag(1—x?)PP/ tsin? o}~/ — 1]]).
Fisicamente, o atraso de Shapiro influencia no tempo de chegada dos f6tons, o que impacta
diretamente a forma temporal do fluxo observado, especial quando ha miiltiplas imagens, onde o
efeito é mais pronunciado.

Estando definidas essas varidveis, a modelagem do fluxo segue aquela apresentada na

Secdo 5.1, na qual se define cos(y) = k- n, dado por

cos(y) = cos(i)cos(0) + sen(i)sen(0)cos(9s), (200)

em que i; € o angulo entre a linha de visdo do observador e o eixo de rotacdo, 0 € a colatitude
do hot-spot e ¢ é a sua fase de rotagdo. O angulo &, que se encontra entre ko e 3 (Figura 11), é

dado por

B % _ sen(Q)
cos6) = £ 5% =~ (o

onde B é o vetor velocidade do hot-spot. O fluxo observado é definido em termos da energia E

)sen(io)sen(([)s), (201)

de acordo com

dFg = I(E,)dQ,
onde I(E.a) é a intensidade no infinito e dQ é o dngulo sélido. (SILVA; YUNES, 2019)

expressao o fluxo observado através de

d cos(a) dA’
d cos(y) D?

onde dA’ é a drea do hot-spot projetada em um plano perpendicular a dire¢ao de propagacdo do

dF = A2(1 —a/p,)"*8>cos(a) 1(Clen) (202)

féton, cos(Cter) = dcos(a) e & é o fator Doppler. O fluxo normalizado é dado por

d cos(a)
d cos(y)’

com a normaliza¢do sendo dada por [jdA’ /DZ. Novamente, para dois hot-spots antipodais, 0

F=A%(1-a,)"*8cos(ax) (203)

fluxo € dado por

FT :Fant(i7 T— 97 7T+¢sa dsv b9)+F0<la 97 ¢57 as; Bv) (204)

em que d; = a/ps e by = b/p;. A condigio de visibilidade do spot pode ser obtida através do
célculo numérico da equacdo 197 ao definir ¢ = 7/2, de modo que y, = y(a = 7/2). A parte

visivel da superficie da estrela é definida como
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5f= AP (1 —ay)' Pl [ [57 dy'dgsiny’ 1 —cos(y)
B 4nA2p2(1 —ag)'—b/a 2

de modo que cos(y) > cos(y.) deve ser verdadeiro para que o hot-spot seja visivel. Para o

. (205)

hot-spot antipodal, a condi¢@o é cos(y) > —cos(y,.).

1
~ y(1—Beos§)’
No limite Newtoniano, y, = 7/2 e metade da superficie da estrela é visivel para o observador.
Para estrelas relativisticas, cos(y,) < 0 (SILVA; YUNES, 2019).

8 (206)

5.4 MODELAGEM NUMERICA DAS CURVAS DE LUZ

Tabela 1 — ParAmetros fisicos e adimensionais de diferentes modelos: compacidade M /R, a
massa gravitacional normalizada pela massa solar M /M ; o raio estelar R (em km); o
raio fisico ps; (em km) obtido no frame de Jordan; o fator conforme Ay; a carga
escalar Q; e o parametro d.

Nome | M/R | M/My | R/km | ps/km | As | QO d
0.275 | 2.033 | 10.918 | 10.918 1 0 | 0.550
RG 0.285 | 2.107 | 10.918 | 10.918 1 0 |0.570
0.295 | 2.181 | 10918 | 10918 | 1 0 | 0.590
0.305 | 2.255 | 10918 | 10.918 1 0 |0.610
0.275 | 2.033 | 10.918 | 12.001 | 0.95 | 0.5 | 0.559
STTI 0.285 | 2.107 | 10918 | 12.028 | 0.95 | 0.5 | 0.578
0.295 | 2.181 | 10918 | 12.059 | 0.95 | 0.5 | 0.597
0.305 | 2.255 | 10.918 | 12.088 | 0.95 | 0.5 | 0.616
0.275 | 2.033 | 10918 | 10.934 | 1.05 | 0.5 | 0.614
STT? 0.285 | 2.107 | 10.918 | 10.965 | 1.05 | 0.5 | 0.634
0.295 | 2.181 | 10918 | 10.998 | 1.05 | 0.5 | 0.654
0.305 | 2.255 | 10918 | 11.033 | 1.05 | 0.5 | 0.674

Nesta secdo, serd apresentada a modelagem numérica empregada para calcular os perfis
de pulso de estrelas de néutrons ultracompactas no contexto da RG e da STT. A implementacao,
feita utilizando Python, escrita por Rafael Camargo Rodrigues de Lima e adaptada pela autora,
se baseia nos trabalhos de (SILVA; YUNES, 2019) e (OTTONI et al., 2024), considerando os
efeitos relativisticos de atraso temporal, Doppler relativistico e aberragao.

A modelagem se baseia na equagdo do fluxo diferencial observado de um hot-spot de

tamanho finito sobre a superficie da estrela, conforme apresentado na equacao 203 através de

F(¢) = FAX(1 —as)b/“/Ss cos o sin a;i—;“/dl//d(p. (207)
s

A integracao € feita sobre a drea visivel do hot-spot, considerando tanto a imagem direta (primeira
imagem) quanto, a depender da compacidade da estrela, uma segunda imagem, como discutido

na Sec¢do 5.2.
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O médulo principal contém a fungdo que calcula o fluxo ao longo da fase rotacional
da estrela (¢ /2m). Para tal, o fluxo é obtido via integracdo numérica sobre o angulo Y, sendo
este delimitado pela geometria do hot-spot e pelos limites de visibilidade. A curvatura da luz é
computada em um moédulo que implementa a equacao 197. O médulo calcula a contribui¢io de
cada ponto visivel da superficie da estrela, que depende da inversdao numérica da equagdo 197,
o(y), e aderivada da/dy. O atraso temporal, abordado na Secéo 3.6, é calculado pela equagéo
199 e o resultado € incorporado no cdlculo da fase rotacional ¢. O fator Doppler relativistico é
incorporado através da equacao 206.

Os parametros estelares para as diferentes configuragdes simuladas estdo detalhadas
na Tabela 1. Para as simulacdes em STT, foram considerados dois modelos principais, aqui
designados como STT1 e STT2. Ambos os modelos assumem uma carga escalar Q = 0.5, mas
consideramos valores diferentes para o fator conforme na superficie da estrela (Ay); para STT1,
foi considerado um fator conforme A; = 0.95 e para o modelo STT2 foi considerado o fator
Ag = 1.05. O modelo RG, por sua vez, possui Q =0e A; = 1.

A andlise foi feita considerando estrelas de néutrons com compacidade (M/R) variando
entre 0.275 e 0.305, regimes que variam entre estrelas supercompactas e ultracompactas, per-
mitindo a andlise de efeitos gravitacionais, incluindo a formac¢ao de multiplas imagens de um

mesmo hot-spot quando M /R > 0.284, influenciando o formato das curvas de luz.
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6 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados numéricos para os perfis de pulso de raios-X emiti-
dos por hot-spots na superficie de estrelas de néutrons supermassivas. Nas se¢oes subsequentes
os resultados serdo apresentados para diferentes parametros como o tamanho do hot-spot, sua
posicao na superficie da estrela, a configuracdo geométrica do sistema, o nimero de hot-spots e
estrelas com alta rotacdo. A menos que seja explicitado, a frequéncia de rotacao da estrela foi

considerada como v = 0 Hz para isolar efeitos puramente geométricos.

6.1 TAMANHO DO HOT-SPOT

Nesta secdo, investigamos a influéncia do tamanho angular do hot-spot nos perfis de
pulso observados. As Figuras 18, 19, 20 e ?? apresentam as curvas de luz para um hot-spot com
semiaberturas Ay = 5°, 10°, 15° e 20°, respectivamente. Para essas configuracdes, a estrela é
observada equatorialmente (i = 90°) e o hot-spot estd localizado em uma colatitude 6 = 90°.

Para compacidades menores (M /R < 0.28), o observador enxerga essencialmente apenas
a face frontal da estrela, de modo que, quando o hot-spot estd na face oposta, os fétons nao
alcancam sua linha de visdo, levando a uma diminui¢do no fluxo observado (Figura 18a, 19a,
20a e 21a). Ja para compacidades mais elevadas (M /R > 0.284), fétons emitidos do hot-spot
que esta oculto geometricamente podem ser curvados ao redor da estrela e tornam-se visiveis
para o observador; o Angulo de emissdo critico (Qy) cresce para além de 7 /2, permitindo a
visibilidade da regido oposta a linha de visdo. Nestes casos, observa-se um aumento no fluxo
exatamente quando o hot-spot estd diretamente oposto ao observador, indicando que a deflexao
gravitacional € forte o suficiente para que a trajetdria desses fotons seja curvada em dire¢do ao
observador.

Observa-se, de maneira geral, que o aumento do tamanho do hot-spot resulta em um
aumento na amplitude do fluxo total recebido, tal como esperado, j4 que uma drea emissora
maior contribui com um fluxo maior de fétons. O tamanho do hot-spot também pode suavizar
algumas caracteristicas das curvas de luz que sdo mais agudas para hot-spots cujo tamanho
Ay =~ 5°, devido a integracdo do fluxo sobre um regido mais limitada.

As diferencgas entre os modelos RG, STT1 e STT2 sdo evidentes e se se tornam mais
acentuadas com o aumento da razdo M /R. Nos modelos STT1, o fluxo tende a ser menor em
comparacdo com a RG para a mesma compacidade e tamanho do hot-spot. Fisicamente, isso
implica que o campo escalar efetivamente reduz o fator conforme, A;, e altera a curvatura de
modo a aumentar o redshift gravitacional. Com isso, fétons chegam ao observador com menor
energia e menor intensidade. Por outro lado, nos modelos STT2 o fluxo tende a ser maior,
resultado que explicita a influéncia do campo escalar, através do fator conforme (Ay) e da carga
escalar Q, sobre a métrica do espago-tempo externo a estrela, afetando o angulo de deflexao
da luz. Aqui, o acoplamento escalar gera um aumento no fator conforme, o que pode reduzir o

redshift efetivo ou aumentar a regido visivel do hot-spot. O campo escalar também modifica o
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Figura 18 — Fluxo para diferentes compacidades considerando um hot-spot de semi-abertura
Ay = 5°, configuracdo caracteristica de hot-spots pontuais. O fluxo em laranja
considera o modelo RG; o fluxo em azul considera o modelo SST1; o fluxo em

verde considera o modelo STT?2. As subfiguras indicam diferentes compacidades:

(a) M/R=0.275; (b) M/R=0.285; (c) M/R=0.295; (d) M/R=0.305.
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termo de deflexdo da luz, permitindo que mais fétons escapem e ampliando a drea aparente da
estrela vista pelo observador.

Para valores de compacidade mais elevados, como M /R = 0.285,0.295 e 0.305, os
perfis de pulso exibem distor¢des significativas; na configuracao equatorial (i = 8 = 90) a fase
rotacional ¢ /27 = 0.5 corresponde a0 momento em que o hot-spot estd diretamente na diregdo
oposta ao observador. Nesta fase, os efeitos gravitacionais se tornam evidentes com a contribui¢@o
de picos mais alongados, que indicam a segunda imagem do hot-spot. Nas Figuras 18d, 19d,
20d, 21, para M/R=0.305, € possivel observar como as curvas de luz para RG, STT1 e STT2
divergem mais significativamente. O modelo STT1 apresenta um minimo de fluxo mais profundo,
indicando uma menor visibilidade do hot-spot quando ele estd diretamente oposto ao observador.
Ja o STT2 apresenta um minimo mais raso, o que indica a formacao de imagens secundérias
mais brilhantes em comparacdo com a RG. Também € interessante notar que para compacidades

maiores, o fluxo estd minimamente visivel, indicando que pelo menos uma parte da face da
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Figura 19 — Fluxo para diferentes compacidades considerando um hot-spot de semi-abertura
Ay = 10°. O fluxo em laranja considera o modelo RG; o fluxo em azul considera o
modelo SST1; o fluxo em verde considera o modelo STT2. As subfiguras indicam
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estrela oposta ao observador estd visivel. Este comportamento estd alinhado as discussoes de

(OTTONI et al., 2024), que apontam que um fator conforme menor Ay < 1, como no STT1, pode

intensificar a ocultacdo do hot-spot, enquanto A; > 1 pode favorecer sua visibilidade e ampliar

os efeitos de miltiplas imagens quando M /R > 0.284.
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Figura 20 — Fluxo para diferentes compacidades considerando um hot-spot de semi-abertura
Ay = 15°. O fluxo em laranja considera o modelo RG; o fluxo em azul considera o
modelo SST1; o fluxo em verde considera o modelo STT2. As subfiguras indicam
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Figura 21 — Fluxo para diferentes compacidades considerando um hot-spot de semi-abertura
Ay = 20°. O fluxo em laranja considera o modelo RG; o fluxo em azul considera o
modelo SST1; o fluxo em verde considera o modelo STT2. As subfiguras indicam
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6.2 POSICAO DO HOT-SPOT NA SUPERFICIE DA ESTRELA

A influéncia da colatitude (8) do hot-spot no perfil de pulso é explorada nas Figuras 22,
23 e 24. Nestas simulacdes, a semiabertura do hot-spot foi fixada em Ay = 10° e a inclina¢do do
observador em i = 90° e abordamos as colatitudes 8 = 80°, 60° e 45°. A geometria do sistema,
definida por i, 0 e a fase ¢, determina o angulo entre a normal e a superficie no hot-spot, e a
linha de vis@o do observador, como apresentado na equagdo 5.1.1.

A variagdo da colatitude do hot-spot altera significativamente a modulacao e a forma
geral da curva de luz. Quando o hot-spot estd mais préximo do equador, como no caso de 8 = 80°
na Figura 22, os efeitos de ocultacao do hot-spot e de multiplas imagens durante a fase em que o
hot-spot estd do lado oposto ao observador (¢ /27 ~ 0.5) sdo mais acentuados, o que resulta em
uma variagao maior na amplitude do perfil de pulso. Na Figura 22a, o fluxo apresenta um minimo
mais claro para STT1 e RG, indicando o afastamento do hot-spot. A medida que a compacidade
da estrela se eleva, como nas Figuras 22b o fluxo se torna constante e mais acentuado para RG
e STT2, enquanto o modelo STT1 ainda apresenta um minimo préximo de zero, indicando a
invisibilidade do hot-spot quando ele se afasta do observador. Quando a compacidade € mais
extrema, como na Figura 22d, todos os modelos apresentam fluxo constante, mas apenas RG e
STT?2 indicam a existéncia de multiplas imagens.

A medida que o hot-spot se move para latitudes mais altas, como na Figura 23 em que
6 = 60°, se torna mais clara a influéncia da posicao da regido emissora no fluxo observado
e na deflexdo da luz. Nas Figuras 23a e 23b, para as compacidades M/R = 0.275 e M/R =
0.285 respectivamente, o fluxo € constante para todos os modelos, mas nao ha a presenca de
miltiplas imagens quando o hot-spot estd diretamente oposto ao observador. Para M /R = 0.295,
representado na Figura 23c, a amplitude do fluxo é um pouco maior e o modelo STT?2 apresenta
uma leve curvatura na luz emitida pelo hot-spot quando ele esté na fase ¢ /27 = 0.5, indicando
uma segunda imagem sendo observada. Quando a estrela € ultracompacta, representada na Figura
23d, os fluxos para RG e STT2 exibem um pico duplo, indicando a presenga mais acentuada de
uma segunda imagem, enquanto o modelo STT1 possui um minimo mais aprofundado.

Para 6 = 45° na Figura 24, o hot-spot estd sempre em uma regido mais visivel para o
observador posicionado no plano equatorial e a modulagdo da curva de luz tende a ser menos
extrema, uma vez que o hot-spot permanece visivel por uma fracdo maior do periodo rotacional
e sua projecao na linha de visao do observador varia de forma menos drastica, resultando em
um fluxo constante e curvas de luz menos acentuadas. Na Figura 24a, a modulagdo da curva
de luz é a menor entre todas as Figuras 22-24, com um minimo mais suave, e as diferencgas de
amplitude entre os modelos sao mais sutis, mesmo que ainda presentes. No caso mais extremo,
como na Figura 24d, o minimo do fluxo é o menor de todos os casos que abordamos para
ultracompacidades. No entanto, STT1 ainda resulta no menor fluxo e STT?2 exibe um leve platd
na fase ¢ /27 = 0.5, indicando que hé a presenga, mesmo que sutil, de uma segunda imagem.

As Figuras 22, 23 e 24, em conjunto, demonstram que, para um observador que se
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encontra em um plano equatorial, a colatitude do hot-spot é determinante para a forma do perfil
de pulso e para a visualizagcdo de efeitos gravitacionais. Além disso, a posi¢do em que a regiao
emissora estd posicionada afeta a proeminéncia dos efeitos da STT, com as maiores diferencas
surgindo quando o hot-spot estd posicionado na face oposta ao observador. Estes resultados
estdo em concordancia com aqueles de (OTTONI et al., 2024) sobre a influéncia da geometria na

manifestacdo de efeitos das STTs.

Figura 22 — Fluxo de um hot-spot em colatitude 6 = 80° na superficie da estrela. O hot-spot
estd proximo ao equador, mas ainda um pouco deslocado em dire¢do ao polo norte
da estrela.
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Figura 23 — Fluxo de um hot-spot em colatitude 6 = 60° na superficie da estrela. O hot-spot
estd deslocado 30° acima do equador, em uma regido intermedidria.
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Figura 24 — Fluxo de um hot-spot em colatitude 6 = 45° na superficie da estrela. O hot-spot
estd localizado exatamente entre o polo e o equador da estrela.
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6.3 DIFERENTES CONFIGURACOES PARA A GEOMETRIA DO PROBLEMA.

Nesta secdo, analisamos como diferentes configuracdes geométricas (i, 6) afetam os
perfis de pulso. As Figuras 25, 26 e 27 apresentam curvas de luz para um hot-spot de semiaber-
tura Ay = 10° e configuracdo i = 180° — 6. As configuracdes abordadas sdo cendrios onde o
observador tem uma linha de visdo desalinhada com o equador da estrela e o hot-spot se encontra
em latitudes ndo equatoriais.

Na configuragdo abordada na Figura 25 o hot-spot nunca esta completamente no lado
oposto ao observador, mas também nunca estd diretamente em sua direcdo. Na Figura 25a, o
modelo STT1 apresenta o menor fluxo que indica a ocultacao total do hot-spot, com o modelo
RG apresentando também um minimo préximo a zero, mas mais suave, indicando a invisibilidade
momentanea da regido emissora. Aqui, STT2 apresenta fluxo constante, indicando a visibilidade
constante do hot-spot. Quando consideramos uma compacidade acima de M /R > 0.284, como na
Figura 25b para M /R = 0.285, o modelo RG apresenta picos muito pequenos na fase ¢ /27 = 0.5,
indicando uma segunda imagem minima e o modelo STT2 uma segunda imagem proeminente,
enquanto STT1 continua indicando a ocultacao total do hot-spot. Ao passo que a compacidade
aumenta, como na Figura 25¢, tanto para RG, quanto para STT2 ha a presenga de um segundo
pico de amplitude maior, indicando a presencga da segunda imagem, e o modelo STT1 apresenta
uma suaviza¢do em seu minimo. Na compacidade M /R = 0.305, indicada na Figura 25d, o fluxo
para o modelo STT1 tem seu minimo suavizado, enquanto os fluxos para RG e STT2 apresentam
picos apresentam picos secundarios maiores, indicando que a luz que deixa a regido emissora,
quando ela estd na face oposta da superficie da estrela, € altamente curvada.

Na Figura 26, em que i = 150°, 6 = 30°, os fluxos para M/R = 0.275 ¢ M.R = 0.285
(Figuras 26a e 26b) os fluxos apresentam um comportamento parecido com aqueles da Figura 25
mas com amplitudes menores. A medida que a compacidade aumenta, o fluxo passa a apresentar
uma forma mais achatada e a segunda imagem do hot-spot € presente para RG e STT2, e o
fluxo para STT1 indica que o hot-spot permanece na regido invisivel por um periodo menor. Na
Figura 26c¢, o aumento da compacidade gera um pico secundario mais suave para RG e STT2,
enquanto STT1 passa a apresentar um fluxo quase constante. Na maior compacidade, exibida na
Figura 26d todos os modelos indicam um fluxo continuo, com STT1 apresentando uma menor
amplitude, enquanto RG e STT?2 apresentam uma segunda imagem completamente visivel e
brilhante.

Quando o hot-spot estd préximo a um dos polos, como no caso de 8 = 10°, e o observador
tem uma linha de visdo quase oposta, i = 170°, caso ilustrado na Figura 27, a modulacio do
fluxo ao longo do periodo rotacional é reduzida. Isso ocorre devido mudanga menos dréstica da
projecdo da area visivel do hot-spot e sua distdncia angular em relag@o a linha de visdo. Para a
Figura 27a, o perfil de pulso para STT1 € quase plano, indicando a baixa visibilidade da regido
emissora. RG apresenta um fluxo compativel com a rotacdo da estrela, em que o hot-spot esta

visivel e, com a rotacdo, se torna invisivel para o observador, indicando que ndo h4 a presenca
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de multiplas imagens. Na Figura 27b essa tendéncia se mantém. Os perfis de pulso de STTI1 se
mantém plano e proximo de zero, enquanto o fluxo de RG passa a ser plano, mas ainda assim
visivel e 0 modelo STT2 apresenta um pico em ¢ /27w = 0.5, indicando que uma quantidade
maior de fétons chega até o observador. Com o aumento da compacidade, como na Figura 27c, o
modelo STT2 sofre um aumento sutil no fluxo, enquanto RG sofre um aumento significativo no
fluxo, exibindo um pico em ¢ /27 = 0.5. Os picos que surgem na para essa configuragdo ndo é
uma segunda imagem, mas sim uma manifestacdo da geometria adotada.

As diferencas entre os modelos RG, STT1 e STT2 permanecem mesmo sob essas
configuracdes; o modelo STT1 apresenta um fluxo observado menor e o modelo STT?2 apresenta
um fluxo maior em relacdo a RG. As formas das curvas de luz, especialmente para valores
M /R > 0.285, continuam a exibir caracteristicas distintas, evidenciando como a carga escalar Q
e o fator A, influenciam a geometria do espago-tempo de Just e, consequentemente, a propagacao
dos fétons. Para i = 135°, representado na Figura 25, a modulagao € maior em comparagao ao
caso quase polar (Figura 27) e a contribuicdo da segunda imagem ¢ claramente visivel para

estrelas ultracompactas.

Figura 25 — Fluxo de um hot-spot para i = 135°. Nesse cendrio, o observador estd abaixo do
equador, préximo ao polo sul, inclinado 45° em relag¢do ao equador.
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Figura 26 — Fluxo de um hot-spot para i = 150°. O observador estd hemisfério sul da estrela,
préximo ao polo, mas inclinado 30° acima dele.
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Figura 27 — Fluxo de um hot-spot para i = 170°. O observador estd praticamente alinhado ao
polo sul da estrela, apenas 10° acima dele.
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6.4 DOIS HOT-SPOTS

Nesta secdo investigamos a presenca de dois hot-spots antipodais na superficie da estrela,
configuracdo associada aos pulsares. As Figuras 28, 29 e 30 apresentam os perfis de pulso
para os modelos RG, STT1 e STT2, respectivamente, considerando diferentes compacidades
(M/R = 0.275 — 0.305). Assumiu-se que o hot-spot primdrios, aqui definido como aquele que
estd diretamente na linha de visdo do observador, possui parametros similares aos das secdes
anterioes (Ay = 10°,i =90°, 08 = 60°), e o segundo hot-spot estd localizado na posi¢do antipodal,
conforme descrito na Se¢do 5.1.3 através das equacdes 179-184. Essa abordagem € andloga a
discutida por (SILVA; YUNES, 2019) e (SOTANI, 2017).

A introducdo de um segundo hot-spot antipodal resulta, tipicamente, em perfis de pulso
com dois picos principais por periodo de rota¢do, que correspondem a maxima visibilidade de
cada hot-spot. A forma exata e a amplitude relativa desses picos dependem da geometria de
visualizagdo e dos efeitos gravitacionais. Na Figura 28 analisamos a presenga de dois hot-spots
para o modelo RG. As curvas tracejadas indicam o fluxo individual de cada hot-spot e a linha
continua indica a soma dos fluxos. Na Figura 28a, o fluxo exibe dois picos de amplitude similar,
em que cada pico € a contribui¢ao do hot-spot que estd geometricamente mais favordvel ao
observador. Ou seja, eles refletem o efeito de farol caracteristico dos pulsares, como abordado
na Sec¢do 2.3. Além disso, a superposi¢cao das emissdes dos dois hot-spots garante que o fluxo
total nunca seja nulo. Quando aumentamos a compacidade da estrela, como na Figura 28b, o
fluxo do segundo hot-spot tem vales menos profundos, e o fluxo total comega a apresentar uma
pequena modulag@o. Na Figura 28c a forma dos picos individuais de cada hot-spot comeca a se
alargar devido a maior visibilidade causada pelo desvio da luz. O segundo hot-spot apresenta
picosem ¢ /2w =0e ¢ /2w = 1, indicando a presenca de mdltiplas imagens. O fluxo total reflete
isso através da presenca de picos também nos extremos da fase. Para estrelas ultracompactas,
como o caso analisado na Figura 28d, os efeitos de curvatura da luz sdo mais severos. Os picos
nos extremos da fase de rotacdo do segundo hot-spot sdo mais acentuados e o fluxo total é
visivelmente distorcido, apresentando um platd maior e picos maiores nos extremos de fase.

Na Figura 29 foram considerados dois hot-spots antipodais no tratamento do modelo
STTI. A principal diferenca entre este € 0 modelo RG é uma redugdo geral na amplitude do
fluxo para todas as compacidades. Na Figura 29a o fluxo € similar aquele para RG, mas com
uma intensidade menor. O fluxo do segundo hot-spot tem vales mais profundos e o fluxo total
uma amplitude menor. Para a Figura 29b o fluxo do segundo hot-spot tem um minimo um
pouco menor, enquanto os fluxos para o primeiro hot-spot e o total permanecem com as mesmas
caracteristicas. J4 na Figura 29c, o fluxo tem as mesmas caracteristicas da Figura 28a, o que
destaca o influéncia do fator conforme A; na modelagem do fluxo, tal como apontado por
(OTTONI et al., 2024), uma vez que, aqui, a compacidade M /R = 0.295 apresenta a mesma
configuracio para uma estrela de menor compacidade no outro regime. J4 na Figura 29d € notével

a diferenca entre os fluxos, com o segundo hot-spot apresentando uma mudanga significativa em
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sua estrutura; o fluxo possui vales mais profundos e uma amplitude menor. O fluxo total também
apresenta uma amplitude menor, indicando uma menor intensidade na luz observada.

Para o modelo STT2, apresentado na Figura 30, o fluxo é maior em comparacdo com RG
e STT1. Na Figura 30a o perfil dos dois picos € semelhante ao da RG e STT1 em sua estrutura
geral, mas com uma amplitude maior que ambos. Na Figura 30b o aumento do fluxo em relacdo
aos outros regimes se mantém. Os vales entre os picos sao menos profundos, indicando uma
contribui¢do mais forte da luz do hot-spot na face oposta ao observador. Ja na Figura 30c, os
fluxos apresentam mudancas mais drasticas. Os picos principais do fluxo total sdo mais intensos
que aqueles para RG (Figura 28c) e o vale entre os picos € significativamente preenchido. Nas
extremidades da fase de rotacao aparecem dois picos menores, indicando a superposi¢cao das
imagens de ambos os hot-spots. Na compacidade mais extrema, exibida na Figura 30d, o vale
entre os picos principais € mais profundo e alongado, permanecendo constante entre ¢ /27 ~ 0.2
e ¢/2m ~ 0.8. Além disso, o fluxo minimo do primeiro hot-spot quando ele estd na regido
oposta ao observador (¢ /27 ~ 0.5) aumenta sutilmente de ~ 0.53 para ~ 0.58, indicando que
uma quantidade maior de fétons chega até o observador. No entanto, observamos uma aparente
diminui¢do no pico do segundo hot-spot quando ele estd na dire¢ao do observador. Isso indica
que, embora o desvio da luz seja ainda maior, essa geometria especifica pode alterar a quantidade
de fotons que chegam até o observador. Os raios de luz podem estar sendo desviados de forma
mais extrema e, possivelmente, uma fracdo maior deles seja defletida para regides afastadas da
linha de visdo do observador. Além disso, conforme a compacidade aumenta, a superficie da
estrela se aproxima mais da regido critica da esfera de f6tons, discutida na Secdo 5.1 e ilustrada na
Figura 11. As trajetdrias da luz que se aproximam dessa regido sdo altamente instdveis e sensiveis
a pequenas variacoes, fazendo com que os fétons sejam capturados pelo campo gravitacional da
estrela (aqui, consideramos que esses fétons ndo sdo reemitidos) e retornam para sua superficie,
ou podem ser espalhados de forma a ndo chegar ao observador com a mesma intensidade. Além

disso, os termos geométricos da equagao do fluxo 204, que relacionam o angulo de emissdo com

d cosa
d cosy

extremas, esse termo pode se comportar de maneira ndo monotdnica, levando a variagdes mais

o angulo observado ( ), dependem de como os raios sdo curvados. Para configuragdes mais
drésticas no fluxo observado.

Nas Figuras 28 (RG), 29 (STT1) e 30 (STT2), observa-se que para o modelo STT1, tanto
0 pico primdrio quanto o secunddrio apresentam comportamentos similares para as compacidades
comparadas e sdo significativamente semelhantes ao fluxo de RG para compacidades menores.
No modelo STT?2, os picos sofrem altera¢des na sua amplitude méxima e também na largura e
simetria dos picos em comparacdo a RG. Essas alteracdes aumentam para valores de compacidade
maiores, onde os efeitos gravitacionais afetam a trajetéria da luz e a visibilidade para ambos os
hot-spots. (OTTONI et al., 2024) ressaltam que as diferencgas entre as teorias se tornam mais
evidentes quando o hot-spot transita na regido oposta na linha de visdo do observador, quando
ocorre o desvio mdximo da luz. Os resultados para STT1 e STT2 destacam o efeito do fator A e
concordam com aqueles obtidos por (OTTONI et al., 2024) e (SOTANI, 2017).
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Figura 28 — Fluxo para dois hot-spots antipodais em diferentes compacidades para RG. Nessa
configuracao, o observador estd no plano equatorial, enquanto os hot-spots estao
localizados em latitudes intermedidrias.
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Figura 29 — Fluxo para dois hot-spots antipodais para diferentes compacidades para STT1. O
observador estd no plano equatorial, enquanto os hot-spots estdo localizados em
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Figura 30 — Fluxo para dois hot-spots antipodais para diferentes compacidades para STT2. O
observador estd no plano equatorial, enquanto os hot-spots estdo localizados em
latitudes intermedidrias.
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6.5 ROTACAO

Nesta secao, sdo incorporados os efeitos devido a rotagdo da estrela de néutrons, anali-
sando como o efeito Doppler relativistico, a aberracdo da luz e o atraso de Shapiro influenciam os
perfis de pulso e as diferencas entre os modelos RG, STT1 e STT2. Consideramos um hot-spot
com semiabertura Ay = 10° e duas frequéncias de rotacdo: v = 250 Hz (Figuras 31-34) e uma
mais extrema vV = 700 Hz (Figuras 35-38).

Para cada frequéncia, foram exploradas duas configuracdes geométricas: (I) i = 60°,0 =
30° e (II) i = 6 = 80°, e duas compacidades, M/R=0.275 e M/R=0.305. O fluxo € calculado
utilizando a equacdo 207, que inclui o efeito Doppler 6 (equagdo 206) e o atraso de Shapiro na
fase de observagao (abordado da se¢do 5.4). O atraso nao modifica a intensidade intrinseca da
radiacdo emitida, mas afeta o instante de chegada dos fétons ao observador. A consequéncia
¢ um deslocamento e fase da curva de luz, j4 que os fétons emitidos em diferentes direcoes
percorrem trajetorias com tempos de viagem distintos, fazendo com que a mesma emissao seja
registrada em instantes diferentes (caracteristica do efeito de multiplas imagens).

Ao comparar os resultados para a frequéncia v = 250 Hz com a frequéncia v = 700 Hz (Figura
35) para a mesma geometria e compacidade (i = 60°, 0 = 30°,M /R = 0.275), é possivel observar
que o aumento da frequéncia de rotacao intensifica a assimetria dos pulsos. Os picos de fluxo se
tornam mais agudos e a diferenca de amplitude entre a aproximacao e o afastamento do hot-spot
€ maior para v = 700 Hz. As diferencas percentuais entre os modelos também sdo afetadas,
sendo cerca -2% entre STT1 e RG, enquanto para STT2 e RG chega a aproximadamente 2%
para v =250 Hz. Jd para v = 700 Hz, essas diferengas sao maiores, com STT1 vs RG chegando
a-2.5% e STT2 vs RG quase 2.5%, e a forma da curva de diferenca, indicada no painel inferior
de cada uma das figuras, também se modifica, refletindo a influencia do efeito Doppler.

A geometria de visualizacdo, tal como nas configuracdes estaticas, também influéncia os
fluxos. Para a configuracdo i = 60°, 0 = 30°, onde o hot-spot estd em uma latitude média e o
observador também, a modulacio do pulso € significativa, indicando que o efeito Doppler gera
uma distor¢cdo no formato do pulso. Para a configura¢ao quase equatorial (i = 6 = 80°) os efeitos
de distor¢ao da luz interagem com os efeitos rotacionais. Nesta geometria, para M/R=0.305
(Figura 34) as diferencas percentuais entre os modelos podem ser muito grandes, especialmente
durante as fases em que o hot-spot estd na face oposta ao observador (¢ /27 ~ 0.5). A Figura 34
mostra que as diferencas excedem -50% para STT1 vs RG e chegam a +50% para STT2 vs RG.
Para v =700 Hz e M/R=0.305 (Figura 38) as diferencas sdo ainda mais extremas, com STT1 vs
RG chegando a quase -300% e STT2 vs RG a mais de 100% em certas fases. Esses resultados
sao consistentes com aqueles de (OTTONI et al., 2024), que destacam que as diferencas entre
teorias se tornam mais evidentes quando o hot-spot transita pela regido oposta ao observador,
onde o desvio da luz é médximo. A rotacdo acentua essas diferencas devido ao efeito Doppler.

A compacidade da estrela também desempenha um papel significativo neste caso. Nas figuras

32 e 36, para M /R = 0.305 as diferencas percentuais entre STT e RG sdo maiores que para as
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Figura 31 — Fluxo de um hot-spot em i = 60°, 0 = 30°. A estrela rotaciona com frequéncia

Flux

v = 250Hz. O observador estd em uma inclinag¢ao intermedidria, enquanto o

hot-spot estd localizado proximo ao polo da estrela. A estrela tem compacidade

M/R =0.275.
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Figura 32 — Fluxo de um hot-spot em i = 60°, 8 = 30°. A estrela rotaciona com frequéncia

v = 250Hz. O observador estd em uma inclinag¢do intermediéria, enquanto o

hot-spot estd localizado préximo ao polo da estrela. A estrela tem compacidade

M/R = 0.305.

AV =10°, v =250 Hz, ip = 60.0°, 65 = 30.0°
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Figuras 31 e 35, para M /R = 0.275. Para i = 8 = 80°, a alta compacidade combinada com a

rotacdo leva a variagdes no fluxo mais pronunciadas e a grandes desvios percentuais (Figuras 34

e 38), como ja mencionado anteriormente. Isso ocorre porque, neste regime, a luz do hot-spot na

regido oposta ao observador € afetada fortemente tanto pela deflexdo da luz, quanto pelo efeito

Doppler. A inclusao da rotagao nao apenas torna o modelo mais realista, mas também introduz
novas maneiras de entender as diferencas entre RG e STT.

Os efeitos Doppler e de atraso de Shapiro sdo dependentes da métrica do espago-tempo, o que

os torna ferramentas importantes no estudo dos modelos. Como a STT modifica a métrica de
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Figura 33 — Fluxo de um hot-spot em i = 80°, 8 = 80°. A estrela rotaciona com frequéncia
v = 250Hz. Tanto o observador, quanto o hot-spot estao localizados em planos

quase equatoriais. A estrela tem compacidade M /R = 0.275.
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Figura 34 — Fluxo de um hot-spot em i = 80°, 8 = 80°. A estrela rotaciona com frequéncia
v = 250Hz. Tanto o observador, quanto o hot-spot estdo em planos quase
equatoriais. A compacidade considerada é M /R = 0.305.

AV =10°, v =250 Hz, ip = 80.0°,6s = 80.0°
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Just através dos parametros Q e Ay, os fatores de boost e os atrasos temporais sao diferentes. Isso
leva a diferencgas na forma, na amplitude e na fase dos fluxos. Nossos resultados demonstram que
as maiores divergéncias entre as teorias na presenca de rotacdo ocorrem para altas compacidades
e em geometrias onde o hot-spot estd na regido da superficie da estrela oposta ao observador.
Estes resultados estdo em concordancia com a analise e resultados de (OTTONI et al., 2024).
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Figura 35 — Fluxo de um hot-spot em i = 60°, 0 = 30°. A estrela rotaciona com frequéncia

v = 700Hz. O observador tem uma linha de visao intermedidria, enquanto o

hot-spot estd localizado proximo ao polo da estrela. A compacidade considerada é

Flux

M/R =0.275.

AV =10°,v =700 Hz, ip = 60.0°, 65 = 30.0°
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Figura 36 — Fluxo de um hot-spot em i = 60°, 0 = 30°. A estrela rotaciona com frequéncia

v = 700Hz. O observador tem uma linha de visao intermedidria, enquanto o

hot-spot estd localizado proximo ao polo da estrela. A compacidade considerada é

Flux

M/R = 0.305.

AV =10°,v =700 Hz, ip = 60.0°, 65 = 30.0°
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Figura 37 — Fluxo de um hot-spot em i = 80°, 8 = 80°. A estrela rotaciona com frequéncia

v = 700Hz. Tanto o observador, quanto o hot-spot estdo em planos quase
equatoriais. A compacidade considerada é M /R = 0.275.

AV =10°,v =700 Hz, ip =80.0°, 65 =80.0°
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Figura 38 — Fluxo de um hot-spot em i = 80°, 8 = 80°. A estrela rotaciona com frequéncia

Flux

Difference (%)

v = 700Hz. Tanto o observador, quanto o hot-spot estdo em planos quase

equatoriais. A compacidade considerada é M /R = 0.305.

AV =10°,v =700 Hz, iy =80.0°, 6, = 80.0°
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6.6 DISCUSSAO

Os resultados apresentados neste trabalho buscaram analisar a sensibilidade dos perfis
de pulso de raios-X emitidos por hot-spots em estrelas de n€utrons supermassivas a parametros
estelares, como a compacidade da estrela, geométricos e a teoria da gravidade considerada. A
andlise comparativa entre RG e os modelos especificos da STT evidencia os desvios observaveis
que podem, inicialmente, ser utilizados para sondar a natureza da gravitacdo em regimes de
campo forte.

Todavia, embora a comparagdo entre a RG e os modelos de gravidade tensor-escalar
revele tais desvios observdveis em tais regimes, € importante reconhecer que efeitos sistematicos
associados a propriedades como a presenga da atmosfera, sua composi¢do, a geometria do
hot-spot e até mesmo a rapida rotagdo da estrela podem introduzir degenerescéncias capazes de
mascarar as assinaturas. Esses limites poderiam ser contornados com uma combinacao da andlise
das curvas de luz com medidas espectrais, polarimétricas e temporais, aliadas a observagdes de
alta precisao (objetivos de missdes como NICER (NASA, 2025), Athena (ESA, 2025) e eXTP
(eXTP Consortium, 2025)).

Os modelos STT1 e STT2 produziram perfis de pulso distintos daqueles da RG mesmo
para uma mesma compacidade. O modelo STT1 tendeu a diminuir o fluxo e acentuar seus
minimos, enquanto o STT2 tendeu a aumentar o fluxo e alterar a morfologia dos picos e vales.
Essas diferengas sdo mais evidentes em regimes de alta compacidade (M /R > 0.284), onde hd a
formacdo de multiplas imagens.

Os resultados obtidos sdo consistentes com as previsdes de (OTTONI et al., 2024), que
ressaltaram o potencial de estrelas altamente compactas para a realizacdo de testes de STTs. As
diferencas percentuais observadas para os casos mais extremos que abordamos, como aqueles
para M /R > 0.295, especialmente com rota¢do, apoiam essa visdo. (SILVA; YUNES, 2019)
também encontraram desvios marcantes da RG devido ao campo escalar, afetando a forma do
perfil de pulso. Nosso trabalho considera como os parametros Q e A especificamente modulam
essas diferencas dentro do formalismo da métrica de Just.

Além disso, embora (SOTANI, 2017) tenha enfatizado a compacidade como o principal
determinante da forma do pulso na STT, com o campo escalar afetando indiretamente ao alterar
arelacdo M-R, ou mais diretamente a razao Fy;, / Fiax, N10ssos resultados mostram que, para uma
mesma compacidade M/R no frame de Jordan, a modificacao direta da geometria do espaco-
tempo pelos parametros Q e A induz altera¢des na forma global do pulso, e ndo apenas na razdo
Frnin/ Frax.

A adi¢do de rotacao introduziu assimetrias e modificacdes de fase nos perfis de pulso,
com as diferencas entre RG e STT permanecendo presentes e, em determinados casos, como o
de estrelas ultracompactas, sendo amplificadas. Entretanto, o trabalho de (CADEAU et al., 2007)
aponta que, para estrelas em rotacdo rapida, especialmente aquelas com frequéncia acima de 300

Hz, o efeito dominante € a forma oblata da estrela, fazendo com que o tratamento através de uma
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métrica esfericamente simétrica possa levar a erros na determinacao dos parametros. Em nosso
trabalho, isso implica que, embora nossos resultados capturem os efeitos cinematicos da rotacao,
eles ndo incluem o impacto da alteracao da estrutura da estrela, que € crucial para um modelo
completo para pulsares rdpidos, principalmente para a STT, ja que uma fragcdo das diferencas
observadas entre os modelos pode vir apenas da geometria oblata e dos efeitos rotacionais,
podendo mascarar sinais da escalarizacao.

Atualmente, observacdes de pulsares de raios-X por missdes como NICER (NASA,
2025) ja fornecem perfis de pulso de alta precisdo, como para os os pulsares PSR J0030+0451
(MILLER et al., 2019) e PSR J0740+6620 (DITTMANN et al., 2024; SALMI et al., 2024).
Esses dados permitem restringir massa e raio de estrelas de néutrons, mas ainda nao discriminam
de forma clara entre RG e SSTs. Nossos resultados por si s6 ndo sdo suficientes para excluir
qualquer um dos modelos aqui citados. O que se pode excluir, de forma robusta e incluindo outros
tipos de andlises, seriam algumas faixas de o (que diz respeito ao acoplamento escalar-matéria)

e de BB (relacionado a curvatura do acoplamento) e, portanto, de Q e Ay.
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7 CONCLUSAO

Este trabalho teve como principal objetivo investigar emissdes de raios-X provenientes
de hot-spots localizados na superficie de estrelas de n€utrons supermassivas e ultracompactas.
O foco central residiu na comparagao e andlise de regimes compactos e ultracompactos, a fim
de compreender a formagdo de multiplas imagens e as potenciais diferencas observacionais nos
perfis de pulso entre a Relatividade Geral (RG) e modelos especificos da Teoria Escalar-Tensorial
(STT). Para alcancar este proposito, foi empregado um modelo numérico fundamentado pelo
formalismo estabelecido por (SILVA; YUNES, 2019) e (OTTONI et al., 2024). O modelo foi
projetado para calcular perfis de pulso incorporando os efeitos relativisticos que influenciam na
propagacao dos fotons; o atraso de Shapiro, o efeito Doppler relativistico e a aberracdo da luz.
Os parametros estelares para as diferentes configuragdes simuladas estdo detalhados na Tabela 1.

Buscamos explorar o impacto de diversos parametros nos perfis de pulso, apresentados
nas Figuras 18 a 27. Verificou-se que o tamanho do hot-spot afeta a amplitude do fluxo e pode
suavizar caracteristicas mais acentuadas das curvas de luz; hot-spots com aberturas maiores
(Figura ?? tendem a suavizar os picos de luz que surgem devido a alta compacidade de estrelas
supermassivas, enquanto aberturas menores (Figura 18) resultam em picos mais finos e pontiagu-
dos. A posicao do hot-spot (8), bem como a posi¢ao do observador (i) (Figuras 22-27), modulam
significativamente o formato e a intensidade dos pulsos observados, com configura¢des equato-
riais (com i = 6 =~ 90°) maximizando os efeitos de curvatura da luz, resultando em multiplas
imagens de uma mesma regido, enquanto observagdes mais polares resultam em uma menor
varia¢do do fluxo. Observamos também que compacidades maiores (M /R > 0.284) resultam em
fluxos mais intensos, caracteristica que se justifica através do surgimento de multiplas imagens.

Abordamos também a configura¢@o de dois hot-spots antipodais na superficie da estrela,
caracteristica fortemente relacionada aos pulsares. Observamos que a estrutura do fluxo possui
dois picos caracteristicos e € significativamente sensivel a compacidade da estrela, com os efeitos
de curvatura da luz afetando fortemente o fluxo proveniente do hot-spot que se encontra na face
oposta ao observador, resultando em multiplas imagens dessa regido. Esse comportamento se
estende ao fluxo total recebido pelo observador, que pode apresentar variagdes mais drasticas a
medida que a estrela se torna mais compacta. Os perfis de pulso dessa configuracdo também se
mostrou sensivel a teoria gravitacional abordada; o comportamento do fluxo para os modelos
da STT, quando comparados com a RG, demonstra que ha grande influéncia do fator conforme
Ay em sua modelagem, com Ag > 1.0 (STT2) exibindo fluxos mais intensos para compacidades
menores e, para compacidades maiores (Figura 30), fluxos que apontam para uma distor¢ao
extrema da luz. Por outro lado, um fator conforme Ag < 1.0 (STT1) (Figura 29) resulta em fluxos
mais brandos, com efeitos gravitacionais menos drasticos quando comparados a RG e a STT?2.
Estes resultados estdo em concordancia com as analises de (OTTONI et al., 2024), (SOTANI,
2017) e (SILVA; YUNES, 2019).

De maneira geral, em todos os cendrios investigados, os modelos STT1 (com A; =
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0.95, 0 =0.5) e STT2 (com Ay = 1.05, Q = 0.5) produziram perfis de pulso com assinaturas
distintas daquelas previstas pela RG, mesmo para uma mesma compacidade. O modelo STT1
resultou em fluxos mais atenuados e caracteristicas mais sutis. Em contraste, o STT?2 tendeu a
apresentar fluxos mais intensos e uma morfologia que indica efeitos de curvatura da luz mais
extremos. Essas diferencas foram agravadas com o aumento da compacidade e nas fases em
que o hot-spot estd na direcao oposta ao observador, corroborando com os efeitos previstos por
(OTTONI et al., 2024) a respeito da sensibilidade desses regimes.

Os resultados aqui obtidos reforcam a perspectiva de que a modelagem dos perfis de pulso
de estrelas de néutrons pode ser uma ferramenta importante para testar a gravidade em regimes de
campo forte. A distingdo entre RG, STT1 e STT2 com base nas caracteristicas dos perfis de pulso,
especialmente em regimes de alta compacidade e com rotacdo, aponta para observacdes futuras
com instrumentos como o Neutron star Interior Composition Explorer (NICER), um telescopio
voltado para o estudos de objetos compactos como Estrelas de Néutrons e Buracos Negros,
(??) ou missdes como ATHENA (??), planejada para a observacao de raios-X e fendmenos de
altas energias, e a Enhanced X-ray Timing and Polarimetry (eXTP), um projeto voltado para
a investigacao do estado da matéria em condicdes de extrema densidade (??) poderiam impor
novos parametros restritivos para STT.

Apesar da abrangéncia dos nossos resultados, ha algumas limitacdes que podem ser
aperfei¢oadas em trabalhos futuros. A primeira delas € no tratamento de efeitos relacionados a
rotacdo da estrela. O modelo que consideramos, tanto para RG com a métrica de Schwarzschild,
quanto para a STT, com a métrica de Just, descreve um espago-tempo estatico e esfericamente
simétrico. Embora o formalismo aqui adotado incorpore efeitos cineméticos da rotagdo, ele ndo
considera efeitos mais realistas, como a deformacao da estrela, que se torna oblata devido a
alta frequéncia de rotacdo, ou os efeitos de arrasto de referencial de forma completa. Assim
como apontado por (SILVA; YUNES, 2019) e (OTTONI et al., 2024), seria necessdrio estender
a métrica para estrelas em rotacao, possivelmente através de perturbacdes ou solugdes mais
completas em STT, como as de (DONEVA et al., 2013). Ou ponto a ser aperfeicoado é o modelo
do hot-spot; aqui, consideramos modelos circulares com emissdo uniforme. Porém, para modelos
mais realitas, seria necessario considerar distribui¢cOes de temperatura e brilho ndo uniformes,
formas irregulares, ou até mesmo efeitos atmosféricos, que podem afetar a dire¢ao da radiacao
emita.

Em termos dos modelos para a STT, nossa andlise se concentra em uma classe para-
metrizada por Q e A dentro da estrutura da métrica de Just. Entretanto, outras formulacoes,
incluindo aquelas com campos escalares massivos, poderiam retornar resultados distintos. Além
disso, a aplicacdo de uma andlise mais estatistica, com dados reais ou de verossimilhanca, para
determinar o quao detectavel sdo as diferencas tedricas seria um passo importante para quantificar
os efeitos das STTs, como sugerido por (SILVA; YUNES, 2019) e (OTTONI et al., 2024).

Em suma, este estudo demonstra que os perfis de pulso de raios-X de estrelas de néu-

trons supermassivas e ultracompactas sao ferramentas importantes para a fisica fundamental,
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principalmente para testes em ambientes de gravidade extrema. As diferencas previstas entre a
Relatividade Geral e a Teoria Escalar-Tensorial, particularmente nos regimes de alta compacidade
e rotacao rapida, sdo significativas e podem oferecer perspectivas promissoras para testar nao
apenas o comportamento da matéria em regimes extremos, mas também regimes alternativos a
Relatividade Geral.
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