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PADRAO DE RESPOSTAS

Questao 1

Resolugao:
A densidade de momento angular eletromagnético (&) é definida como:

—

E ”
x;B ; B
HoC

x E

(?\.')l <

P =

A partir da definicdo de Pe expandindo o termo:

E x (v/c® x E) 1 Fso v =
B —— [E x (& % E)]

P =

O termo entre colchetes pode ser escrito como:

A expressao para 2 é (ap6s simplificagio e integragio de ¢ = 1/(uo€p)):

gﬁ:ﬁ (%5 — (8- 9]

Assim, o momento angular total (]3) ¢ obtido pela integracdo no volume:

ﬁ:/ﬁdr: —_ [ﬂngdT—/(E-ﬁ)EdT]
poc*

A integral [ E2dr pode ser escrita como:
2
/ E2dr = —Ug
€0

onde Uy para a casca esférica de raio a é:

2

q
Uzg =
= 8Tega

Devido & simetria esférica do campo E, a integral vetorial [ (E-E)EdT s6 tem componente

na direcdo de .
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Usando o resultado de simetria para o campo de Coulomb E e um vetor constante :

f(E-U)EdT - % (fE?‘dfr) 7

Substituindo a relacio de simetria na expressao para P

— 1
b Lo e ([ )]
foC 3

E usando pgeg = 1/
4 1 4

e Upil = —Upi
3(1/2)c BV T 3a EY

P=
O momento é P = m#, onde a massa inercial de origem eletromagnética (m) ¢ identificada

como:
 4Ug

1 = ——
3
com a energia do campo elétrico (Ug) dada por:

2

Ug

Rrega

que seja, a massa m é:

Resultado final:
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Questao 2

Resolucao:
a) Né&o requer maiores explicacdes:

1 1 .
E. = —mg® + —mlL?6?

2 2
1 1
U= §k13:2 + é-kz(x — Lsin6)* + mgL(1 — cos?#)
= kasc + 2L2(x L)y + mgL;

b) Pode ser deduzido das expressdes acima usando equagoes de Euler-Lagrange ou por
uma aplicacdo direta da 2° Lei de Newton, sem muitos detalhes necessarios.

Os sinais invertidos (em vermelho) entre os termos de forca interna nas duas equagoes
sao fundamentais, assim como os sinais das forgas restauradoras (em azul) se ky = 0.

mL26 = +ky(z — L) —mgLh

¢) Usando a informagio do enunciado (L = mg/k;) obtém-se

k
mz = —(ky + ko)z + (mg 2) 4

1

mg . ko
5 _ 210
T 8 = kox —mg (kz + )

Os modos normais siao obtidos usando com Anstize:

z(t) = Aexp{iwt)
8(t) = B exp(iwt)

que leva a

0

A(mw2 — oy — kl) -ﬁ—B(mgkz)

1

A(kz) + B% (mw2 —hy— kl) =0
1
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ou, na forma matricial:

mw? — ko — ky mgks/ky Ay (0
I{Zg mw2 - kg - k’l B - 0

Para que a solucio trivial {4 = 0 = B) nfo seja a lnica, a matriz & esquerda nao pode

ser inversivel e, portanto, seu determinante deve ser nulo:

—. 2
ky =TI

5 {k1+2k2 = mw?
mw? =

A substituicio de cada solugdo em gualquer wma das equacoes de movimento apés o
Anstaz leva a dois movimentos distintos:

e Usando mwi = ki
mgks

= e+ k)

ou seja, A tem o mesmo sinal de B. Movimento simétrico, de frequéncia mais baixa

A

((.u‘o < wl).
e Usando mw? = ki + 2k

mg
A=-——*2
2le

ou seja, A tem o sinal oposto ao de B: movimento antissimétrico, de frequéncia mais

alta (wy > wy).
Questao 3

Resolugao:
A equacdo de estado de van der Waals é:

(P+ ;—2) (v —b) = RT (1)

Com essa equacio, podemos escrever o seguinte para a curva BCD:

w—>b 2

—_— — T — _— e = 2
0 dv  dv + + 2)

dP _d (RT a\_ __RI 2 (P+2%) 2
(v—0b)2 v’ v—>b v3
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Resolvendo essa equagio em relacio a P, obtemos:

a 2ab
h=5-7 (3)

No ponto C temos uma derivada igual a zero, entao:

dP(] 2a 6ab

@ T Te T @
2a
0= ;Z(?’b —v) (5)
Para esta equacio, a raiz é:
v, = 3b (6)

O valor de P correspondente, P = P, é obtido substituindo (6) em (3):

a 2ab a

T o 2T 27k (7)
Por tltimo, a temperatura T, da isotérmica que passa pelo ponto C é obtida substituindo
(6) e (7) em (1):

8a
B, = 378 (8)
Agora, reescrevendo P, v e T como apresentado no enunciado, temos:
v = wu, = 3bw (9)
- 10
8a
= =T 11
BT =~'T, T27b (11)
Substituindo (9), (10) e (11) em (1), obtemos:
( 2 4, 2 )(Sbw _ et (12)
Tor " 9pk? ~ "7

Simplificando a equacdo, chegamos finalmente & forma universal da equacao de van der
Waals:

(ﬂ' + %) (Bw—1) =87 (13)
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Questao 4

Resolugao:
O ponto de partida é a equagao de Schrodinger unidimensional e independente do tempo:

R &)
2m  dx?

+V(z)¥(z) = Ey(z) (14)

Em seguida, considerando que V(z) é constante em cada uma das regioes, podemos propor

as seguintes solugoes:

Y1(z) = Ae™® + Be™#*, 20 (15)
ha(z) = Ce*?® + De~ k2%, O<z<a (16)
Ya(z) = Fett®, ol (17)

Nas regides 1 e 3, V(z) = 0. Entéo, substituindo as Egs. (16) e (18) na Eq. (15), obtemos:

2 k‘2
_ h B 2mE (18)

E =
2m )

Na regido 2, V(z) = —V. Substituindo a Eq. (17) na Eq. (15), segue que:

Rk _\2m(E+V)

2m h

O coeficiente F corresponde & onda transmitida. Naregido 3 nao ha onda retropropagante.

A probabilidade de transmisséo (da regido 1 para a regiao 3) sera dada por:

2

T=|§ (20)

Condicdes de contorno: as fungoes de onda e suas derivadas devem ser continuas em z = 0

eem = a.
1) Em z =0:
Continuidade:
A+B=C+D (21)
Derivada:
k(A—B)= ko(C — D) (22)
)Emz=a
Continuidade:
Geik;a + De—'ikga — Feik‘a (23)

11
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Derivada:
ko (Ce2e — De‘ik"“) = kFetka (24)

Portanto, do sistema em z = 0 temos:

A+B=C+D,
ko (25)
A B ?(C—D)=7(C—D)
Logo,
1
A=zlvy+1)C-(yv-1)D (26)
Em z = a, adotemos as seguins notacdes:
zg=eF g = eihee (27)
Entio:
z2C+iD=xF
z 2
20~1ip=2ap (28)
z Y
Portanto:
i 1 20
1 z
%p:izﬂ(zw%)p = D=32p-1F (30)
Assim:
2
2 2v z
] o1y (1)
0 2 - 2
e B ll—-{——=} 2*| F
4fyz(7+ ) { (’y+1) }
Ou seja,
F_ gitate Y L (32)
TP () e
pra
Portanto, a probabilidade de transmissao sera:
o 4~ 1 —i(ka—K)a 4y 1
Tm ez{kz k:)ﬂ._ - e e . 5 . 5
(v+1)2 1 — (%)2 2ikaa (y +1)? 1 — (%) e—2ik2a
(33)
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ou
B 162 L
" Gy s () e
1692 .
P () 2 (32 0 - wotobal
1697 1
BT [(wi"ipr +2 (%1_1)2 [1 — cos(2 kza)]

Assim, a probabilidade de transmissdo serd méxima (7" = 1) nos casos em que:
kha=nm;, n=0123,..

Ou seja:

ﬁ_n_ 2 %2
g +V)a:n7r = E,=n? (W A )—V

i} 2m a?

Como E, > 0 (conforme enunciado da questdo), deveremos ter que

2ma?V
n > _—ﬂ'zhz

Portanto, os valores de energia correspondentes sao:

5 [ TH?
Enzn -V n:nmillsnmjn+11 e, & s

2ma?
2ma?V

em que || denota o maior inteiro menor ou igual a a.
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(34)

(35)

(36)
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