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MODELOS DE RESPOSTA
TIPO: Concurso Publico EDITAL: 005/2025 AREA: Matematica

. J

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Andlise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014

Modelo de resposta:

I. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).

Falso. Contraexemplo: R — Q é ndo enumeravel e int(R — Q) = @.
II. Verdadeiro. Teorema 6, Capitulo V de LIMA (2014).
[ll. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).
Falso. Contraexemplo: Se A,, = (—1/n,1/n), n € N, entdo (] A, = {0}, que é fechado.
IV. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).
Falso. Contraexemplo: X = [0,1]NQe Y = [0,1]N(R—Q). Entdo X =[0,1],Y =[0,1]e XNY = &."

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Analise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014

Modelo de resposta:

I. Conteudo utilizado: Capitulo VII de LIMA (2014).

Verdadeiro. Seja a € A e (a,) uma sequéncia em A tal que lima, = a. Como f é continua,
f(a) =lim f(a,) =1lim0 = 0.

[I. Verdadeiro. Corolario do Teorema 10, Capitulo VIl de LIMA (2014).
[ll. Conteddo utilizado: Capitulo VII de LIMA (2014).

Verdadeiro. X' = @ implica X discreto, e toda fungéo definida em um conjunto discreto é continua.

IV. Conteldo utilizado: Capitulo VII de LIMA (2014).

Verdadeiro. f(I) deve ser um intervalo contido em Z. Logo é degenerado (reduz-se a um ponto).
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Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019
Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 6 de GUIDORIZZI (2019).
O campo vetorial é B ‘ .
F(z,y,2) = (® +y*)yi— (@® + y*) a T+ (a® + 2°) k,
e acurva C é o circulo
2* +y? = a?, z =0,

orientado positivamente (sentido antihorario visto de cima). Usemos a parametrizagao padrao do circulo:
7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) = (acost, asint, 0), 0<t<2m.

Entao S
., dr .
T (t) = i (—asint, acost, 0).

No circulo temos 22 + y? = a% e z = 0, de modo que

F(7(t)) = (a®y(t), —a*z(t), a®) =(a*(asint), —a*(acost), a®)

=(a’sint, —a®cost, a®).

Por outro lado,

F(7(t)) - 7'(t) = (a®sint, —a®cost, a®) - (—asint, acost, 0)
= a*sint(—asint) + (—a®cost)(acost) + a* - 0 = —a*(sin*t + cos’t) = —a™.

Portanto,

i Fedi— /0 "R () db = /0 T (CahYdt = —a (27) = —2ma.

Referéncias: GARCIA, A e LEQUAIN, Y. Elementos de Algebra. 5a ed. IMPA, 2008.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo V de GARCIA e LEQUAIN (2008).

Lembre-se de que D,, = {a,b | a" = b* = 1,ba = a"~'b), em que a representa uma rotagao de T e buma
reflexdo. Por indugéo se mostra que ba* = ak’” kb = a"* para todo k € Z.

Temos n elementos da forma a* e n elementos da forma a*b, com 0 < k < n.

Para os elementos da forma a”b, note que

(a*b)* = (a"b)(a*b) = a*(ba*)b = a*(a"*b)b = a™b* = 1,

logo |a*b| = 2 para todo k.
Para os elementos da forma a*, temos que |a*| € o menor inteiro positivo tal que k|a*| é maltiplo de n,

ou seja, |a*| = m Assim,

n—1

Z o] = Z mdc( k)
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Agrupamos os termos da soma acima de acordo com o valor de e = mdc(n, k). Note que e = mdc(n, k) se,

e somente se, k = md para algum m < n/e (pois tomamos k < n) com mdc <E, m> = 1. Assim, para cada
(&

e, h4 exatamente ¢ (E> valores de k tais que mdc(n, k) = e e 0 < k < n. Portanto,
€
n—1 n—1
D lgl=)la* [+ la"
g€Dy, k=0 k=0
n—1
n n
= “p(— 2
> (H)+ 3

eln

= ngp (d) + 2n,

dln
em que fizemos a substituicdo d = n/e na Ultima linha.

Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 10 de GUIDORIZZI (2019).

Pelo Teorema da Divergéncia,
%ﬁ-ﬁdS:// V- Fav,
o 14

V=A(z,y,2):x>0,y>0,2>0, v +y+ 2z <1}

sendo V' o volume do tetraedro:

Como .
F = (P,Q,R) = (zy, 2%y*, 2%y2),

temos .
V- F = (32%y + 22y + 2%y) = 627y.

O tetraedro pode ser descrito por

0<z<1l, 0<y<l—2z, 0<Lz<1l—2z—y.

. 1 1—x l—-xz—y
j{F-ﬁdS:/ / / 62%y dz dy da.
o o Jo 0

l—z—y
/ 62%y dz = 62°y(1 — x — y).
0

1 11—z
?{ﬁ-ﬁdS—/ / 62%y(1 — x — y) dy dx.
o 0 0

I-z 1—x
/ 62°y(1 —x — y) dy = 6$2/ (y(1 —2) —y?) dy.
0 0

Calculemos cada integral:

Assim,

Integremos em z:

Entao

Integremos em y:
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Portanto,

11—z 1 — 3
/ 62°y(1 — x — y) dy = 62* - Gk
0

Calculemos finalmente a integral em z:

1
= 1
j{{F-ﬁdS:/Oa?(l—x)?’dx 0

Referéncias: BOLDRINI, José Luis. Et al. Algebra Linear. Harbra. SP. 3a ed. 1986.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 5 de BOLDRINI (1986).

Segue direto das definicdes de matriz de mudanca de base e de matriz de uma transformacao linear.

Referéncias: BOLDRINI, José Luis. Et al. Algebra Linear. Harbra. SP. 3a ed. 1986.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 4 de BOLDRINI (1986).

As colunas da matriz de mudanca de base da base B, para a base B, fgg, séo as coordenadas dos vetores
de B; na base B,. Resta notar que

(1,1) =2(—-2,8) + 5(1,—-3)

(1,—1) = 1(=2,8) + 3(1, —3)

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Analise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014

Modelo de resposta:

a) Conteudo utilizado: Capitulo IX de LIMA (2014).

Falso. Por exemplo, tomando F(z) = z%sin(z™3) emxz # 0 e F(0) = 0, e f = F’. Entdo f ndo é
integravel em nenhum intervalo contendo 0 (pois f(z) = 2z sin(z ™) — 3z~ cos(z~?) ao redor de 0,
que tem variacéo ilimitada.)

b) Conteudo utilizado: Capitulo VIII de LIMA (2014).

: . , 3z%cos(x?)  sin(z?)2z .
Falso. Tome f(z) = sin(z®)/(z% + 1). A sua derivada é f'(z) = P R PR e seu limite

no infinito nao existe.

=
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c) Conteudo utilizado: Capitulo IX de LIMA (2014).
Falso. Seja f: [0, 1] — R dada por

1
0 se r = — paraalgumn € N
f(x) = n .

1 caso contrario

~ : o 1 e ]
Entdo o conjunto D dos pontos de descontinuidade de f é § — | n € N ¢, que € infinito contavel. Pelo
n

Teorema 20 da Secao IX.6 e a discussao que o precede, D tem medida nula e f é integravel.

d) Conteudo utilizado: Capitulo VIII de LIMA (2014).

Falso. Tome f(x) = = + b Entéo f(z) # z, e

1+er
eI
!/ :1_
fe) (11 er)?
Note que
e _ l4e 1 1,
(1+e)2 ~(14er)2 THe 1 7
logo

T x

€
(1+e%)?

e) Conteudo utilizado: Capitulo IX de LIMA (2014).

e
— <1
(1+ev)?

)= 1~

Verdadeiro. Como f(z) > 0e ff f(z)dz =0, entdo f(x) = 0 paratodo z € [a, b]. De fato, se existisse
c € [a,b] com f(c) > 0, entdo pela continuidade de f haveria um intervalo aberto I contendo c tal que
f(x) > f(c)/2 > 0 paratodo z € I. Assim, f:f(x)dx > [, f(x)dz > f(c)|I]/2 > 0, um absurdo.

Portanto, f = 0. Dada g como no enunciado, temos fg = 0 integravel, e fab f(x)g(x)dx = fab Odx = 0.

Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 7 de GUIDORIZZ| (2019).

Consideremos o campo

Flo) = (- )+ (00) 2 0.0)

_:1:2+y2 22 + 2

definido em R?\ {(0,0)}. Em coordenadas polares, = = r cosf, y = r sin 6, temos

- rsin@ rcos6 sinf cos6
F(]f7y):(_ 2 2 )Z(_ 5 )

T T T r

Usando os vetores unitarios €, = (cos,sinf) e €y = (—sin 6, cos ), obtemos

=
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Ou seja, F' é tangente as circunferéncias centradas na origem, com médulo 1/r. Seja C' a circunferéncia de
raio 1 centrada na origem, orientada no sentido anti-horario:

v(t) = (cost,sint), 0<t<2m.

Entao
7' (t) = (—sint, cost),
© int t
Fy(t) = (—% Cof’ ) — (—sint, cost).
Logo, .
F(y(t)) -+/(t) = (—sint,cost) - (—sint,cost) = sin®t + cos’t = 1.
Portanto,

27
fﬁ-d?:/ 1dt = 2r.
C 0

Assim, existe uma curva fechada envolvendo a origem, com indice +1, para a qual a integral de linha vale
2m. Mostremos que o valor independe da forma de v (com indice +1). Escrevendo

_ ¥ __r
P(l’,y) = Qj’2—|—y27 Q(x7y) .T2+y27
temos, para (z,y) # (0,0), 50 op
— — — =0
or 0Oy ’

ou seja, 0 campo ¢ irrotacional em R? \ {(0,0)}. No entanto, o dominio ndo é simplesmente conexo (tem
um “buraco” na origem). Nessa situacdo, embora V x F = 0 em todo ponto do dominio, 0 campo ndo é
conservativo globalmente e integrais de linha em curvas fechadas podem ser ndo nulas. Sejam ~ e C curvas
fechadas suaves, ambas contidas em R? \ {0}, envolvem a origem exatamente uma vez (indice +1) e s&o
homotopicamente equivalentes dentro do dominio (uma pode ser deformada na outra sem cruzar a origem).
Como o rotacional é zero em todo o dominio perfurado, a integral de linha € invariante por homotopia que
nao cruza a singularidade, de modo que

fﬁ-dﬁ:j{ﬁ.df:zm
0% C

Referéncias: BOLDRINI, José Luis. Et al. Algebra Linear. Harbra. SP. 3a ed. 1986.

Modelo de resposta:

Conteudo utilizado: Capitulo 5 de BOLDRINI (1986).

Como dim(im(7")) = 2, do Teorema do Nucleo e da Imagem, concluimos que dim(ker(7")) = 3.

Referéncias: BOLDRINI, José Luis. et al. Algebra Linear. Harbra. SP. 3a ed. 1986.
Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 6 de BOLDRINI (1986).
(T—-T*+T Ho=Tv—-T*v+T v
=20 -2 4271
=(2—-4+1/2)v
3

= —=0

2

=
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Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Analise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014

Modelo de resposta:
I. Verdadeiro. Corolario 2 do Teorema 4, Capitulo VIl de LIMA (2014).

[I. Conteddo utilizado: Capitulo VIII de LIMA (2014).

Falso. Contraexemplo. Seja X = {0} U (1,4+00). A fungdo f : X — R, definida por f(0) = 1 e
f(x) =2,se x> 1, écontinuae f'(x) = 0 para todo = € int(X ), mas ndo é constante.

[ll. Conteudo utilizado: Capitulo VIII de LIMA (2014).

Falso. Contraexemplo: f : (—1,1) — R, definida por f(x) = 3. Tem-se f'(0) = 0, mas f é crescente
em (—1,1).

IV. Conteudo utilizado: Capitulo VIII de LIMA (2014).

Falso. Contraexemplo: f(z) = x* é estritamente convexa em (—1,1), mas f”(0) = 0.

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Andlise v.2, Projeto Euclides, IMPA, 2015

Modelo de resposta:
I. Nao-orientavel. Exemplo 35 da Secéo V.14 de LIMA (2015).
[I. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2015).

Orientavel. Seja S o conjunto de matrizes 3 x 3 de posto 1. Entdo as suas 3 colunas sdo multiplas
umas das outras, e nao todas nulas. Assim, temos o atlas dado pelas funcdes

é,10,0: R\ {0} = S

em que
(v, 8) = v av Bo

Vv, 8) = lav v Bo

0(v,a,8) = lav Bv v|-

Se ¢(v, a, B) = (w,,9), entdo

logo

*w=av.

s v =~yw = yav, ouU seja, v = a .

+ Bv = dw = daw, ou seja, 6 = Ba~ L.

=
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Assim, a funcéo de transicéo 1~ '¢ é dada por

w_1¢(v’ a? /B) = (Of'U7 a_l’ /Ba_l)

Calculando o Jacobiano dessa fungao, temos

Jp-ig=10 —a2 0|,

cujo determinante é det(.J) = —1.

Similarmente, se ¢(v,a, 3) = O(w,v,d) entdo w = Bv, v = yw = yBv, logo v = B}, e av = dw =
§Bv, logo § = a3~1. Assim, a fungéo de transicdo 0~ o ¢ é dada por

0~ p(v,a, 8) = (Bv, 7, ™),

cujo Jacobiano

Jo-ig=10 0 —p2

tem determinante det Jy-14 = 1

Por fim, se ¥ (v, a, 3) = 0(w,~,d) entdo w = Bv, av = yw = yBv, logo v = af~!, e av = dw = §v,
logo § = 1. O Jacobiano

6[3 0 (%

Jo-iy =10 p1 —af?

0 0 —p2

tem determinante —1.

Note que determinantes negativos aparecem somente nas fungdes de transicdo envolvendo . Tro-
cando v por ¢’ = —1), que também é uma parametrizacido local de mesma imagem que 1, invertemos
esses sinais negativos nas Jacobianas de trocas de coordenadas.

Deste modo, {¢,%’,0} é um atlas coerente para S, que é orientavel.

Nao-orientavel. Esta é a copia candnica do plano projetivo real em R*. Vide Exemplo 40 da Secéo
V.14 de LIMA (2015).

N&ao-orientavel.

Pelo Exemplo 39 da Secéao V.14 de LIMA (2015), M nao € orientavel. Pelo (segundo paragrafo do)
Exemplo 36 da mesma secgéo, S' x M também n&o é orientavel.

=
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Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 11 de GUIDORIZZI (2019).

O rotacionalde FFemo é

. 0 ,eip2.,2 0 0 0 22,2 O 0
rot F' = (8_y6 Ty @x’ &(—y) - %6 o a%ﬁ - 0_y(_y))
= (2ue TV gt )
= (2ye, —2xe, 2).

Pelo Teorema de Stokes, temos

//(rotﬁ)-ﬁdS:]{ F-dr,
o Oo

em que do € a curva fronteira de o, que é o circulo unitario no plano z = 0. Parametrizando do por
r(t) = (cost,sint,0), com ¢ € [0, 27|, temos

fi% Fedr = /0277 Flr(t)) - (8)dt.

Calculando F(r(t)) e r'(t), temos
F(r(t)) = (—sint,cost,e),

r'(t) = (—sint, cost, 0).

Assim, .
F(r(t))-r'(t) = (—sint)(—sint) + (cost)(cost) + e -0 = sin®t + cos’t = 1.
Portanto, )
% F-dr—/ ldt =27
0o 0
Logo,

//(rotﬁ)-ﬁdS:%r.

Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de célculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 10 de GUIDORIZZI (2019).

Note que V - F=y2+uz+ (1 —y* — z2) = 1. Pelo Teorema da Divergéncia, temos

//Jﬁ.ﬁdsz///v(v.ﬁ)dv,

onde V é o volume da semiesfera. O volume de uma esfera de raio r é %m’3, entdo o volume da semiesfera

de raio 1 é 27. Portanto,
//ﬁ-ﬁdsz/// 1dV = VolumeV = gw.
o \%4

=
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Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Analise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014
Modelo de resposta:

I. Conteddo utilizado: Capitulo VIII de LIMA (2014).

Falso. Contraexemplo: f : R — R, f(x) = 2?sin(1/x) + 2/2, se z # 0, e f(0) = 0. Tem-se que
1(0) = 1/2, mas f néo é crescente em nenhuma vizinhanga de 0.

Il. Verdadeiro. Observagéo 1, apés o Teorema 1, Capitulo VIII de LIMA (2014).
[ll. Conteddo utilizado: Capitulo VIII de LIMA (2014).

Falso. Continuidade n&o implica derivabilidade.

IV. Verdadeiro. Exemplo 29, Sec¢éao 4, Capitulo VIII de LIMA (2014).

Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 8 de GUIDORIZZI (2019).

Pelo Teorema de Green,
. p\Odr 0Oy

onde D é a regido limitada por ~y (o losango |x| + |y| < 1). Calculamos as derivadas parciais:

0 )
Q(z,y) = 3z*y* + 52 — a—g = 1223y + 5,

P
P(z,y) = 42%y® = op = 122%y>.
y
Logo,
P
g—cj — (?)_y = (122%y* + 5) — 122%y* = 5.

Assim, a integral de linha reduz-se a

]{ﬁ-dfz // 5dA = 5area(D).
o' D

A regido D é o losango de vértices (—1,0), (0,—1), (1,0), (0,1), que pode ser descrito por |z| + |y| < 1.
A éarea desse losango € bem conhecida, mas podemos calcular: Devido a simetria, basta considerar o
primeiro quadrante, onde z > 0,y > 0 e x +y < 1 (um tridngulo de base e altura iguais a 1). A area desse
triangulo é

. o 1-1 1
area no 1° quadrante = 5 =3
O losango é a uniao de 4 cépias desse triangulo, logo
1
area(D) =4- 5= 2.

Portanto,

=
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Referéncias: GARCIA, A e LEQUAIN, Y. Elementos de Algebra. 5a ed. IMPA, 2008.

Referéncias: HEFEZ, A. Curso de Algebra. 4a ed. v.1, IMPA, 2010.
Modelo de resposta:
I. Conteudo utilizado: Capitulo | de GARCIA e LEQUAIN (2008).
R tem grupo de automorfismos trivial.
Se f: R — R é um isomorfismo, entdo f € mondtona, pois
r<y <= 3y —2x) =27
— J2(fly -

=
|
S

N7

< Juw(f(y) — f(
= f(z) < f(y)

Assim, f é uma bijegcdo mono6tona em R, e € um fato elementar e bem-conhecido que isso implica
que ela é continua. Por exemplo, o Exercicio VII.16 do “LIMA, E. L., Curso de Analise v.1” diz que f
se estende continuamente para R = R. Mas dai essa extensao continua é a propria f.

Além disso, f(1) = 1, pois f é isomorfismo de anel. Por indugéo direta, se mostra que f(n) = n para
todo n € N, e f ser isomorfismo de anel implica que 0 mesmo vale para n € Q, e por continuidade se

obtém f = 1.
[I. Conteddo utilizado: Capitulo 9 de HEFEZ (2010).

C néao tem grupo de automorfismos trivial.

Por exemplo, a conjugagéo complexa é um automorfismo nao-trivial de C.

[ll. Conteudo utilizado: Capitulo | de GARCIA e LEQUAIN (2008).

Z[i] nao tem grupo de automorfismos trivial.
ldem ao caso de C.

IV. Conteudo utilizado: Capitulo | de GARCIA e LEQUAIN (2008).

Z[+/2] ndo tem grupo de automorfismos trivial.

Similarmente aos casos anteriores, a “conjugacao” f: Z[v/2] — Z[v/2], definida por

fla+bvV2)=a—-bvV2  (a,beZ)

é um automorfismo nao-trivial de Z[v/2].

Referéncias: BOLDRINI, José Luis. Et al. Algebra Linear. Harbra. SP. 3a ed. 1986.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 4 de BOLDRINI (1986).

Basta escalonar a matriz cujas linhas sao os vetores vy, vy € v3 ou verificar que
(2,-1,3) =2(1,0,1) — (0,1, —1)
(2,-3,5) =2(1,0,1) — 3(0,1, —1)
(3,2,1) = 3(1,0,1) + 2(0,1,—1)

(pois f é sobrejetora)

=
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Referéncias: BOLDRINI, José Luis. et al. Algebra Linear. Harbra. SP. 3a ed. 1986.

Modelo de resposta:
Somente o item | é verdadeiro. Para os itens falsos, considere qualquer operador em R" implementado (na

ailz aig

base canbnica) por uma matriz triangular superior £ = | ( p,, --.| que ndo seja diagonalizavel.

I. Verdadeiro. Teorema 7.2.3 de BOLDRINI (1986).
[I. Conteudo utilizado: Capitulo 7 de BOLDRINI (1986).

Falso. O operador implementado pela matriz £ ndo é diagonalizavel, mas seu polindmio caracteristico
pe(r) = (x — a1)(x — ag) - - - completamente fatoravel.

[ll. Conteudo utilizado: Capitulo 7 de BOLDRINI (1986).

dy

Falso. Tome qualquer matriz diagonal D = ds com entradas diagonais distintas de modo

que D+ E também possua entradas diagonais distintas. Entdo —D e D+ E s&o diagonalizaveis, (pois
seus autovalores sdo as suas respectivas n entradas diagonais, todas distintas), mas —D+ (D+FE) =
Enédooé.

IV. Conteudo utilizado: Capitulo 7 de BOLDRINI (1986).

Falso. O operador E ndo é diagonalizavel, mas é representado na base candnica por uma matriz
triangular superior, e por uma triangular inferior invertendo a ordem dos vetores da base canénica.

Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 9 de GUIDORIZZI (2019).

Representamos a superficie como um nivel de uma fung¢ao escalar:
F(z,y,2) =2* + 2> + 2> + 32y — 9= 0.
O plano tangente a superficie F'(x,y, z) = 0 no ponto P = (o, yo, z0) € dado por
VE (20,0, 20) - ( — 20, Y — Yo, 2 — 20) = 0,
sempre que V F(z, yo, z0) # 0. Calculemos o gradiente:

OF OF OF

VE(x,y,z)= (%’Fy’a) = (2x+3y, 4y + 3z, 2z).
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Em P = (1,—-1,3) temos

OF

S, (L-13)=2:143-(-1)=2-3=—1
OF
Z(1,-1,3)=4-(-1)+3-1=—-4+3=—1
OF

~(1,-1,3)=2-3=6.

5, (1,-13) 3=6

Portanto,
VF(1,-1,3) = (-1, —1, 6).

A equacao do plano tangente é

(-1, -1,6)- (=1, y+1, 2—3) =0,

isto é,
—l(x—1)—1L(y+1)+6(z—3)=0.
Simplificando:
—r—y+6z—18=0.
ou

r+y—62+18=0.

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Analise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014

Modelo de resposta:
I. Verdadeiro. Teorema 4, Capitulo VIl de LIMA (2014).
[I. Conteudo utilizado: Capitulo VII de LIMA (2014).

Falso. Contraexemplo: defina f : Q — R, f(x) = 0,sex < 0e f(x) =1, se z > 0, e considere a
unido enumeravel de conjuntos fechados Q = J, {7}

[ll. Verdadeiro. Corolario do Teorema 11, Capitulo VIl de LIMA (2014).

IV. Conteudo utilizado: Capitulo VII de LIMA (2014).
Falso. Contraexemplo: f: (0,1) — R, f(x) = x.

Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 9 de GUIDORIZZI (2019).

A area de uma superficie parametrizada o (u, v) sobre um dominio D no plano (u, v) é dada por

A= //DHJU X 0 || du dv,

oo
ou’ 7= oy

sendo

Oy =

=
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A parametrizacao é
o(u,v) = (u,v,2 —u —v).

Portanto, 5
Ju:%(u,v,Z—u—v):(l,O,—l),
a(qu u—wv)=1(0,1,-1)
Oy = 7 \U,V, 4 — - = y Ly T L)

ov

Calculamos o produto vetorial:
i j k

Gux o =1 0 —1| =i(0-(=1) = (1) - 1) =j(1- (=1) = (~1) - 0) + k(1 -1 —0-0),

01 -1

ou X o, = (1,1,1).
A norma é

|ow % 00| = VI2+ 12+ 12 = V3,
Observemos que essa norma é constante em todo o dominio D. O dominio D no plano (u,v) é o disco
unitario:

D = {(u,v) € R? : u® +v* < 1}.
Portanto,

A://D\/gdudv:\/g//]jldudv:\/§Area(D).

A area do disco unitario é 7, logo

A=+/3r.

Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 10 de GUIDORIZZI (2019).

Podemos parametrizar a superficie .S por
Fa,y) = (v, y, 1 —2* =y°),  (z,y) € D=[0,1] x [0,1].
Os vetores tangentes sdo os vetores derivadas parciais:

or or
7, =— = (1, 0, —2xz), 7 =——=(0, 1, —2y).
o= b =g = y)
Um vetor normal ndo unitario a superficie € dado pelo produto vetorial
ndS =7, X 7, dx dy.

Calculamos:

=
=y
=]

Fox 7= [1 0 —20| =70 (~2y) — (~20) - 1) = J(L - (~2y) — (~22) - 0) + (1 - 1= 0-0).

01 —2y

N
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Ou segja,
Ty X Ty = (2z, 2y, 1),

de modo que
ndS = (2z, 2y, 1)dzdy.

Na superficie, = = 1 — 22 — y2, mas como F' ndo depende explicitamente de » nas duas primeiras compo-
nentes, temos simplesmente

ﬁ(F(SL’,y)) = (57 Iz +y27 —ZI}y)
Portanto, F - (7, x Ty) €

F(i(z,y)) - (7 x 7)) = (5, &* + ¢, —ay) - (22, 2y, 1)

=520+ (2* +9*) - 2y + (—ay) - 1 = 10z + 2y(2® + ¥°) — zy.

11
@://ﬁ-dgz/ / [10z + 2y(2® + y°) — zy] dz dy.
s o Jo

Entao o fluxo é

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Analise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014
Modelo de resposta:
I. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).

Verdadeiro. Seja I = [a,b] com a < b irracionais e {r1,79,... } uma enumeragdo dos racionais em
I. Seja I, obtido a partir de I removendo-se de I um intervalo aberto com extremidades irracionais,
de modo que sobrem dois intervalos fechados e r; ¢ I;. Seja I, obtido a partir de I;, removendo-se
um intervalo aberto com extremidades irracionais de cada um dos intervalos fechados que compdem
I, de modo que sobrem quatro intervalos fechados e r, ¢ I>. Prosseguindo desta forma, o conjunto
K = (,_; Ir € um conjunto de Cantor sem nenhum nimero racional. Em particular, K é fechado e
nao-enumeravel. Portanto, A = R — K é aberto, contém Q e tem complementar ndo-enumeravel.

II. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).

Verdadeiro. Se a € A, entdo para todo € > 0, (a — ¢,a + €) N A é aberto. Logo existe ¢ > 0 tal que
(a—€,a+€¢)C(a—ea+e)NA Comoem (a—¢€,a+ €)ha pontos diferentes de a, a € A'.

[ll. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).
Verdadeiro. Teorema de Bolzano-Weiertrass.

IV. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).

Falso. Contraexemplo: Q = (J, .o {7}

N
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Referéncias: LIMA, Elon Lages. Algebra Linear. 7a ed. Colecdo Matematica Universitaria, IMPA, 2008.

Modelo de resposta:

I. Conteudo utilizado: Sec¢ao 12 de LIMA (2008).
Falsa. Tome V = R?, T'(x,y) = (y,0) e E =R x {0}, que é invariante por T

Se G é outro subespago tal que V= E & G, entdo G é gerador por um Unico vetor (a,b) com
b # 0. Mas se G também for invariante por 7', entdo 7'(a,b) = (b,0) = A(a,b) para algum \ €
R. Comparando as ultimas entradas, vemos que 0 = \b, e como b # 0 entdo A\ = 0. Mas dai,
comparando as primeiras entradas, b = Aa = 0, um absurdo.

[I. Conteudo utilizado: Secao 12 de LIMA (2008).

Falsa. Tome V =R3 e T'(z,y,2) = (0, z,y). Para mostrar que ndo existem E,, £, ou Ey, E», E3 como
neste item, basta mostrar que todo subespago proprio T-invariante E esta contido em {0} x R?. De
fato, se F é T-invariante mas nao esta contido neste subespaco, entao existe v = (z,y,z) € E com

x # 0. Mas dai
(0,0,1) 1T2
° e U,
) ) T
1
« (0,1,0) = —(Tv —y(0,0,1)), e
T
1

* (1,0,0) = E(U —(0,1,0) — 2(0,0,1))

pertencem a £, logo E = R3, que n&o é proprio.
[ll. Verdadeiro. Lema 1 da se¢ao A.3 de LIMA (2008).
IV. Verdadeiro. Teorema 12.1 de LIMA (2008).

Referéncias: BOLDRINI, José Luis. et al. Algebra Linear. Harbra. SP. 3a ed. 1986.
Referéncias: LIMA, Elon Lages. Algebra Linear. 7a ed. Colecdo Matematica Universitaria, IMPA, 2008.
Modelo de resposta:

a) Conteudo utilizado: Segéo 6 de LIMA (2008).

Falso. Tome V = R?, A o operador identidade e B(z,y) = (y,z). Entdo ker(A) = ker(B) = {0} e
im(A) = im(B) = R?. Mas caso existisse P como no enunciado, teriamos que

PBP'=A=1,

logo
B=P'IP=1,

0 que € uma contradicao.
b) Conteudo utilizado: Secdo 12 de LIMA (2008).

Falso. O operador T: R?* — R?, T'(z,y) = (y, —z) tem polindbmio caracteristico pr(z) = x> + 1, logo
ndo tem autovalores reais. Mas 72 = —I, que tem o autovalor —1.
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c) Conteudo utilizado: Apéndice de LIMA (2008).

Falso. Em termos matriciais, tomando 7', Ny, Dy, N,, D, implementados pelas matrizes

00
-1
0 1
i 0 0
ole ,
SR =
1 {00
* |Dy| = :
S D
i 00
0N2: e
SRR R
T 0 0
* | Dy| = :
S S

temos N; e N, nilpotentes, D, e D, diagonalizaveis, mas T' = Ny + Dy = Ny + Ds.
d) Conteudo utilizado: Seg¢éao 12 de LIMA (2008).

Falso. Tome A = 0 e B qualquer operador com um subespago nio invariante (e.g. B: R? — R?,
B(z,y) = (y,x)).

e) Conteudo utilizado: Capitulo 7 de BOLDRINI (1986).

Verdadeiro. O Unico autovalor de 7' é 0. Como T" # 0, entao o0 autoespago associado a esse autovalor
é proprio. Logo, V' nao é gerado por autovetores de T', que portanto nao € diagonalizavel.

Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 11 de GUIDORIZZI (2019).

De acordo com o Teorema de Stokes,

//(vXﬁ).ﬁdS: F - dF,
o do

sendo que do é a curva borda da superficie o, orientada de modo compativel com a normal escolhida (aqui,
normal apontando para cima). A superficie é dada por
o(u,v) = (u,v,2 —u* —v?), u*+0* <1

Logo, a borda do € o circulo

N
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ou seja, o circulo de raio 1 no plano z = 1. Como a normal aponta para cima, a orientagao positiva de do é
no sentido anti-horario visto de cima. Tomemos a parametrizagao usual:

7(t) = (cost, sint, 1), 0<t<2m.
Entao
7 (t) = (—sint, cost, 0).
Dado

—

F(z,y,2) = (y,2,2z +y),
ao longo de do temos = = cost, y = sint, z = 1, logo

—

F(7(t)) = (sint, cost, 2cost +sint).

O integrando é .
F(F(t)) - 7 (t) = (sint, cost, 2cost +sint) - (—sint, cost, 0).

Portanto,

EF(7(t)) - 7 (t) = sint(— sint) + cost(cost) + (2cost +sint) - 0 = —sin® t + cos? t = cos(2t).

2 . 27 . .
N 4 —
g Fodr / cos(2t) dt {sm(%)] sin(4m) — sin 0 0
oo 0 0

ou

2 2
Pelo Teorema de Stokes,

Referéncias: GARCIA, A e LEQUAIN, Y. Elementos de Algebra. 5a ed. IMPA, 2008.
Modelo de resposta:
I. Conteudo utilizado: Capitulos | e Il de GARCIA e LEQUAIN (2008).

Verdadeiro. Pelo Teorema 1.3.8., K[X] é euclideano e, pelo Teorema 11.2.2, é principal.
[l. Conteudo utilizado: Capitulo Il de GARCIA e LEQUAIN (2008).

Falso. Oideal I = (X,Y) C F[X,Y] néo é principal.
[ll. Conteudo utilizado: Capitulo |l de GARCIA e LEQUAIN (2008).

Verdadeiro. Segue direto das defini¢cdes e do fato de que K[X] é DFU.

IV. Conteudo utilizado: Capitulos | e Il de GARCIA e LEQUAIN (2008).
Falso. Tome qualquer corpo k, R = k[Z] e K = F' = k(Z) o corpo de fragbes de R (em que Z é uma
variavel qualquer, diferente de X, como na Proposicao 11.3.9.).

Primeiro, considere a incluséo candnica f de k em F[X]| = k(Z)[X]. Pelo Exercicio 1.5.10 (pro-
priedade universal dos aneis de polinémios), f se estende unicamente para um homomorfismo de
R = k[Z] em F[X] de modo que f(Z) = Z + X. Pelo mesmo exercicio/propriedade, f se estende
unicamente para um homomorfismo de R[X] em F[X] de modo que f(X) = X.

Mais diretamente, f: R[X| = k[Z, X] — F[X]| = k(Z)[X] é definido por

f(p(Z,X)) :p(Z—}—X,X),

N
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que é claramente injetivo: Sua imagem é a prépria cépia de R[X] em F[X], e a sua inversa ai é dada
por f~'(p(Z, X)) =p(Z - X, X)

Suponha que f se estendesse para um homomorfismo injetor em K[X]. Como Z € K é inversivel
em K C K[X], entdo f(Z) deveria ser inversivel em F[X]. Mas f(Z) = Z + X, que n&o é inversivel
em F[X] (visto que é um polinémio de grau 1). Absurdo.

Referéncias: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de calculo. 6. ed. v. 3. Rio de Janeiro: LTC, 2019

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 10 de GUIDORIZZI (2019).

A forma local (pontual) da equacao da continuidade, sem fontes nem sumidouros, é

8,0(
ot

Seja V' C € um volume fixo (ndo se move com o fluido), com superficie de bordo S = 9V e vetor normal
externo 7. Integramos a equagéo local sobre V':

/B@#v (p )} dV = 0.

/@dv+/v-(pﬁ)dvzo.
|4

Como o volume V' é fixo no espago, podemos trocar a derivada temporal com a integracao:

d
- (rt)dV+/V-(pU)dV:0.
t v

t)+ V- (p(F ) (7 t)) =0 emq.

Separando os termos:

Aplicamos o Teorema da Divergéncia ao segundo termo:

/ V- (pv)dV = j{p(ﬁ t)v(r,t) - ndS.
14 S
Substituindo na expressao anterior obtemos:

d
- P(Fat)dV—i-fp(F,t)ﬁ(ﬁt)-ﬁdSzO, vV CQ.
dt Jy s

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Analise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014
Modelo de resposta:
I. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).

Falso. O que vale é a reciproca. Contraexemplo: Q' = R

[l. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).

Verdadeiro. Seja X um conjunto denso em R. Se R — X contivesse algum intervalo (a,b), existiria
z € Xtalque a < z < b, pois X € denso em R, o que implicaria que z € R — X. Reciprocamente,
suponha que R — X tenha interior vazio. Para quaisquer a,b € R, a < b, tem-se que (a,b) € R — X.
Logo, existe z € (a,b) tal que z ¢ R — X, ou seja, z € X. Isso mostra que o X é denso em R.

N
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[ll. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).

Verdadeiro. Os conjuntos X; = {i +r | r € Q}, i € R — Q, sdo enumeraveis, dois a dois disjuntos e
densos em R.

IV. Conteudo utilizado: Capitulo V de LIMA (2014).

Verdadeiro. Seja x € X. Como = ¢ X', existe um intervalo aberto I, centrado em z, tal que
I, N X = {«}. Disso segue que todos os pontos de X s&o isolados e, portanto, X é enumeravel.

Referéncias: ANTON, H., RORRES, C., Algebra linear com aplicagbes. 10a ed. Bookman, 2012.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulo 8 de ANTON e RORRES (2012).

Sejam B = {uj,us} € B' = {vy, v9,v3}, onde

up = (1,—-1), wuy=(0,1), vy =(1,1,0), vy =(0,1,0), w3=(1,1,-1).

Entéao
[T]pe = ([T(w)]p [T(u2)]). (1)
Como T'(x,y) = (x —y,x + y,y), temos

1— (1) 2 1 0 1

Tu)]=1] 1—-1 |=]0|=a|1]+e|1]|+tes|1], (2)
-1 | [ 0, 0, 1]
o_1] [-1] 1] o] BN

[T(ug)] = [o+1| =] 1 |=di|1]| +do|1|+ds]| 1 (3)
B 0] 0, 1]

As egs. (2) e (3) podem ser reescritas como

_1 0 1_ _cl_ _2_ _cl_ _1_
11 1|l =]0]|=|c|=0w)p=|-2,
0 0 —1]| |c3 -1 C3 1
—1 0 1_ _dl_ _—1_ _dl_ _0
11 1| |d|=|1]=|d| =[T(uw)s=|2
00 —1| |ds 1 ds —1
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S

T = -2 2

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Andlise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014

Modelo de resposta:

Conteudo utilizado: Capitulo X de LIMA (2014).
Falso. Tome f, =0em (0,1) e (—1)" em {0, 1}).

. Conteudo utilizado: Capitulo X de LIMA (2014).

Verdadeiro. Seja (f,, ), @ subsequéncia uniformemente convergente e f seu limite. Como (f,, )., €
ndo-decrescente, entdo f,, < f paratodo k.

Dado ¢ > 0, tome K talque f(z) —e€ < f,, (z) < f(z) paratodo x € X e k > K. Entéo, para qualquer
n > ngx € qualquer x € X, tome k tal que n < ng, de modo que

ou seja, |fu(z) — f(z)| < e uniformemente em X. Isso mostra que f,, — f uniformemente em X.

Conteudo utilizado: Capitulo X de LIMA (2014).

Verdadeiro. A demonstracao € completamente analoga a do teste do termo geral para séries numéri-
cas: Como a série converge uniformemente, entdo a sequéncia das somas parciais é uniformemente
de Cauchy

Conteudo utilizado: Capitulo X de LIMA (2014).

n

Verdadeiro. Sabe-se que, para todo x € R, vale e* = > ° — logo a série converge pontualmente
n:

em R.
Por outro lado, para qualquer M > 0 e qualquer > 0, temos

M n

x = @ x
P DS RS

n=0 n=M+1

Para qualquer x suficientemente grande, o valor acima é > 1.
n

) . x
Assim, para qualquer M existe x tal que Zﬁio - = e’
n

> 1, logo a série ndo é uniformemente

convergente em R.

N
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Referéncias: LIMA, Elon Lages. Algebra Linear. 7a ed. Colecdo Matematica Universitaria, IMPA, 2008.

Modelo de resposta:

Conteudo utilizado: Segdes 7 e 8 de LIMA (2008).

Verdadeiro. Utilizando representac¢des matriciais, basta demonstrar o mesmo fato para matrizes. Mais

ainda, basta mostrar isto para matrizes do tipo £, = {@pgjq} (com 1 nacélula (p, ¢) e 0 nas demais),

j
pois estas geram os espagos de matrizes (de uma ordem fixa). Se p = ¢, entdo E,, ja é projecdo. Se

p # ¢, entdo as matrizes E,, e E,, + E,, sao projecdes e E,, = (E,, + E,,) — E,.

. Conteudo utilizado: Segdes 7 e 8 de LIMA (2008).

Verdadeiro. Pelo Teorema 7.2, uma projec¢éo é um operador X que satisfaz X2 = X. Basta verificar
essa igualdade com X = PQe X = P+ @ — PQ:

(PQ)* = (PQ)(PQ) (por defini¢&o)
= P(QP)Q
= P(PQ)Q (por hipbtese)
— P2Q2
= PQ (pois P e () séo projegdes)

A verificagdo de que (P + Q — PQ)?> = P + Q — PQ é completamente anéloga.
Conteudo utilizado: Segdes 7 e 8 de LIMA (2008).

Verdadeiro. Temos que
P+--+ P, =1

Multiplicando por P; a esquerda dos dois lados:
PP+ PP+ + PP, =Pl =D,

Por hipétese, P,P; = 0 para j # ¢, logo todos os termos do lado esquerdo sdo cancelados, exceto
PP, ou seja,
PP, = P,

0 qué significa que P, é projecao, pelo Teorema 7.2.
Conteudo utilizado: Segdes 7 e 8 de LIMA (2008).

Verdadeiro. Similarmente ao item |, basta notar que

(P44 P) =P+ +B)P++F)
=P+ P} +---+ P+ ) PP
i
=P +P+-+P+0
=P +P++F,

logo P, + - - - + P é projecao, pelo Teorema 7.2.

N

Q0 P4g. 22 de 25 - Documento assinado digitalmente. Para conferéncia, acesse o site https://portal.sgpe.sea.sc.gov.br/portal-externo e informe o processo UDESC 00047396/2025 e o cédigo 8P23DWZ7.



Referéncias: LIMA, Elon Lages. Algebra Linear. 7a ed. Colecdo Matematica Universitaria, IMPA, 2008.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Secéao 6 de LIMA (2008).

Notemos que

B(A(z,y)) = B(x + 2y, 2z + 3y, 3z + 4y)
(=3(z +2y) + 2(22 + 3y), 2(z + 2y) — (2z + 3y))
= (2,9),

para qualquer (z,y) € R?, de modo que B é um inversa a esquerda para A.

Referéncias: BOLDRINI, José Luis. Et al. Algebra Linear. Harbra. SP. 3a ed. 1986.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulos 6 e 7 de BOLDRINI (1986).

Autovetores associados a autovalores distintos sao LlI.

Referéncias: GARCIA, A e LEQUAIN, Y. Elementos de Algebra. 5a ed. IMPA, 2008.

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulos VI e VIl de GARCIA e LEQUAIN (2008).

O grupo A; tem ordem 60 (Proposi¢ao VI.6.3.1) e nao é soluvel (Exemplo VII.2.7.5)

Pelo Teorema de Burnside (Exemplo VI1.2.7.3) grupos cuja ordem é da forma p®q¢®, com p e ¢ primos,
sao soluveis. Assim, grupos nao-soluveis devem ter ordem divisivel por pelo menos trés primos distintos.
As Unicas possibilidades para n < 60 sdo 30 = 2-3-5e 42 = 2 -3 - 7. Nas duas situagdes, n = pqr,
com p, ¢, primos distintos. Vamos provar que, nestas situagées, um grupo G' de ordem n possui algum
subgrupo normal de ordem prima.

Sen =42 =6-7, entdo pelo 3° Teorema de Sylow (Teorema VI.2.12) a quantidade de 7-subgrupos de
Sylow divide 6 e € congruente a1 mod 7, logo deve ser 1. Assim, existe um Unico 7-subgrupo de Sylow
N, que deve ser normal.

Similarmente, se n = 30 = 6 - 5, entdo a quantidade de 5-subgrupos de Sylow divide 6 e é congruente
a1 mod 5, logo deve ser 1 ou 6. Similarmente, como n = 3 - 10. A quantidade de 3-subgrupos de Sylow
divide 10 e é congruente a1 mod 3, logo deve ser 1 ou 10. Se qualquer uma dessas quantidades for 1,
entdo existe um subgrupo normal de ordem prima, do mesmo modo que no caso anterior. Caso contrario,
existem 6 5-subgrupos de Sylow distintos e 10 3-subgrupos de Sylow distintos. Note que os 5-subgrupos de
Sylow, sendo ciclicos de ordem prima e distintos, tém intersegéo (dois-a-dois) trivial. Assim, a unido desses
5-subgrupos contém 6 - (5 — 1) + 1 = 25 elementos: a unidade do grupo e outros 24 elementos de ordem 5.
Similarmente, a unido dos 3-subgrupos de Sylow é formada pela unidade e outros 20 elementos de ordem
3. Mas entéo temos 24 + 20 = 44 elementos distintos no nosso grupo de ordem n = 30, um absurdo.

Portanto, em qualquer situacéo, o grupo G contém algum subgrupo normal de ordem prima, digamos
p. Seja N esse subgrupo normal. Entdo N é sollvel (pois € ciclico, logo abeliano), e G/N é um grupo de
ordem menor gr, com ¢ e r primos distintos e ciclicos. Logo, G/N é solivel (como ja vimos acima). Pelo
Teorema VI11.2.8.2, GG é soluvel.

N
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Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Analise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014

Modelo de resposta:
Conteudo utilizado: Capitulos IV e IX de LIMA (2014).

k
Definaz, = (n+1)---(2n) =[,_,(n+ k) =n"[[i_, (1 + ﬁ) Entdo

Ty, ] — k
| = = i
n < - - Zln 1+ ~ )
k=1
que é uma soma de Riemann a direita da fungéo f(z) = In(1+ z) no intervalo [0, 1] (com respeito a particao
(0,1/n,2/n,...,(n —1)/n,1)). Assim, tomando o limite com n — oo, obtemos

n—oo n

in W—ln r)dxr = r)ln T) — )|t = 21n(2) —
hmln< >/01(1+ Vo = [(1+2) (1 +2) — (1 + )]} = 2In(2) — 1.

Tomando exponenciais (e usando a continuidade da fungdo exponencial), concluimos que

1 {Jx 4
Jin TV A D42 () =l T = e e

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Andlise v.2, Projeto Euclides, IMPA, 2015
Modelo de resposta:
I. Conteudo utilizado: Capitulo VI de LIMA (2015).

Verdadeiro. Sejam G o grafico de f e y sua funcao caracteristica. Tome qualquer intervalo I contendo
f(A)e B=AxI. Entdo G C A x I. Para mostrar que G tem volume zero, devemos mostrar que x
é integravel em B e fB X(x)dx = 0 (conforme a definigdo de volume na Segéo VI.3).

Ora, como f é integravel, entdo seu conjunto D de descontinuidades em A tem medida nula (Teorema
4 da Secéo VI.3). Seja E = A\ D o conjunto dos pontos de continuidade de f. Note que os pontos
de descontinuidade de x em E x I sdo exatamente os pontos do gréafico de f. Mas como f é continua
em E, entdo para cada ponto de descontinuidade (xg, f(zo)) de xy em E x I e para cada ¢ > 0 existe
um bloco fechado I com extremos racionais e contendo x tal que se =,y € I entdo |f(z)— f(y)| <€,
ou seja, f(I) esta contido em um intervalo J de comprimento menor ou igual a e. Assim, obtemos
duas colecdes enumeraveis de blocos fechados I, I, ... cobrindo E e Jy, Js, ... de comprimento < e
tais que f(I;) C J,. Caso necessario, podemos modificar Iy, I5, ... para que seus interiores sejam
disjuntos (trocando I, por uma unido de blocos que formem I, \ int(/;), e similarmente para I3, I, . . .).
Assim, o conjunto dos pontos de descontinuidade de x em E x [ esta contido na unido dos blocos
I, x Ji, que satisfazem

> vol(Ip x Ji) <Y vol(Ip)e = |Ale.
=1 =1

Logo, o conjunto dos pontos de descontinuidade de y em E x [ tem medida nula. Ja o conjunto dos
pontos de descontinuidade de x em D x [ esta contido D x I, que também tem medida nula pois
D o tem. Assim, o conjunto dos pontos de descontinuidade de y em B tem medida nula , logo x é
integravel em B (Teorema 4 da Sec¢ao VI.3).

Pelo Teorema da Integracao lterada (ou Teorema de Fubini), temos que

/]3X<x)dx - /A (/IXma)}(y)dy) da = /AOda ~ 0,

logo G tem volume zero.

w
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Conteudo utilizado: Capitulo VI de LIMA (2015).

Falso. Basta tomar f: [0,1] — R como sendo a fungéo caracteristica dos nimeros racionais em [0, 1].
Seu gréfico esta contido no conjunto [0, 1] x {0, 1}, que tem volume nulo, logo 0 mesmo tem volume
nulo. Mas f n&o € integravel (“LIMA, E. L., Curso de Andlise v.1”, Exemplo 1 da Sec¢éo IX.1).

Conteudo utilizado: Capitulo VI de LIMA (2015).
Falso. Utilizando Fubini e troca de variaveis, se tem V1 = 2V}, fol(l — t2)m/2 4.
Conteudo utilizado: Capitulo VI de LIMA (2015).

Verdadeiro. Primeiro, note que f é limitada: Existe N tal que |f(x) — fnx(z)| < 1 para todo = € A.
Como fy é limitada, entdo f também o é.

Dado ¢ > 0, tome N tal que |f(x) — fr(z)] < e paratodo z € A e k > N. Entdo, para qualquer
particao P suficientemente fina de A, podemos aproximar integrais superiores por somas superiores
com respeito a P, de modo que

Zf(x)dz — 7Afk(:1:)d:1:

Mas como |f(x) — fr(z)| < e paratodo z € A, entdo f(z) < € + fr(x) < € + sup fr(B) sempre que
x € B € P. Logo, sup f(B) < €+ sup fp(B). Por simetria, sup fi(B) < ¢+ sup f(B). Portanto,

[r@ar [ s

para qualguer £ > N. Isso mostra que f_Af(x)dx = limy_,00 TAfk(x)dx. A outra igualdade é provada
similarmente.

< 2+ Z | sup f(B) — sup fr(B)| vol(B)

BeP

< 2e+ Z evol(B)

BeP

= ¢€(2+ vol(A))

Referéncias: LIMA, E. L., Curso de Analise v.1, Projeto Euclides, IMPA, 2014

Modelo de resposta:

Verdadeiro. Teorema 22, Cap IV de LIMA (2014).
Conteudo utilizado: Capitulo IV de LIMA (2014).

Falso. Contraexemplo: as, = QL Aop—1 = 3% produz série convergente mas (a,,) ndo € monétona.

Conteudo utilizado: Capitulo IV de LIMA (2014).

1 1
Falso. Contraexemplo: a, = — e b, = —.

NLD NLD
Contetdo utilizado: Capitulo IV de LIMA (2014).

Verdadeiro. Use o teste da comparagéo.

w
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