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Sejam i, v € R3 ndo nulos. Pela distributividade, pela homogeneidade e pela simetria do produto escalar,
e usando @ - @ = ||7|?, temos

2
|

||z — v (@ — D) - (u—17)

=0 U—U- -0 -Ud+7-U

I1alf* + 19]* — 24 - 5.

Na Figura 1, os vetores ndo colineares @ e ¥ tém a mesma origem e formam o angulo 6. O vetor @& — ¢/
liga a extremidade de ¥ & de u, formando o lado oposto a esse dngulo.
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Figura 1: Tridngulo de lados |||, ||7]| e ||Z — ¥||, com angulo 6 entre os dois primeiros.

Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo da Figura 1, obtemos
17— alf* = [|1al|* + |7 — 2||@]| [|3]] cos 6.
Comparando as duas expressoes, obtemos
-0 = ||d|l|7]| cosb, 6 = arccos <1LU_,> , 0<6<m.
[l |7
Nos casos colineares, a férmula é verificada diretamente: se ¥ = Ai, com A # 0, o quociente vale 1 para
A>0e —1 para A < 0, correspondendo respectivamente aos angulos 0 e 7.

Como ||| ||T]| > 0, o sinal do produto escalar é o mesmo de cosf. Assim, temos os seguintes casos:
(i) Se @-¥ > 0, entdao cosf > 0, o que implica 0° < 6 < 90°.
(ii) Se @ - ¥ < 0, entdao cosf < 0, o que implica 90° < 6 < 180°.
(iii) Se @- ¥ =0, entdo cosf = 0, o que implica § = 90°. Portanto, os vetores @ e ¥ sdo ortogonais.

Se um dos vetores for nulo, a férmula ndo se aplica e o angulo nao é definido.

Referéncias: Stewart [2], sec. 12.3, p. 722; Leithold [7], sec. 14.2, p. 796.
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A funcdo f(r) = v/1+r* é continua em R, pois 1+ r* > 0 para todo r € R. Definindo
G = [ sy
1

o Teorema Fundamental do Céalculo garante que G ¢é diferencidvel e

G'(u) = f(u) = V1 +ut.

Como F(x) = G(2?) e x — 22 ¢ diferencidvel, a regra da cadeia fornece

F'(z) = G'(2?) 22 = 22y/1 + (22)4 = 22/1 + 28, z €R.

As hipéteses utilizadas sdo a continuidade do integrando e a diferenciabilidade do limite superior. O
resultado também vale quando 22 < 1, pois a integral é entendida com a orientacdo usual dos limites.

Referéncias: Stewart [1], sec. 5.3, p. 364; Anton [5], sec. 5.6, p. 370; Guidorizzi [3], sec. 11.5, p. 306.
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Sejam a o raio da base e h a altura do cilindro. Uma secdo pelo eixo do cilindro fornece

h2
+() _2 h—o/i— @, 0<a<r

2
A éarea total, incluindo as duas bases, é

A = 2r1ah + 2ma® = 4wa/r? — a? + 2ma®.
Introduzindo u = a?/r?, com 0 < u < 1, obtemos

A(u) = 27r? (u + 2m> .

1—-2u
Aw) =21 [ 14— |
w < * u(l—u))

Assim,

Nos pontos criticos,
2u—1=+/u(l—u).
E necessério que u > 1 /2. Elevando ao quadrado,
u—-1)?=u(l—u) <<= 5u>—-5u+1=0.

As raizes sdo (5 & 1/5)/10, mas somente

5+V56

10

satisfaz a equacao antes de elevarmos ao quadrado. A fungdo A estende-se continuamente a [0, 1], com
A(0) =0 e A(1) = 2772, Como u, é seu tinico ponto critico interior e
1
5 b

Uy =

U (1 —uy) =

temos
5+5 L2
10 s

A(uy) = 2772 < ) = mr?(1 4+ V5) > 212,

Portanto, a maior area é

Amax = 7TT2(1 + \/5)5

atingida quando

Solugdo alternativa. Sejam a o raio e h a altura do cilindro. Sua &rea total é A = 2wa? + 2mah. Na secdo
que contém o eixo do cilindro, ilustrada na Figura 2, o retangulo tem largura 2a e altura h. A distancia
do centro até um vértice do retdngulo é 7, de modo que o teorema de Pitdgoras fornece a? + h?/4 = r2.
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Figura 2: Segédo axial do cilindro inscrito na esfera. O tridngulo retangulo tem catetos a e h/2,
hipotenusa r e dngulo 6 entre os lados de comprimentos a e r.

Usando o angulo # indicado na Figura 2, parametrizamos as dimensoes por a = rcosf e h/2 = rsin6,
com 0 < 6 < m/2. Assim,

A(0) = 27r? (cos® 0 + 2 cos Osin ).
Derivando e fatorando, obtemos
A'(0) = 471 (cos® 6 — sin® 6 — sin 0 cos 0)
=dnr?cos? (1 —t% —t), t =tand.
Como t cresce de zero a +0o e 1 — t? — t é estritamente decrescente para ¢ > 0, a derivada muda de
positiva para negativa na tUnica raiz positiva,
V5 —1

te = .
2

Esse ponto fornece o méximo global. Usando cos? 6 = 1/(1+t2), 1+ 2t, = v/5 e t? = 1 —t,, encontramos
o142t Arr?V/5

Apnax = 27T = = mr?(1+ V5).
1+1¢2 5—+5 ( )

Referéncias: Stewart [1], sec. 4.7, p. 308; Anton [5], sec. 4.5, p. 303.

Membros da Banca:
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Pela formula da soma de uma série geométrica,
o0
1
Z q" = 11— gl < 1.
n=0 q
Tomando ¢ = —22, segue que
1 o0 o0
T ==t =1 -at et =t e <L
n=0 n=0

Nesse intervalo, a convergéncia ¢ absoluta, pois Y-, |z|*" é geométrica de razdo menor que 1. Para
x =1louz = —1, os termos sdo (—1)", que ndo tendem a zero; portanto, a série diverge nos dois extremos.
Para |z| > 1, os termos também nao tendem a zero. Assim, o raio de convergéncia é R = 1 e o intervalo

de convergéncia é (—1,1).

Referéncias: Stewart [2], sec. 11.9, p. 674; Leithold [7], sec. 13.2, p. 752; Anton [6], sec. 9.10 , p. 681;
Guidorizzi [3], sec. 16.3, p. 480.

Membros da Banca:

Avaliador 1 (nome e assinatura) Avaliador 2 (nome e assinatura)

Avaliador 3 (nome e assinatura) Presidente da Banca (nome e assinatura)
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O conjunto cujo volume desejamos calcular é

E:{(x,y,z)GRg:zzx/x2+y2, z2+y2+z2§2az}, a > 0.
A segunda desigualdade equivale a
(z—a)? + 42+ 2% < a,
isto é, o interior da esfera de centro (a,0,0) e raio a. A primeira descreve a regido acima do cone
e = T
Em coordenadas esféricas, adotamos
x = psinpcos, y = psin psin 6, zZ = pcosp,
com p>0e0<p <7 A condigdo do cone torna-se
pCos > psin .
Para p > 0, isso equivale a 0 < ¢ < 7/4. A condigdo da esfera fornece
p* < 2apsin pcos b, 0 < p < 2asinypcosh.

Como o limite superior deve ser nao negativo, podemos tomar —7/2 < 6 < 7/2. A origem também per-
tence a F e nio afeta o cdlculo do volume. Portanto, usando o elemento de volume dV = p? sin o dp d d#,

obtemos
/2 w/4 p2asin g cos
V= / / p%sin o dp do df
—7/2J0 0

3 ™/2 /4
= 8% (/ cos39d9> (/ sin4g0dg0> .
—m/2 0

/2 i3 /2
/ cos® 0 do = {sin@ _ s 0] = é
—7/2

A primeira integral é

Para a segunda, usamos a identidade
3 1
sin ¢ = 3 cos(2¢p) + 3 cos(4¢p).

Assim,

Logo, o volume é

Referéncias: Stewart [2], sec. 15.9, p. 927; Guidorizzi [4], sec. 5.5, p. 204.
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