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Prova Escrita - Gabarito

Questão 1
Caso base (n = 1):

Para n = 1, temos:

(A1) ∩B = A1 ∩B.

A igualdade é válida para n = 1.

Passo indutivo

Hipótese de indução: Assumindo que a igualdade seja válida para algum n ≥ 1, ou seja:

(︄
n⋃︂

i=1

Ai

)︄
∩B =

n⋃︂
i=1

(Ai ∩B).

Provar a validade para n+ 1. Temos:

(︄
n+1⋃︂
i=1

Ai

)︄
∩B =

(︄(︄
n⋃︂

i=1

Ai

)︄
∪ An+1

)︄
∩B

=

[︄(︄
n⋃︂

i=1

Ai

)︄
∩B

]︄
∪ (An+1 ∩B)

(Aplicando a Hipótese de indução) =

[︄
n⋃︂

i=1

(Ai ∩B)

]︄
∪ (An+1 ∩B)

=
n+1⋃︂
i=1

(Ai ∩B).

Portanto, pelo princípio da indução matemática, a igualdade é válida para todo n ≥ 1.

Bibliografia de referência:

ROSEN, Kenneth H. Matemática discreta e suas aplicações. 6.ed. São Paulo: McGraw-Hill, 2009.
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Questão 2
A definição indutiva dos números naturais é dada por:

(N1) 0 ∈ N;

(N2) Se n ∈ N, então S(n) ∈ N.

Adição:

{︄
0 +m = m,

S(n) +m = S(n+m).

Multiplicação:

{︄
0 ·m = 0,

S(n) ·m = m+ (n ·m).

Bibliografia de referência:

ROSEN, Kenneth H. Matemática discreta e suas aplicações. 6.ed. São Paulo: McGraw-Hill, 2009.

Questão 3

Item a)

Suponha que R seja uma relação reflexiva e transitiva sobre um conjunto A. Provar, por indução
matemática, que:

Rn = R, ∀n ≥ 1.

Caso base (n = 1):

Pela definição, temos:

R1 = R.

Válida para n = 1 pela definição.

Passo indutivo:

Hipótese de indução: Assumindo que para n ≥ 1 a igualdade é válida:

Rn = R.

Provar que Rn+1 = R. Pela definição de potência de uma relação:

Rn+1 = Rn ◦R
(Aplicando a Hipótese de indução) = R ◦R.

Como R é transitiva, temos:
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R ◦R ⊆ R.

Por outro lado, como R é reflexiva, para todo (a, b) ∈ R temos (b, b) ∈ R. Assim, existe b ∈ A tal
que (a, b) ∈ R e (b, b) ∈ R, o que implica em: (a, b) ∈ R ◦R.

Portanto:

R ⊆ R ◦R.

Se R ◦R ⊆ R e R ⊆ R ◦R então R = R ◦R, logo:

Rn+1 = R ◦R = R.

Portanto, pelo princípio da indução matemática:

Rn = R, ∀n ≥ 1.

Item b)

A igualdade não continua sendo necessariamente verdadeira quando a relação é apenas transitiva.
Considere, por exemplo, o conjunto:

A = {1, 2}

e a relação:

R = {(1, 2)}.

Essa relação é transitiva, pois não existem elementos a, b, c ∈ A tais que (a, b) ∈ R e (b, c) ∈ R.
Consequentemente, a condição de transitividade é satisfeita.

Entretanto, temos:

R2 = R ◦R = ∅,

pois não existe elemento b ∈ A tal que (1, b) ∈ R e (b, 2) ∈ R.

Assim:

R2 = ∅ ̸= R.

Portanto, a igualdade

Rn = R, ∀n ≥ 1

não é necessariamente válida para relações transitivas que não são reflexivas.

Bibliografia de referência:

ROSEN, Kenneth H. Matemática discreta e suas aplicações. 6.ed. São Paulo: McGraw-Hill, 2009.
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Questão 4
Sim, é possível acomodar todos os novos hóspedes sem retirar nenhum dos hóspedes atuais. Consi-
derando que a quantidade de quartos com numeração par e a quantidade de quartos com numeração
impar são infinitas, a ideia consiste em realocar os hóspedes atuais para os quartos de numeração
par e acomodar os novos hóspedes nos quartos de numeração ímpar.

Definimos a função f : N+ → N+, que determina o novo quarto de cada hóspede, considerando
separadamente os hóspedes atuais e os novos hóspedes:

f(x) =

{︄
2x, se x representa um hóspede atual,
2x− 1, se x representa um novo hóspede.

Bibliografia de referência:

ROSEN, Kenneth H. Matemática discreta e suas aplicações. 6.ed. São Paulo: McGraw-Hill, 2009.
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