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RESUMO

da Silva, A. M.: Localizacao e Emaranhamento em Caminhadas Quanticas com Defeito
de Fase. Dissertagao de Mestrado (Universidade do Estado de Santa Catarina, 2020). 50

p.

Investigamos a localizacao e o emaranhamento em caminhadas quanticas discretas no
tempo com defeitos de fase na origem, isto é, uma caminhada dirigida por moeda quantica
que introduz uma fase relativa entre estados de spin em 7 = 0 das demais moedas na rede.
Partindo do estado inicial local dado por 1/+/2(|1) —|{)) ®|0), mostramos numericamente
que somente parte do estado é localizado em torno da origem e que o emaranhamento ao
longo do tempo nao possui limite assintético. A intensidade da localizagao é dada pela
diferencga de fase entre a moeda na origem e as demais moedas, sendo maxima para uma
diferenca de fase n = m em uma média de 2016 g-bits iniciais.

Palavras-chave: caminhadas quanticas; defeitos de fase; localizagao; emaranhamento.



ABSTRACT

da Silva, A. M.:  Localization and Entanglement in Quantum Walks with Phase Defect.
Master Thesis (Santa Catarina State University, 2020). 50 p.

We investigate the localization and entanglement in one-dimensional discrete time quan-
tum walks with phase defects at origin position, i.e., a walk driven by a quantum coin
which introduces a relative phase between spin states at 7 = 0 from the others one on
the lattice. From an initial local state given by 1/v/2(|1) — 1)) ® |0), we show that just
part of the state remains localized around the origin and the entanglement over time
does not have asymptotic limit. The intensity of the localization is given by the phase
difference between the coin in the origin and the remaining coins, being maximum for a
phase difference n = 7 averaged over 2,016 initial qubits.

Key-words: quantum walks; phase defects; localization; entanglement.
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cAapriTuLO 1

INTRODUCAO

1.1 Caminhada Aleatoéria Classica e Quantica

Para apresentarmos de maneira didatica a caminhada aleatéria quantica, primeiro
precisamos recorrer a caminhada aleatéria classica. Citada pela primeira vez na literatura
por Pearson [1], a caminhada cléssica é regida pelo langamento de uma moeda e descreve
a probabilidade de encontrar um caminhante classico em uma rede de posicoes discretas.
Existe uma vasta gama de aplicagoes das caminhadas classicas, dentre elas podemos citar
a resolucao de problemas de otimizagao [2], na implementagao do método de Monte Carlo
para a solucao da equagao de Schrodinger de muitos corpos [3], em teoria de fractais [4],
na descri¢do do movimento Browniano [5], em fisica de polimeros [6] e na modelagem
matematica do movimento de animais na biologia [7].

Um caminhante classico partindo da origem sobre uma rede unidimensional desloca-se
para esquerda ou para direita em funcao do resultado aleatério do lancamento de uma
moeda num jogo de cara e coroa. Se o resultado for cara ele sera deslocado para direita e se
for coroa sera deslocado para esquerda. O deslocamento ¢ discreto e o passo do caminhante
terd sempre o mesmo comprimento [. A escolha de cara (direita) ou coroa (esquerda) é
aleatéria. Assim, se a probabilidade de sair cara for p € [0, 1], a probabilidade de sair
coroa serd de ¢ = 1 — p. Para uma moeda justa, ou seja, com a mesma probabilidade

de sair cara ou coroa, temos que p = ¢ = 1/2. Apds t passos no tempo, a probabilidade
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de encontrar o caminhante classico em uma certa posicao j é dada por uma distribuicao
binomial [8],

~ ! t4+5)/2 (t—j)/2
PO = e e (11

cujas probabilidades do caminhante classico ao longo dos cinco primeiros passos estao na

tabela 1.1.
t/j| -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0 1
1 1/2 1/2
2 1/4 1/2 1/4
3 1/8 3/8 3/8 1/8
4 1/16 1/4 3/8 1/4 1/16
5 [1/32 5/32 5/16 5/16 5/32 1/32

Tabela 1.1: Distribuicao de probabilidade para os cinco primeiros passos em uma caminhada classica com
p=q=1/2.

No limite de muitos passos, a distribuicao de probabilidade dada pela equacao 1.1 se

torna uma distribui¢do de probabilidade Gaussiana [9] dada por

1
P(x)dx = \/7—06(%“)/2"2@5, (1.2)

onde P(z)dx ¢é a probabilidade de encontrar o caminhante no intervalo entre = e x + dz
ap0s t passos de comprimento [. A dispersdao é dada por o = 2l/Ipq e a posigio média
por i = (p — q)tl. Para uma moeda justa, isto é, p=¢=1/2 el =1 temos que p =0 e
o = +/t. Portanto, na caminhada cléssica, a dispersao é diretamente proporcional a raiz

de t.

34.1% 34.1%

00 01 02 03 04

Figura 1.1: Distribuicdo de probabilidade cldssica. Retirado de [10] com modificagoes.

Na Fig. (1.1) temos a distribuicao de probabilidade do caminhante cldssico para
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muitos passos. Podemos inferir que existe uma probabilidade de aproximadamente 68.2%
de encontrarmos o caminhante classico entre u + 0. Se for observado a tabela (1.1) em
comparagao com a distribui¢ao de probabilidade na Fig. (1.1) podemos concluir que
existe maior probabilidade de encontrarmos o caminhante classico em torno da origem
e, quanto mais afastada da origem for uma dada posicao, menor sera a probabilidade de
encontrarmos o caminhante classico nela.

A caminhada quantica surgiu em 1993 com Aharonov, Davidovich e Zagury, pensando
em um andlogo quantico a caminhada aleatéria classica [11]. Tal caminhada é caracte-
rizada por amplitudes de probabilidade e pelo principio da superposi¢cao. O caminhante
quantico é uma particula com um grau de liberdade interno, por exemplo, um elétron ou
um féton, colocado em uma rede regular de posigoes onde cada posicao é um grau de liber-
dade externo. A dinamica do caminhante quantico depende de dois operadores: a moeda
quantica e o operador de translagao condicional. Ao serem aplicados num dado estado, o
primeiro coloca o estado interno do caminhante em uma nova superposicao de estados e
o segundo condiciona a translagao ao novo estado interno. Estes dois se unem formando
o operador de evolucao temporal do sistema. Para deixar este assunto mais claro, na Fig.
(1.2) tem-se um exemplo com dois personagens que serao chamados de Alice e Bob. Alice

representa um caminhante classico, enquanto Bob representa o quantico.

Figura 1.2: Em (a) Alice representa um caminhante cldssico e (b) Bob representa um caminhante quéntico.
Retirado de [12] com modificacoes.

Alice pode ir para direita ou esquerda em funcao do resultado do langcamento de uma
moeda (cara ou coroa) como ji foi comentado. Mas com Bob é bem diferente, pois por
ele ser quantico suas diferentes amplitudes de probabilidade podem ser colocadas em
superposicao, isto é, em uma combinacao linear de estados. Isso significa que, em vez
de ir para direita ou esquerda, a moeda quantica coloca-o em uma superposicao, ou seja,

ele vai para direita e esquerda ao mesmo tempo, portanto, ele se espalha ao longo das
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posicoes. Repare que o brilho de Bob é menos ou mais intenso em certas posicoes do que
em outras e, isso acontece porque suas amplitudes de probabilidades sofrem interferéncia
destrutiva e construtiva. Para melhor compreender como isso acontece, podemos analisar

o interferometro de Mach-Zehnder na Fig. 1.3.

Yy : Divisor de Feixe

Figura 1.3: Interferometro de Mach-Zehnder.

O interferometro de Mach-Zehnder é composto por divisores de feixe (beam splitters -
BS), dois espelhos refletores (E; e Es) e os detectores (D_; e D) para medir a intensidade
da luz [13, 14]. Quando a luz passa pelo BS ¢ dividida em duas partes, pois uma ¢
transmitida e a outra ¢ refletida formando entre si um angulo de 7/2'. Cada vez que
a luz é refletida pelo BS ou pelo espelho refletor, ela ganha uma adigao de fase de 7/2.
Portanto a metade do feixe (em azul) que chega no detector D_; possui uma fase de 37/2
enquanto que a outra metade (em vermelho) chega com fase 7/2 acarretando assim em
uma interferéncia destrutiva. Ja no detector Dy, ambas chegam com fase 7 gerando assim
uma interferéncia construtiva.

Agora, suponhamos um arranjo com vérios BS conforme mostra a Fig. (1.4). Neste
caso, o feixe é analogo ao caminhante quantico que se espalha por todas as posicoes a
medida que o sistema evolui no tempo e a intensidade com que ela chega em cada posi¢ao
relaciona-se com sua distribuicao de probabilidade. Enquanto o interferometro de Mach-
Zehnder trata de uma onda classica, quando tratamos o comportamento de um unico
féton no mundo quantico, temos a caminhada quantica, pois neste contexto, ele interfere

consigo mesmo. A tabela (1.2) representa a distribuicao de probabilidade do caminhante

LA. Zeilinger [15] demonstra que podemos obter varios Angulos entre a luz refletida e transmitida por
meio de um divisor de feixe.
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Figura 1.4: Esquema interferométrico.

quantico para cinco passos.

t/j] 5 | 4 | 3 | 2] -1] 0] 1] 2 3 4 5
0 1

1 1/2 1/2

2 1/4 1/2 1/4

3 1/8 1/8 5/8 1/8

4 1/16 1/8 1/8 5/8 1/16

5 | 1/32 5/32 1/8 1/8 17/32 1/32

Tabela 1.2: Distribuicao de probabilidade para cinco passos em uma caminhada quantica.

Relacionando as tabelas (1.1) e (1.2) vemos que a caminhada cldssica e quantica
comecam a divergir a partir do terceiro passo. Uma caracteristica muito importante
da caminhada quantica é que ela possui dispersao quadraticamente superior a classica,
ou seja, enquanto a dispersdao da caminhada cldssica é o o< V/t, a quantica é o < t. A
caminhada quantica também possui uma outra caracteristica que nao tem analogia com
o caso classico, ou seja, uma correlagao quantica entre os graus de liberdade interno e
externo do caminhante quantico conhecida como emaranhamento quantico, que surge a
partir da sua translacdo condicionada ao estado interno do caminhante [10, 16-18]. E
importante ressaltar que poderiamos recuperar a caminhada classica se a cada passo de
tempo efetudssemos uma medida da posigdo do caminhante quantico (colapso da fungao
de onda) e pudéssemos continuar a caminhada a partir da posigao medida.

Existem diversas aplicagoes das caminhadas quanticas das quais podemos destacar a
formulagao de algoritmos de busca quantica [19], o estudo de oscilagdes de neutrinos [20],

o desenvolvimento de novos protocolos de teletransporte [21], em problemas de percolagao
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[22], 0 estudo de transporte em nanoestruturas [23], a tomada de decisao humana [24], na
fotossintese [25], a produgao de entropia [26] dentre outras aplicagoes. Além disso, as ca-
minhadas quanticas podem ser implementadas experimentalmente de diferentes maneiras

[12].

1.2 Organizagao da Dissertacao

No capitulo 2, apresentamos o modelo tedrico das caminhadas quanticas. Inicialmente
demonstramos como chegar na representagao geométrica de um g-bit e sua visualizagao
na esfera de Bloch e definimos um estado local. Logo apds, apresentamos a relagao
entre as matrizes de Pauli e rotacées na esfera de Bloch. A partir desta demonstracao
construimos a representacao geral das moedas quanticas. Em seguida, mostramos como
se da a evolugao temporal do caminhante quantico. Por fim, tratamos da distribuicao de
probabilidade, dispersao e emaranhamento.

No capitulo 3, apresentamos os resultados obtidos neste trabalho. Comecamos defi-
nindo o que é uma caminhada quantica com defeito, ou seja, com uma moeda quantica
Fourier na origem e Hadamard nas demais posigoes da rede. Logo apds, mostramos como
se da a distribuicao de probabilidade e emaranhamento para 100 passos no tempo nesse
contexto. Apds isso, variamos a fase da moeda na origem e analisamos a distribuigao
de probabilidade e o emaranhamento para dois g-bits diferentes e por tltimo fizemos o
mesmo estudo partindo de uma média de 2016 estados iniciais.

Por fim, no capitulo final sao apresentados os pontos mais importantes da pesquisa e

algumas sugestoes de continuidade para esse trabalho.



CAPITULO 2

MODELO TEORICO

2.1 O Estado Interno do Caminhante Quantico

Neste capitulo, apresentaremos o formalismo matematico das caminhadas quanticas.
O estado do caminhante unidimensional |¥) pertence ao espago de Hilbert H, tal que
H =Hc ® Hp, onde He € o espaco das moedas e Hp € o espaco das posicoes. O espaco
das moedas ¢ bidimensional, complexo e descrito por vetores ortonormais que podem ser
representado na base {|1),|{)}. J& o espaco das posigdes é um espago infinito e contével
representado na base {..., |7 — 1) ,]7),|7 + 1), ...} tal que j é inteiro [27]. O estado interno

do caminhante quantico é um qg-bit!, representado por:

[Ye) = alf) +0[1), (2.1)

onde pela condicao de normalizacao tem-se que:
jal? + [o* =1, (2.2)

na qual a e b representam amplitudes de probabilidade complexas assim, |a|? fornece a

probabilidade de encontrar o estado |1) e |b]* a probabilidade de encontrar ||). Os estados

'Um ¢-bit é um sistema de dois estados ou dois niveis na mecéanica quéntica. Trata-se de um sis-
tema que pode existir em qualquer superposigao de dois estados quanticos fisicamente distinguiveis. Por
exemplo, um elétron terd seu estado interno (g-bit) como uma combinacao linear dos kets [1) e |{).
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IT) e ||) tem as seguintes representagoes matriciais:

) = : ) = : (2.3)

Podemos representar a equagao (2.1) em coordenadas polares da seguinte forma [28,

29]:

|¢C’> = Taeiﬁa ’T) + Tbeiﬁb |\L> ’ (24)

onde 74, T4, 3, € B sdo parametros reais. Na equacao (2.4), colocando e+ em evideéncia,

obtemos:

) = e Iru 1) + e 5 )] (2:5)

E importante observar que podemos remover o parametro e*’* conhecido como fator de

fase global [30], pois ele nao interfere na medida do g-bit como podemos ver a seguir:
|lePag|? = e7PaeiPag*q = a*a = |al?, (2.6)

o mesmo acontece com b. Entao podemos reescrever (2.5) da seguinte forma:

|1/}C> =Tq |T> + Tbew |\L> ) (27)

em que 8 = [, — 3, é a diferenca de fase, ou ainda, fase relativa entre os estados |1) e ||).

Da condicao de normalizagao temos que:

(Yelve) =ri+rp =1, (2.8)

cuja solugdo pode ser dada por r, = cosf e r, = sinf. Assim a equagdo (2.7) pode ser

reescrita como

le) = cosf 1) + sinfe’ |]) . (2.9)

Pela equagao (2.9) vemos que se 6§ = 0 obtemos |¢¢) = [1), e quando § = 7/2 temos
que |y = |[}). Assim para 0 < 0§ < 7/2 com 0 < f < 27 obtemos todos os estados

internos do caminhante quantico. Logo para chegarmos na definicao da esfera de Bloch
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basta fazermos 6 = a/2 com 0 < a < 7. Portanto a equagao (2.9) pode ser escrita como:

|Yc) = cos (%) 1) + ¢ sin (%) 1), (2.10)

que é a equacao geométrica do estado interno do caminhante quantico representado na

esfera de Bloch (2.1) com « € [0, 7] e 5 € [0, 27].

1) + 1) N ...
nh 7 h+il

1) V2

Figura 2.1: Esfera de Bloch. Retirado de [10].

Vemos que cada ponto da esfera de Bloch representa um estado interno diferente do
caminhante quantico. Os pontos do Equador correspondem a uma superposicao igualitaria
entre spin |1) e |}). Para entender melhor como a esfera de Bloch se relaciona com o
estado interno do caminhante quantico é interessante olharmos para os seguintes exemplos.
Primeiramente tomando a = 0 e § € {0,27} na Eq. (2.10), temos que |[¢o¢) = |T) ou
ainda, a = 8 = 7/2, temos que |1¢) = 1/v/2(]1) +i|})). Logo, observamos que para os
angulos a = 0 e (3 arbitrério, o estado inicial é |1), mas quando o = 3 = m/2 obtemos
uma superposicao igualitaria entre os estados de spin [1) e |]), mas com uma diferencga

de fase 7/2 entre eles, como pode ser visto na Fig. (2.1).

2.2 Estado Inicial Local

O caminhante quantico é uma particula de spin-1/2, ou seja, o grau de liberdade

interno é dado por um sistema de dois niveis e o grau de liberdade externo é a posicao,
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portanto a representacao geral para um estado inicial do caminhante quantico é dado por,

W) = Y o) fi)1) (2.11)

j=—00

—+00

= Y [0l 0) 1) + 00,0 )] (2.12)

j=—o0

tal que a(4,0) = f(j)cos(a/2) e b(j,0) = f(j)e” sin (a/2), obedecendo a condi¢io de
normalizagao ) [la(4,0)* + |b(4,0)|*] = 1. Para obtermos o estado inicial local basta

tomar f(j) = 0(j) na equagao 2.12, ou seja,
[W2(0)) = |ve) @0), (2.13)
cuja posicao inicial corresponde a j = 0.

2.3 Matrizes de Pauli e Rotacoes na Esfera de Bloch

As matrizes de Pauli sao definidas por um conjunto de matrizes complexas 2x2 her-

1]
= , (2.14)
10

mitianas e unitarias? dadas por [30, 31]:

2
I
Q
8

Il
I

0 —i

op=0,=Y = , (2.15)
AV
1 0 ]

o3=0,=7= , (2.16)
0 —1
10

I=ol=0,=0.= , (2.17)
0 1

quando exponenciadas dao origem a importantes classes de matrizes unitarias de rotacao,
que atuam sobre o vetor de Bloch rotacionando-o em torno dos eixos z, y e z [29]. Os

operadores de rotacao sao definidos como:

2Uma matriz A é dita hermitiana quando A = A’ e unitaria quando A~' = A" onde A" é a transposta
conjugada de A.
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R,(0) = e %/ (2.18)
R,(0) = e /2 (2.19)
R.() = e %2 (2.20)

onde X, Y e Z sao as matrizes de Pauli (2.14), (2.15) e (2.16).
Para uma funciao F(A), tal que ATA = AA" = I, podemos expandir F(A) em uma
série de Taylor da seguinte forma [32]:

F(A) =Y a,A" = aol + ayA+ apA® + asA® + -+, (2.21)

n=0
onde a,, é apenas um coeficiente de expansao. Entao para uma funcao exponencial do
tipo €*? temos que:

: 0A2 A A PA
e =T 1+ ifA — —i— 4+ e (2.22)

mas A* = I para k par, logo

, 0 g 0
el = (1———1———1—---)[—1—2'(9—5—1—54—---)AzcosGI+isin9A. (2.23)

Portanto a partir da equagao (2.23) e das matrizes de Pauli, os operadores de rotagao

ficam definidos como

0

. 0 0 cos ¢ —¢8in 2
R.(0) = e %2 =cos—I —isin-X = 2 2, (2.24)
2 2 Cin 0 0
—ising  cosg
. 0 0 cos? —sin?
R,(0) = e /2 =cos—] —isin-Y = 2 2|, (2.25)
Y 2 2 -0 0
i S11 5 COS B)
, [ e~ 02
R.() = e %%/ = cos QI — isin QZ = : (2.26)
2 2 0 ei0/2

Um operador arbitrario unitario de um g-bit pode ser escrito de varias formas, como
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uma combinacao de rotagoes, junto com mudancas de fases globais do g-bit. Sendo U

uma operacao unitdria sobre um g-bit, existem nimeros reais «, 3, v e d tais que [30]
U = e R.(B)R,(7)R(9), (2.27)

onde € é um fator de fase global. Reescrevendo em termos dos operadores de rotacao

R, e R,, temos que

e~#2 cost —sini e”/2
U = e | | (2.28)
0 eth/2 sin?  cos 0 /2

O operador U pode ser utilizado para construir de forma exata qualquer moeda quantica

como sera visto na proxima segao [30].

2.4 Moedas Quanticas

Na introdugao, fizemos uma analogia entre a caminhada classica e quantica. Foi
demostrado que podemos obter a probabilidade do caminhante classico ir para direita ou
para esquerda por meio do lancamento de uma moeda. Ja a moeda quantica consiste
num operador que atua no estado interno do caminhante, e ao aplicé-la sobre esse estado
interno estamos rotacionando-o na esfera de Bloch, levando de um g-bit a outro, ou seja,
indo de uma superposicao de estados de spin a uma outra. Portanto a moeda quantica é
um operador de rotagao na esfera de Bloch que pertence ao grupo SU(2) sendo definida

CO1mo:

~

C=cpp ) M+ 1) A+ [ (e 1) - (2.29)

Podemos escrever a moeda quantica geral a partir da equagao (2.28) fazendo o = ,
cos(v/2) =/q, B =20 e d =2¢ + m. Assim,

. e C VI =qge?
ST e R “ (2.30)

tal que 0 < ¢ < 1, nos informa o quao justa é a moeda, assim quando ¢ = 1/2 temos uma
superposicao igualitdria de spin |1) e ||), mas para ¢ # 1/2 temos uma moeda tendenciosa.

Ja os parametros 0 < 0, ¢ < 27 nos informam a fase relativa entre |1) e |{).
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Em especial, duas moedas largamente usadas na literatura sao a Hadamard e Fourier.
Vamos comegar explorando primeiramente a moeda Hadamard. Essa moeda é obtida por

meio da equagao (2.30), tal que ¢ =1/2 e § = ¢ = 0. Assim temos,

H=— . (2.31)

Vamos aplicar a moeda Hadamard a um g-bit |1), temos:

ﬁﬁ):i b1 1 _ b ! :M‘ (2.32)

v2\1 -1/ \o) v2\1 V2

Agora vamos analisar com detalhes o que aconteceu com o g-bit ao aplicarmos a moeda
Hadamard sobre ele. O estado inicial era |1) e no final ficamos com uma superposigao
igualitdria entre [1) e ||), portanto sofreu uma rotagao de 7/2 em « e de 0 em 3 na esfera de
Bloch. Uma moeda Hadamard pode simular fisicamente o efeito de um campo magnético
nao-uniforme aplicado sobre um feixe de particulas de spin-1/2 separando as componentes
1) e |{) sem diferenca de fase entre elas, tal como no experimento de Stern-Gerlach.

Para obtermos a moeda Fourier basta substituirmos ¢ = 1/2 e § = ¢ = 7/2 na equagao

2.30, logo temos,

Flli (2.33)
V2 \i 1)’ ‘

e aplicando-a ao mesmo g-bit, temos

ey S (S (o IO i (2.34)
v2\i 1)/ \o) V2 \i V2

Ao aplicarmos a moeda Fourier, vemos que ela causou uma rotacao de /2 em « e 5 na
esfera de Bloch, levando o g-bit [1) para o estado na equacao (2.34). O termo i significa
que temos uma fase relativa entre |1) e ||) de 7/2. Fisicamente, uma moeda Fourier
pode ser interpretada como um meio-divisor de feixe, no qual metade da intensidade é
transmitida sem diferenca de fase e a outra metade é refletida com uma diferenca de fase de
7/2 correspondendo a uma propagacao ortogonal em relagao a parte do feixe transmitida,

assim como no interferometro de Mach-Zehnder.
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Neste caso, podemos como exemplo, atribuir a um dado féton que incida pela direita
sobre o meio-divisor de feixes na posigdo 0, o estado interno dado por [1). Logo, ao
ser transmitido temos que parte do feixe incidira a direita no préximo meio-divisor na
posicao 1 sem diferenca de fase em relagao ao feixe inicial. Ja a parte refletida, incidira
a esquerda no meio-divisor na posicao —1 com uma fase em relacao ao feixe transmitido
de 7/2. Finalmente, podemos considerar ainda que ao passar pelo primeiro divisor o
resultado serd entdo, um novo estado dado pela equagao (2.34) correspondendo a uma

superposicao igualitdria entre [1) e ||) com uma diferenga de fase de 7/2.

2.5 Evolucao Temporal do Estado da Caminhada Quantica

A evolucao temporal de um estado |¥(n)) da caminhada quantica em tempo discreto

apds n passos no tempo é dado por,

() =T U@ %), (2.35)

t=1

onde 7 indica que o produtorio é ordenado temporalmente e,

Ut)=S(C® 1), (2.36)

tal que U(t) é o operador de evolucao temporal composto pelo operador de translacao
condicional S, a moeda quantica Ceo operador identidade nas posicoes Ip. Vimos que
a moeda, faz com que o estado interno sofra uma rotacao na esfera de Bloch, mas apds
isso, para que o caminhante quantico tenha suas amplitudes de probabilidade deslocadas

utilizamos o operador de translacao condicional,
S=> (M @leli+1 G+ deli-1l), (2.37)
J

que faz com que a parte |1) do estado se desloque para a posi¢ao vizinha a direita e a parte
|4) se desloque para a posigao vizinha a esquerda, ou seja, a translacao para a direita e
esquerda estd condicionada as amplitudes [1) e ||) respectivamente.

Na Fig. (2.2), podemos visualizar o que acontece com o estado do caminhante quéantico
|1 ® |0) ao evolui-lo no tempo. Ao aplicarmos o operador evolucao temporal, o operador

moeda atua sobre esse estado causando uma rotagao na esfera de Bloch colocando-o (por
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Tempo Posic¢do(j)
-2 -1 0 1 2
0
Superposicdo
l I (Rotagdo)
1 Translagdo de Translagio de
spin down(verde) l I spin up{azul)
para esquerda para direita.

n W
‘@ ® 0 ®

Figura 2.2: Representacao ilustrativa da evolucao temporal do estado interno do caminhante quantico
partindo da posi¢ao j = 0 com estado inicial |1) para dois passos no tempo.

exemplo) em uma superposigao igualitaria de |1) e |[{). Feito isso, é a vez do operador de
translagao condicional entrar em agao, deslocando o |1) para direita que inicialmente em

j =0 vai para j =1 e o |[|) para esquerda vai para a posigao j = —1.

2.6 Distribuicao de Probabilidade e Dispersao

Afim de ilustrarmos a evolucao temporal da caminhada quantica, suponha um estado
inicial |1) ®|0) que evolui por meio de uma moeda Hadamard. Ao aplicarmos o operador

de evolugao unitdria para um passo de tempo (equacao 2.36) temos que

(w(1)) = Uw(0) (2.38)
= S(CeIp)(1)®0)) (2.39)
= S(HI|t) ® Ip|0)) (2.40)
- S_i b ® |0) (2.41)
- v2 bl 1) \o '
= S—i ! —®|o> (2.42)
- ve ) | '
- gt (! + ® |0) (2.43)
vzl o '

(IM+1w) e, (2:44)

:g[

G-

2
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e aplicando agora o operador de deslocamento condicional,

1

S(im+1w)] 2 mes
D0+ 00+ HEIHe0-100), (245

W) = (N Mel+10 0+ el =1) () {
1
7l

resultando em
1

V2

Portanto ao aplicarmos o operador de evolugao temporal em um estado inicial 1) ® |0)

w() = —= (e N+ el-1). (2.47)

em uma caminhada Hadamard, obtemos como resultado uma probabilidade de 50% de
encontrarmos |1) na posi¢ao j = 1 e 50% de chance de obtermos |[|) na posigao j = —1
apos o primeiro passo. Se fizermos esse processo sucessivas vezes, obtendo um novo estado
no tempo t a partir do estado em ¢t—1, obtemos a distribuicao de probabilidade assimétrica
da Fig. (2.3). Essa assimetria estd relacionada ao fato do estado inicial do caminhante
ser apenas [1), assim existe uma maior concentracao no lado direito da distribuigao de
probabilidade, ja que o operador de translagdo condicional desloca |1) para direita e |])

para esquerda.

0.14

0.12 1

0.10 -

0.08 -

0.06 -

Probabilidade

0.04 1

0.02 1

0.00 - [T W T TN T T T T T E YT NYR TR Y| JL.lw.llll:l“.]l.]lal.‘.i IMJ
-100 -75 =50 =25 0 25 50 75 100
Posicao(j)

Figura 2.3: Distribuigéo de probabilidade de uma caminhada quéntica partindo do estado inicial |1) ® |0)
numa caminhada Hadamard de 100 passos.

Portanto, podemos escrever que a probabilidade em cada posicao num certo tempo, é
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dada por
P(j,t) = la(j, t)* + [b(j, )|, (2.48)

e a dispersao ao longo do tempo é definida como,
2
=060 - (Lir) (2.49)
J J

A caminhada cldssica tem dispersdo difusiva, ou seja, o(t) o v/t. J& na caminhada
quantica temos uma dispersdo balistica, isto é, o(t) o t. Na Fig. (2.4) temos uma
comparagao entre (a) as distribuigdes de probabilidade classica e quantica acompanhadas
de suas (b) respectivas dispersoes obtidas via simulagdo numérica. Observe que estamos
considerando um estado inicial que leva a uma distribuicao simétrica numa caminhada Ha-
damard. Vemos entao que, as distribuicoes de probabilidades numa caminhada quantica
para uma mesma moeda podem ser simétricas ou assimétricas dependendo do estado

inicial e, suas dispersoes sdo quadraticamente superiores as cldssicas [33].

0.10 50
—— Caminhada Quéantica b —— Caminhada Quéntica
(a) —— Caminhada Classica (b) —— Caminhada Classica

0.08 40

Dispersao
w
o

]
o

Probabilidade

0.02 10

0.00 1 bbbl st il . , . ,
-100 =75 =50 =25 0 25 50 75 100 0 20 40 60 80 100
Posicaolj) Tempo(t)

Figura 2.4: (a) Distribuigdo de probabilidade numa caminhada Hadamard partido de um estado inicial
[T (0)) = %(\T) +i[4)) ®10) (em azul) apds 100 passos e numa caminhada cldssica (em vermelho) para

comparagao. (b) Dispersao ao longo do tempo da caminhada quantica (em azul) e cldssica (em vermelho).

2.7 Emaranhamento na Caminhada Quantica

As formulagoes da mecanica quantica sao muito conhecidas por meio de vetores de
estados, mas existe outra alternativa para representar um estado de um sistema quantico
chamado de matriz densidade ou operador densidade [30]. O operador densidade ¢é definido

como misto quando escrito da seguinte forma:
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p= sz‘ W) (Wi, (2.50)

onde onde p; é a probabilidade de encontrar o sistema em um estado |¥;), e definido como

puro quando escrito como:

p= ) (0. (2.51)

No contexto da caminhada quantica o emaranhamento expressa a correlacao entre o
grau de liberdade interno (spin) e externo (posigao), sendo que seu estado inicial é puro
e bipartido, ou seja, descrito como o produto tensorial de dois subsistemas, isto €, spin
e posicao. Qualquer estado emaranhado pode ser escrito na forma de uma expressao

bi-ortogonal tendo a seguinte forma [34]:

= Zci i) ® |Bi) (2.52)

onde |ay), |ag) ..., |lag) € |51),]B2), ..., |Bk) sdo estados ortogonais dos subsistemas A e
B, com coeficientes ¢; real e positivo. Neste caso o subsistema A representa o espaco das
moedas e o subsistema B representa o espago das posigoes.

A quantificacdo do emaranhamento é dada por meio da entropia de von Neumann,

que é andloga a entropia classica de Shannon, e é definida como [35]:

S = —Trlplogap] = Z Ailoga i, (2.53)

onde Tr é o traco que corresponde a soma dos elementos da diagonal de uma matriz,
p € o operador densidade e \; sao os autovalores de p. Assim para um estado geral do

caminhante quantico dado por:

() = la(G,0) [1) + b, 1) 1) @ 13) (2.54)

J

e sabendo que o estado do caminhante quantico é puro, temos:
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p(t) = (1)) (W(t)] (2.55)
= Z(G(J} 1) + 0, 8) 1)) (@ (5, 8) (T + 07 (5, 2) (H) @ 1) (] (2.56)

= Z[Ia(j, O 1) (M +a(, 00 (5, 8) 1) (L + a” (3,0, ¢) 1) (1] +

G, 1 1) (Ll @ 1) G (2.57)

tomando as equagoes em (2.3) e suas transpostas conjugadas ficamos com:

1 10
1) ¢ = (0) (1 0)= (0 0)7 (2.58)

1 0 1

1) (] = . (o 1)_ o (2.59)
0 0 0

=1 (1 o): Nk (2.60)
0 0 0

1) (= o (0 1)1, 1>. (2.61)

Assim a equagao (2.57) pode ser reescrita como:

p(t) = 2 la‘(‘j’t”‘ Zja(j’t)‘b*(j’t) ®17) (jl- (2.62)
Zj a*(4,t)b(j,t) Zj b(j,1)[?

Para dois sistemas A e B, cujo estado seja descrito por um operador densidade pap é

definido o operador densidade reduzido pg4, tal que:

pa = trp(pas), (2.63)

em que trp é uma operacao conhecida como trago parcial sobre B. O traco parcial é

definido por [30]:

trp(lai) (az| @ |br) (b2]) = |ar) (@] tre([bi) (ba|) = |ar) (az| (b2|b1) , (2.64)
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onde |a1) e |ag) sdo quaisquer dois vetores do espago de A e |by) e |by) sdo quaisquer dois
vetores do espago B.

Assim podemos reescrever a equagao (2.62) por meio das equagoes (2.64) e (2.63)
tomando o trago parcial no espacgo das posicoes e o operador densidade reduzido no espaco

das moedas. Logo:

sty = [ ZoGOF BjaGiorGo) (a0 o)
S0 GG a0k )\ B

tal que A(t) = 35;la(j, )%, B(t) = 32, (0P, T(t) = 32,00, 0)b"(5,1) e I*(t) =
22507 (3, 1)b(j, ).

Calculando os autovalores da matriz (2.65), temos:
det - ~ 0. (2.66)
Lembrando que A(t) + B(t) = 1, podemos escrever que:

A2 — A(t) + A@)(1 — A®)) — [T =0, (2.67)

cuja solucao ¢ dada por:

A@i:%i¢i—Mﬂﬂ—A®%HNm2 (2.68)

Portanto podemos reescrever a entropia de von Neumann da seguinte forma:

Sg(t) = =Tr[pc(t)logzpc(t)] = =As(t)logaAs () — A-(t)logaA—(t), (2.69)

onde p.(t) é a matriz densidade reduzida no espacgo das moedas e Ay (t) seus autovalores.

Assim ao usarmos a equagao (2.69) para calcularmos o emaranhamento na caminhada
quantica temos que para Sg = 0 o emaranhamento é nulo, se 0 < Sg < 1 é parcial
e quando Sg = 1 temos emaranhamento maximo. Para o primeiro caso, temos como

exemplo,

[W(0)) = 1) ©10) . (2.70)

Esse estado possui os termos da matriz densidade reduzida tal que - |a(j,t)]> = 1 e
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> |b(j,t)|> = 0. Logo a partir da equacao (2.65), temos:

pc(0) = = : (2.71)

que possui autovalores dados pela equagao (2.68), ou seja, A (0) = 1 e A_(0) = 0.
Aplicando A4 (0) em (2.69) ficamos com:

Sg(0) = —1logs1 — 0log:0 = 0. (2.72)

Neste primeiro caso, temos emaranhamento nulo, pois o estado ja esta definido como
IT) na posicao j = 0 (produto de estados). Um exemplo de estado parcialmente emara-
nhado é,

W(0)) = 5 [(IM) @ [=2) + (1) + ) ®0)) + ) @ [2)]. (2.73)

N | —

Calculando a matriz densidade reduzida, temos:

o) — AO) TO)| |21l -
(0) B(0) 1/4 1/2

que possui autovalores dado por A (0) = 3/4 e A_(0) = 1/4, portanto,

SE(0) = —(0.75)10g2(0.75) — (0.25)l0gs(0.25) ~ 0.811278. (2.75)

Ao observarmos a equagao (2.73) vemos que em parte dela existe alguma correlagao.
Por exemplo, se olharmos para o estado na posicao j = 2, sabemos que a unica possibi-
lidade de estado é |1) ou para j = —2 temos |{). No entanto, na posi¢gdo j = 0 podemos
ter [1) ou |}). Por fim, chegamos ao exemplo de um estado totalmente emaranhado dado

por

1
V2

cujo os termos da matriz densidade reduzida sdo 3 |a(j,t)|* = 32, [b(j, ¢)|* = 1/2. Assim

[W(0)) (M) + 1 el-1), (2.76)

a matriz densidade reduzida no espago das moedas deste sistema ¢é dada por:

pe(0) = - , (2.77)
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tendo autovalores Ay (0) = A_(0) = 0.5, portanto,

S5(0) = —(0.5)10g2(0.5) — (0.5)l0gs(0.5) = 1. (2.78)

Neste caso o emaranhamento é maximo, pois medir |[1) na posi¢cdo j = 1 implica em

termos [|) na posigdo j = —1.



CAPITULO 3

RESULTADOS

No contexto de caminhadas quanticas, um defeito de fase consiste numa moeda quantica
em uma certa posicao com os parametros 6 e ¢ que determinam sua fase, diferentes das
demais moedas da rede. Na literatura, existem alguns trabalhos que mostram que a in-
troducao de apenas um defeito de fase causa uma localizacao parcial do estado. Essa
localizacao é dependente da posicao do defeito, das moedas utilizadas e do estado inicial
[36, 37]. Por exemplo, ao introduzirmos um defeito Fourier na origem (6 = ¢ = 7/2) em
meio a uma caminhada Hadamard, temos uma localizacao da distribuicao de probabili-
dade na origem. O mesmo resultado pode ser obtido fazendo uma caminhada Fourier e
introduzindo uma moeda Hadamard na origem (6 = ¢ = 0) como defeito.

Apesar de existir um trabalho recente sobre a relacao entre localizacao e emaranha-
mento em caminhadas quanticas com fases desordenadas [38], num contexto de defeito
de fase essa relacao ainda carece de investigacao. Sendo assim, na préxima se¢ao vamos
analisar o comportamento da distribuicao de probabilidade e emaranhamento para um
estado local cujo g-bit leva a uma distribuicao de probabilidade assimétrica considerando
um defeito de fase Fourier na origem. Na secao seguinte, faremos a mesma anélise vari-
ando a fase da moeda na origem para o mesmo g-bit anterior. Em seguida, consideraremos
o g-bit que leva ao emaranhamento maximo variando a fase da moeda na origem. E por
ultimo, analisaremos localizacao e emaranhamento para uma média de 2016 g-bits iniciais,

a fim de observamos comportamentos e tendéncias gerais.
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3.1 Estado inicial local com defeito Fourier na origem

As moedas quanticas podem depender das posices e do tempo C (7,1), do tempo C (1)
ou apenas das posicoes C(j) [39]. Neste trabalho nossas moedas dependem apenas das
posicoes C’(j), ou seja, ¢ uma moeda que deve atuar como Fourier na posi¢ao zero e
nas demais posicoes deve ser Hadamard. A partir disso criamos uma moeda defeituosa

definida por,

em que,

1, sej=0

0(j) = , (3.2)
0, sej #0.

Portanto para §(j) = 1 e somando as duas matrizes obtemos a moeda Fourier, mas se
0(j) = 0 nos resta apenas a matriz Hadamard.

Agora o préximo passo é determinar as amplitudes de probabilidades defeituosas para
criarmos uma relacao de recorréncia para o procedimento numérico deste trabalho. Par-
tindo de um g-bit genérico e da nossa moeda defeituosa (3.1) chegamos nas seguintes

amplitudes de probabilidades para os spins [1) e |]):

a(it) = ——a(j — 1,6 — 1) + %b(j L= D[4 6G = 1) - 1)), (3.3)

-5 -
S

b(j, 1) = Ea(j F 1= D146 — 1) — 1)+ —=b(j + 1, — 1)[=1+25(j + 1)].

N

(3.4)

Existem alguns trabalhos na literatura que tratam de localizacao em caminhadas
quanticas com defeitos de fase [36, 37]. No entanto, a abordagem deles é diferente da
nossa, ja que os autores usam uma moeda Hadamard multiplicada por uma fase, isto é,
¢’ H. Portanto, a moeda defeituosa deles ¢é diferente da nossa, ja que a partir desse defeito
de fase nao é possivel escrever uma moeda Fourier. Além disso, é importante ressaltar
que eles nao tratam da influéncia dos defeitos no emaranhamento do sistema. Portanto

nosso trabalho ¢é diferente dos demais no formato da moeda defeituosa, na avaliacao do
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g-bit que gera maximo emaranhamento e por investigar os efeitos de uma caminhada com
defeito de fase tomando uma média de 2016 g-bits.
Para fazermos uma analise da distribuicao de probabilidade nas posi¢oes e do emara-

nhamento ao longo do tempo, vamos considerar o seguinte estado inicial local,

|ww:§ﬁwww®m, (3.5)

com a mesma probabilidade de medir estados |1) e |[{), mas com uma diferenga de fase de 7
entre eles. Na tabela (3.1), vemos o estado inicial e a evolugao temporal desse estado para
0s passos iniciais numa caminhada Hadamard e, também para uma caminhada Hadamard

mas com um unico defeito Fourier na origem.

Evolugao da Caminhada Hadamard

9(0)) = (1) — 1) @ 10)

(1) =) ®[-1)

T(2)) = (=) ®@[-2) + 1) ®10))

(3) =5(h @|=3) + (=) + L) @ [-1) +[1) @ 1))

V() = 55N @ =4 + (1) —2[1) @[=2) + 1) ® 0) + [1) @2))

Evolugao da Caminhada Hadamard com defeito Fourier na origem

2(0)) = (1) — 1) @ [0)
W) = L= +il) @ -1+ (1) — i) ® |1)]
S = i) ®1=2) + (1) + i [1) = @11 + 1) @ 10) + (1) — i 1) @ [2)]

N

¥(3)) = (= 1) +ill) @[=3) + (1) —i(11) + 21) @ |-1) +
h+2m) e+ (1 —ih) @[3)]

[T(4)) = 5= ) i) @ =9 + (1) =D +i(lh) + 1) ®-2)
=)+ 1) = 3= 1)+ 1)) @0) + (1) + 1) +i(= 1) + 1) @ [2) +
(1) —i[1) @ [4)]

Tabela 3.1: Evolugdo do estado inicial dado pela equagdo (3.5) para quatro passos numa caminhada
Hadamard e Hadamard com defeito de fase Fourier na origem.

O estado inicial dado pela equagao (3.5) numa caminhada Hadamard, produz uma
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distribuicao de probabilidade assimétrica com maior concentracao de probabilidade a
esquerda (j < 0). Ao ser adicionado o defeito de fase Fourier na origem, a distribuigao de
probabilidade passa a ter carater simétrico com concentracoes de probabilidade menores
nas extremidades e uma forte interferéncia construtiva na origem. Podemos ver isso ja
no quarto passo na tabela 3.1, enquanto a probabilidade de medir a particula em 7 = 0
é 1/8 na caminhada Hadamard, ao introduzirmos o defeito Fourier, essa probabilidade
sobe para 5/8. Também podemos ver que, a probabilidade de medir fora da origem para
j < 0é6/8eparaj > 0¢é1/8 na caminhada Hadamard, enquanto é de 3/16 tanto
para j < 0 quanto 7 > 0, considerando o defeito Fourier na origem. Portanto, vemos
que a moeda Fourier introduz uma fase de m/2 entre os estados [1) e |]) a cada passo de
tempo, acumulando uma interferéncia construtiva na origem enquanto nas extremidades
a probabilidade é cada vez menor.

Na Fig. (3.1) temos a distribui¢do de probabilidade, a probabilidade na origem em
funcao do tempo e a evolucao temporal do emaranhamento para o estado inicial dado pela
equagao (3.5) em 100 passos de tempo numa caminhada sem defeito (a-c) e com defeito
(d-f). Ao ser inserido o defeito Fourier na origem, a distribuigao de probabilidade deixa o
comportamento assimétrico de (a) e passa a ser confinada parcialmente neste ponto como
mostra a figura (d). Ja em (b), a probabilidade na origem cai a zero exponencialmente
devido a efeitos de interferéncia destrutiva, mas para a caminhada defeituosa passa a
oscilar fortemente no tempo como visto em (e). Em (c) e (f) vemos a comparagao do
emaranhamento ao longo do tempo nos dois casos. Para os 100 primeiros passos, o
emaranhamento para a caminhada Hadamard oscila entre 0.85 e 0.90 e a medida que o
nimero de passos aumenta, ele converge no limite assintotico em ¢ — oo, para um valor
constante [40, 41]. J4 no segundo caso, isto é, para a caminhada Hadamard com defeito na
origem temos que o emaranhamento oscila entre 0.62 e 0.94, mas ao contrario do primeiro
caso, nao atinge nenhum limite assintético e permanece oscilando entre estes dois valores.

Como dito na Fig. (3.1) vemos que a probabilidade na origem (e), assim como o ema-
ranhamento (f), oscilam fortemente a cada passo de tempo. Para melhor entendermos esse
comportamento, na Fig. (3.2) escolhemos dois passos de tempo seguidos. E possivel ver
que, quando os passos sao pares, tal como em (a) t = 50, a distribui¢ao de probabilidade
estd concentrada na origem assim como no estado inicial (¢ = 0), mas nos passos impares,

tal como em (b) ¢t = 49, a distribuigao de probabilidade concentra-se nas posigoes +1.
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Figura 3.1: Em (a) temos a distribuigao de probabilidade, (b) a probabilidade na origem e (c) o emaranha-
mento para uma caminhada Hadamard. Em (d) temos a distribuicao de probabilidade, (e) probabilidade
na origem e (f) emaranhamento para a caminhada Hadamard com defeito Fourier na origem.
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Figura 3.2: Distribuicao de probabilidade para (a) t = 50 e (b) t = 49.

O estado inicial do caminhante quantico parte da origem das posigoes e apds o primeiro
passo € dividido entre as posicoes *+1 ficando com valor zero em j = 0 como mostrado
na tabela (1.1). No passo seguinte, o estado que se encontra nas posi¢oes £1 voltara a se
interferir construtivamente concentrando-se novamente na origem. Em outras palavras,
esse comportamento é facilmente explicavel pela propria dinamica da caminhada: par-
tindo de um estado local, em passos de tempo pares, o estado s6 ocupa posicoes pares
da rede, enquanto em passos de tempo ifmpares, ele s6 ocupa posigoes impares da rede,
ja que para qualquer passo de tempo as amplitudes de probabilidade sao calculadas de
j = —t até t de duas em duas posicoes.

Uma caminhada Hadamard com defeito de fase na origem localiza parcialmente a pro-
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babilidade nesta posicao e parte do estado continua a se dispersar. Sera que é possivel
quantificar o quanto da distribuicao de probabilidade fica localizada e quanto dispersa?
Na tabela (3.2) temos a probabilidade em diferentes posigoes pares para t = 10 e impares
para t = 11 de uma caminhada Hadamard com defeito Fourier na origem. Portanto, a
localizagao vista na distribuicao de probabilidade é em torno da origem, mas majoritari-
amente na origem. O restante do estado se dispersa com o passar do tempo ao longo das

demais posigoes.

j 0 +2 +4 +6 +8 +10
P(j,t =10) | 0.6641 | 0.0742 | < 10~* | 0.0557 | 0.0371 | 0.0010

j +1 +3 +5 +7 +9 +11
P(j,t =11) | 0.3887 | 0.0176 | 0.0024 | 0.0659 | 0.0249 | 0.0005

Tabela 3.2: Intensidade da probabilidade para diferentes posi¢goes numa caminhada Hadamard com defeito
Fourier na origem em 10 e 11 passos de tempo respectivamente para posi¢oes j pares e impares.

Considerando os 10 primeiros passos de tempo, podemos estimar a probabilidade que
se dispersa como Py(t = 10) = 1 — ZJQ.:_Q P(j,t = 10), obtendo aproximadamente 19%
da probabilidade enquanto 15% do estado estd localizado em j = £2 e 66% na origem.
A mesma andlise pode ser feita para passos impares variando o somatorio de j = —3 até
j = 3 obtendo o mesmo resultado. E importante destacar que o pico da probabilidade na

origem é muito instavel para os primeiros passos, mas a medida que avan¢camos no tempo

ele se estabiliza com valor aproximado de 64%.

3.2 Estado inicial local variando a fase da moeda na origem

Outro aspecto que pode ser investigado é a mudanca na distribuicao de probabilidade e
emaranhamento ao ser inserida uma moeda com uma fase diferente da Fourier na origem.
Vamos considerar que = 6 = ¢ representa a fase do defeito dado por uma nova moeda.
Ao mudar a fase da moeda na origem, serd que o emaranhamento oscilara entre valores
menores, maiores ou ficara igual? Como se comportard a intensidade da localizacao?

Os célculos numéricos na Fig. (3.3) (a)-(f) nos mostram a distribuigao de probabilidade
para n = w, /2, 7/4, 7/8, w/16 e w/64. A medida que a fase diminui vemos que
o pico da probabilidade na origem também decresce, tendendo para uma distribuicao de
probabilidade de uma caminhada Hadamard. Consequentemente, vemos que existe grande
concentragao da localizagao do estado na origem para os defeitos dados por (a) n = 7 e (b)

7/2, sendo aproximadamente 64%. Na Fig. (3.3) (g)-(1) temos o emaranhamento para os
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mesmos defeitos de fase citados acima. Para o defeito de fase (g) n = m o emaranhamento
possui o maior intervalo de oscilagao em comparagao aos demais. Vemos que a medida que

diminuimos o defeito de fase na origem, a amplitude de oscilacao diminui até tendermos

novamente ao limite assintotico.
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Figura 3.3: (a)-(f) Distribui¢ao de probabilidade e (g)-(1) emaranhamento para uma caminhada Hada-
mard com defeito de fase tal que n = 7 (preto), 7/2 (vermelho), /4 (azul), 7/8 (amarelo), /16 (verde)
e m/64 (azul-marinho).

Na Fig. (3.4) vemos como a intensidade da probabilidade na origem varia ao longo
do tempo para a (a) caminhada Hadamard e para uma (b) caminhada Hadamard com
diferentes defeitos de fase na origem. Em (a) vemos que o pico da distribuigao de proba-

bilidade na origem cai aproximadamente a zero rapidamente. Por outro lado, ao serem
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inseridos os defeitos de fase n = 7, /4, 7/8 e w/64, em (b) vemos que a probabilidade na
origem possui maior amplitude de oscilacao ao longo do tempo quanto maior for a fase
da moeda na origem, o que ¢é consistente com a localizacao mais significativa para fases
maiores. A medida que a fase diminui (n = 7/64), a intensidade no pico da distribuigao
de probabilidade na origem cai de tal forma que volta a ter praticamente a mesma forma

da caminhada Hadamard sem defeito de fase.

(a) Sem defeito
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Figura 3.4: Probabilidade na origem para a (a) caminhada Hadamard e (b) caminhada Hadamard com
defeitos de fase n = 7 (preto), m/4 (vermelho), 7/8 (amarelo) e /64 (azul).

Como vimos na Fig. (3.3) o pico da distribui¢ao de probabilidade na origem depende
do defeito de fase inserido na caminhada, na Fig. (3.5) verificamos que o pico da proba-
bilidade na origem se comporta de forma periédica, ou seja, a caminhada Hadamard ¢

recuperada a cada n = 27k para k € Z.
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Figura 3.5: Probabilidade na origem em funcao do defeito de fase 7.

Vimos até o momento que defeitos de fase na origem tendem a localizar de forma
parcial a distribuicao de probabilidade e o emaranhamento perde o limite assintético
oscilando sempre entre dois estados. Para passos pares, a distribuicao de probabilidade

se concentra em grande parte na origem quanto maior for a fase da moeda na origem. J&
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para passos impares, divide-se entre as posicoes £1. Também foi verificado que a medida
que diminuimos o defeito de fase na origem, a amplitude de oscilagao no emaranhamento
diminui de tal forma que quando o defeito é muito pequeno, a distribuicao de probabilidade
e emaranhamento voltam a ter o comportamento de uma caminhada Hadamard sem

defeito.

3.3 Localizacao e alto emaranhamento variando a fase

No contexto de uma caminhada Hadamard com defeito de fase na origem, sera que
¢é possivel obtermos localizacao com alto emaranhamento? Primeiro, ja sabemos que
defeitos de fase na origem geram localizacao da distribuicao de probabilidade na origem.

Segundo, existe um ¢-bit que gera emaranhamento maximo [40, 41] que é dado por,

) = cos (3%) 1) + sin (%”) ). (3.6)

Na Fig. (3.6) em (a) temos a distribuigdo de probabilidade para uma caminhada
Hadamard com o estado inicial local cujo g-bit é dado pela equagao (3.6). Em (b) é
dado o emaranhamento ao longo do tempo. Diferente do ¢-bit da equagao (3.5), que gera
uma distribuicado de probabilidade que se concentra ao lado esquerdo (j < 0) para uma
caminhada Hadamard, o g-bit que produz emaranhamento méximo tem distribuicao de

probabilidade simétrica.
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Figura 3.6: (a) Distribuigao de probabilidade e (b) emaranhamento para uma caminhada Hadamard com
g-bit que gera emaranhamento maximo para 100 passos no tempo.

E facil deduzir que se juntarmos ambas as coisas, isto é, unir o defeito de fase na

origem com o ¢-bit que gera maximo emaranhamento, poderemos obter localizacao com



Capitulo 3. Resultados 42

alto emaranhamento. Na Fig. (3.7) mostramos a intensidade da localiza¢do na origem
partindo desse g-bit em uma caminhada Hadamard para os defeitos de fase tal que n =7

(preto), /2 (vermelho) e 7/64 (azul-marinho) em 100 passos no tempo.
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& 02
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Figura 3.7: Intensidade da probabilidade em j = 0 para uma caminhada Hadamard de 100 passos com
defeito na origem tal que a fase n = m (preto), /2 (vermelho) e 7/64 (azul-marinho) partindo do estado
local cujo g-bit gera maximo emaranhamento numa caminhada Hadamard.

Na Fig. (3.8) (a-e), vemos a distribuigao de probabilidade apds 100 passos de tempo
para diferentes fases da moeda na origem iniciando a caminhada a partir de um estado
local cujo g-bit é dado pela equacdo (3.6). Temos um comportamento semelhante ao
mostrado na Fig. (3.3), isto é, a intensidade da probabilidade na origem cai a medida que
a fase do defeito diminui e ambos os casos possuem aproximadamente 64% do pico para
o defeito n = 7, além de alta amplitude de oscilagao no emaranhamento. No entanto, os
dois g-bits diferem para os demais defeitos, por exemplo, para n = 7/2 o primeiro g-bit
ainda permanece com 64% de probabilidade localizada na origem, enquanto o segundo
tem uma queda substancial para aproximadamente 10%.

Ao realizarmos uma caminhada Hadamard partindo do g-bit dado pela equagao (3.6)
e ao inserir um defeito de fase n = 7 na origem, obtemos maxima localizacao da pro-
babilidade na origem, porém o emaranhamento deixard de ser maximo e possuir limite
assintético, como na caminhada Hadamard. Ao variar o defeito de fase na origem, fazendo
com que 7 seja cada vez menor, diminuimos a localizagao e aumentamos o emaranha-
mento, como pode ser visto na Figura (3.8) de (a)-(1). Portanto, observamos que para
dois g-bits diferentes, ao variar a fase da moeda na origem, podemos mudar de forma sig-
nificativa o comportamento da localizacao e emaranhamento. Como esse comportamento

¢ muito sensivel ao g-bit inicial, se quisermos quantificar propriedades e tendéncias gerais,
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Figura 3.8: (a)-(f) Distribui¢ao de probabilidade e (g)-(1) emaranhamento para uma caminhada Hada-
mard com defeitos de fase tal que n = 7 (preto), /2 (vermelho), /4 (azul), 7/8 (amarelo), 7/16 (verde)
e m/64 (azul-marinho).

é interessante analisar uma média para muitos g-bits sobre toda a esfera de Bloch.

3.4 Localizacao e emaranhamento médios

Para uma compreensao geral do comportamento da caminhada quantica com defeito
de fase na origem, vamos analisar como se comporta a distribuicao de probabilidade,
emaranhamento e a dispersao em uma média de varios g-bits inciais. Assim, para o

calculo da distribuicao de probabilidade média de N = 2016 g-bits iniciais em um tempo

arbitrario ao logo das posicoes j, temos
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<’\I/(j, t)|2> _ Z |ai(j’ t)| ;\;|bz(jv t)| ’ (37)

onde os termos do lado direito sao a distribuicao de probabilidade média de se encontrar
o caminhante com spin up e down, respectivamente, com indice ¢ variando para todos os

g-bits considerados. Ja a dispersao média é dada por

e por ultimo, o emaranhamento médio neste contexto é definido como

(56t =3 2EY. (3.9)

i=1

Na Fig. (3.9) vemos que a caminhada Hadamard média é simétrica, pois a simetria (ou
assimetria) da distribuigdo de probabilidade depende do g-bit inicial, ou seja, enquanto
um g-bit leva a uma maior probabilidade a esquerda, outro leva a direita, portanto numa
média temos que a distribuicao de probabilidade é simétrica. O emaranhamento possui
limite assintético, ou seja, ele oscila em um intervalo cada vez menor de tal forma que

quando t — 0o, temos apenas um unico valor para o emaranhamento.

0.014 4

0.008 +

Probabilidade Média
Emaranhamento Médio

ZZ:} (a) (b)

1000 -750 -500 -250 O 250 500 750 1000 o 200 400 600 800 1000
Posigao (j) Tempo (t)

Figura 3.9: (a) Distribui¢do de probabilidade e (b) emaranhamento para uma caminhada Hadamard a
partir de uma média de 2016 g-bits iniciais.

Na Fig. (3.10) em (a) temos a distribuicao de probabilidade média para os diferentes
defeitos de fase na origem. Vemos que a interferéncia construtiva na origem é maior para
o defeito de fase n = 7 (preto) atingindo o valor aproximado de 64% e a medida que
n diminui, o pico da probabilidade cai até que a caminhada Hadamard seja restaurada.
Em (b) temos que o emaranhamento médio perde seu limite assintético ao ser inserido o

defeito cuja fase n = m, passando a oscilar entre os valores 0.6 e 0.85. Esta amplitude de
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oscilagao é maxima e a medida que diminuimos o 7, o emaranhamento torna a ter limite
assintético. Em (c¢) temos a dispersao média para diferentes defeitos de fase na origem e
para nn = m (preto) temos a menor inclinagdo da dispersao e a medida que diminuimos a

fase do defeito, ela tende a da caminhada Hadamard, como esperado.
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Figura 3.10: (a) Probabilidade média para 2016 g-bits iniciais numa caminhada Hadamard com defeito
de fase tal que n = 7 (preto), /2 (vermelho), w/4 (azul), /8 (amarelo), 7/16 (verde) e 7/64 (azul-
marinho). (b) Emaranhamento médio para n = 7 (preto) e w/64 (azul-marinho). (c¢) Dispersdo média
para n = w (preto), m/2 (vermelho) e azul para a caminhada Hadamard.

Por dltimo, na Fig. (3.11) mostramos a intensidade do pico da probabilidade na origem
em fungao do 1, comparando o comportamento dos dois g-bits dados pelas equagdes (3.5)
e (3.6) com a média. O primeiro ¢-bit apresenta um platdé em torno de 64%, de maneira
distinta do g-bit dado pela equac@o (3.6) que possui um pico para n = 7. Vemos ainda
que em média, o pico da probabilidade é de aproximadamente 64% a cada defeito de fase

n = km, onde k ¢ inteiro impar.
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0.0 T T T T
0 0.57 n 1.5n 2n 2.51 3n
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Figura 3.11: Probabilidade na origem em fungao do defeito de fase ) para o g-bit |peo) = %(\T) — )

dado pela equagao 3.5 (preto), uma média de 2016 g-bits (azul) e o g-bit |[tb¢) = cos (3{) [1) +sin (%’“) 1)
dado pela equagéo 3.6 (vermelho).
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CONCLUSOES

Neste trabalho, investigamos a localizagao na distribuicao de probabilidade e o compor-
tamento do emaranhamento ao longo do tempo em caminhadas quanticas com diferentes
defeitos de fase na origem. Este defeito de fase é introduzido por uma moeda cuja fase é
diferente das demais moedas da rede.

Iniciamos o estudo a partir de um g-bit particular em uma caminhada Hadamard
sem e com defeitos de fase. Ao ser inserido o defeito, obtivemos a localizacao parcial da
distribuicao de probabilidade e observamos que hd perda do limite assintético no ema-
ranhamento. Também analisamos como se distribui a probabilidade em torno da origem
para passos pares e impares, afim de quantificar o quanto da probabilidade fica localizada
e quanto permanece dispersando. Verificamos que cerca de 81% da probabilidade fica
localizada tomando um defeito de fase cujo n = 7/2 em 10 passos no tempo. A partir
disto, variamos a fase do defeito e vimos que o pico da probabilidade se comporta de
forma periddica, ou seja, a caminhada Hadamard é sempre restaurada para n = 27k para
k inteiro. Em seguida, fizemos as mesmas andlises para uma caminhada cujo g-bit leva ao
emaranhamento maximo obtendo uma situacao de localizagao com alto emaranhamento.

Por 1ltimo, a fim de termos uma visao geral do comportamento da caminhada com
defeitos de fase, realizamos a mesma andlise para uma média de 2016 g-bits iniciais e
verificamos que em média o pico da probabilidade é atingido a cada defeito de fase n = k,

onde k é inteiro impar tendo valor méaximo de aproximadamente 64%.
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Ainda existem assuntos a servem investigados dentro do contexto de localizagao por
meio de defeitos de fase. Por exemplo, como se comportaria a distribuicao de probabili-
dade e o emaranhamento ao ser inseridos defeitos de fases em tempos posteriores? Serd
que uma caminhada quantica defeituosa por meio de moedas tendenciosas tem maior po-
der de localizacao da probabilidade? O que esperariamos de defeitos de fase simétricos
ou seguindo alguma lei de distribuicao ao longo da rede? Esperamos que este trabalho

contribua para pesquisas futuras.
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