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RESUMO

Esta dissertagao apresenta uma técnica para projetar leis de chaveamento que garantem
a convergéncia do estado de um sistema chaveado nao linear e incerto para uma referén-
cia constante desejada. O método proposto é baseado em uma transformacao de estado
particular que depende das nao linearidades do sistema original e considera uma lei de
chaveamento usando a composicao ‘max’ de fungoes auxiliares. Os resultados sao apresen-
tados em termos de Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) e garantem estabilidade
assintotica global do sistema de malha fechada, mesmo que modos de deslizamento ocorram
em qualquer superficie de chaveamento. A classe de sistemas considerada é abrangente o
suficiente para incluir varias nao linearidades limitadas por setores e varidveis no tempo,
associadas a alteracoes em tempo real no ponto de operacao. Assumindo algumas condigoes
de regularidade para as fungoes nao lineares, é possivel executar uma transformacao de
estado levando as fungoes nao lineares a serem estados da nova representacao do sistema.
Para o sistema transformado, os casos de informacoes completas e parciais do estado sao
considerados na construcao das leis de chaveamento. O método ¢ ilustrado por meio de um
sistema fotovoltaico, no qual a caracteristica nao linear -V dos modulos é tratada como
uma funcao limitada por setores. Como a inclinagao dos setores depende das condigoes
ambientais, setores robustos contendo as nao linearidades para qualquer condicao de
operagao nao uniformes e incertas sao obtidos. Sao apresentados resultados de simulagao
para dois exemplos numéricos baseados em topologias usuais do sistema fotovoltaico e
requisitos importantes, como o MPPT (Rastreamento de Maximo Ponto de Poténcia) e

robustez em relagao aos parametros incertos do arranjo fotovoltaico.

Palavras-chave: Realimentacao de Estado Nao Linear. Lei de Chaveamento Robusta.
Nao Linearidade Limitada por Setor. LMI.



ABSTRACT

This dissertation presents a technique for designing switching rules that guarantee conver-
gence of the state of a nonlinear and uncertain switched systems to a desired constant
reference. The proposed method is based on a particular state transformation that depends
on the original system nonlinearities and considers a switching rule using the ‘max’ com-
position of auxiliary functions. The results are given in terms of Linear Matrix Inequalities
(LMIs) and they guarantee global asymptotic stability of the closed-loop system even if
sliding modes occur on any switching surface. The class of systems considered is general
enough to include multiple time varying sector bounded nonlinearities associated with
real-time changes in the operation point. Assuming some regularity conditions to the
nonlinear functions it is possible to perform a state transformation leading the nonlinear
functions to be states of the new system representation. For the transformed system, the
cases of complete and partial state information is considered in constructing the switching
rules. The potential of the method is illustrated through a photovoltaic system in which
the nonlinear I-V characteristic of the modules is treated as sector-bounded functions. As
the slope of the sectors depend on the environmental conditions, robust sectors containing
the nonlinearities for any uncertain uniform operation condition are derived. Simulation
results for two numerical examples based on usual PV system topologies are presented
and important requirements, such as the Maximum Power Point Tracking (MPPT) and
robustness with respect to the uncertain parameters of the PV array, are shown to be

achieved.

Keywords: Nonlinear State Feedback. Robust Switching Rule. Sector-Bounded Nonlin-
earity. LMI.
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1 INTRODUCAO

Sistemas chaveados podem ser definidos como sistemas dindmicos compostos por
um conjunto de subsistemas com dinamica de tempo continua e uma lei que organiza a
alternancia entre eles (LIBERZON; MORSE, 1999). A gama de aplicagdes de sistemas
chaveados é vasta. Dispositivos eletronicos de poténcia podem ser encontrados desde em
simples eletrodomésticos até em drives industriais de velocidade variavel operando com
dezenas de megawatts. Embora existam sistemas chaveados lineares e afins em contextos
simples, os sistemas chaveados nao lineares sao comuns em aplica¢goes mais complexas. Por
exemplo, sistemas de geragao de energia renovavel, como os sistemas fotovoltaicos, podem
ser tidos como sistemas chaveados nao lineares devido a caracteristica nao linear intrinseca
do sistema de geragao e aos dispositivos eletronicos de poténcia usados para controlar seu
fluxo de energia. De acordo com Blaabjerg et al. (2011), o progresso nesse campo depende
da melhoria das estruturas dos conversores de energia e também das técnicas de controle
aplicadas a eles, aumentando sua eficiéncia e reduzindo os custos do sistema.

A elaboragao de projetos de leis de chaveamento para sistemas chaveados foi ampla-
mente estudada e diversos resultados estao agora disponiveis na literatura (DECARLO et
al., 2000; LIN; ANTSAKLIS, 2005). Algumas técnicas sdo baseadas nas fungoes Lyapunov
e nas técnicas de Desigualdade Linear Matricial (LMI'), como apresentado em Bolzern
e Spinelli (2004), Trofino et al. (2011) e Scharlau et al. (2014). Reescrever um sistema
utilizando LMIs? se torna interessante por facilitar a incorporacao de novas restricoes ao
problema, desde que essas restricoes também possam ser expressas como LMIs, e pela
disponibilidade de pacotes computacionais poderosos para resolver problemas de LMIs.

Muitas técnicas utilizadas na elaboracao de projetos para a classe de sistemas
chaveados afins estao disponiveis atualmente, incluindo o caso de condi¢ao de equilibrio
incerto. Condicoes de LMI utilizadas para garantir um desempenho robusto da implemen-
tacao de PWM? dos Reguladores Quadraticos Lineares (LQR?) podem ser encontradas
em Olalla et al. (2009). No entanto, esses resultados sao baseados na aproximagao do
sistema chaveado por seu modelo médio, o que pode apresentar um impacto na robustez
do controle proposto e também incluir a necessidade de restringir a amplitude da acao de
controle (Duty Cicle). Uma alternativa interessante seria projetar leis de chaveamento com
base no modelo instantaneo, permitindo também requisitos de desempenho robustos de
controladores Ho, (TROFINO et al., 2012) e controladores de custo garantido (SENGER;
TROFINO, 2016), por exemplo.

Enfatiza-se que estender as técnicas apresentadas acima para sistemas chaveados

nao lineares é uma tarefa dificil, e as condi¢oes de projeto para sistemas nao lineares

L' Do inglés: Linear Matriz Inequality.

2 Do inglés: Linear Matriz Inequalities.

3 Do inglés: Pulse Width Modulation.

4 Do inglés: Linear Quadratic Regulators.
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globalmente geralmente resultam em LMIs muito conservadoras. Uma possivel solucao para
reduzir o conservadorismo seria considerar uma classe especifica de fungoes nao lineares
e entao derivar condigoes especificas para essa classe, levando em consideragao a sua
estrutura em particular. Para a classe de fungoes cujos estados sao limitados por setores,
pode-se mencionar Hajiahmadi, Schutter e Hellendoorn (2014), Dezuo, Trofino e Scharlau
(2014) e Dezuo, Lunardi e Trofino (2017). No entanto, a classe de sistemas considerada
nos documentos anteriores nao é genérica, miltiplas nao linearidades nao sao cobertas e a
lei de chaveamento é baseada na disponibilidade de informagoes completas sobre o estado.
Além disso, Hajiahmadi, Schutter e Hellendoorn (2014) consideram setores genéricos em
todo o quadrante, enquanto Dezuo, Trofino e Scharlau (2014) e Dezuo, Lunardi e Trofino
(2017) aproveitam o conhecimento dos sistemas para propor setores menos conservadores,
porém ainda robustos.

Na literatura atual, as transformacoes de estado sao usadas por diversos motivos.
Por exemplo, para sistemas holonémicos, existem transformagoes que convertem sistemas
ndo lineares em lineares nas novas coordenadas (LANTOS; MARTON, 2011). Os autores
Gao et al. (2015) fazem uso de transformagoes para projetar controladores para uma
classe de sistemas nao lineares na presenca de saturacao do atuador sem usar métodos
conhecidos de backstepping. Em Zhao, Chen e Zhao (2018), uma transformacao de estado
¢é proposta para converter o estado limitado em um estado globalmente ilimitado para
controlar veiculos auténomos.

Considerando que em algumas aplicacoes reais o vetor de estados é o resultado de
algumas fungoes nao lineares, propoe-se neste trabalho uma transformacao que converte as
nao linearidades em estados em uma nova representacao. Gragas a essa nova representacao
do sistema, nao apenas a lei de chaveamento pode ser projetada mais facilmente, mas
também pode tornar mais facil o tratamento das fungoes nao lineares, & medida que as
fungoes limitadas por setor se tornam mais trataveis nessas novas coordenadas.

Este trabalho apresenta extensoes dos resultados obtidos em Dezuo, Trofino e
Scharlau (2014) e Dezuo, Lunardi e Trofino (2017), considerando leis de chaveamento
baseadas em realimentagao de saida nao linear. Procura-se realizar uma transformacao
de estado em que as fungoes nao lineares aparecam como estados na nova representagao
do sistema. Isso é especialmente interessante nos casos em que é mais conveniente medir
a saida das nao linearidades do que medir alguns estados do sistema original. Em um
arranjo fotovoltaico, por exemplo, a saida da nao linearidade que expressa a caracteristica
1-V do arranjo é a tensao do arranjo, enquanto os estados do sistema sao as varidveis
internas do conversor. O conhecimento da tensao e da corrente do arranjo é essencial
para uma técnica de Rastreamento de Maximo Ponto de Poténcia (MPPT?), mas nao ¢
trivial usar os estados do conversor para essa finalidade. Entre outros sistemas chaveados

que podem se beneficiar do método proposto estao o controle de maquinas de relutancia

5 Do inglés: Mazimum Power Point Tracking.
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comutada, onde as correntes sdo fungdes nado lineares do fluxo (que é o estado do sistema,
geralmente ¢é estimado, devido a dificuldade de medi¢ao), e sistemas de gerenciamento
de bateria, onde existe uma relagao nao linear entre o estado de carga e a tensao da
bateria. Além disso, neste trabalho, uma classe mais abrangente de sistemas chaveados nao
lineares é considerada e multiplas nao linearidades sao permitidas. Também é mostrado
que, dependendo da estrutura do sistema, nao é necessario conhecer inicialmente o vetor
completo dos estados no ponto de equilibrio desejado ao projetar a lei de chaveamento.
Esse é um recurso interessante do método proposto que permite alteracoes em tempo real
no ponto de operagao necessario para a maximizacao de energia das técnicas usuais de
MPPT.

Motivado pela complexidade da funcao nao linear presente nos sistemas de geracao
fotovoltaica, utiliza-se esta aplicacao para ilustrar o método de projeto. Um dos maiores
desafios para o controle de sistemas fotovoltaicos é o fato de o modelo do sistema também ser
altamente nao linear em relacao a parametros incertos. A maioria das solugoes presentes na
literatura atual para esse tipo de sistema é baseada em estratégias de controle Proporcional
Integral Derivativo (PID), fuzzy, neural e controle adaptativo (JARAMILLO-LOPEZ;
KENNE; LAMNABHI-LAGARRIGUE, 2017), usando a aproximacao e lineariza¢ao médias
do modelo em torno de um ponto de operacao. Esse é um problema em potencial, pois para
executar o MPPT, uma ampla variedade de fun¢oes nao lineares deve ser abrangida. Por esse
motivo, a solugao proposta nesta dissertagao ¢ de grande interesse, pois o método considera
o modelo instantaneo e é fornecida uma féormula para determinar limites setoriais robustos
para o sistema fotovoltaico nao linear e incerto. Simulacoes baseadas em configuragoes
usuais de arranjos fotovoltaicos ilustram a aplicacao do método e apresentam o alcance
de requisitos importantes, como MPPT online e o controle do sistema sem medir seus

estados originais.

1.1 DESCRICAO DOS CAPITULOS

e Capitulo 2: Este capitulo apresenta uma introducao a sistemas chaveados e também
uma revisao de algumas técnicas de controle ja encontradas na literatura, com o
objetivo de contextualizar o leitor no que ja foi desenvolvido até o momento por
outros autores, este capitulo também serve como base para o que sera apresentado

no Capitulo 3.

e Capitulo 3: Este capitulo apresenta as principais contribuicoes desta dissertacao,
onde é desenvolvida uma lei de chaveamento para sistemas do tipo nao linear
limitado em setores. Propoem-se nesta técnica aplicar uma transformagao de estado
em que as fung¢oes nao lineares aparecam como estados na nova representagao do

sistema. Essa nova técnica apresentada pode ser aplicada em diversos sistemas, mas
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¢é especialmente interessante nos casos em que é mais conveniente medir a saida das

nao linearidades do que alguns estados do sistema original.

e Capitulo 4: Este capitulo introduz os sistemas fotovoltaicos e justifica sua possibili-
dade de aplicagao na técnica proposta. Apresenta uma modelagem para os sistemas
fotovoltaicos, além das curvas caracteristicas I-V e P-V de sistemas fotovoltaicos
sob condig¢oes uniformes e nao uniformes, além de seus setores limitantes. Também,

sao apresentadas as func¢oes dos conversores CC-CC nesses sistemas.

e Capitulo 5: Neste capitulo sao apresentados dois exemplos distintos para a técnica

desenvolvida no Capitulo 3, utilizando sistemas fotovoltaicos como aplicagao.

e Capitulo 6: Apresenta as conclusoes e comentéarios finais do trabalho.
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2 SISTEMAS CHAVEADOS

O objetivo deste capitulo é contextualizar o leitor em relagao as propriedades,
caracteristicas e ferramentas utilizadas na anélise de sistemas chaveados, além disso, serao
apresentadas algumas técnicas de controle para sistema chaveados nao lineares, estas
técnicas, ja consolidadas na literatura, servirao de base para o que sera apresentado no
Capitulo 3.

Inicialmente serao apresentadas as caracteristicas e propriedades que distinguem a
classe de sistemas chaveados, os diferentes tipos de comutacgao, o conceito de estabilidade
aplicado a sistemas chaveados, além de uma revisao com as principais ferramentas utilizadas
para anélise. Por fim, serd apresentado o projeto de um controlador para sistemas chaveados

nao lineares e limitados em setores.

2.1 INTRODUCAO AOS SISTEMAS CHAVEADOS

Sistemas dindmicos que sao descritos por uma interacao entre dinamica continua e
discreta sao chamados geralmente de sistemas hibridos (LIBERZON, 2003). Podem ser
classificados como tal o controle de trafego aéreo, os sistemas de transportes, processos
quimicos, sistemas de poténcia (ANTSAKLIS, 2000), e praticamente todos os processos
que utilizam chaves eletronicas ou valvulas para seu funcionamento.

Existem duas abordagens distintas quando se trabalha com sistemas hibridos: uma
com foco no comportamento discreto, tratando a dindmica em tempo continuo de forma
simplificada, e outra com énfase na dindmica em tempo continuo (LIBERZON, 2005). A
abordagem utilizada nessa dissertagao tem como base as dinamicas de tempo continuo
com representagao dos eventos discretos de forma isolada. Com isso, é possivel distinguir
uma classe particular dos sistemas hibridos, denominada sistemas chaveados.

Sistemas chaveados sao uma classe de sistemas hibridos compostos de varios sub-
sistemas (modos de operagao) e uma lei de chaveamento indicando o subsistema ativo
em cada instante de tempo (LIBERZON; MORSE, 1999). E possivel obter um sistema
chaveado a partir de um sistema hibrido simplificando os detalhes do comportamento dos
eventos discretos e entao considerando todos os possiveis sinais de chaveamento para uma
determinada classe. Por isso, os sistemas chaveados podem ser classificados como um caso
particular de nivel mais elevado dos sistemas hibridos. Normalmente, esta simplificacao
acaba gerando um sistema com descri¢ao mais simples, porém com mais solugoes que o
sistema original (LIBERZON, 2005). Mais detalhes sobre a relagao entre sistemas hibridos
e sistemas chaveados podem ser vistos em Hespanha (2004).

Um sistema chaveado pode ser modelado pela seguinte equacao diferencial:
i) = filz()),  ieM, (2.1)

onde f; : R" — R™ é uma familia de fungdes suficientemente regulares (pelo menos
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localmente Lipschitz, ver Apéndice A.6), onde:
M:={1,2,--- ,m}, (2.2)

¢ um conjunto finito de indices, sendo m o nimero de subsistemas (ou modos de operagao)
do sistema chaveado. O sistema chaveado em malha fechada opera de acordo com um sinal
de chaveamento o : [0;00) — M, que é uma fung¢ao constante por partes, apresentando
uma quantidade finita de descontinuidades em qualquer intervalo finito de tempo e sendo
constante entre as descontinuidades consecutivas (HESPANHA, 2004).

Um sistema chaveado pode ser classificado de acordo com as caracteristicas dos
subsistemas que o compoem. Quando um sistema chaveado apresenta todos os subsistemas
lineares, o mesmo é denominado sistema chaveado linear e sua dindmica de malha fechada
é dada por:

(t) = Asx(t) , ceM. (2.3)

2.1.1 Classificagao quanto ao tipo de chaveamento

Pode-se classificar diversas categorias de chaveamento para sistemas chaveados
(LIBERZON, 2003). A seguir serao apresentadas as classificagdes e suas principais caracte-

risticas:

e Chaveamento dependente dos estados: nesses sistemas, o sinal de chaveamento
varia de acordo com o valor dos estados, sendo o espaco de estados particionado em
regioes. Cada regiao correspondente a ativagao de um dos subsistemas que compoem
o sistema chaveado. As fronteiras dessas regioes sao denominadas superficies de

chaveamento;

e Chaveamento dependente do tempo: nesses sistemas, ocorre uma variagao no
sinal de chaveamento ap6s um intervalo de tempo determinado, sendo que para
este tipo de chaveamento, o sinal de chaveamento é descrito como o(t), enfatizando

a dependéncia temporal direta;

e Chaveamento autéonomo: nesses sistemas, nao existe controle direto sobre o sinal
de chaveamento. Inclui-se, neste grupo, os sistemas com comutacao dependentes
dos estados, com a localizacao das superficies de chaveamento pré-determinadas.
Também incluem-se os sistemas com comutagao dependentes do tempo, onde a lei
que define o sinal de chaveamento é desconhecida ou foi desprezada na etapa de

modelagem do sistema;

¢ Chaveamento controlado: nesses sistemas, o sinal de chaveamento é imposto para
atingir um comportamento desejado. O mecanismo de chaveamento é controlado

diretamente, podendo ser dependente dos estados ou dependente do tempo.
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E importante destacar que combinacoes entre os diferentes tipos de chaveamento
podem existir em um sistema chaveado. Além disso, torna-se dificil a determinacao de uma
distingao precisa entre chaveamento auténomo e controlado, assim como a determinacao da
diferenca entre chaveamento dependente de estados ou dependente do tempo (SCHARLAU,
2013).

2.1.2 Modo deslizante

Uma das propriedades mais interessantes quando se fala em sistemas chaveados é
o comportamento do sistema nos chamados modos deslizantes (sliding modes), onde os
sistemas podem apresentar dindmicas que nao sao encontradas em apenas um modo de
operagao isoladamente (LIBERZON, 2003).

Para a definicao de modos deslizantes, seré considerado como exemplo um sistema
chaveado com comutacao dependente dos estados definida pela superficie de chaveamento
representada por S, com dois modos de operagao, ou seja, dois subsistemas & = f;(z), i =
{1,2}, cada um ativo em um lado de S. Nesse caso, supoe-se que nao ocorram saltos
nos valores dos estados no momento do chaveamento. Caso um campo vetorial fi(z)
estiver apontando para a superficie S e o outro fo(z) nao, a trajetoria continua atinge
essa superficie e cruza diretamente para o outro lado. Essa situacao é demostrada na
Figura 1(a). Por outro lado, é possivel que os campos vetoriais fi(x) e fo(x) apontem
ambos em dire¢ao a superficie, como pode ser observado na Figura 1(b). Neste caso,
quando a trajetoria atinge a superficie S, ela é impossibilitada de sair dessa regiao e se
desloca sobre a superficie. Desse modo, o campo vetorial que define a dinamica neste caso
¢é tangente a superficie.

O comportamento do sistema em modo deslizante foi profundamente abordado por
Filippov (1988). De acordo com os conceitos desenvolvidos, o campo vetorial que define a
dindmica em modo deslizante é tangente a superficie de chaveamento, sendo que existem
varias formas de se definir este campo vetorial. A forma mais simples e mais utilizada na
literatura baseia-se na definicao do campo vetorial tangente através da combinacao convexa
dos campos vetoriais dos subsistemas em cada ponto da trajetoria sobre a superficie. Por

exemplo, na Figura 1(b), o campo vetorial tangente é dado por:

Jo = 0(x () fu(x(t) + (1 = 0(x(t))) f2( (1)), 0(x(t)) € [0,1], (2.4)

onde #(x(t)) é o elemento de combinagao convexa que pode ser obtido através de regras
de projegao ortogonal (FILIPPOV, 1988). Essa forma de definir o campo vetorial tangente
também permite caracterizar a dindmica do sistema nos modos isolados, isto é, para
z(t) = fi(z(t)), O(x(t)) = 1 e para @(t) = fa(x(t)), O(x(t)) = 0. Desse modo, a dindmica

de um sistema chaveado com ou sem modos deslizantes pode ser vista como uma inclusao
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Figura 1 — Exemplo das trajetérias de um sistema chaveado com dois modos de operagao.

w(t) = fi(x(t)) i(t) = fa(z(1)) #(t) = fi(z(1))

Fonte: Préprio autor.

diferencial:
m

(1) = fo(w(t) = D :(x(t)) filx(t), 0 <o, (2.5)

=1

onde © ¢é o simplex que representa as possiveis combinagoes convexas de 6, definido como:

@::{HeRm: > 0=1, ez-zo}. (2.6)
=1

Uma dedugao formal e genérica dos modos deslizantes é apresentada em Filippov
(1988), onde também encontram-se algumas formas alternativas para a determinacao de
campos vetoriais tangentes.

O modo deslizante pode ser interpretado como uma comutacao infinitamente
rapida. Este fendmeno nao é desejado na pratica, pois corresponde a chaveamentos de alta
frequéncia (chattering) que causam desgaste excessivo nos dispositivos (LIBERZON, 2003).
Por esse motivo, a limitacao da frequéncia de chaveamento é um ponto importante no
que diz respeito ao controle de sistemas chaveados. Uma forma de se obter a limitacao de
frequéncia é através da introducao de um requisito adicional de tempo minimo de residéncia
em cada modo de operagao do sistema (SUN, 2006). A introdugao desse requisito nao é
uma tarefa simples, e o desenvolvimento de uma metodologia adequada para limitacao da
frequéncia ainda representa um problema em aberto no caso geral.

Uma outra forma de evitar a ocorréncia de chattering consiste em introduzir
uma histerese, cuja ideia basica consiste em definir duas regioes sobrepostas através do
deslocamento da superficie de chaveamento S (SCHARLAU, 2013). Mais detalhes sobre



25

a introdugao de histerese em sistemas chaveados podem ser vistos em Bolzern e Spinelli
(2004) e DeCarlo et al. (2000).

2.2 ESTABILIDADE DE SISTEMAS CHAVEADOS

A analise da estabilidade de sistemas chaveados, em particular dos sistemas lineares,
¢ um assunto cujo interesse tem aumentado nos ultimos anos, sendo que algumas situagoes
merecem destaque. Uma delas é que mesmo quando todos os subsistemas que compoem um
sistema chaveado sao exponencialmente estaveis, o sistema pode apresentar instabilidade
para determinados sinais de comutacao. Outro aspecto relevante é a possibilidade de realizar
o chaveamento entre subsistemas instaveis e obter um sistema chaveado exponencialmente
estavel. Esses dois casos sugerem que a estabilidade de um sistema chaveado depende
nao somente da dinadmica de cada subsistema, mas também das propriedades do sinal de
chaveamento (LIN; ANTSAKLIS, 2005).

O estudo da estabilidade de sistemas chaveados pode ser dividido em dois tipos de
problemas: quando o sistema encontra-se sob comutacao arbitraria ou quando encontra-se
sob comutagcao controlada (SCHARLAU, 2013). Maiores detalhes sobre cada um desses

tipos serao vistos na sequéncia.

2.2.1 Estabilidade de sistemas chaveados sob comutacao arbitraria

O problema da anéalise da estabilidade sob comutacao arbitraria consiste em deter-
minar em que condi¢oes um sistema chaveado se apresenta estavel levando em consideragao
que a principio nao existem informagoes sobre o sinal de chaveamento e que o mesmo nao
possui restrigoes. Nesse caso, é necessario que todos os subsistemas que compoem o sistema
sejam assintoticamente estaveis. No entanto, essa hipdtese nao ¢é suficiente para garantir a
estabilidade, pois mesmo quando isso acontece, ainda assim ¢é possivel obter uma trajetoria
dos estados divergente para uma condicao inicial qualquer. Por outro lado, é possivel
garantir a estabilidade global uniforme! exponencial de um sistema chaveado linear sob
comutagao arbitraria se existir uma Func¢ao Quadratica Comum de Lyapunov (Common
Quadratic Lyapunov Function) para todos os subsistemas (LIBERZON; MORSE, 1999).

Muitos esforgos tém sido direcionados para o estudo de fun¢oes quadréticas comuns
de Lyapunov, motivados principalmente pelo fato de que as condigoes de existéncia dessa
fungao nao sao faceis de serem atingidas. Como exemplos de trabalhos ja publicados sobre
esse tema, é possivel citar Liberzon (2003), King e Shorten (2004). Liberzon e Morse (1999)
propoem um método para sistemas chaveados lineares e invariantes no tempo baseado na

solucao da algebra de Lie, gerada pelas matrizes da dinamica dos estados dos subsistemas,

1 Nesse caso, a palavra “uniforme” é utilizada para descrever a uniformidade com relacdo aos sinais de

comutacao.
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sendo que esse método leva em consideragao que as condigoes para solucao dessa algebra
implicam na existéncia de uma funcao quadrética comum de Lyapunov.

Para sistemas de ordem elevada com mais de dois subsistemas, as condi¢oes neces-
sarias e suficientes para a existéncia de uma funcao quadratica comum de Lyapunov de um
sistema chaveado linear e invariante no tempo ainda apresentam-se como um problema em
aberto (LIN; ANTSAKLIS, 2005). E importante salientar que a existéncia de uma funcao
quadrética comum de Lyapunov é uma condi¢ao somente suficiente, porém nao necesséria
para estabilidade de um sistema chaveado sob comutacao arbitraria. Desse modo, existem
sistema chaveados que nao possuem uma fun¢ao quadratica comum de Lyapunov, mas
que apresentam estabilidade sob comutagao arbitraria (LIBERZON, 2003; SCHARLAU,
2013).

2.2.2 Estabilidade de sistemas chaveados sob comutacao restrita

Nesta subsecao serda abordada a anélise de estabilidade de sistemas chaveados
considerando que o sinal de chaveamento possui restri¢oes, que podem existir no dominio do
tempo (por exemplo, limites para o tempo de permanéncia ou tempo médio de permanéncia)
ou no espaco de estados, sendo possivel determinar quais dessas restrigcoes devem ser
incluidas no sinal de chaveamento para garantir a estabilidade (LIN; ANTSAKLIS, 2005).

Uma das ferramentas utilizadas na analise de estabilidade de sistemas chaveados com
comutagao restrita sdo as Multiplas Fungdes de Lyapunov (Multiple Lyapunov Functions).
A ideia basica consiste em utilizar uma funcao de Lyapunov associada a cada modo ou regiao
do espaco de estados do sistema chaveado. Essas fungoes concatenadas formam uma fungao
de Lyapunov com caracteristicas nao convencionais: podem apresentar descontinuidades,
nao decrescem monotonicamente ao longo das trajetorias dos estados e sao diferenciaveis
apenas por trechos.

A utilizagao dessa abordagem pode ser explicada através da seguinte situacao:
supondo que todos os modos sejam estaveis, cada modo pode ser associado a uma fungao
de Lyapunov. Quando o modo estiver ativo, o valor da funcao desse modo deve decrescer.
Se for incluida uma restrigao no sinal de chaveamento de forma que cada vez que o sistema
realiza a ativagao de um modo o valor da funcao de Lyapunov correspondente seja menor
que o valor na ativacao anterior, entao o sistema chaveado sera assintoticamente estavel
(LIN; ANTSAKLIS, 2005).

O uso de multiplas fung¢oes de Lyapunov tem sido tema de vérias pesquisas (BRA-
NICKY, 1998; DECARLO et al., 2000; LIBERZON; MORSE, 1999). A busca por fun¢oes
de Lyapunov também pode ser formulada como um problema de desigualdades matriciais
lineares (LMIs), conforme apresentado em trabalhos anteriores (COUTINHO et al., 2003;
SCHARLAU, 2013; DEZUO, 2014).
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2.2.3 Estabilizagao de sistemas chaveados

O objetivo desta subsecao é estabelecer leis de chaveamento para uma familia de
subsistemas que compoem o sistema chaveado de modo a torné-lo estavel. Esse problema
pode ser resolvido de forma trivial quando pelo menos um dos subsistemas apresenta esta-
bilidade, pois nesse caso basta manter ativo o modo cujo subsistema é estéavel (LIBERZON,
2003). Por outro lado, quando nenhum dos subsistemas apresenta estabilidade, é necessério
projetar uma lei de chaveamento que consiga levar o sistema chaveado a estabilidade.

Uma das abordagens para o problema de estabilizacao de sistemas chaveados é
focada na estabilizagdo quadratica. Foi demostrado em Wicks, Peleties e DeCarlo (1994)
que a existéncia de uma combinagao convexa estavel das matrizes de dinamica de um
sistema chaveado linear implica na existéncia de uma lei de chaveamento dependente
dos estados que estabiliza o sistema chaveado juntamente com uma funcao quadratica
de Lyapunov. Feron (1996) provou que a condi¢ao de existéncia de uma combinagao
convexa estavel é suficiente e necessaria quando o nimero de subsistemas ¢ igual a dois.
Os resultados destas duas referéncias foram estendidos para o caso de sistemas chaveados
afins em Bolzern e Spinelli (2004).

Infelizmente, a busca de uma combinacao convexa e estével das matrizes de dinamica
dos subsistemas apresenta-se como um problema NP-Dificil (NP-Hard) (SKAFIDAS et al.,
1999). O projeto de uma lei de chaveamento para estabiliza¢ao quadrética utilizando LMIs e
considerando um sistema chaveado linear com incertezas politopicas é apresentado em Zhai,
Lin e Antsaklis (2003). Deve-se salientar, contudo, que todos estes métodos garantem a,
estabilidade pela utilizacao de uma funcao quadratica comum de Lyapunov. Isso representa
uma abordagem conservadora pois, conforme ja visto anteriormente, existem sistemas
chaveados que podem apresentar estabilidade sem possuirem uma func¢ao quadratica
comum de Lyapunov.

Uma alternativa para este problema consiste em utilizar miltiplas funcoes de
Lyapunov no projeto de uma lei de chaveamento para estabilizacao. Esta abordagem foi
proposta pela primeira vez em Wicks e DeCarlo (1997), empregando fungées de Lyapunov
quadraticas por partes para sistemas chaveados lineares e invariantes no tempo com dois
modos. Em Mignone, Ferrari-Trecate e Morari (2000) ¢ apresentado um método baseado
em LMIs para projeto de realimentagao de estados de sistemas discretos afins por partes.
Um método de projeto para sistemas chaveados com campos vetoriais lineares empregando
desigualdades matriciais bilineares (BMIs?) é proposto em Pettersson (2003). E importante
salientar que grande parte das condicoes de estabilizacao utilizadas nos resultados ja
publicados e que podem ser verificadas através da solucao de conjuntos de LMIs ou BMIs

sao somente suficientes, exceto para casos particulares de estabilizagao quadratica (LIN;
ANTSAKLIS, 2005).

2

Do inglés: Bilinear Matriz Inequalities.



28

Com relacao as leis de chaveamento, é possivel identificar nos trabalhos ja publicados
diferentes tipos de estruturas utilizadas para estabilizacao. Por exemplo, alguns resultados
empregam leis baseadas na funcao ‘min’ ou na funcao ‘maz’ de um conjunto de fungoes
auxiliares dependentes dos estados. Como exemplos, é possivel citar Geromel e Colaneri
(2006), Deaecto et al. (2010) para a funcao ‘min’ e Ji, Xiaoxia e Xie (2006), Trofino et
al. (2012) para fungao ‘maz’. Por um lado, as condigoes para garantia de estabilidade
em modos deslizantes s@o mais simples quando a fun¢ao ‘min’ é utilizada. Veja Liberzon
(2003) para mais detalhes sobre esse aspecto. Por outro lado, o uso da fungao ‘maz’ néo
restringe as funcoes auxiliares a serem positivas, ao contrario do que acontece quando se
emprega a funcao ‘min’ associada aos argumentos de estabilidade de Lyapunov. Outras
abordagens definem as leis de chaveamento através da derivada da fungao de Lyapunov
(BOLZERN; SPINELLI, 2004; HU; MA; LIN, 2008).

Uma outra questao relevante é saber sob quais condigoes ¢ possivel estabilizar
um sistema chaveado pelo projeto adequado de leis de chaveamento. Algumas condicoes
suficientes foram propostas em Sun (2004). Lin e Antsaklis (2005) estabelecem condigoes
suficientes e necessarias para um classe de sistemas chaveados lineares com base em funcgoes
de Lyapunov poliedrais. No entanto, este resultado depende de uma transformacao de
coordenadas e ainda nao se conhece um método eficiente para a determinacao dessa

transformacao.

2.3 SISTEMAS CHAVEADOS DO TIPO AFIM

A maioria dos sistemas chaveados presente em aplicagoes praticas nao pode ser
modelada na forma de sistemas lineares, por isso se faz necessaria a expansao da secao
anterior para classes mais abrangentes.

Nesta se¢ao seréd abordada uma expansao para quando o sistema chaveado for

composto por subsistemas do tipo afim:
(t) = Ajx(t) + b; 1eEM, (2.7)

onde z € R" representa o vetor de estados do sistema, supostamente disponivel para
medicao, e A; € R™*™ e b, € R", i € M, s@o as matrizes de cada subsistema.
Supoe-se que a comutagdo entre os m subsistemas da Equagao (2.7) ocorra de

acordo com uma lei de chaveamento representada pelo sinal de chaveamento:
o(xz(t)) : R" - M (2.8)

que pode ser visto como um mapeamento do vetor de estados, tomado a cada instante de
tempo t, para o conjunto de indices o(z(t)) € M do modo de operagao corrente (ativo).
Se, em um dado instante de tempo, o(x(t)) possuir somente um elemento, esse elemento

define o subsistema ativo. Caso contrario o(z(t)) possui mais de um elemento e pode estar
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ocorrendo o fenomeno de modos deslizantes nesse instante. Utilizando os resultados de
Filippov (1988) para definir a dindmica em modos deslizantes, o(z(t)) se torna um sinal
constante por partes e descontinuo apenas nos instantes onde a trajetoria do sistema entra
ou sai de uma superficie de chaveamento.

O objetivo é projetar uma lei de chaveamento o(x(t)) que conduz assintoticamente
os estados do sistema chaveado para uma dada referéncia constante T, ou seja:

lim z(t) =7 . (2.9)

t—o00

Dado 7, é possivel definir o erro do sistema como sendo:
e(t)=z(t)—7 (2.10)
e com isso reescrever a Equacdo (2.7) em termos de e(t):
é(t) = Aje(t) + ki, ki == b, + AT . (2.11)

Como T é constante, é possivel reescrever a lei de chaveamento em fungao de e(t), ou
seja o(e(t)). Caso ocorra o fendmeno de modos deslizantes, assume-se entao que a dinamica,
do erro pode ser representada como uma combinagdo convexa dos campos vetoriais de

cada subsistema da Equagao (2.11), assim:

et)y=">_ i) (Awe(t) + ki) , f(e(t)) € © (2.12)
i € ole(t))

e f(e(t)) ¢ um vetor com elementos 6;(e(t)) definidos de acordo com Filippov (1988) e
© ¢é o simplex definido na Equagao (2.6). Observe que 6;(e(t)) = 0 caso i ¢ o(e(t)). Os
modos deslizantes podem ocorrer em um ponto e(t) caso exista uma combinagdo convexa,
dos campos vetoriais dos subsistemas tal que seja um vetor que pertence ao hiperplano

tangente da superficie de chaveamento no ponto e(t).
Para atingir globalmente o objetivo de seguimento, como descrito por Trofino et al.
(2009), é necessério que a origem seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente

estavel da Equagao (2.11). Com isso é possivel estabelecer Lema 1.

Lema 1. A origem é um ponto de equilibrio da Equagao (2.11) se e somente se existir
0 € O tal que:

> 0iki=0. (2.13)
i=1
O
Demonstragdo. Basta substituir é =0 e e = 0 na Equagao (2.11). 0

Com base nas consideragoes vistas anteriormente, o problema serd reformulado
como sendo o projeto de uma lei de chaveamento o(e(t)) que conduza os estados da

Equacao (2.11) para a origem.
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2.3.1 Projeto de uma lei de chaveamento para sistemas chaveados do tipo afim

Nessa subse¢ao sera apresentada os resultados obtidos em Trofino et al. (2011) para

uma lei de chaveamento para sistemas afins que é obtida pela aplicacao da funcao ‘max
na forma:

o(e(t)) .= arg 5%%3{({%(6(15))} : (2.14)
onde v;(e(t)), i € M, sao fungoes auxiliares associadas aos subsistemas da Equagao (2.11),
a fun¢do max representa o valor méximo entre as funcoes v;(e(t)) e a fungao arg é
responsével por encontrar qual o argumento ¢ do sistema que retorna o valor maximo. O
sinal de chaveamento definido por ¢ : R” — M mapeia dentre o conjunto de subsistemas
aquele que possui a “energia maxima’. Por exemplo, o(e(ty)) = {j, k,1} significa que
no instante t = ty a trajetoéria do erro esta na superficie de comutacao definida pelos
subsistemas {j, k, [} pois v;(e(ty)) = vi(e(to)) = vi(e(to)) = max;em{vi(e(to))}. Sempre
que o conjunto o(e(t)) tiver mais de um elemento, um modo deslizante pode estar ocorrendo
naquele instante, e os elementos da combinagao convexa, as entradas do vetor 6(e(t)) sao
tais que 6;(e(t)) = 0 se i ¢ o(e(t)). Maiores detalhes podem ser obtidos em Filippov (1988,
p.50). E possivel perceber que a Equacdo (2.14) é uma lei de chaveamento dependente dos
estados que utiliza a ideia de fungao de Lyapunov multipla.

A lei de chaveamento o(e(t)) deve fazer com que a origem da dindmica do erro de
seguimento seja globalmente assintoticamente estavel. Portanto, busca-se obter condic¢oes
de projeto que resultam em uma lei de chaveamento que conduz assintoticamente os
estados do sistema chaveado para a origem, mesmo com a ocorréncia de modos deslizantes
em qualquer superficie de chaveamento do sistema.

A seguir sao apresentadas condi¢oes suficientes para o protejo utilizando a teoria
de estabilidade de Lyapunov e o processo para descrevé-las como um conjunto de LMIs.
Considerando que as fungoes auxiliares v;(e(t)) € C*; i € M, da Equagao (2.14) possuem

a seguinte estrutura particular:
vi(e(t)) = e(t) Pe(t) + 2e(t)'S; (2.15)

onde P, = P/ € R™™ e S; € R" sdo matrizes a serem determinadas. E possivel notar que
as fungoes auxiliares possuem termos quadraticos e lineares. Os termos lineares adicionam
graus de liberdade significativos no problema de estabilidade de sistemas afins, no entanto
na maioria dos casos estes termos sao desprezados (BOLZERN; SPINELLI, 2004; XU;
ZHAIL; HE, 2008).

Antes de apresentar o proximo teorema, é importante definir a notacao auxiliar
utilizada para expressar as condigoes. Considerando os seguintes vetores auxiliares 6,
0 € R™.

01 01
0:=1:1, 0:=1:1|, ep:=0Re(t), (2.16)
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onde f € © e § € O sio definidos através da Equacdo (2.13). O simbolo ® representa o
produto de Kronecker, vide Apéndice A.2.

2.3.2 Anulador linear

Sendo um anulador linear Ny(f) definido como a seguir e apresentado com mais
detalhes no Apéndice A.4. Dada uma fungao vetorial f(-) : R? — R® uma fun¢ao matricial
Nf(-) : R? — R™ serd chamada de um Anulador Linear de f(-) se este satisfaz as duas
seguintes condigoes (i) Ny(-) é linear e (ii) R¢(h)f(h) =0, Vh € R? de interesse.

O anulador linear serd usado juntamente com o Lema de Finsler, vide Apéndice A.3,
para reduzir o conservadorismo das LMIs como apresentado em (TROFINO; DEZUO,
2014).

Antes de apresentar o proximo teorema, é importante definir a notagao auxiliar
utilizada para expressar as condigoes. Seja Nyg(6) : R™ — R"™™ o anulador linear de 6,
vide Apéndice A.4 para mais informagoes sobre anuladores lineares, Ry() é uma fungao
linear de 6 com RNy(0)0 = 0, VO € © e as constantes positivas a;, i € M escolhidas pelo

projetista. Considere as seguintes matrizes auxiliares:

A=1[A - A,], K=k - knl, (2.17)

P:=[P - P, S=1[8 - Sul, (2.18)

o=l o anl] Iyi=1n @1, (2.19)

Lp:=[ - 1]€R™, Py:=> 0P, (2.20)
=1

Py:=> 6P, Ag = 0;A;, (2.21)
i=1 i=1

K@ = igzkl s S@ = i@,sz y (222)
=1 i

Lo(0) =) 6:L; | Rp(0) € R™™ (2.23)
i=1
i (2.24)
T |K'P+S'A K'S+SK|] '
o o V(P = Pl)+ (P =P« (2.25)
o 25a O | '
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onde * sao os blocos dos termos de uma matriz que podem ser deduzidos da simetria.

As condicoes de projeto sao apresentadas no Teorema 1, extraidos de Trofino et al.

(2011).

Teorema 1. Sendo T um dado vetor constante representando o equilibrio desejado para o
sistema chaveado afim apresentado pela Equagao (2.7) e supondo que todos os estados x(t)
possam ser medidos. Considere o sistema afim da Equagao (2.11) cujo estado € o erro de
sequimento e assumindo que exista 6 € © definido de acordo com o Lema 1. Utilizando
as notagoes auziliares das Equagoes (2.17)-(2.25) e seja L;, i € m, matrizes a serem

determinadas com as dimensdes de Cy(0)', sendo:
Co =1[0mn 1], Cp(0) = [Ng(0) @ I, O » (2.26)

com o anulador linear Rg(0). Sejam as constantes a; > 0 escolhidas pelo projetista. Supondo

que existam matrizes P, S, L, e L;, i € M que resolvam o sequinte problema LMI:

Pp>0, (2.27)

S;=0, (2.28)

v, +®, + LbC’b(G) + Cb(G)’ Z + La(Q)Ca + C‘;La(e), <0,
Vo € ¥(O) (2.29)
onde, 9(©) representa o conjunto de todos os vértices do simplezx ©.

Com isso, a origem da Equacao (2.11) sob efeito da lei de chaveamento da Equa-

¢ao (2.14) € globalmente assintoticamente estdvel e:

V(e(t)) = max{v;(e(t))} (2.30)
ieM
¢ uma funcao de Lyapunov para este sistema em malha fechada. 0

Demonstragao. A demonstragao do Teorema 1 pode ser encontrada em (DEZUO, 2014,
p. 80). O

Pode-se perceber que a Desigualdade (2.29) é dividida em diversas partes, uma
responsavel por garantir que a derivada da funcao de Lyapunov seja decrescente e as
demais responsaveis por diminuir o conservadorismo da LMI proposta.

A condigao sendo resolvida para a Desigualdade (2.29) é obtida a partir do sistema

e
original multiplicando-a a esquerda e a direita por £ = 5 99 . Isso leva aos seguintes

termos:

o {'VU,¢ - E a parcela correspondente a derivada da Equacdo (2.15).
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o {9, >0 - E necesséaria para diminuir o conservadorismo utilizando Procedimento
S, vide Apéndice A.1 para mais informagoes, permitindo que apenas a fungao ‘max’

de v;(x(t)) seja necessariamente decrescente.

o {'(LCW(0) + Cy(0)L')¢ = 0 - Sao responsaveis por diminuir o conservadorismo
utilizando o anulador linear, vide Apéndice A.3 para mais informagoes, sabendo
que:

Rg(0)-0=0. (2.31)

o {'(Ly(0)Co+Cl L,(0))€ - Sao responsaveis por diminuir o conservadorismo utilizando
o Lema de Finsler, vide Apéndice A.3 para mais informagoes, sabendo que:

m m

1=> (6:)=0 & 1= (6:)=0. (2.32)

2.3.3 Projeto utilizando medigao parcial de estados

Os resultados do Teorema 1 apenas podem ser aplicados caso haja medi¢ao de todos
os estados do sistema para a determina¢ao do modo ativo de acordo com a Equagao (2.15).
No entanto, na pratica, muitas vezes alguns estados nao estao disponiveis para medicao,
seja pelo custo elevado de sua medicao ou até mesmo a impossibilidade fisica de medicao.
Para esses casos, se faz necessaria uma lei de chaveamento que utilize uma medicao
parcial de estados. Considerando o sistema da Equagao (2.7) com os estados medidos
y(t) = Ciz(t) € RY, onde C; € RI*" § € M é uma matriz dada. Define-se entao o erro de

medi¢ao como:

e(t) = y(t)—Ciz(t) = Cie(t) . (2.33)
Assumindo que as fungoes auxiliares v;(e(t)), ¢ € M, tenham a estrutura:

onde Py = P, € R™™ Q; € RIS, € R", R; € RY. Neste caso as fungbes auxiliares

v;(e(t)) podem ser reescritas como:

vi(e(t)) = e(t) (Py + CiQ;Cy)e(t) + 2e(t)'(So + CiR;) (2.35)
= e(t) Pye(t) + 2e(t)'So + pile(t)) , (2.36)
onde:
wi(e(t)) = e(t) ClQ;Cie(t) + 2¢(t)'CIR; . (2.37)
Consequentemente:
max{v;(e(t))} = e(t) Poe(t) + 2e(t)"So + max{su(e(t))} (2.38)
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como os termos Py e Sy independem do modo i, é possivel reescrever a lei de chaveamento

apenas em funcao dos termos que variam dependendo do modo:

arg max{v;(e(t))} = arg max{pi(e(t))} = o(e(?)) - (2.39)

Assim a lei de chaveamento fica em fungao apenas de €(t) que é conhecido.

2.4 SISTEMAS CHAVEADOS DO TIPO NAO LINEAR E LIMITADO EM SETORES

Essa se¢@o apresenta uma extensao da Segao 2.3, desenvolvida em Dezuo (2014),
para uma classe de sistemas chaveados com subsistemas nao lineares dependentes do
estado. Essa classe é a das funcgoes limitadas em setores.

Entre as diversas técnicas para o controle de sistemas chaveados poucas sao capazes
de tratar o problema para sistemas chaveados nao lineares. Neste quesito técnicas que
baseadas em fungoes de Lyapunov e LMIs como as apresentadas em Bolzern e Spinelli
(2004) e Trofino et al. (2011) quando modificadas adequadamente séo capazes de tratar esta
classe de sistemas. A vantagem de reformular um problema como LMI é que dessa forma
fica facil incorporar novas restrigoes, desde que essas restricoes também sejam expressas
como LMIs. Contudo, expandir os resultados obtidos da classe de sistemas chaveados afins
para nao lineares é uma tarefa dificil, as condi¢oes de projeto que abranjam todos os
sistemas nao lineares geralmente resultam em LMIs conservadoras demais. Uma forma
utilizada para reduzir o conservadorismo é observar a estrutura especifica de uma classe
de fungbes nao lineares, como as delimitadas por setores em fungao do estado (ver Khalil
(2002)).

Considerando um sistema chaveado nao linear composto por m subsistemas:
(t) = Aix(t) + b; + B (q.(2(t))), i€ M (2.40)

onde x € R" sao os estados do sistema, ¥, : R — R é uma fung¢ao nao linear dependente

de um tnico estado:

¢ (2(t)) == Cya(t) (2.41)
com um dado vetor C, € R™" e A; € R™" b, € R", B € R" dados pela modelagem do
sistema.

O problema entao estd em projetar uma lei de chaveamento que leva os estados do
sistema de forma assintdtica para uma referéncia constante r. Ou seja, o ponto de equilibrio
T desejado do sistema chaveado (malha fechada) deve ser assintoticamente estével.

Dado T, pode-se reescrever o sistema apresentado pela Equagao (2.40) em fungao

do erro:
é(t) = Aje(t) + ;T + b; + By(qle(t))), ie M, (2.42)

onde:

D(a(e(t)) = Pa(qle(t)) + CoT) = Yu(gu(e(t))) (2.43)
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¢é apenas uma translagao das coordenadas 1., ¢., para coordenadas 1, q e
e(t):=z(t) -7, qe(t)) :== Cue(t) . (2.44)

E possivel perceber que ¥(q(e(t))) é apenas ¥, (q.(2z(t))) reescrito em funcio de

e(t).

Considerando a seguinte decomposigao de A; e b;:
Ai = ZO + Zz y bl = 50 + l_)z 5 (245)

onde Ay, by sao as componentes de A; e b;, respectivamente, que sao iguais para todo
1 € M e A;, b; contém os termos que variam de acordo com 1.
Definindo:

ho == AT + by , hi == AT +b; (2.46)

pode—se reescrever:

AT +b;=ho+ h; . (2.47)

Assume-se que o modo deslizante do sistema pode ser representado por uma
combinacgao convexa dos seus subsistemas como apresentado na Secao 2.1.2. Com isso, a
equagao que inclui as dinamicas dos subsistemas juntamente com os modos deslizantes

que podem eventualmente ocorrer em qualquer superficie de chaveamento, é dada por:
¢ =3 0(e(t)(Aielt) + ho+ hi+ Bula(e(t)) . fle(®) €O,  (248)
i=1

onde f(e(t)) é o vetor de elementos 6;(e(t)) e © & o simplex definido pela Equagao (2.6).
Sabendo de que um modo deslizante pode estar ocorrendo no ponto e(t) se for
possivel encontrar uma combinagao convexa dos campos vetoriais do subsistema, de modo
que é(t) seja um vetor que pertenga ao hiperplano tangente a superficie de comutagao no
ponto e(t).
Para garantir que erro seja nulo em regime, a origem deve ser um ponto de equilibrio

assintoticamente estavel da Equagao (2.48), é necessario que:

m

> 0,(0)(ho + hi + By (0)) =0, (2.49)

=1

onde 6;(0), i € M sao fungoes continuas por trechos em relagdo ao tempo e caracterizam

a condi¢ao de equilibrio. Com isso, pode-se definir:

U= (0 | (2.50)

e escalares constantes 0; que satisfazem o Lema 2.
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Lema 2. A origem é um ponto de equilibro da Equacao (2.48) se e somente se existe
0 € O tal que:

> 0i(ho+hi + Bp) =0 (2.51)
=1
U
Demonstrag¢do. Basta substituir é(t) =0 e e(t) = 0 na Equagdo (2.48). O

Enquanto 6(0) esté associado a condigao de equilibrio que em geral é desconhecido
e possivelmente varie devido a parametros incertos, o parametro 6 ¢ uma constante auxiliar
que representa um valor particular que 6(0) pode assumir.

Como a Equacao (2.51) é igual a zero, pode-se subtrair seu lado esquerdo na

Equacao (2.48) e reescrever a dindmica do erro de uma forma mais conveniente.
e(t) = Age(t) + kg s 0, € © (252)

sendo Ag :=>"" 0i(e)A; e kg := ", b;(e)k; com:

sendo hy := Y1, 0:h; e Atp := 1(t) — 1. E possivel perceber que o termo hy nio esté
mais presente, isso se deve ao fato de que é possivel elimina-lo das equagoes com este

procedimento, como mostrado por Dezuo (2014, p. 86).

2.4.1 Funcao nao linear limitada em setores
Uma funcao é denominada limitada em setores caso satisfaga a Definicao 1.

Definicao 1. A funcio p(q) : R— R, com ¢(0) =0 ¢é dita limitada em setores [l, u]
se para todo q € R, p = ¢(q) fica limitada entre as retas p = lq e p = uq. Com isso, a
desigualdade:

(p—uq)(p—1q) <0 (2.54)

¢ vdlida para todo q, p = ¢(q). O

Uma representacao visual de uma fungao limitada em setores pode ser vista na
Figura 2, onde a fungao ¢(q) = sen(3¢q)/3+¢/2 é sempre limitada nos setores [I, u| = [1/4, 2].
Considerando a Defini¢do 1 com a fungao nao linear p = Ay (q), ¢ = Cye, e sabendo

que A(0) = 0 quando Cye = 0 & possivel reescrever a Equacao (2.54) como:
—(AY —uCue)(Ayp —1Cue) > 0 . (2.55)

Observagao 1. Sempre existe um setor [l, u/ grande o suficiente para conter uma fun¢ao
nao linear continua p(q). Por exemplo, o setor [—0o, co] contém todos os pontos (p,q) € R2.

Mazs informacoes sobre fungoes nao lineares limitadas por setor podem ser encontradas

em Khalil (2002, p. 252).
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Figura 2 — Exemplo de uma curva ¢ limitada pelos setores [I, u].

p
2 p=uq p=p(q) ]
1 -

p=Ilq
0
q

_1 -

2+ i

_3 1 | 1 1 1 1

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fonte: Proprio autor.

2.4.2 Projeto de uma lei de chaveamento para sistemas chaveados do tipo nao linear e

limitado em setores

Nessa subsecao sera apresentada uma lei de chaveamento para sistemas chaveados
do tipo nao linear e limitado em setor, que é obtida pela aplicagao da funcao ‘maz’ na
forma apresentada pela Equacao (2.14).

A lei de chaveamento o(e(t)) deve fazer com que a origem da dindmica do erro de
seguimento seja globalmente assintoticamente estavel. Portanto, busca-se obter condic¢oes
de projeto que resultam em uma lei de chaveamento que conduz assintoticamente os
estados do sistema chaveado para a origem, mesmo com a ocorréncia de modos deslizantes
em qualquer superficie de chaveamento do sistema.

A seguir sao apresentadas condi¢oes suficientes para o protejo utilizando a teoria
de estabilidade de Lyapunov e o processo para descrevé-las como um conjunto de LMIs.
Considerando que as fungoes auxiliares v;(e(t)) € C', i € M, da Equagao (2.14) possuem

a seguinte estrutura particular:
vi(e(t)) = e(t) Pe(t) + 2e(t)'(S; — S3) (2.56)

onde S5 := 221 0,S;, e P, € R ¢ S; € R sdo matrizes a serem determinadas.

Antes de apresentar o proximo teorema, é importante definir a notacao auxiliar
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utilizada para expressar as condigoes. Seja Ny(6) : R™ — R"™™ o anulador linear de 6,
vide Apéndice A.4 para mais informagoes sobre anuladores lineares, Ny(6) ¢ uma fungao
linear de 6 com RNy(0)§ = 0, VO € © e as constantes positivas «;, i € M, escolhidas pelo

projetista. Considere as seguintes matrizes auxiliares:

A=[A - A, Hi=[h - hnl, (2.57)
P=[P --- P, S:=1[S - Sul, (2.58)
a:=lal, - apl,], I, =1, 1, , (2.59)
1,:=[1 -~ 1]eR™, Py=> 6P, (2.60)
i=1
Co = [0pn 1 0], Cy(0) = [Ng(0) @ I, Oppsems] (2.61)
Lo(0) :=> 0;L; , Rp(f) € R™>™ (2.62)
=1

—LC(ul)Coly  * * ]

(12)Cyly(u+1) 0, —1]

AP+ PA * x|
U,:= |HP+SA HS+SH x|, (2.64)

B'P B'S 0]

o (P—Pyl,)+ (P — 1Py * %

®, = 25'a O *| - (2.65)

0 0, O

Teorema 2. Seja T um vetor constante que representa o ponto de equilibrio do sistema
dado pela Equagao (2.40) e supondo que x(t) é uma varidvel disponivel online. Considerando
o erro do sistema como o dado pela Equagao (2.48) e seja 0 € © um vetor constante que
atenda o Lema 2. Utilizando a nota¢ao auziliar das Equagoes (2.57)-(2.65), sendo Ly, L;,
i € M, matrizes a serem determinadas com as dimensoes Cy(0)', C!, respectivamente.

Supondo que 3 P, S, 7, Ly, L;, i € M que resolvam as sequintes LMIs:
P; >0, (2.66)

U, + @, + 70, + LyCy(0) + CL(0) Ly, + Lo (0)C, + Cl L, () <0,
Vo € 9(0) (2.67)
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onde 9(©) representa o conjunto de todos os vértices do simplex ©, entdo, o sistema
chaveado nao linear da Equacao (2.48) € globalmente assintoticamente estdvel utilizando a

lei de chaveamento da Equagao (2.56) e com isso:

V(e) := mz/a({vi(e)} : vi(e) = e'Pe+ 2€'(S; — Sp) (2.68)
1€
¢ uma funcao de Lyapunov do sistema. O

Demonstrac¢ao. A demonstrag¢io do Teorema 2 € apresentada em Dezuo (2014, p. 101). O

2.4.3 LMIs independentes do ponto de equilibrio

Nessa subsecao é apresentado que é possivel obter LMIs do Teorema 2, independentes
do ponto de equilibrio das variaveis Z, , se as matrizes A; (provenientes do sistema) e P,
(provenientes da fungdo de Lyapunov) possuirem uma estrutura particular. A aplicagao do
resultado apresentado a seguir s6 pode acontecer caso as matrizes sejam iguais para todos

os subsistemas, ou seja:

onde Ay ¢ dado pela decomposi¢do como na Equacdo (2.45) quando A; = 0i € M, e
Py € R™™ é uma matriz a ser determinada. Além disso, considerando a seguinte notacao
auxiliar usada no proximo corolario.
0voxcm * *
O, = | 250 Opsm *| - (2.70)
0 0, O
Corolario 1. Seja ® um vetor constante, nao necessariamente conhecido, que representa o
ponto de equilibrio do sistema dado pela Equagio (2.40) e supondo que x(t) é uma varidvel
disponivel para medi¢ao em tempo real. Considerando o erro do sistema como o dado
pela Equacio (2.48) e seja 6 € © um vetor constante que atenda o Lema 2. Utilizando a
notac¢ao auxiliar das Equagoes (2.57) - (2.64) e (2.70), sendo Ly, L;, i € M matrizes a
serem determinadas com as dimensoes Cy(0)', C!, respectivamente.

Supondo que existam P, S, 7, Ly, L;, i € M, que resolvam as sequintes LMIs:

Py>0, (2.71)

U, + &, + 70, + LyCy(0) + CL(0) Ly, + Lo (0)C, + Cl L, (6) <0,
Vo € 9(0) (2.72)

entao, o sistema chaveado nao linear da Equagao (2.48) € globalmente assintoticamente

estdvel utilizando a lei de chaveamento da Equagdo (2.56) e com isso:
Vie) = mz}/)t({vi(e)} : vi(e) = € Poe 4+ 2€'(S; — Sp) (2.73)
1€

¢ uma funcao de Lyapunov do sistema. 0
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Demonstragao. A demonstra¢ao do Coroldrio 1 é apresentada por Dezuo (2014, p. 108).
O
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3 TRANSFORMACAO NAO LINEAR

Este capitulo apresenta as principais contribuicoes desta dissertacao, onde é de-
senvolvida uma lei de chaveamento para sistemas do tipo nao linear limitado em setores.
Propoem-se nesta técnica aplicar uma transformagao de estado em que as fungoes nao
lineares aparegam como estados na nova representagao do sistema. Essa nova técnica
apresentada é especialmente interessante nos casos em que é mais conveniente medir a
saida das nao linearidades do que alguns estados do sistema original.

Existem diversas aplicacoes para essa nova técnica de projeto. Em um arranjo
fotovoltaico, por exemplo, a saida da nao linearidade que expressa a caracteristica da curva
1-V do arranjo ¢é a sua tensao, enquanto os estados do sistema sao as variaveis internas
do conversor. O conhecimento da tensao e da corrente do arranjo é essencial para uma
méxima geragao do sistema, no entanto, nao é trivial utilizar os estados do conversor para
esse fim. Entre outros sistemas chaveados que podem se beneficiar do método proposto se
encontram: o controle de maquinas de relutancia comutada, onde as correntes mensuraveis
sao fungoes nao lineares do fluxo (que é o estado do sistema, geralmente estimado por ser
dificil de medir), e os sistemas de gerenciamento para carga de baterias, onde existe uma
relagao nao linear entre o estado de carga e a tensao da bateria.

Além disso, uma classe mais geral de sistemas chaveados nao lineares pode ser
abrangida e miltiplas nao linearidades sao permitidas. Os resultados anteriores podem ser
incluidos como casos particulares. Uma funcao Lyapunov do tipo ‘max’, como em Trofino
et al. (2011), Scharlau et al. (2014), é projetada resultando em uma lei de chaveamento que
garante uma convergéncia globalmente assintoticamente estéavel do sistema chaveado em
malha fechada para o ponto de equilibrio desejado, mesmo que ocorram modos deslizantes
em qualquer superficie de comutacao. Também é mostrado que, dependendo da estrutura
do sistema, nao ¢é necessario conhecer o vetor de estado no ponto de equilibrio desejado na
etapa de projeto da lei de chaveamento. Essa é uma caracteristica interessante do método
proposto que permite alteragoes em tempo real no ponto de operagao necessario. Essa
caracteristica pode ser interessante em alguns casos, como por exemplo, quando usada
para a maximizar a poténcia gerada em um sistema fotovoltaico, em que a referéncia 6tima
se altera com as condicoes de operacao do sistema.

Considerando um sistema chaveado nao linear composto por m subsistemas:

onde x € R" sao os estados do sistema, A; € R"*", b; € R", B; € R", sdo matrizes obtidas
através da modelagem do sistema, ¢(t) = Dx(t), D € R¥"™ ¢ um vetor que seleciona os

elementos de z(t) que influenciam a nao linearidade e incertezas do vetor p(t) = ¢(q(t), ),
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definido como:

d1(q1(t),0)
¢(q(t),0) == : , (3.2)
ba(qa(t), o)

onde 0 € R" é um vetor de parametros incertos constantes e cada elemento ¢; : R — R
¢ uma fungao nao linear de seu respectivo escalar g¢;(t) := row;(D)xz(t). Analogamente,
definindo z(t) := Ex(t), E € R" 9" como um vetor que compreende os elementos
de z(t) que ndo influenciam ¢(q(t),d) de forma que a matriz concatenada [E D] seja

ortogonal.
Suposigao 1. A fungao p(t) € continua e bijetora em relagao a q(t), Vo € R”. O

A Suposicao 1 significa que existe uma funcao ¢ : R? +— R% tal que q(t) = ¥(p(t), 6),

definida como:

Y1(pa(t),0)
Y(p(t),9) == : : (3:3)
Ya(pa(t),9)

onde cada elemento 1; : R — R é uma funcao nao linear do seu respectivo escalar
p;(t) == ¢;(t). Em outras palavras, enquanto, ¢ define p como uma funcao nao linear de ¢,
1 define ¢ como uma fung¢ao nao linear de p.

Na sequéncia, serd apresentada uma forma de aplicar uma transformagao de estado
onde as fung¢des nao lineares aparecem como estados na nova representagao do sistema.
Como discutido na introducao do capitulo, isso é especialmente interessante nos casos em
que é mais conveniente medir a saida das nao linearidades ao invés de alguns estados do
sistema original.

Considere a derivada temporal de p,(t) reescrita, usando a regra da cadeia, como:

dp; (t) dg; dp; (t)
;Zt = Vj(Pj:qj’fS)d—; : vj(pj, 45, 0) = d]—qj - (3.4)
A dependéncia de v; em relagao a (p;, gj,0) serd omita para simplificar a notacao.
Com isso:
p(t) = vq(t) v :=diag(vy,...,Vq) . (3.5)
Considere o vetor x(t) e sua derivada no tempo definido na Equagao (3.6), respec-
tivamente
2(t) . El.
x(t) = : X(t) = H(v) a(t) (3.6)
[p(t)] D
onde, H(v) := diag(Ln—-ayxn-a),V) ¢ sabendo que qualquer matriz de permutacao ¢

ortogonal, com isso:

- z(t)] (8] z(t)] | .




43

Substituindo a Equagao (3.1) na Equagao (3.6), é possivel obter:

(Aix(t) + Byp(t) + bi> , (3.8)

e utilizando a Equacao (3.7), chega-se a:
2(t)

A;
( q(?)

O objetivo é manipular a Equacao (3.9) de modo que a variavel p(t) passe a ser

/
E

5 + Bip(t) + bi> : (3.9)

um estado e a variavel ¢(t) seja a entrada da fungao nao linear. Com isso:

() = H(v) 1E) (A@- g [zég +Bip(t)+bi> (3.10)
= H(v) lE) ([AiE’ AZD'} [ZZ; +Bip(t)+bi> (3.11)
— HW) -lE)- (AE'2(1) + AD'g(t) + Bip(t) + b) (3.12)
Com isso, chega-se a E_qu_agéo (3.13).
) = Hw) [g <[A,-E’ BZ-] ;g; + ADq(t) +bi> . (3.13)

Com isso, pode-se reescrever a dindmica do sistema apresentado na Equacao (3.1)

na seguinte forma alternativa:

x(t) = H(v) <Fix(t) + Giq(t) + gi) ., 1eM, veV={v: vy, <v,<v.},

(3.14)
onde:

FAE EB; EA;D Eb;
i= > i= > gi ‘= ) (315)

DA,E" DB, DA, D' Db,

dp; . dp;

. dp; R @i\ 3.16
V,]maz Ilplj?g( { dq] } ) V]mzn I;;l’? { dq] ( )

O problema se resume em projetar uma lei de chaveamento que conduz assinto-
ticamente o estado dual do sistema x(¢) para uma referéncia constante y. Em outras
palavras, o ponto de equilibrio desejado Y do sistema chaveado (em malha fechada) deve
ser assintoticamente estavel. Definindo e(t) := x(t) — X, esse problema pode ser reescrito
para criar uma lei de chaveamento o(e(t)) que conduza assintoticamente o erro do sistema

para a origem.
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Observacao 2. Observe que a sequinte equivaléncia € vdlida na Suposicao 1.

lim p(t) =p & lim ¢(t) =7 (3.17)

t—o0 t—o0
Isso significa que, considerando @, se a estabilidade de q(t) for garantida, p(t)
também converge para um valor constante p = ¢(q,d). Como consequéncia, dado P, se a

estabilidade de p(t) for garantida, q(t) também converge para um valor constante ¢ = (p, ).
[

Demonstracao. A Suposicao 1 implica uma correspondéncia individual entre p e @,

Vo € R". O

Dado x, pode-se representar a dinamica do erro de rastreamento como um sistema

chaveado com os subsistemas:

e(t) = H(v) <E~(e(t) +X) + Gi(o(n(t),0) +7q) +gi> , 1EM, vey, (3.18)

onde:
et) = x(H)-7, (3.19)
plalt).0) = W(r()+5.0)~T = alt) -7, (3.20)
(t) = p)—F = Welt)) W =0 L. (3.21)

A Figura 3 ajuda a esclarecer a interpretacao de cada variavel e a translacao para
o sistema de erros.

Supoe-se que a dindmica do modo deslizante do sistema possa ser representada
como combinagoes convexas dos subsistemas, como em Filippov (1988), entao o sistema,
chaveado global, que inclui a dindmica dos subsistemas e a dindmica do modo deslizante
(que pode eventualmente ocorrer em qualquer superficie de chaveamento), é representado

por:

é(t) = Zzl Oi(e(t)) H(v) (Fie(t) +Gip(n(t),0) + FiX + Gz@"‘gz‘), vey, 0et)) €0,

(3.22)

onde O é um simplex unitario definido na Equacao (2.6) e 6(e(t)) é o vetor com as entradas
0i(e(t)) que sao definidas de acordo com os resultados de Filippov (1988, p.50).

Para atingir o objetivo de rastreamento, a origem deve ser um ponto de equilibrio

assintoticamente estével da Equacio (3.22). Definindo 0 := 6(0) e G := 1(p, §), o seguinte

lema pode ser estabelecido:

Lema 3. A origem é um ponto de equilibrio da Equagao (3.22) se e somente se existir
0 € O tal que:

Z:l 0; (F X+ Gig+g;) = 0. (3.23)
0
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Figura 3 — Ilustragao da definigao das variaveis e coordenadas de translagao para uma fungao nao linear

genérica.
A Ay =qt) -7
@]
G P >
Ti=p(t)—p
E;\ Kﬂ = w&p&ﬂ 3 3 |
q |
= TOR i
P |
: '
p(t) p

Fonte: Préprio autor.

Demonstracao. Nota-se que v; tem sinal definido, pois toda fungao bijetora continua R +—
R € estritamente mondtona, portanto H(v) € uma matriz diagonal inversivel. Multiplicando
ambos os lados da Equacio (3.22) a esquerda por H(v)™', e definindo a condigao de

equilibrio é(t) = 0 e e(t) = 0 para obter § da Equagdo (3.23). O

A partir desse ponto assume-se que § é constante e a dependéncia do estado no
tempo serd omitida para simplificar nota¢ao. Como a Equacao (3.23) é igual a zero, pode-se
subtrair o lado esquerdo da Equacao (3.23) na Equacao (3.22) e reescrever a dindmica do

erro de uma forma mais conveniente:
¢ = H(v) <Fge + Gyp(m, 8) + k9> L veEV, ) ed (3.24)

onde Fy =3 " 0,;F,, Go:=>.",0,G; e kg:=3 ", 0;k; com:

ki = (F; = Fy)X + (Gi — Gg)q + 9i — g5 (3.25)

Fg = Z?ZE 5 0= Z@le 5 Jg ‘= Zglgz (326)
i=1 =1

=1
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3.1 LEI DE CHAVEAMENTO

Considera-se a lei de chaveamento dada por:
o(e(t)) := argmax{v;(e(t))} (3.27)

onde v;(e(t)) sao fungoes auxiliares com a estrutura:
vie(t)) = e(t) Pe(t) + 2e(t)'(S; — Sp) (3.28)

onde S7 := Zzl 0S; e P, € R e S; € R™ ! o matrizes a serem determinadas.
Assume-se que o(e(t)) e O(e(t)), vistos como fungoes do tempo, sdo constantes por
trechos. Em geral, # é uma fung¢ao com multiplos valores, mas a evolugao de 0(e(t)) no

tempo é continua por partes a partir dessa suposicao.

3.1.1 Nao linearidades limitadas em setores

Considerando o que foi apresentado na Subsecao 2.4.1, junto & Definicao 2 e ao
Lema 4, com ¢;(7;,0) e m; sendo o j-ésimo elemento de ¢(m,d) e m, respectivamente,
obtém-se as Equagoes (3.31) e (3.32) que limitam as ndo linearidades em setores. Tem-se

que a Defini¢ao 1 reescrita de modo mais abrangente na Defini¢ao 2.

Definigao 2 (Fungao limitada em setores). Uma funcao escalar p;(m;,6) R — R, com
©;(0,6) = 0, estd em setor [l,u] se para todos os m; € R, w; = ¢;(n;,8) fica entre

w; = u,;m; e w; =7, Vo € R". Entdo, a desigualdade:

— (05 — wym;) (g — lym;) =2 0 (3.29)
¢ vdlida para todo o m;, w; = p;(m;), 6 € R". O

Define-se:

4y = mX{M} = mn{M} . (3.30)

i ,0 d’/Tj i ,0 dﬂ'j
Lema 4. Supée-se que @;(m;,0) seja uma fungdo continua com ¢;(0,6) =0 e sua derivada
em relagao a m; esteja limitada entre u; e l; definido na Equagdo (3.30), V(m;,d) € RxR".
Entao (,0]'(71']',5) € [lj,uj]; v(’f(’j,é) eR xR". [

Demonstragao. Supoe-se que ¢;(m;,0) seja continua, sua derivada seja limitada pela
FEquagao (3.30) e passe pela origem. Apenas uma das sequintes situagoes pode ocorrer:
(i) pj(m,0) estd limitada dentro do setor [l;,u;] ou (it) nao estd. Mostra-se entdo que a
sequnda situag¢do ndao pode ocorrer, indicando que @;(m;,0) deve estar limitada em [l;, u;],
considerando as suposigoes. Por contradigao, suponha que em um ponto (m;,8) a fun¢do
@;(m;,0) esteja fora do setor [, u;]. Como p;(m;,0) € continuo e sua derivada € limitada
pela Equagao (3.30), conclui-se que a fun¢do nao pode cruzar a origem, contradizendo a

hipdtese. Portanto, a tinica situagao possivel € (i), concluindo a prova. O
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Observa-se com a Equagao (3.19) e a Figura 3, onde (¢;, ;) = (0,0) é apenas uma
translacao de (¢;,p;) = (;, p;) e as coordenadas (g;, p;) sdo invertidas, que a Equagao (3.16)

pode ser reescrita como:

dp; [ doi(m, )T
ﬂiﬁ‘?{@j} :%ﬁ?{# =l (3:51)
[ dp; dp;(m;,0) " 1
Vimin :Eii%?{d—qj} :méx{T A (3.52)

o que significa que os vértices de V estao, por defini¢ao, relacionados as inclinacoes que

garantem limites robustos do setor.

3.2 PROJETO DA LEI DE CHAVEAMENTO

Esta se¢ao apresenta os principais resultados deste estudo, divididos em trés casos: (i)
sistemas com nao linearidades conhecidas (nao incertas), (ii) sistemas com nao linearidades
incertas e (iii) com troca de referéncia online.

Assume-se que o vetor y esté disponivel online. O caso de medigao parcial de y
pode ser considerado usando as mesmas restri¢oes estruturais nas matrizes P, S; propostas
na Subsecao 2.3.3. Além disso, os seguintes resultados sao apresentados no contexto ideal
de modo deslizante, onde a frequéncia de comutacgao é ilimitada. A mesma anélise e
procedimento para limitar a frequéncia de comutacao apresentada na Observacao 1 de

Senger e Trofino (2014) pode ser aplicada aqui.

3.2.1 Caso 1: Fungao nao linear limitada em setores com equilibrio conhecido

Nesse primeiro cenério, considera-se o caso em que a funcao nao linear nao possui
parametro incerto ou, pelo menos, se houver incertezas, o equilibrio § = ¥(p) nao é afetado.
Em outras palavras, § esta disponivel a priori para o projeto da lei de chaveamento
proposto no Teorema 3 a seguir.

Antes de apresentar o teorema para o projeto da lei de chaveamento, é necessario
definir uma notagao auxiliar. Sendo Ny(#) um anulador linear de 6, como apresentado na
Subsecao 2.3.2, onde «; € R, i € M; tem-se que «; sao escalares positivos escolhidos de

acordo com a Observacao 1 de Trofino et al. (2011) e considerando a seguinte notagao:
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Py = igipi ) L(0) == Zm: 0:L; (3.36)
i=1 =1

o NG(Q) & In Ornxmd Ornxm

Ma = 01 m(n-+d 1m , Mb(Q) : X (337)
[ ot ) } Ordxmn N0(0> ®Id Orde
u = diag(uy, ..., uq) , [ :=diag(ly,... 1) , (3.38)
7= diag(m,...,Td) , 1, :=[1 - 1]eR>™ (3.39)
I, =1,®1,, I, =1,1,;, (3.40)
10
01 --- 0
L=, . . . , W =[04xm-a L, (3.41)
0 0 1
nxn
—IIW'rulWl, * *
=)L r(u+)WI, —I'7I, * ) (3.42)
Omxmn Omxmd Omxm
F'Hv)P+PH)F * *
@(V) = G/H(V)/P 01ndxmd * s (343)
K'Hw)YP+ S'Hv)F S'Hwv)G K'H(Ww)S+SHWK
o (P—PFL)+ (P—-PL)a % *
¢ = Odemn Odemd * : (344)
25"« Omxmd 0m><m

Teorema 3. Tem-se que X e q sao vetores dados e constantes, representando o ponto de
equilibrio desejado do sistema apresentado pela Equacao (3.1), e supoe-se que x(t) e X
estejam disponiveis para medigao em tempo real. Considera-se o erro do sistema como o
apresentado na Equagdo (3.22), com um determinado setor [, u|, os vértices v;, . e vj, ..
definidos como na Equacdao (3.16), a notag¢ao auziliar apresentada nas Equagoes (3.33)-
(3.44) e sendo L;, Ly matrizes a serem determinadas com as dimensoes de M) e M;,
respectivamente. Supoe-se que existam P, S, T, Ly, L;, i € M, que resolvam as sequintes
LMIs:

P>0, (3.45)

V() + ®+T + L,(0)M, + M L,(0) + LyMy(0) + My(0)' Ly, < 0,
Vv ed(V), VOe¥(O).  (3.46)
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Entao o sistema apresentado no formato x(t) = H(v)

/N

Fix(t)+Giq(t) —l—gi> é global-

mente assintoticamente estdvel com a lei de chaveamento o(e(t)) := arg max;epm{vi(e(t))}

e com 1SS0,
V(e) := m%{{vl( e)} vi(e)=¢e'Pe + 2¢'(S; — S3,) (3.47)
1€
¢ uma funcao Lyapunov para o sistema chaveado. O

A demonstragao do Teorema 3 faz parte das contribuigdes desta dissertagao e por
isso serao apresentadas neste capitulo, caso nao seja de interesse do leitor se aprofundar

nas dedugoes e provas, a leitura pode seguir da Observacao 3 localizado na pagina 51.

Demonstragao. Inicialmente, observa-se que as vi(e) apresentadas na Equagao (3.28)
sao fungoes continuas e diferencidveis e, portanto, V(e) da Equagio (3.47) € uma fun¢ao
continua localmente Lipschitz. Como 6;(e) = 0 para i ¢ o(e) e V(e) = v;(e), Vi € o(e),
obtém-se:

Vie) —max{vZ )} = ZZ ) : (3.48)

como > i*, 0;S; = Sz, obtido através da Equagio (3.28):

Z@i vi(e) =¢ (Z giP> e+ 2¢ Z@i(Si — Sp) =€ Pje . (3.49)
i—1 ; ;

E possivel observar que o elemento mdzimo de wm conjunto finito de nimeros reais ¢
sempre maior ou tqual a qualquer combinacao convexra dos elementos do conjunto. Portanto,
pode-se concluir utilizando das Equagdes (3.45), (3.48), (3.49) que Ve # 0 tem-se:

Vie) = ()} =S Bivle) =ePye>0. 3.50
(©) = max{ui(e)} = 3" Bvile) = ' Fpe > (3:50)

Assim, V(e) é uma fungao positiva definida e radialmente ilimitada, pois €' Pe
apresenta uma forma quadrdtica positiva, proveniente da Equagao (3.45). Além disso,
vi(e) < Billlell) em que Bi(llell) = [Pl llell® + 21|S; — Sgll|lell. Por consequéncia

Amin(Pg)lle]l” < V(e) < max{5;([le]|)} (3.51)

onde os limites inferiores e superiores sio funcoes da classe Koo'

A sequir, mostra-se que se V (e) estd decrescendo estritamente ao longo de qualquer
trajetoria do sistema para qualquer ¢ pertencente a um determinado setor [l,u]. Lasdon
(1970, p.420) apresenta que, para qualquer ponto e e diregao h, a derivada direcional de
V(e) eziste e é dada por:

DV (e) = max Vu;(e)h , (3.52)

i€o(e)

1 Para mais informacoes sobre funcdes de classe K vide Apéndice A.5.
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onde Vvi(e) = 2(e'P; + S; — 5%) indica o gradiente de vi(e). Com a Equagao (3.18),

considerando a notagao é = f(e) com:
f(e) = H(v) (Foe + Gop(m,6) + ko) (3.53)

obtendo a derivada direcional na diregio h = f(e). E possivel obter a expressio da
FEquagao (3.52) para o sistema da Equagao (3.18).

Desta maneira, como Senger e Trofino (2014) e Dezuo, Trofino e Scharlau (2014)
demonstram, pode-se reescrever a Equagao (3.52) como:

Df(e)V(e) = Z 1

_ 0;(e) Vu;(e) f(e) . (3.54)

Como, em geral, O(e) assume maltiplos valores e é de dificil caracterizagao, usa-se
uma condi¢ao mais conservadora em que 0(e) é substituido por um pardmetro arbitrdrio
variante no tempo 0 livre dentro do simplex ©. Para reduzir o conservadorismo associado a
esse relavamento do problema, pode-se aplicar o Procedimento S a condi¢io DV (e) <0

e levar em consideragao a restri¢io da Equagao (3.50). E entao obter:
DV (e) +2ay(V(e) —€'Pge) <0, YveV, Voeo, (3.55)

onde D)V (e) € a fungdo indicada na Equagao (3.54) com v(p,q,0) e 0(e) substituidos
por pardmetros variantes no tempo v e 0, V(e) sao indicados na Equagao (3.48) e ag =
S bia; > 0 € um fator de escala com constantes positivas dadas a;. Observe que a
Desigualdade (3.55) implica na Equagao (3.54) que Dyy)V (e) < 0 pois ag (V(e) — €' Pye)
nao € negativo como apresentado na Equagao (3.50) e f(e) € O.

A sequir, serd mostrado que a Desigualdade (3.46) implica na Desigualdade (3.55).
Considerando a notagio Sy := Y ", 6;S; e reescrevendo o lado esquerdo da Desigual-

dade (3.55) como:
2¢’ (PgH(z/)Fg + ap(Py — Pg)) e+ 2¢' PyH(v)Gop
+2¢ (PgH(V)k‘g 4 2ap(Sy — Sg)) +2(Sy — Sy)H(v) Fye
+ 2(5@ — Sg)H(V)G@QD + 2(59 — Sg)H(V)k?@ < 0. (356)
Observa-se que Sy — Sz = S(0 — 0), kg = K(0 — 0) e considerando a notagéo:

€ the the
ER™, py=| 1 |€R™ . (3.57)
0—0 0,€ Opmp

s,
I
S
<
Y
5
Il

Utilizando, e = I,eq, ¢ = I,pg € possivel reescrever as Equagoes (3.55)-(3.56)

usando a notagdo auziliar apresentada nas Equagoes (3.33)-(3.44) como:

D)V (e) +2ag (V(e) —e'Pye) =& (¥(v)+P)E <0,
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Vwev, Voeo. (3.58)

Dessa forma € possivel incorporar a condi¢ao da FEquacao (3.58) o fato de que
@ € uma funcao do erro limitada pelo setor. Para esse propdsito, a desigualdade da
FEquagao (3.58) deve ser satisfeita sempre que a Equagao (3.29) for satisfeita, Vj €
{1,...,d}. Usando o Procedimento S e a notagao apresentada na Equagoes (3.38)-(3.42),

isso ocorre se existirem escalares 7; > 0, V5 € {1,...,d}, de modo que:
W) +d+T)E<0, YWweV, Voeo. (3.59)

Com M, e My(0) da Equacao (3.37), respectivamente, obtém-se que M,{ = 0
e My(0)¢ = 0. Tais igualdades, representam relagoes entre os elementos componentes
de & e podem ser usadas para relaxar a LMI associada a condi¢ao da Equagao (3.59)
Pelo lema de Finsler, a Desigualdade (3.59) € satisfeita se existirem matrizes L, €
Rm(ntdt)xr(ntd) -1 c Rm+dEDX1 i M e Ly(0) definidas pela Equacio (3.36) de
modo que a Desigualdade (3.46) seja satisfeita.

Multiplicando o desigualdade apresentada na Desigualdade (3.46) por & para a
direita e por sua transposicdo pela esquerda, lembrando que M,§ = 0 e My(0)¢ = 0,
obtém-se a Desigualdade (3.59). Além disso, observa-se que a Desigualdade (3.46) implica
T > 0. Assim, mostra-se que a LMI da Desigualdade (3.46) é uma condigao suficiente
para a Desigualdade (3.59) e, portanto, para a Desigualdade (3.55) sempre que ¢ € [l,u| e
vev.

Em resumo, a Equagao (3.51) mostra que V(e) € definida positiva e radialmente
ilimitada. A expressao da Desiqualdade (3.55) implica que V (e) estd decrescendo global-
mente, mesmo que ocorram movimentos deslizantes, e a estabilidade assintotica global
seque de forma similar & apresentada em Senger e Trofino (2014) e Dezuo, Trofino e
Scharlau (2014) usando os resultados de Filippov (1988, p.155). O

Observagao 3. Os resultados apresentados neste teorema sao gerais o bastante para
abranger qualquer nimero n de estados e qualquer nimero d < n de nao linearidades. O
limite em d € resultado da Equagio (3.2), onde assume-se que cada elemento do vetor
nao linear depende apenas de um estado. Essa suposi¢ao € feita por dois motivos: (i)
a Definicao 2 exige que cada ¢; seja uma fungao de apenas um x; e (ii) mailtiplas nao
linearidades, dependendo do mesmo estado, levam a matriz D a ter linhas iguais e, portanto,
a Equagao (3.7) nao € inversivel. O caso d = n implica que todos os estados do sistema
original da Equagao (3.1) sejam substituidos por suas respectivas fungoes nao-lineares
na nova representacao do sistema, levando a lei de chaveamento a ser uma fungao que

depende apenas da saida das nao linearidades. O

3.2.2 Caso 2: Sistema com fungoes nao lineares incertas

Nota-se que a influéncia de um 0 incerto aparece nas LMIs do Teorema 3 através de

7 = ¥(p,9), que implica que 6 seja alterado também para satisfazer a condicao de equilibrio
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da Equagao (3.23). Busca-se neste caso eliminar a dependéncia de § nas condig¢oes de
projeto da lei de chaveamento, o que pode ser obtido eliminando G e # dessas condicoes.
Para esse proposito, supoe-se que o sistema apresentado na Equacao (3.1) satisfaca a

Suposicao 2.
Suposigao 2. A; € Ay :={A,D' = A,D', Vi,j € M}. O

A notagao apresentada nas Equagoes (3.60)-(3.62) sera utilizada no Corolario 2,

que apresenta um projeto de lei de chaveamento para sistemas com equilibrio incerto.

K=k o ks Fi=(Fi— FX+g—g5, (360
F'H(v)P+ P'H)F * *
\I/(l/) = G/H(V)/P 0.ndxmd * s (361)

K'HwYP+SHWF SHW)G KHw)S+SHWK

Omnxmn * *
Omdxmn Omdxmd * . (362)
25/05 Omxmd 0m><m

o=

Corolario 2. Supde-se que o sistema da FEquacao (3.1) satisfaca a Suposi¢ao 2. Seja
X um vetor constante dado, representando o ponto de equilibrio desejado do sistema da
FEquagao (3.14) e supde-se que x(t) esteja disponivel online para medigcao. Considera-se o
erro do sistema como o apresentado na Equagao (3.18) com um determinado setor [l,u] e
os vértices vj, , , Vj,.. definidos como na Equagdo (3.16). Utiliza-se a notagdao auziliar
apresentada nas Equagdes (3.33)-(3.44) e (3.60)-(3.62) sendo L;, L, malrizes a serem
determinadas com as dimensoes de M., M, respectivamente. Supoe-se que 3 P, S, T, Ly, L;,

1 € M, que resolvam as sequintes LMIs:

P,>0, P=P, VYieM, (3.63)

(1) + &+ T + Lo(0) M, + M. Ly(0) + LyMy(6) + My(8)' Ly < 0
Vv ed(V), V0ed(©O). (3.64)

Entao o sistema apresentado no formato x(t) = H(v) (Fix(t)+qu(t)+g,~> é global-
mente assintoticamente estdvel com a lei de chaveamento o(e(t)) := arg max;ep{vi(e(t))}

e com 18s0,

V(e) := Erel%({v,-(e)} , vi(e)=¢'Pye + 2¢'(S; — Sz,) (3.65)

¢ uma func¢ao Lyapunov para o sistema chaveado. O
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Demonstracao. A demonstracao seque as mesmas linhas da demonstracao do Teorema 3,
portanto somente as diferencas serao destacadas.

Primeiro, percebe-se pelas Equagoes (3.49), (3.50), e (3.63) que:
m 5 1
Vie)2 Y " Bivile) =¢Pe>0. (3.66)

garante a positividade de V (e) pois € Pye é uma forma quadrdtica positiva uma vez que
satisfaz a Equagao (3.63).

E possivel observar que, das Equacoes (3.25) e (3.60), se a Suposicao 2 for satisfeita,
entao Gy = Gj, Vi,j € M . Assim, obtém-se

o que tmplica que ky nao depende de q e, por sua vez, nao depende de d. Além disso, a
Equagao (3.63) implica Py — P; = P, — P, = 0, portanto, 0 também néo aparece mais nas
LMIs. Com isso, utilizam-se as Equagoes (3.56) e (3.67), e a notagao apresentada nas
Equagoes (3.33)-(3.44) e (3.60)-(3.62), € possivel reescrever a Desigualdade (3.55) como:

Dyy)V(e) +2ag (V(e) — ¢ Pye) = € (U(v) + @) € <0, VveV, Voe® . (3.68)
o que leva & Equacgao (3.64). O restante da demonstragao seque inalterado. O

Observacao 4. Um subproduto interessante da transformagdao nao linear é a possibilidade
de considerar o caso de funcao nao linear incerta sem qualquer suposi¢cao sobre a estrutura
das matrizes B;. E possivel deduzir que, para wma lei de chaveamento baseada no sistema
original apresentado na Equagdo (3.1), como em Dezuo, Trofino e Scharlau (2014), a
condigio de equilibrio do Lema 3 seria substituida por Y i 0;(AT + Bp + b;) = 0.
Portanto, analogamente ao k; da Equagao (3.25), para eliminar p das condigoes de projeto,
¢ necessdrio que B; = B;, Vi,j € M, no método proposto por Dezuo, Trofino e Scharlau
(2014). Jd a forma transformada do Lema 8 mdo tem essa restri¢ao, permitindo que

diferentes estruturas de sistemas com nao linearidades incertas sejam consideradas. [

3.2.3 Caso 3: Sistema com alteragao de referéncia online
Supde-se que o sistema apresentado na Equagado (3.1) satisfaga a suposicao a seguir:

Suposigéo 3. A, S A = {Al . Al = Aj, \V/Z,j € M} € BZ c B:= {Bz . Bz = Bj, VZ,] c
M}. 0

Considera-se a notagao das Equagoes (3.69)-(3.71) e o Corolério 3 para o projeto

da lei de chaveamento independente de equilibrio.

f(:[%l %m} , ki =g — 97 (3.69)
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F'H(v)P+PH®WV)F * *
\I/(V) = G/H(V)/P 0.ndxmd * . (370)
K'Hw)P+S'HW)F SH()G KH(v)S+SHWVK

Omnxmn * *
¢ = Odemn Odemd * (371)
S/Oé Omxmd 0m><m

Corolario 3. Supée-se que o sistema da Equagao (3.1) satisfaca a Suposicio 3 e que
X(t) e X estejam disponiveis para medi¢ao em tempo real. Considera-se o erro do sistema
como o apresentado na Equagdo (3.18) com um determinado setor [l,u] e os vértices v;, , .
Vjnew definidos como na Equagao (3.16). Utiliza-se a notagio auxiliar apresentada nas
Equagoes (3.33)-(3.44) e (3.69)-(3.71) sendo L;, L, matrizes a serem determinadas com as
dimensoes de M., M}, respectivamente. Supoe-se que 3 P, S, T, Ly, L;, i € M, que resolvam

as sequintes LMIs:

P,>0, P,=P, Mie M, (3.72)
V() + @ + T+ Lo(0) M, + M. Lo(8) + LyMy(0) + My(0)'L, < 0 ,
Vv e d(V), VOed(O) (3.73)

Entao o sistema apresentado no formato x(t) = H(v) (Fix(t)+qu(t)+gi> é global-

mente assintoticamente estdvel com a lei de chaveamento o(e(t)) := arg max;ep{vi(e(t))}

e com 1SS0,
V(e) := m%({vi(e)} : vi(e)=¢'Pye + 2¢'(S; — Sz,) (3.74)
1€
¢ uma func¢ao Lyapunov para o sistema chaveado. O

Demonstragao. A demonstracao seque as mesmas linhas da prova do Coroldrio 2, por-
tanto, apenas as diferencas serao apresentadas. Observa-se, pelas Equagoes (3.25) e (3.69)
que, se a Suposi¢cao 3 for satisfeita, entao F; = F;, Gy = G, Vi,j € M. Com isso,

obtém-se:

o que implica que kg nao depende de Y eq. Além disso, a Equagdo (3.72) implica Py — Py =
P, — P, =0, portanto, § também ¢ eliminado. Portanto, utilizando as Equagdes (3.56) e
(3.75), juntamente com a notagao apresentada nas Equagoes (3.33)-(3.44) e (3.69)-(3.71),

pode-se reescrever a Desigualdade (3.55) como:

Do)V (€) + 205 (V(e) — €' Fge) = &' (U(v) + &) £ <0,
VveV, VoeoO. (3.76)
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0 que leva a condi¢ao da Desigualdade (3.73). O restante da prova seque inalterado. [

Observagao 5. Devido a Suposicio 3 e a condi¢ao da Equagao (3.72), as LMIs no
Coroldrio 3 nio dependem de X, G e 0. Isso permite que o Coroldrio 3 seja aplicado mesmo
que algumas entradas do ponto de operacao desejado X nao sejam conhecidas a priori no
projeto. Mudanc¢as no ponto de equilibrio variantes no tempo passam a serem possiveis,
mantendo a garantia de estabilidade, desde que as mudangas possam ser representadas
por vetores constantes por partes X variando lentamente o suficiente quando comparados a

dindmica do sistema. O

Os resultados tedricos apresentados até aqui sao genéricos o suficiente para se-
rem aplicados em quaisquer sistemas chaveados pertencentes a classe apresentada na
Equacao (3.1) cujas nao linearidades satisfazem a Suposic¢ao 1.

A técnica de controle proposta neste capitulo apresenta diversas vantagens se
comparadas a outras presentes na literatura, como tratar um sistema nao linear sem
a utilizacao de linearizacao ou aproximagcao, controlar o sistema utilizando unicamente
a saida das funcgoes nao linear, entre outras. Existem diversas aplicacoes que poderao
usufruir destas vantagens, nos préoximos capitulos um sistema fotovoltaico sera utilizado

como forma de ilustrar possiveis aplicagoes.
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4 SISTEMAS FOTOVOLTAICOS

Este capitulo introduz os sistemas fotovoltaicos e justifica sua possibilidade de
aplicagao na técnica proposta no Capitulo 3. Para isso, apresenta uma modelagem para
estes sistemas, além das curvas caracteristicas I-V e P-V sob condi¢oes uniformes e nao
uniformes e, com isso, mostra que as curvas [-V podem ser tratadas como nao linearidades
limitadas em setores. Também, esclarece o motivo da utilizacao de conversores chaveados
CC-CC entre a saida do arranjo e a entrada da carga, o que faz com que este seja um

sistema chaveado.

41 MODELAGEM DE UMA CELULA FOTOVOLTAICA

A modelagem de uma célula fotovoltaica pode ser feita de forma simplificada, por
meio de um circuito equivalente contendo uma fonte de corrente, em paralelo a um diodo.
Para apresentar o efeito de nao idealidades presente no sistema, pode-se adicionar duas

resisténcias, uma em série e a outra em paralelo, como apresentado na Figura 4.

Figura 4 — Modelo simplificado de uma célula fotovoltaica.

Rs [cel
N\N———
+

Tpn <A> SZ D R, Veel

Fonte: Proprio autor.

Desenvolvendo a equacao para o circuito da Figura 4, obtém-se os seguintes resul-

tados (CASARO, 2009):

Rs ‘/cel €
Ly—14+— )1 —— —1, —— (Vg + Rgl,. —1)=0, 4.1
i (10 ) o= G 1 (o (g Ve e ) =1) =00
onde:

PS’U,TL
L= Use +7 (T —1,)) 2 , (4.2)
s (T ’ B, (1 1 (4.3)
r — drr | 74 €X —  \&/= T A+ 5 .

n,) P\ e\ T T

[SC_VOC

I, = < B (4.4)

exp (;Z—g) —1
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Variaveis:
e V., - Tensao de saida nos terminais da célula, em Volts;
e [.; - Corrente de saida nos terminais da célula, em Amperes;
e [, - Fotocorrente, em Amperes;

e . - Corrente de saturacao reversa da célula, em Amperes.

Constantes retiradas do datasheet do modulo ou determinaveis:
e R, - Resisténcia série da célula, em Ohms;
e 7, - Resisténcia paralelo da célula, em Ohms;
e ¢ - Carga do elétron (1.6 x 10712 C);
e 1 - Fator de qualidade da jungao p-n;
e r - Constante de Boltzmann (1.38 x 10723 J/K);
e T, - Temperatura de referéncia (298K);
e P, - Intensidade de irradiagao de referéncia (1000 W/m?);
e [,. - Corrente de curto circuito da célula, em Amperes;
e V.. - Tensao de circuito aberto da célula, em Volts;
e 7 - Coeficiente de temperatura de I;
e /.. - Corrente de saturacao reversa de referéncia;
e E, - Energia de banda do silicio (1.1 eV).
Parametros de entrada:
e T - Temperatura da célula, em Kelvin;
e P, - Intensidade de irradiagao solar recebida, em W/ m?.

E possivel perceber pela Equagao (4.1) que I ou V.. ndo podem ser isolados em
funcao das demais variaveis. Logo, é necesséario calcular seus valores empregando métodos
numeéricos para a realizacao de simulagoes. Para isso, é possivel obter o valor de I,
para cada valor de V., ou de forma analoga, obter o valor de I.; para cada valor de
V.e1, levando em consideracao os parametros das células e os valores de temperatura e
irradiagao. Uma possivel saida é utilizar o método de Newton-Raphson para encontrar

a solucao desta equacao. Esse método é preferido por apresentar uma convergéncia em



o8

poucas interagoes e também por ja ser utilizado em outros trabalhos envolvendo sistemas
fotovoltaicos (DEZUO, 2014).

Utilizando as células fotovoltaicas, intimeras formas de interconexao sao possiveis
para formar um modulo. Alguns exemplos sao as conexoes Series Parallel (SP), Bridge
Link (BL), Honey Comb (HC) e Total Cross Tied (TCT), como apresentado na Figura 5.
A forma de conexdo em um painel é muito importante, pois faz com que o mesmo

possa apresentar respostas muito distintas quando sob efeito de condi¢oes nao uniformes
(VIJAYALEKSHMY; IYER, 2014).

Figura 5 — Topologias tipicas de arranjos fotovoltaicos.

I 1 1

SR N R
MV M N Y

<H

L <H < H H
T <H < H H<
T <H < H H
1T <H HHHS

i
SV N M
~

BL HC
Fonte: Adaptado de Vijayalekshmy e Iyer (2014).

[@p]
)—U

Vale ressaltar que, em condigoes uniformes de temperatura e irradiacao, é possivel
obter uma equagao que descreva o comportamento do modulo diretamente a partir da
equacao de uma célula. Apenas algumas constantes devem ser incluidas, levando em
consideracao a quantidade de células em série e em paralelo, como mostrado na Figura 6.
Esta dissertagao tratara a partir deste ponto conexoes o tipo SP como exemplo.

Na Figura 6, tem-se que a corrente I, ¢ a soma das correntes I.; de cada conjunto
de células conectadas em paralelo. Ja a tensao V,, é a soma da tensao V.. das células
conectadas em série. Como em condigoes uniformes de temperatura e irradiacao a tensao
divide-se igualmente por todas as células, a corrente produzida por cada célula nessa
tensao ¢ a mesma. Logo, a tensao V,, ¢ obtida pela multiplicagao da tensao da célula
Veer pelo niimero de painéis conectados em série (M) (considerando médulos compostos
apenas por células conectadas em série, o termo N aparece na equacao). A corrente I,

por sua vez, ¢ a multiplica¢ao de I.; com o namero de strings em paralelo (M,).

V.
Veel = pY 4.5
LS LN, (4.5)
1,
Ig=-L (4.6)

=



99

Figura 6 — Modelagem de um painel fotovoltaico sob condigoes uniformes.

Iy,
+
‘/cel
Viw

Fonte: Proprio autor.

Onde:

Vv - Tensao do arranjo;

e [, - Corrente do arranjo;

N, - Numero de células em série no moédulo;

M, - Numero de modulos em série;

M, - Ntamero de strings em paralelo.

As Equagoes (4.5) e (4.6) podem ser substituidas na Equacao (4.1) para se obter
a Equagao (4.7), que descreve o comportamento do arranjo de médulos sob condigoes

uniformes.

I — (1 + &) I Yoo _p (exp ( ‘ ( Voo Rsl””)) - 1) =0 (4.7)
R,) M, R,MN; nrT \ MyN; M,

E necessério salientar que um arranjo fotovoltaico pode ser modelado como uma
fonte de corrente controlada por tensao I,,(V,,d) ou, alternativamente, como uma fonte
de tensao controlada por corrente V,,(1,,,d), onde & representa os valores ndo conhecidos
de temperatura (T') e irradiacao (P )-

O que determina se o arranjo fotovoltaico é representado como uma fonte de tensao
controlada por corrente ou uma fonte de corrente controlada por tensao depende do circuito
ao qual o painel esta conectado. A Figura 7(a) mostra um exemplo em que um indutor
determina que o atual I,, seja um estado do sistema e, portanto, V,, é a funcao nao

linear que representa o arranjo. O segundo caso é mostrado na Figura 7(b). Outro ponto
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interessante é representado pela Figura 7(c), em que o mesmo painel fotovoltaico pode ser
representado por duas fungoes nao lineares (1,,(Vpy,0) € Vi, (L, 6)). Observe que, com

ambas as chaves na posigao 1, o circuito da Figura 7(c) se resume ao da Figura 7(a), e na
posigdo 2 se resume ao da Figura 7(b).
Figura 7 — Exemplos de topologias de circuitos e suas respectivas variaveis do sistema: (a) Arranjo

conectado a um indutor L; (b) Arranjo conectado a um capacitor C; (¢) Arranjo conectado
com um circuito misto.

IP’U IP’U(VP’U? 5)
— —>
+ +
PV | Veu(Ipw,0) 3 PV | Vi S—
- L . C

1
oy
PV va (CI2; 5) + : |_§
- - Q1:VC

Fonte: Préprio autor.

4.2 CURVAS CARACTERISTICAS

A partir da Equagao (4.7), levando em consideracdo a irradia¢do e temperatura
distribuidas uniformemente sobre o médulo, pode-se tragar a curva -V caracteristica de
um painel, apresentada na Figura 8.

A curva de poténcia gerada pelo médulo é obtida através da multiplicagao da tensao
Vpw pela corrente I, do moédulo e ¢ apresentada na Figura 9. Para o caso de distribuicao
uniforme de temperatura e irradiacao, pode-se observar que existe apenas um ponto de
méaximo, sendo esse o maximo global.

A curva [-V de um painel sob condi¢oes distintas de irradiacao e temperatura
(distribuidas uniformemente) pode apresentar uma grande variagdo, como mostra-se nas
Figuras 10 e 11.

Para casos uniformes de irradiacao e temperatura, algumas técnicas de MPPT!

(Rastreador de Maximo Ponto de Poténcia) utilizadas sdo de implementagdo simples e

L' Do inglés: Mazimum Power Point Tracking.



Figura 8 — Curva caracteristica I-V sob condigoes uniformes.

A

I pv [A]

———»

Voo [V]
Fonte: Adaptado de Oliveira (2015).

Figura 9 — Curva caracteristica P-V sob condi¢oes uniformes.

A

P, pv [A]

———»

Voo [V]

Fonte: Adaptado de Oliveira (2015).

Figura 10 — Curva caracteristica I-V com temperatura de 25 °C e variacao na irradiacao.

10

—1000 W/m?
—800 W/m?
8- —600 W/m?
400 W/m?

Ly, [A]

0 I I I I I I I |

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Voo [V]

Fonte: Proprio autor.
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demonstram-se muito eficientes. Algumas técnicas como a de tensao de circuito aberto

fracionaria (SOUALMIA; CHENNI, 2016) nao requerem medi¢oes para sua aplicagao,

porém, nao garantem que o MPP? (Maximo Ponto de Poténcia) seja alcangado. Outra

2

Do inglés: Maximum Power Point.
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Figura 11 — Curva caracteristica I-V com irradiacio de 1000 W/m? e variacio na temperatura.

10 -
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~ 4T
2 |
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Fonte: Proprio autor.

técnica amplamente utilizada é conhecida como Perturba & Observa (P&O), que é uma
adaptagao da técnica apresentada por Armstrong e Hurley (2004), onde passos de corrente
Iyrep sao aplicados resultando em uma variacao na tensao V,,. Multiplica-se a tensao e
a corrente atualizadas e compara-se com os valores de corrente e poténcia anteriores. A
corrente I,,,.f aumenta até que a poténcia diminua, e quando isso ocorre, a corrente passa
a diminuir, como mostra o fluxograma da Figura 12. Como existe apenas um ponto de
méximo, o algoritmo fica oscilando em torno desse ponto, variando os passos de corrente

para mais e para menos em torno do ponto de maior poténcia.
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Figura 12 — Fluxograma MPPT P&O convencional.

Inicio

v

L& Vpy [K] e Iy [K]

v

Ppy [Kl = Vpy [K] x Iy [K]

v

Compara com o valor anterior
AP = Ppy [K] - Ppy [k-1]
Al = Ipvref [K] - Ipvref [k-1]

Nao Sim
AP >07?
Sim Nao
\ 4 \ 4
Decrementa Decrementa
Ipvref Ipvref

Sim

\ 4

Incrementa
Ipvref

v

Salva os valores para a proxima interagéo
va [k-1]= va (K]
Ipvre-f [k-1] = Ipvref [k]

v

Retorna ao Inicio

Fonte: Proprio autor.
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4.3 SISTEMAS FOTOVOLTAICOS SOB CONDICOES NAO UNIFORMES

Sabe-se que o sombreamento de médulos e painéis ocasiona a reducao da poténcia
de saida de um sistema fotovoltaico. O sombreamento parcial, por sua vez, além de causar
uma reducao na poténcia gerada, pode acabar danificando os proprios painéis fotovoltaicos
se estes nao estiverem preparados para isso. Uma sombra cobrindo um grupo de células
ird reduzir a producao de energia por duas razoes: pelo aumento das perdas de energia
nas células mais sombreadas, que podem passar a atuar como cargas consumidoras de
energia e pela redugao da energia fornecida pela célula devido a menor irradiacao recebida
(LOPES, 2013).

Quando condigoes nao uniformes ocorrem, as curvas I-V e P-V do arranjo fotovol-
taico acabam por perder algumas de suas caracteristicas, como mostrado nas Figuras 13 e 14.
Maiores informagoes sobre a modelagem de um arranjo fotovoltaico sob condi¢oes nao
uniformes podem ser encontradas em Lunardi (2017). Uma destas caracteristicas é o
surgimento de picos locais de maxima poténcia, que se nao forem tratados de maneira
adequada, podem fazer com que o algoritmo responséavel pelo MPPT fique preso a um

maximo local, fazendo com que uma parcela da energia disponivel nao seja captada.

Figura 13 — Curva caracteristica I-V sob condigdes nao uniformes.

A

va [A]

Voo [V]

Fonte: Adaptado de Oliveira (2015).

Quando submetido a variagoes nao uniformes, o algoritmo de MPPT exibido na
Figura 12 nao apresenta garantia de que o ponto de operagao alcangado seja o maximo
global e nao um méaximo local. Buscando contornar esse problema, ¢ possivel utilizar um
algoritmo de facil implementacao e que apresenta uma garantia de convergéncia para o
maximo global. A Figura 15 apresenta um algoritmo de MPPT global capaz de resolver os
casos de miltiplos maximos. Mais informagoes sobre esse algoritmo podem ser encontradas
em Lunardi (2017).

Em resumo, o algoritmo apresentado na Figura 15 percorre toda a curva I-V do
arranjo salvando os valores de tensao e corrente respectivos. Apos esses dados obtidos é

possivel encontrar a localizagao do méximo global da curva, sendo entao o valor da corrente
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Figura 14 — Curva caracteristica P-V sob condigbes nao uniformes.
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Fonte: Adaptado de Oliveira (2015).

Figura 15 — Fluxograma MPPT global.

ﬁ Percorre toda a
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salva seus valores
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v ‘\‘ IpV(MPP) que
Y corresponde ao MPP
MPPT Convencional “\‘ ¢
por N interagbes \
X Salva

]

Ipvref [k] = |pv(MPP)

Fonte: Proprio autor.

I,,, correspondente ao de MPP definido como referéncia para o MPPT P&O convencional,
que dessa maneira passa a trabalhar no maximo global. O MPPT Global é utilizado de
tempos em tempos apenas para garantir que o MPPT P&O néao passe a trabalhar em um

maximo local em caso de variagoes paramétricas.

4.4 SISTEMAS FOTOVOLTAICOS LIMITADOS POR SETORES

Conhecendo as caracteristicas do sistema fotovoltaico apresentado na Secao 4.2, é
possivel observar algumas peculiaridades.

Como visto na Subsecao 2.4.1, se para qualquer ponto da curva [-V existirem
fungbes que abranjam a curva toda, estas podem ser consideradas como fungoes limitantes
dessa curva. Para isso, pode-se sugerir retas cujas inclinagoes sempre englobem toda a
curva [-V.

Para encontrar os setores que englobam a nao linearidade do sistema (curva I-V'),
pode-se olhar para a derivada da curva [-V. Para isso, é necessario derivar a Equagao (4.7)

em fungao da tensao V), e encontrar os casos extremos desta derivada.
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O procedimento completo da derivada da Equagao (4.7) ¢ apresentado no Apéndice B

e chega-se a equagao:

d[p’l) _ Mp 1 + Rpf(T7 Psun7 ‘/;7'07 Ipv) (4 8)
d‘/pv B Mst Rp+Rs(1+Rpf(Ta Psuny‘/;wajpv)) .
M
S - , (4.9)
N M <RS + 1+Rpf(T,ij,vpv,1pv)>
onde: v BRI
€ €
T, PomsVou, Inw) = I, L =Py ) 4.10
f( 9 )y Y pUy S ) 77K/T eXp (TZK/T <MSNS + Mp )) ( )

Para obter os setores que limitam essa fungao é necessario relembrar que um painel
fotovoltaico sempre trabalha com V,, e I, positivos, o que é sempre verdade se existem
diodos de bypass e de bloqueio instalados para impedir que o painel consuma poténcia. E
possivel notar que a fungao apresentada na Equagao (4.10) é sempre positiva, independente
dos valores de (T, Psyn, Vpu, Ipy). Com isso, obtém-se os valores da derivada menos negativa

(u,) e da mais negativa (l,), para o caso de variagoes uniformes, através dos limites:

dl.

L= i v p 411

te = N av, M,N,(R, + R,) (4.11)
I M

l, = lim =2 — —_"» 412

Joeo dViy M,N.R, (4.12)

Qualquer ponto da curva I-V é abrangido pelos setores delimitados pela inclinagao
das retas [l,,, u,|, apresentadas nas Equagoes (4.11) e (4.12), desde que o sistema apresente
distribui¢oes uniformes de temperatura e irradiacao.

A Figura 16 apresenta um exemplo de uma curva -V, para o arranjo fotovoltaico
da Figura 6 (Ms; =4 e M, = 3) e com modulos cujos parametros sao apresentados na
Tabela 1, sendo a curva delimitada pelas retas cujas inclinagoes provem das Equagoes (4.11)
e (4.12).

Entretanto, quando um arranjo fotovoltaico se encontra sob condi¢oes nao uniformes
de temperatura e radiacao, as curvas passam a apresentar um comportamento distinto do
mostrado na Figura 8, e com isso as Equagdes (4.11) e (4.12) podem nao limitar a curva
I-V | tal como apresentado na Figura 17. Nesse caso, é necessario um estudo que busque
novos setores que consigam delimitar a curva I-V sujeita a condi¢oes nao uniformes de
temperatura e irradiagao.

Em Dezuo, Lunardi e Trofino (2017), sdo abordados casos nao uniformes de um
sistema fotovoltaico, buscando encontrar os setores que abrangem as curvas I-V sob essas

condigoes.



67

Figura 16 — Curva I-V de um sistema fotovoltaico sob condi¢oes uniformes limitado por setores.
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Fonte: Proprio autor.

Figura 17 — Curva I-V de um sistema fotovoltaico sob condi¢ées nao uniformes limitado por setores para
o caso uniforme.
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Fonte: Proprio autor.

Em resumo, a analise ¢ feita sabendo que a variagao de corrente total I, é igual a
soma da variagao das correntes de cada string. De forma anéloga, a variagao de tensao V,,
¢é dividida em todas as células que estao conectadas em série.

A derivada menos negativa (u) ocorre quando a variagdo de corrente apresenta o
menor valor em modulo, ou seja, quando apenas uma string se encontra parcialmente sem

sombreamento (em outras palavras: M, = 1). Além disso, é necessario que a variagao de
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tensao seja a maior valor possivel, sendo que isso ocorre quando todos os moédulos em série
desta string estao sem sombreamento (ou seja M, nao se altera).

Do mesmo modo, a derivada mais negativa (I) ocorre quando a varia¢ao de corrente
apresenta o maior valor em moédulo, ou seja, quando o maior nimero de strings contém
modulos que ndo estdo completamente sombreados (em outras palavras: M, nao se altera).
Além disso, é necessario que a variagao de tensao seja o menor valor possivel. Pode-se
notar que este caso ocorre quando o menor niimero de moédulos em série da string esta
sem sombreamento (ou seja, Mg = 1).

Desse modo, substituindo-se M,, = 1 na Equacao (4.11) e M, = 1 na Equagao (4.12),
obtém-se respectivamente, as Equagoes (4.13) e (4.14) para os limites que irdo abranger

toda a curva, independente do sombreamento.

dl 1
lim —2~ = — 4.13
L Wy T MN(RR,) )
dl M,
| = lim —2 = 2 (4.14)
f—o0 dev M.=1 NSRS

Pode-se perceber, entao, que os piores casos de derivada dependem do modo de
sombreamento, da quantidade de modulos conectados em série (M) e do nimero de strings

em paralelo (M),).

Figura 18 — Curva I-V de um sistema fotovoltaico sob condi¢oes nao uniformes limitado por setores para
0 caso nao uniforme.
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Fonte: Préprio autor.

A Figura 18 apresenta o mesmo sistema da Figura 16 sob condigoes nao uniformes

de temperatura e irradiagao, porém com as inclinacoes das retas que a limitam sendo
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dadas pelas Equagoes (4.13) e (4.14). Esses limites sdo robustos o suficiente para limitarem
a curva I-V | independente das condigoes nao uniformes de radiagao e temperatura, como

apresentado em Dezuo, Lunardi e Trofino (2017).

4.5 CONVERSORES CC-CC

Quando se busca a maior eficiéncia possivel de um sistema fotovoltaico, é necessério
que seja possivel alterar a tensao do arranjo. Porém, se o painel for conectado diretamente
a carga (como ocorre em uma bateria), sua tensdo de opera¢ao nao pode ser modificada.
Assim, surge a necessidade de um conversor de Corrente Continua (CC-CC), para que a
tensao do painel possa ser ajustada, aumentando assim seu rendimento.

Os conversores CC-CC sao sistemas formados por semicondutores de poténcia
operando como interruptores e por elementos passivos, que tém a funcao de controlar o
fluxo de energia entre a sua entrada e a sua saida. Isso esta apresentado na Figura 19,
para o caso do controle de um modulo fotovoltaico com bateria, onde um conversor pode

variar a tensao do painel V,,, e manter a tensao da bateria V4, constante.

Figura 19 — Conexao de um conversor CC-CC.

IPU I bat
q q
- -
Arranjo Conversor _l
Fotovoltaico Vi cc-cc Viat -

Fonte: Adaptado de Coelho, Concer e Martins (2009).

A escolha do conversor é influenciada por diversos fatores, dentre eles a relagao
entrada/saida de tensdes possiveis. Quando se deseja trabalhar com tensoes de saida Vi,
menores que a tensao de entrada V,,, um conversor possivel para ser utilizado ¢ o Buck,
que é um abaixador de tensao. Para se trabalhar com tensoes de saida Vj,; mais elevadas
que a tensao de entrada V), um conversor possivel para ser utilizado é o Boost, que ¢é
um elevador de tensao. Porém, quando se deseja trabalhar com tensoes de saida Vi,
que podem variar tanto para tensoes maiores quanto menores que as da entrada V},, um
conversor possivel para ser utilizado é o Buck-Boost, que pode trabalhar tanto como um
elevador quanto como um abaixador de tensao.

Cada conversor anteriormente citado apresenta uma topologia distinta, como mostra

a Figura 20. Porém, basicamente, eles utilizam os mesmos componentes®: um capacitor

3 Embora existam diversos outros conversores de estruturas mais complexas e com diferencas de operacao

que vao além da conversao entre niveis de tensao, mesmo sendo possivel, tratar estes casos nao é o
escopo deste trabalho.
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(C), um indutor (L), um diodo (D) e uma chave (S), esta sendo responsével pelo controle
do sistema. Circuitos que apresentam chaves para o controle de sua saida sao conhecidos

como sistemas chaveados.

Figura 20 — Topologias de conversores CC-CC.
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Fonte: Proprio autor.

Os conversores sao uma 6tima alternativa para o controle da geragao fotovoltaica,
por possibilitarem a variagao da tensao em seus terminais, a fim de buscar o ponto de

operacao de maior poténcia que pode ser fornecida pelo painel.
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5 APLICAGAO EM SISTEMAS FOTOVOLTAICOS

Conforme apresentado no Capitulo 3, a técnica proposta nessa dissertacao apresenta
diversas vantagens, como a possibilidade de escolher a saida da func¢ao nao linear como
variavel de estado, garantindo sua estabilidade.

Uma das possiveis aplicacoes que satisfazem os requisitos é apresentada no Ca-
pitulo 4, onde é mostrado que a curva /-V de um arranjo fotovoltaico é limitada por

setores.

5.1 CARACTERISTICAS BASE PARA AS SIMULACOES NUMERICAS

Utilizou-se o solver SeDuMi com a interface Yalmip (LOFBERG, 2004) para resolver
as LMlIs, e a simulagao do sistema chaveado foi feita no software Matlab, na plataforma
do Simulink.

Utilizou-se o arranjo fotovoltaico, como apresentado na Figura 21, com nove médulos
KC200GT da Kyocera, cujos parametros sao os apresentados na Tabela 1, (arranjados com
M, =3, M, = 3) conectados a um conversor Boost com tensao de saida fixa, conforme

mostrado na Figura 22. Os parametros do conversor sao apresentados na Tabela 2.

Tabela 1 — Parametros do painel KC200GT.

Parametro Valor
Ve 32.9V
I, 8.21A
v 3.18 x 1073A /°C
i 1.2
R, 5x 1072 Q
R, 7Q
N, 54

Fonte: Adaptado de Casaro (2009).

Tabela 2 — Parametros do conversor Boost.

Parametro Valor

L 50mH

R 10mS2

C 1uF
Ve 350V

Fonte: Adaptado de Dezuo (2014).

A seguir, considerou-se o arranjo fotovoltaico conectado a tensao de saida fixa através
de duas topologias diferentes de conversor. Esse exemplo tem como aplicacao sistemas

off-grid ou sistemas conectados a rede com uma tensao constante no barramento CC. No
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Figura 21 — Arranjo fotovoltaico simulado.
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Fonte: Proprio autor.

primeiro exemplo, adaptado de Dezuo, Lunardi e Trofino (2017), o arranjo fotovoltaico é
modelado como uma fonte de tensao conectada a uma topologia Boost sem capacitor de
entrada, onde é medida apenas a fun¢ao nao linear (a medigao do estado da representacao
original do sistema nao é necesséario para o controle). Também, nesse caso, o arranjo
fotovoltaico é exposto apenas a condigoes uniformes de temperatura e irradiacao. No
segundo exemplo, adaptado de Dezuo, Trofino e Scharlau (2014), um capacitor de entrada,
é adicionado a topologia e, portanto, o arranjo deve ser modelado como uma fonte de
corrente. A complexidade adicional do ultimo caso gera desafios na realizacao do MPPT,
que foram contornados em Dezuo, Trofino e Scharlau (2014), utilizando medicao parcial do
estado. Ja no presente estudo, a mudanca de variaveis através da transformagao nao linear
permite resolver o problema sem recorrer a medigao parcial, dando mais flexibilidade ao

projeto de controle.

5.2 APLICACAO DE UM ARRANJO FOTOVOLTAICO MODELADO COMO UMA
FONTE DE TENSAO

Exemplo 1. Este exemplo foi pensado buscando mostrar uma das principais vantagens
da técnica desenvolvida nesta dissertacao, onde o sistema pode ser controlado utilizando
apenas e unicamente sua saida nao linear. Embora este sistema, especificamente, possui
a possibilidade de medi¢ao das duas varidveis da equagao nao linear (tensao e corrente),
fica a disposicao do projetista a escolha desta varidvel. Porém, existem diversos outros
sistemas, como em mdquinas de relutincia chaveada, onde esta escolha nao é possivel e

consequir fazer o controle utilizando a saida nao linear € de extrema tmportancia.

Considera-se aqui um arranjo fotovoltaico, sob condi¢oes uniformes de temperatura
e irradiagao, conectado a um conversor Boost, com tensao de saida fixa, conforme mostrado

na Figura 22. Essa topologia possui apenas um dispositivo de comutacao (ug) e, portanto,
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¢ composta por dois subsistemas diferentes (m = 2), conforme definido na Tabela 3. Os
parametros do circuito sao apresentados na Tabela 2. O objetivo é seguir uma determinada

referéncia V,, (para a func¢do nao linear V,,,), mesmo sob variagoes de T e Pyyp,.

Figura 22 — Topologia do sistema fotovoltaico considerado no Exemplo 1.

va @ ’U,QJ ____+ Vd c

PV Boost

Fonte: Proprio autor.

Tabela 3 — Modos de operagao do sistema chaveado.

ole) Ug
1 Conduzindo
2 Nao conduzindo

Considera-se como tnico estado x(t) = I.(t), onde IL(t) é a corrente que passa
pela indutor L. Define-se a fun¢@o néo linear como p(t) = Vp,(IL(t),d). Desse modo,

q(t) = Dx(t) = I(t) com D = [1]. A dinamica do sistema pode ser representada como:

@(t) = Aix(t) + Bip(t) + b; (5.1)

onde,
A=Ay = [-RA], Bi=B=111], (5.2)
by — [0} by = [_VdC/L} . (5.3)

Maiores detalhes sobre a modelagem de dispositivos de eletronica de poténcia
podem ser encontrados em Mohan, Undeland e Robbins (2003).

Destaca-se que o desafio nao esta na dimensao do sistema, mas em garantir uma
estabilidade robusta de um sistema altamente nao linear e incerto. Também, busca-se
controlar o sistema medindo a saida da funcao nao linear e nao o estado da representacao

original.
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De acordo com a Equagao (3.20), na representacdo do sistema apresentado na
Equagdo (3.24), tem-se ¢ = L, (7(t) + Vo, 0) — Ipy, onde 7w(t) = V() — Vi € Iy, =
Ly (V o, 0). Observa-se que ¢(t) = 0 para 7(t) = 0, portanto, pode-se representar o(t)
como uma funcdo limitada por setores de 7 (t).

Figura 23 — Exemplo da transla¢do de uma curva caracteristica I-V (em preto) e os setores limitantes
(em vermelho).
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Fonte: Proprio autor.

A Figura 23 apresenta a curva caracteristica -V do arranjo para o caso uniforme.
Também mostra o eixo da funcao limitada por setores ¢ como uma fungao de 7 para
determinados valores de (vajpv, 9), bem como as retas que delimitam os setores.

Considera-se os setores [l,, u,] = [—3,7037,—0,0026], obtidos através das Equa-
goes (4.11) e (4.12). As curvas caracteristicas P-V e I-V das duas situagoes distintas
sao mostradas na Figura 24(a) e na Figura 24(b), respectivamente. Ja suas respectivas
inclinagdes sao mostradas na Figura 24(c). Observa-se que os limites do setor abrangem
todos os valores de inclinacao, conforme o esperado. Observa-se também que os limites do
setor robustos (no pior cenario) sdo apenas ligeiramente maiores do que as inclinagbes que
ocorrem nos casos apresentados, portanto, nao se espera um acréscimo muito grande no
conservadorismo das LMIs.

Observe na Equagao (5.2) que A; € Ae B; € B, Vi € M, satisfazendo a Suposigao 3.

As LMIs do Corolario 3 sao resolvidas com a; = as = 1. Como resultado sao obtidas as
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Figura 24 — Figura (a) curva P-V caracteristica sob STC e para T = 20°C, P,,, = 1200 W/m? (nao

STC). Figura (b) curva I-V caracteristica sob STC e nao STC. Figura (c) curva j{;’” e seus

setores limitantes.
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matrizes P; e S;, Vi € M, utilizadas na Equacao (3.27).
Pi= P, = [3.4308 x 107 . (5.4)
S, = [1.0337 X 10*2} , So= [—1.4249 X 10*3} (5.5)

Busca-se realizar o rastreamento da referéncia constante va =0, 75V,.. Esse valor
¢é proximo do MPP, de acordo com a estratégia MPPT de tensao de circuito aberto
fracionaria (SOUALMIA; CHENNI, 2016) para STC. Esse método néo requer nenhuma
medicao para executar o MPPT, no entanto, sua caracteristica de malha aberta nao

garante que o MPP seja alcancado. Este método foi considerado aqui apenas para ilustrar
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o caso de referéncia fixa e conhecida a priori.

Figura 25 — Figura (a) I,,(t). Figura (b) V,,(¢) (curva em preto) e a referéncia V,, (linha verde). Figura
(€) Ppy = Vpu(t) - Ipy(t) (curva em preto) e o MPP para cada condi¢do de T, Py, (linha

vermelha).
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Fonte: Proprio autor.

A simulagao é iniciada com STC uniforme e condicao inicial igual a zero para o
estado ([,,(t)). Para testar a robustez da técnica em relacdo as variacoes uniformes em 7'
e Poun, esses parametros sao alterados em ¢ = 0, 025s para 20°C e 1200 W/m?.

E possivel observar que a técnica de fato leva o sistema a referéncia desejada,
mesmo apos as variagoes de T e P,,,, mostrando sua robustez. A Figura 25 mostra
que Vj,(t) converge para a sua referéncia dada V,,, e que I,,(t) converge para a sua
referéncia desconhecida e incerta Tpv. Isso ocorre devido a propriedade bijetiva da curva
caracteristica I-V.

Outro ponto interessante a ser observado é o fato de que, na Figura 25(c), a curva
de poténcia P, fica proxima ao MPP, porém sempre apresenta uma pequena discrepancia,
que fica mais evidente apoés a alteragao dos parametros. Essa divergéncia ja é esperada

devido & técnica de MPPT de circuito aberto fracionaria. O
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5.3 APLICACAO DE UM ARRANJO FOTOVOLTAICO MODELADO COMO UMA
FONTE DE CORRENTE

Exemplo 2. Este exemplo foi pensado buscando mostrar a aplicagao da técnica para um
caso um pouco mais complexo, onde os estados do sistema original devem ser divididos
em dois, um que depende da func¢ao nao linear (q(t)) e outro que independe desta fungao
(z(t)), com isso, € necessdrio a sua distingao utilizando as matrizes E e D. Também, neste
exemplo a referéncia pode ser alterada ao decorrer do funcionamento do sistema e por este

motivo 0s valores de Vo, (t) e 1,,(t) passam a depender do tempo.

Considera-se aqui o arranjo fotovoltaico conectado a um conversor Boost com
tensao de saida fixa, conforme mostrado na Figura 26. Essa topologia possui apenas um
dispositivo de comutagao (ug) e, portanto, é composta por dois subsistemas diferentes
(m = 2), conforme definidos pela Tabela 3. Os pardmetros do circuito sao apresentados na
Tabela 2. O objetivo é extrair a poténcia méxima do arranjo, mesmo com variagoes nao

uniformes de T e P,y,,.

Figura 26 — Topologia do sistema PV considerado no Exemplo 2.

A,
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PV Boost

Fonte: Proprio autor.

Considera-se o vetor de estado z(t) = [I;(t) Vj,(t)]', onde I;(t) é a corrente que
flui através do indutor L, e V,,(¢) ¢ a tensdo no capacitor C. Define-se a fungao nao linear
p(t) = 1py(Vy(t),d). Portanto, ¢(t) = Dz(t) = Vpu(t) com D = [0 1]. A dindmica do

sistema pode ser representada como na Equagao (3.1), onde:

A1:A2:[—R/L 1/L],31232=[ 0 ]
~1/C 0 1/C

0
blle]abQZ

Tem-se que os parametros do circuito sao apresentados na Tabela 2.

—Vae/L
0

De acordo com a Equagao (3.20), na representagao do sistema apresentado na
Equagdo (3.24), tem-se ¢(t) = Vo (m(t) + L(t),8) — V,u(t), onde () = L, (t) — I,,(t)
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e Vp(t) = Viu(Iu(t),0). Observa-se que ¢(t) = 0 para 7(t) = 0, portanto, pode-se

representar ¢(t) como uma fungao limitada por setores de 7 (t).

Figura 27 — Exemplo da translacdo de uma curva caracteristica I-V (em preto) e os setores limitantes
(em vermelho).

p(t) = Vi (t) — Vo (t)
- () !

q(t)
[

Lip(t) (ii)

e

p(t) = Ipu(t) Tpu(t)

Fonte: Proprio autor.

A Figura 27 apresenta a curva caracteristica -V do arranjo para o caso uniforme.

Também mostra-se o eixo da fungado limitada por setores ¢(t) como uma funcao de 7 (t)

para determinados valores de (V,,(t), I,(t),d), bem como as retas que delimitam os
setores.
Manipulando as Equagoes (4.13) e (4.14), é possivel obter os setores robustos a

sombreamento parcial. E necessario compreender que as inclinagoes das retas que limitam
AV d],,v)

Al Vo

como o apresentado pelas equagoes supracitadas, desta forma é necessaria uma adaptacao

os setores devem ser derivadas em fungao da corrente (522), e ndo mais da tensao (
dessas equacoes.

Sabendo que:

-1
A 57)
dl,, v, ) ‘

¢ possivel manipular as Equagdes (4.13) e (4.14) e encontrar os setores robustos ao
sombreamento parcial. A inversao das equagoes faz com que o valor “u” da Equagao (4.13),
anteriormente a inclinacao menos negativa, passe a ser a inclinagao mais negativa. O
mesmo ocorre com o valor “I” da Equag@o (4.13), que passa a ser a inclina¢gdo menos

negativa, sendo anteriormente a mais negativa.
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Dessa forma:

1
- =1, 5.8
: 6.9
1

Com isso, os setores limitantes da curva sao [l;, u;] = [-1134.8, —0.09], obtidos

atraveés das Equagoes (5.8) e (5.9).

As curvas caracteristicas P-I e V-1 para o caso do sombreamento parcial indicado
na Figura 28 sdo apresentadas na Figura 29(a) e na Figura 29(b), juntamente com sua
respectiva derivada na Figura 29(c). Observa-se que os setores abrangem todos os valores
de inclinacao, conforme o esperado. Observa-se também que, no pior caso, os limites
robustos do setor sao apenas ligeiramente maiores do que as inclinagoes que ocorrem nos

casos apresentados, portanto, nao se espera um acréscimo elevado do conservadorismo.

Figura 28 — Sombreamento parcial utilizado para simulagao do Exemplo 2.

1

N

(i) (i) (i)

(i) = Pun = 1000 W/m? e T = 25°C

N1 Gi) = Pun =900 W/m? e T = 24°C
) | | @) | Gii) > P = 500 W/m? e T = 23°C

N M

Gii) | | ai)

]

(iv) = Py = 100 W/m? e T = 20°C

Fonte: Proprio autor.

E possivel observar na Equacio (5.6) que A; € A e B; € B, Vi € M, satisfazendo a
Suposicao 3. As LMIs do Corolério 3 sao resolvidas considerando oy = as = 1, e como

resultado sao obtidas as matrizes P; e S;, Vi € M, usadas para o célculo da Equagao (3.27).

0.6318 —0.0384
P, =P, = x 107% (5.10)
—0.0384 —0.0384
—0.1131 —0.6923
) = x 1073 Sy = x 1074 . (5.11)
—0.0010 —0.0329

Nota-se que X(t) = [1,,(t) TPU(t)}/, e uma técnica de MPPT que gera referéncia
para o estado I, () é aplicada, com o objetivo de maximizar a poténcia extraida do arranjo

fotovoltaico. A técnica utilizada é a chamada P&QO, apresentada na Figura 15.
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Figura 29 — Figura (a) P-I para STC e para o sistema nao uniforme da Figura 28. Figura (b) V-I para

STC e para o mesmo sistema nao uniforme. Figura (c) Z‘I/:s e seus setores limitantes.
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Fonte: Proprio autor.

O algoritmo gera alteragoes no valor de I,,(t), com amplitude AI, para chegar o

mais proximo possivel do ponto de poténcia maxima, mesmo no caso de alteragao nao

uniforme de T e Py,,. De acordo com o apresentado no Comentario 5, Tpv(t) pode ser

alterada como uma funcao que varia lentamente e de forma gradual. A escolha de AT

estabelece um compromisso entre a velocidade de convergéncia do algoritmo para o ponto

de poténcia maxima e sua precisao. Nesse exemplo, considerou-se Al = 0.3A.

A simulagao ¢ iniciada com uma distribuigao uniforme STC e, em t = 5s, ¢ alterada

para a apresentada na Figura 28. Em ¢ = 7.5s, ocorre a execugao do algoritimo de MPPT

global.

A Figura 30 mostra que tanto I1(t) quanto I,,(t) convergem para I,,(t) (saida
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Figura 30 — Figura (a) V,(t) Figura (b) I1(t) e Figura (c) I, (t) (curvas em preto) e suas referéncias
I,,(t) (linhas verdes). Figura (d) Ppy(t) = Vpu(t)Ipy(t) (curva em preto) e o MPP global
para cada condicao de T', Py, (linha vermelha).

100 T | | .
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>§ 50' T
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51000' =
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Fonte: Proprio autor.

discretizada do algoritimo P&O). A Figura 30 também apresenta a poténcia extraida do
arranjo fotovoltaico (P,,(t)). E possivel perceber que o MPP ¢ alcangado mesmo com
variagoes de T e Py, entretanto, para que o sistema encontre o MPP ji0p4:, é necesséria
a utilizagao do algoritimo apresentado na Figura 15. Claramente, pode ser feita uma
convergéncia mais rapida do algoritmo P&O para o MPP utilizando uma condigao inicial
mais adequada para a referéncia Tpv(t). Porém, esse recurso nao é utilizado para mostrar
a convergéncia de uma ampla gama de equilibrios.

Outra vantagem da transformacao nao linear para esse sistema é que ele requer
apenas um algoritmo MPPT para gerar TPU(t). J& para o controle baseado na representagao

original do sistema, o equilibrio Z(t) = [I,, (%) va(t)}, nao pode ser gerado, por necessitar
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de dois MPPTs independentes, devido ao acoplamento desconhecido entre os estados
(DEZUO; TROFINO; SCHARLAU, 2014). O estudo de Dezuo, Trofino e Scharlau (2014)
utiliza uma abordagem mais conservadora baseada em realimentacao parcial do estado
para contornar o problema. O

Em ambos os exemplos apresentados observa-se que a técnica de controle é eficaz,
levando-os a referéncia desejada utilizando a transformacao nao linear apresentada no
Capitulo 3.

Embora a matematica apresentada no Capitulo 3 possa parecer um pouco complexa,
apos a obtencao das matrizes P; e .S;, a aplicacao da técnica de controle é extremamente
simples, sendo necessario apenas encontrar qual v; é a maior em cada instante de tempo e
chavear o sistema nesta dinamica.

De maneira geral, todo o célculo complexo, para a solucao das LMIs e encontrar as
P; e S;, é feito de maneira offline. Sendo possivel a aplicagao desta técnica em sistemas

cujo controlador tenha limitacao de memoria ou processamento.
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6 CONCLUSAO

A técnica para o projeto de leis de chaveamento proposta neste trabalho possui
diversas propriedades interessantes, entre as quais esta a possibilidade de tratar multiplas
nao linearidades, tratar um sistema nao linear sem aplicar técnicas de linearizagao ou
algo do género, também, é aplicavel em casos em que é mais vidvel medir a saida nao
linear do que o estado do sistema original. Outra vantagem notavel é a possibilidade de
tratar parametros incertos dentro das nao linearidade, o que nao se encontra facilmente na
literatura. Também, em alguns casos, mais especificos, pode-se projetar a lei de chaveamento
independente da referéncia, podendo essa ser modificada ao decorrer da aplicagao, sem a
necessidade de recalcular as matrizes P; e S;.

A lei de chaveamento apresentada no Capitulo 3 apresenta uma prova formal
de estabilidade, fazendo com que sua aplicacao seja possivel em diversos sistemas que
exijam esse formalismo. Técnicas que apresentam prova formal de estabilidade e tratam
de sistemas nao lineares incertos nao sao facilmente encontradas na literatura, ainda mais
quando tratam de diversas nao linearidades incertas em um mesmo sistema. Essa é uma
das grandes vantagens da técnica proposta nessa dissertagao, conseguir tratar diversas nao
linearidades incertas em um mesmo sistema tendo garantia de estabilidade.

Tratar diversas nao linearidades é uma situacao que aparece, por exemplo, em
topologias de sistemas fotovoltaicos, nas quais varios moédulos sao acoplados por meio
de varios conversores. Destaca-se, ainda, que a aplicagao da técnica apresentada nesta
dissertagao, como mostrado no Capitulo 5, possibilita controlar o sistema usando medigoes
de tensao ao invés de medicoes de corrente, o que é particularmente ttil para sistemas de
eletronica de poténcia em que os estados sao correntes e as nao linearidades sao tensoes,
principalmente porque os sensores de corrente tendem a ser mais caros e sensiveis do que
os sensores de tensao.

Outra aplicacao é quando a entrada e saida das nao linearidades precisam ser
medidas para uso nas técnicas de MPPT para otimizacao de energia. Nesse caso, o uso
de técnicas de MPPT em conjunto com o projeto da lei de chaveamento proposto pode
reduzir o ntimero de sensores necessarios para a implementacao pratica. Por tras de todas
essas propriedades estéd o uso de uma transformacao de estado em que as nao linearidades
aparecem como estados do sistema transformado. A técnica proposta apresenta outra
grande vantagem por abranger casos nao uniformes de temperatura e irradiagao de um
arranjo fotovoltaico.

Embora o formalismo matematico utilizado nas deducoes e provas dos teoremas
possam ser um pouco complexas, a aplicagao da técnica proposta é simples, apos a
obtencao das matrizes P; e S;, tendo em vista que sao necessarias apenas multiplicagoes e
comparacoes simples. Com isso, o controle do sistema fica aplicavel em casos onde existam

limitacoes de memoria e processamento do microcontrolador utilizado. Isso é de grande
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valia para sistemas embarcados.

O método proposto pode ser estendido em varias dire¢oes, de modo a incluir
requisitos de desempenho, como custo garantido e atenuagao da norma H,,, por exemplo.
O desenvolvimento de alternativas menos restritivas a Suposicao 1 é um tépico atual de

pesquisa, pois visa ampliar a classe de sistemas para os quais o método pode ser aplicado.

6.1 PUBLICACOES RELACIONADAS

Algumas atividades realizadas anteriormente ao mestrado e que serviram como

base para esta dissertacao:

e T. Dezuo, H. Lunardi, e A. Trofino,“Robust switching rule design for photovol-
taic systems under non-uniform conditions”. IEEE 56th Annual Conference
on Decision and Control (CDC), 2017.

Resumo: Este artigo apresenta uma técnica para projetar leis de chaveamento que
garantem a convergéncia do estado de sistemas fotovoltaicos (PV) para um ponto
de operacgao desejado, mesmo em condi¢oes nao uniformes. O método proposto
considera uma lei de chaveamento usando a composi¢ao ‘max’ de fung¢oes auxiliares,
os resultados sao apresentados em termos de Desigualdades Matriciais Lineares
(LMIs) e garantem uma estabilidade global assintotica do sistema em malha fechada
mesmo se os modos de deslizamento ocorrerem em qualquer superficie de chavea-
mento. A caracteristica nao linear I-V dos modulos PV é tratada como uma funcao
limitada por setores e um setor robusto que contém a nao linearidade para qualquer
condi¢ao nao uniforme possivel é apresentado. A aplicagao do método é ilustrada
através de um exemplo numérico de um sistema fotovoltaico sob sombreamento
parcial e distribuicao nao uniforme de temperatura, onde o requisito importante de

Rastreamento de Ponto de Poténcia Maxima (MPPT) global ¢ alcangado.

As atividades realizadas ao decorrer do mestrado levou a resultados que deram

origem ao seguinte artigo ja publicado:

e [. Squersato, H. Lunardi, e T. Dezuo,Algoritmo para simulacao e analise de
arranjos fotovoltaicos reconfiguraveis sob condi¢oes nao uniformes”. 14°

Simposio Brasileiro de Automacao Inteligente, 2019.

Resumo: Neste artigo é proposto um algoritmo capaz de simular sistemas fotovol-
taicos sob condi¢oes nao uniformes de operagao. O algoritmo desenvolvido permite
simular diversas topologias de ligagao, como a Series Parallel (SP), a Total Cross
Tied (TCT) e combinagoes mista entre estas, possuindo como variaveis de entrada
os parametros dos modulos, as distribuicoes de temperatura e de irradiacao e a

forma de interconexao. Seu principio de funcionamento é a redugao do circuito do
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arranjo para circuitos equivalentes menores, identificando a forma de conexao entre
os modulos. O algoritmo tem aplicagoes interessantes, como analisar a maxima
poténcia de um sistema e encontrar uma topologia que apresente maior robustez
a variacoes paramétricas, especialmente para instalacoes inerentemente sujeitas
a sombreamentos previstos. Os resultados obtidos sao ilustrados através de um
exemplo numérico, no qual se podem observar o comportamento de topologias
variadas para diversas condi¢oes de distribui¢oes nao uniformes dos parametros de

entrada.

Além disso, um artigo referente ao trabalho desenvolvido nessa dissertacao, cujo

tema é sobre transformacoes nao lineares, encontra-se em fase de submissao a um periodico.
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APENDICE A - CONCEITOS PRELIMINARES

Nesse apéndice serao apresentadas algumas definicoes matematicas tteis para
essa dissertagao. O objetivo é apresentar e relembrar o leitor de algumas propriedades,
caracteristicas e ferramentas utilizadas através de uma revisao sucinta sobre toépicos
importantes. Os contetidos abordados serao o Procedimento S, o Produto Kronecker, uma
versao do Lema de Finsler, o Critério de Sylvester, as defini¢oes de Anuladores Lineares e

Fungoes de Classe K.

A.1 PROCEDIMENTO S

Essa técnica ficou conhecida como “S-Procedure” e permite concatenar varias
restricoes escalares de desigualdade em uma tnica. Para reduzir o conservadorismo, a
técnica introduz multiplicadores como fatores de ponderacao a serem determinados.

Sejam T4, ..., T, € R™"™ matrizes simétricas dadas e F'(g) € R™" uma fungao afim

em ¢. Considere o seguinte problema: encontre g, se possivel, tal que

EF(g)e>0, YEA0  €0E>0, i=1,...p (A1)
E facil perceber que se existem escalares 7;, i =1,...,p, e algum ¢ tais que
P
F(g9)=> 7Ti>0 (A.2)
i=1

entdo (A.1) esté satisfeita. Porém nao é trivial mostrar que (A.1) e (A.2) sdo equivalentes
para p = 1. Para mais detalhes e algumas variantes do Procedimento S, veja Boyd et al.
(1994).

A2 PRODUTO DE KRONECKER

A aplicacao do produto Kronecker é util para simplificar algumas notagoes que

serao apresentadas no decorrer desta dissertacao.

Definigao 3 (Produto de Kronecker). Seja A € R™*" B € RP*1. Entdo o produto de

Kronecker entre A e B ¢ definido como a matriz

allB e alnB
AgB=| : . (A.3)

amB ... a,,B

A mesma defini¢ao é valida se A e B forem matrizes de valor complexo. Para mais

detalhes e propriedades do produto Kronecker, veja Laub (2005).
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A.3 LEMA DE FINSLER

Este lema é til pois permite que restricoes de igualdade sejam inseridas em uma

tnica desigualdade que pode ser resolvida via LMI.

Lema 5 (Lema de Finsler). Seja C' € R™*"™ uma matriz dada e Cy uma base para o espago
nulo de C. Seja F(g) uma fungdo afim em g € R com F(g) = F'(g) € R™™. As sequintes

condigoes sao equivalentes:
(a) 3 g: 2 F(g)r <0, Ve €R": Cx=0, x#0;
(b) 3g,L: Flg)+LC+C'L' <0, LecR™;
() 3g:  CoF(g)Co <0;

(d) 3g,a: F(g)—aC'C <0, acR. O

As relagoes possuem prova formal que podem ser encontradas em DE OLIVEIRA e
Skelton (2001) e suas referéncias. Existem algumas variagoes do Lema de Finsler conhecidas

por outros nomes, como Lema da Projecao e Lema da Eliminagao de Variaveis.

A4 ANULADOR LINEAR

Anuladores lineares sao uteis quando utilizados juntamente com o Lema de Finsler

para reduzir o conservadorismo de algumas LMIs.

Definigao 4 (Anulador Linear). Dada uma fungdao vetorial f(-) : R? +— R®, uma fung¢do
matricial Xy (-) : R? — R™* serd chamada de um Anulador Linear de f(-) se este satisfaz as

duas seguintes condigoes (1) Ny (-) € linear e (1) Ny(h)f(h) =0, Vh € R? de interesse. O

E possivel notar que a representacio matricial do Anulador Linear nio é tnica,
podendo haver diversos anuladores para a mesma funcao vetorial.

Uma forma sistematica de construir um Anulador Linear é apresentada em Trofino
e Dezuo (2014), onde, seja o vetor f(-) : R® — R® uma matriz X;(-) : R® — R"*® chamada
de anulador de f(-) se Ry(h)f(h) = 0, Vh € R® Se R(-) é uma fungao linear entdo é

chamado de anulador linear.
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onde,
!/
Z(i+1)
Yi(0) = | Opm—ix(i-1) : , 1> 2. (A.6)
Zm
01
Exemplo 3. Um possivel anulador linear para o vetor @ = |0y |, pode ser escrito como:
03
0y —0, O
NO) =103 0 -0, (A.7)
0 63 —b
Pois, € facil observar que X(0) -0 =0,V 6. O

A5 FUNCAO CLASSE K

Na teoria de controle, muitas vezes é necessario verificar a estabilidade de um
sistema nao autoénomo. Para essa analise, é necesséario utilizar algumas fungoes especiais a

fim de comparagao. As fung¢oes da Classe K pertencem a essa familia:

Definicao 5 (Funcao Classe K). Uma fungao continua 5 : [0,a) — [0,00), esta pertence
o classe K se for estritamente crescente e 3(0) = 0. E dito que pertence a classe Ko se

uma fungao Classe K satisfaga B(r) — oo quando r — oo para a = oo. O

Para mais detalhes das fungoes de Classe IC, veja Khalil (2002).

A.6 FUNCAO LOCALMENTE LIPSCHITZ

Nessa dissertacao uma funcao localmente Lipschitz é utilizada como critério de

suavidade para definicao de sistemas chaveados.

Definigao 6 (Fungao localmente Lipschitz). Uma fungao f(x) € dita localmente Lipschitz
no dominio D € R™ se cada ponto de D possui uma vizinhanca Dy de forma que [ satisfaca
a condi¢ao Lipschitz (||f(t,z) — f(t,y)|| < L||x — y||) para todos os pontos em Dy com
alguma constante Lipschitz Ly > 0. O simbolo ||z|| corresponde ¢ Norma Euclidiana de
x € R™ U

Para mais detalhes e propriedades de fungoes localmente Lipschitz, veja Hespanha

(2004).
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APENDICE B - DEDUCAO DOS LIMITES

O objetivo deste apéndice é apresentar uma deducao dos setores limitantes utilizados

Ly,

no Capitulo 4. O que se busca sao os valores maximos e minimos de 7,
pv

sem que esses
dependam de parametros incertos.

Parte-se da Equag@o (4.1), reescrita a seguir por conveniéncia:
R\ L V € V R1.
L,—(14+2) 2 2 ] L P —1)=0 (B.1
- ( i Rp) M,  R,MN, (eXP (n“T <Mst i M, )) ) (B.1)
Deriva-se a Equagao (B.1) em fungao de V,:

_ 1+ & L d[p” _ 1
Rp Mp d‘/by RpMSNS

€ V, R, € 1 R dl
— I, Py Py ) =2 ) =0. (B.2
P <775T (Mst " M, >> nkT (MSNS " (Mp) dvpv) ( )

Define-se:
c € v R.I
T, Pouns Viws Inw) = 1 v sdpy . B.3
f(T, b Ipo) neT 7 (UHT (MSNS+ M, )) o
Com isso:

R 1\ dI 1 1 Rg\ dI
- 1 == 2 — - T-Psun 'U]U FVENE - 2 =
(o m) )~ e~ 10t (= (i) )

dlpy .
Isola-se I

R 1\ dI Rg\ dI
- 1+—2 ) — | =& — TPsunavvajv_s —= =
(o)) iz (1 b3 )

1
YV EE T Psun7 1)7[ v FVEND . (B
RpMst+f( ) ‘/P p)(Mst) ( )

Reescrevendo a equagao e rearranjando os termos, tem-se:

. Rp + Rs _'_ Rstf(T? Psuna ‘/pm [pv) d[pv _ 1 + Rpf<T7 Psun7 %U? [pv) (B 6)
R,M, AV, R,M_N, ’ ‘

dlpy M, L+ Ryf (T, Pauns Vi, L) (B.7)
AV MNg \ R, + Rs(1 + R, f (T, Psuns Vo, Ipw)) ) '



Obtém-se com isso uma equacao simplificada para a derivada

3

dr.

pv

AV

M,

P

1

= _NSMS <R5+

Rp

1+Rpf(TaP5un 7va 7Ipv)

dl, .
AVpy *
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