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“É uma coisa perigosa, sair pela porta. Você pisa
na estrada, e se não controlar seus pés, não há

como saber para onde pode ser levado.”
(J. R. R. Tolkien)



RESUMO

Esta dissertação propõe uma estratégia de controle chaveado com critério H∞ para o acionamento
de um motor BLAC alimentado por inversor trifásico, com foco no seguimento de referências
senoidais. O trabalho parte da modelagem do conjunto inversor–motor em coordenadas αβ e da
formulação da dinâmica do erro de rastreamento, preservando explicitamente a natureza chaveada
do conversor e evitando o uso de modelos médios. Com base nesse modelo, desenvolve-se uma
lei de chaveamento do tipo arg max sintetizada por desigualdades matriciais lineares, construída
a partir de uma função de Lyapunov definida como o máximo de funções auxiliares associadas
aos modos do inversor. A formulação incorpora o critério H∞ para atenuação da influência
de termos exógenos periódicos sobre a dinâmica do erro, empregando o Procedimento–S, o
lema de Finsler e uma representação politópica das condições de operação. A arquitetura de
controle adotada combina uma malha interna de corrente, governada pela lei de chaveamento
projetada, e uma malha externa de velocidade responsável pela geração das referências senoidais.
Os resultados de simulação mostram que a estratégia proposta mantém estabilidade em malha
fechada, promove seguimento satisfatório das referências de velocidade, corrente e torque e
apresenta comportamento consistente para diferentes plantas de motor. Nos ensaios de robustez,
o sistema permaneceu operante diante de degrau de torque de carga e de redução de 20%
na constante de força contraeletromotriz, preservando a estabilidade e a funcionalidade do
acionamento mesmo sob essas condições não nominais. Conclui-se que a abordagem proposta
constitui uma alternativa tecnicamente consistente para o controle de acionamentos BLAC,
contribuindo para o uso de leis de chaveamento do tipo arg max com desempenho robusto em
sistemas inversor–motor.

Palavras-chave: Controle chaveado. Controle H–infinito. Motor BLAC. Inversor trifásico.
Seguimento senoidal.



ABSTRACT

This dissertation proposes a switched control strategy with an H∞ criterion for the drive of a
BLAC motor fed by a three-phase inverter, focusing on sinusoidal reference tracking. The work
starts from the αβ modeling of the inverter–motor set and from the formulation of the tracking
error dynamics, explicitly preserving the switched nature of the converter and avoiding the use
of averaged models. Based on this model, an arg max switching law synthesized through linear
matrix inequalities is developed from a Lyapunov function defined as the maximum of auxiliary
functions associated with the inverter modes. The formulation incorporates the H∞ criterion
to attenuate the influence of periodic exogenous terms on the error dynamics, employing the
S–procedure, Finsler’s lemma, and a polytopic representation of the operating conditions. The
adopted control architecture combines an inner current loop governed by the designed switching
law and an outer speed loop responsible for generating the sinusoidal references. Simulation
results show that the proposed strategy maintains closed-loop stability, provides satisfactory
tracking of speed, current, and torque references, and exhibits consistent behavior for different
motor plants. In the robustness tests, the system remained operative under a load torque step
and a 20% reduction in the back-EMF constant, preserving the stability and functionality of the
drive under these non-nominal operating conditions. It is concluded that the proposed approach
constitutes a technically consistent alternative for the control of BLAC drives, contributing to the
use of arg max switching laws with robust performance in inverter–motor systems.

Keywords: Switched control. H–infinity control. BLAC motor. Three-phase inverter. Sinusoidal
tracking.
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1 INTRODUÇÃO

Os acionamentos elétricos baseados em máquinas síncronas de ímãs permanentes têm as-
sumido papel de destaque em aplicações que exigem elevada densidade de torque, boa eficiência
energética e resposta dinâmica rápida. Essas características explicam a presença crescente dessas
máquinas em sistemas de tração, robótica e outras aplicações de alto desempenho. Ao mesmo
tempo, a obtenção de alto desempenho dinâmico não é um problema trivial, pois a dinâmica
da máquina é não linear e sensível a incertezas paramétricas, variações de carga e perturbações
externas (Ullah; Guzinski; Mirza, 2022).

Nos acionamentos por inversor de frequência, o problema de controle não envolve apenas
a dinâmica eletromecânica do motor, mas também a seleção do modo de comutação do conversor
em cada instante. Na prática, isso significa que o sistema evolui sob diferentes dinâmicas
associadas aos estados admissíveis das chaves semicondutoras. Sob essa perspectiva, o conjunto
inversor–máquina pode ser interpretado de forma natural no contexto de sistemas chaveados,
isto é, sistemas compostos por vários subsistemas e por uma regra responsável por selecionar o
modo ativo ao longo do tempo (Liberzon, 2003).

Essa formulação é particularmente importante em eletrônica de potência, onde sistemas
chaveados afins aparecem com frequência em modelos de conversores e acionamentos elétricos
(Deaecto; Geromel, 2017). A presença do termo afim torna o problema de controle mais delicado
do que no caso puramente linear, pois o objetivo deixa de ser, em geral, a estabilização da origem
e passa a envolver a determinação de pontos atratores compatíveis com os equilíbrios alcançáveis
do sistema (Costanzo, 2022). Em muitos casos, o equilíbrio de interesse não coincide com o
equilíbrio de nenhum subsistema isolado, o que ajuda a explicar por que a estabilização costuma
estar associada a frequências elevadas de chaveamento e à ocorrência de modos deslizantes.
Do ponto de vista prático, esse aspecto é relevante porque comutação excessiva implica perdas
adicionais e pode tornar a implementação menos atrativa (Deaecto; Geromel, 2017).

No caso específico de máquinas síncronas acionadas por inversor trifásico, resultados
recentes mostram que o problema de controle pode ser tratado diretamente no âmbito de sistemas
chaveados, sem depender necessariamente de estruturas clássicas baseadas em referenciais
auxiliares. Nessa linha, já foram propostas formulações baseadas em funções de Lyapunov não
quadráticas e leis de chaveamento dependentes do estado para regular a dinâmica da máquina a
partir de seu modelo original (Egidio et al., 2019). Posteriormente, esse enfoque foi estendido
para problemas de seguimento de trajetória, com condições de projeto formuladas em termos
de desigualdades matriciais lineares (LMIs, do inglês Linear Matrix Inequalities) para garantir
rastreamento assintótico com custo garantido (Egidio et al., 2022). Em um contexto mais amplo,
também já se mostrou que aplicações em engenharia elétrica, incluindo máquinas síncronas,
conduzem naturalmente a problemas de rastreamento em sistemas chaveados com dinâmica
periódica em função da posição angular, o que amplia a complexidade do projeto de controle
(Costanzo, 2022).
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Apesar desses avanços, a literatura mais próxima das aplicações em eletrônica de potência
e conversores tem se concentrado predominantemente em estratégias de chaveamento do tipo arg

min, especialmente em problemas nos quais se busca explorar de forma explícita a natureza não
linear e variante no tempo dos sistemas chaveados. Nesses trabalhos, aparecem com destaque
aspectos práticos como a variação da frequência de comutação com o ponto de operação e a
necessidade de robustez frente a mudanças de equilíbrio (Silva; Deaecto; Barros, 2022). Por outro
lado, formulações do tipo arg max já foram desenvolvidas para sistemas chaveados afins em um
contexto mais geral, com leis de chaveamento obtidas a partir de funções auxiliares e condições
de síntese expressas por LMIs (Trofino et al., 2009). Ainda assim, sua exploração no problema
específico do acionamento de motor síncrono de corrente alternada sem escovas (BLAC, do
inglês Brushless Alternating Current) por inversor trifásico, com seguimento de referências
senoidais e incorporação explícita de desempenho robusto, permanece menos consolidada na
literatura. É nesse recorte que se insere a presente dissertação.

A incorporação de um critério H∞ é pertinente nesse contexto porque a robustez frente a
perturbações e incertezas permanece como uma exigência central no controle de motor síncrono
e de acionamentos correlatos (Tahami et al., 2024). A literatura mostra que técnicas H∞ vêm
sendo empregadas justamente para limitar a influência de distúrbios sobre o desempenho do
sistema e melhorar a robustez da malha de controle. Ainda assim, grande parte dessas abordagens
permanece vinculada a arquiteturas convencionais, em especial às estruturas em cascata associa-
das ao controle vetorial (Ullah; Guzinski; Mirza, 2022). Isso abre espaço para investigar uma
formulação alternativa na qual a própria comutação do inversor seja utilizada como mecanismo
de controle, articulada com uma síntese via LMIs e com uma medida explícita de atenuação de
distúrbios.

Diante desse cenário, esta dissertação insere-se na interface entre sistemas chaveados,
controle robusto e acionamentos elétricos, tendo como foco o projeto de uma lei de chaveamento
com critério H∞ aplicada ao acionamento de motor BLAC para seguimento de referências
senoidais. A proposta busca explorar diretamente a natureza chaveada do inversor, evitando
o tratamento por modelo médio e preservando, no problema de síntese, a estrutura física que
efetivamente governa o acionamento. Com isso, pretende-se avançar na análise e no projeto de
uma estratégia capaz de combinar estabilidade, desempenho de rastreamento e robustez de forma
coerente com as limitações práticas do sistema.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo geral desta dissertação é desenvolver uma lei de chaveamento com critério
H∞, sintetizada por meio de desigualdades matriciais lineares, para o acionamento de um motor
BLAC alimentado por inversor trifásico, visando o seguimento de referências senoidais com
estabilidade e robustez frente a perturbações.

Como objetivos específicos, busca-se estudar os fundamentos teóricos de sistemas chave-



20

ados e do controle robusto aplicados ao problema considerado, modelar o sistema inversor–motor
BLAC em uma forma adequada à síntese do controlador, formular a dinâmica do erro de rastrea-
mento para referências senoidais, derivar condições de síntese em termos de LMIs para uma lei
de chaveamento do tipo arg max, estruturar a arquitetura de controle correspondente e validar a
estratégia proposta por meio de simulações, com análise de desempenho e robustez.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

A organização dos capítulos desta dissertação é apresentada a seguir:

• Capítulo 2: apresenta os fundamentos de controle chaveado utilizados no trabalho. Ini-
cialmente, são discutidas as desigualdades matriciais lineares e artifícios matemáticos
importantes para sua aplicação. Em seguida, são abordadas a modelagem de sistemas
chaveados, a análise de estabilidade, as leis de chaveamento e a formulação de critérios
de desempenho, com destaque para custo garantido e controle H∞.

• Capítulo 3: apresenta os fundamentos relacionados aos motores elétricos necessários ao
desenvolvimento da dissertação. São discutidos o motor síncrono, seu acionamento e
as principais estratégias de controle. Ao final, é desenvolvida a modelagem do sistema
inversor–motor BLAC, incluindo o equacionamento elétrico, o equacionamento mecânico
e sua representação em espaço de estados.

• Capítulo 4: desenvolve o projeto da lei de chaveamento proposta. São apresentados a
caracterização do sistema, o modelo do sinal de referência e a formulação da dinâmica
do erro. Na sequência, são estabelecidos a função candidata de Lyapunov, a lei de
chaveamento, as condições de positividade e decrescimento, o relaxamento empregado
e a incorporação do critério H∞, culminando na formulação final do problema e na
arquitetura de controle adotada.

• Capítulo 5: apresenta os resultados e discussões. Inicialmente, são descritos os parâmetros
do sistema e o procedimento computacional de síntese e simulação. Em seguida, são
analisados os resultados de desempenho do controlador proposto e sua robustez frente a
variações de torque de carga e de parâmetros da planta.

• Capítulo 6: apresenta as considerações finais da dissertação, destacando as principais
contribuições do trabalho, suas limitações e possíveis direções para trabalhos futuros.
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2 CONTROLE CHAVEADO

A teoria de controle moderno fundamenta-se na utilização de modelos matemáticos
capazes de descrever, de forma adequada, o comportamento dinâmico de sistemas físicos,
permitindo a análise de estabilidade e o projeto de controladores com requisitos de desempenho.
Historicamente, grande parte dessa teoria foi desenvolvida no contexto de sistemas lineares
invariantes no tempo (LIT), nos quais as leis de controle são contínuas e diferenciáveis, e
as ferramentas analíticas apresentam elevada maturidade. No entanto, diversas aplicações de
interesse prático, como eletrônica de potência, robótica e sistemas automotivos, não se enquadram
estritamente nesse formato, uma vez que seu comportamento dinâmico é caracterizado pela
alternância entre diferentes regimes de operação, acionados por eventos discretos. Sistemas dessa
natureza, nos quais coexistem dinâmicas contínuas e mecanismos de comutação, são usualmente
denominados sistemas chaveados (Liberzon, 2003).

Os sistemas chaveados constituem uma classe particular de sistemas híbridos, nos quais
fenômenos contínuos e discretos interagem de maneira estruturada. Nesse cenário, o controle
chaveado surge como uma abordagem apropriada para tratar modelos cuja estabilidade e de-
sempenho dependem diretamente da sequência e das condições de comutação entre modos
dinâmicos distintos. Cada modo é descrito por um conjunto próprio de equações diferenciais,
enquanto a lei de chaveamento define, a cada instante, qual subsistema governa a evolução dos
estados. Portanto, o desafio central do projeto de controle consiste em estabelecer regras de
comutação que garantam estabilidade global e desempenho satisfatório, mesmo na presença de
descontinuidades nas trajetórias do sistema (Liberzon, 2003).

Do ponto de vista prático, o controle chaveado abrange desde estratégias simples, base-
adas em decisões discretas do tipo liga–desliga, até formulações mais elaboradas aplicadas a
sistemas lineares por partes. Nestes casos, recorre-se ao uso de múltiplas funções de Lyapunov
e à imposição de condições convexas formuladas por meio de desigualdades matriciais linea-
res (Johansson, 2002). A incorporação dessas ferramentas possibilitou o desenvolvimento de
procedimentos sistemáticos de síntese de leis de chaveamento que asseguram estabilidade e
desempenho, explorando a convexidade do domínio de projeto e os recursos computacionais
associados à resolução de LMIs.

Além de seu interesse teórico, o controle chaveado apresenta relevância em aplicações
industriais, em especial nos sistemas de conversão de energia elétrica, como inversores e conver-
sores CC–CC. Nesses sistemas, dispositivos semicondutores operam alternando entre estados
condutivos e bloqueados, o que impõe uma dinâmica intrinsecamente híbrida. A análise e o
projeto de tais sistemas apoiam-se nos princípios clássicos da teoria de controle (Ogata, 2010),
estendidos de forma consistente para acomodar os efeitos da comutação. Nesse contexto, a
formulação chaveada surge como um desdobramento natural da teoria, e sua análise por meio
de funções de Lyapunov e condições LMI fornece um arcabouço rigoroso para a garantia de
estabilidade e demais requisitos (Liberzon, 2003).
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Este capítulo apresenta os fundamentos teóricos que dão suporte à formulação e à
análise de controladores chaveados adotada neste trabalho. Inicialmente, são discutidas as LMIs,
enfatizando seu papel como ferramenta de representação convexa de restrições de estabilidade e
desempenho, bem como os principais artifícios matemáticos associados à sua utilização. Em
seguida, desenvolve-se a modelagem de sistemas chaveados, contemplando sistemas lineares e
afins, a ocorrência de modos deslizantes e a caracterização de equilíbrios possíveis. Na sequência,
são apresentados critérios de estabilidade aplicáveis a sistemas com múltiplos modos, juntamente
com as condições que asseguram a convergência do estado sob comutação. Posteriormente,
aborda-se o projeto da lei de chaveamento para subsistemas afins, definindo-se a estratégia
responsável pela seleção dinâmica dos modos de operação. Por fim, formula-se o problema de
otimização associado à síntese do controle, incorporando critérios de desempenho e restrições
convexas que visam garantir a robustez e a eficiência do sistema.

2.1 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

Grande parte dos sistemas dinâmicos de interesse na engenharia de controle apresenta
comportamento multivariável, o que conduz naturalmente à representação de suas equações
diferenciais em forma matricial. Assim, propriedades fundamentais de sistemas de controle
passam a ser descritas por meio de desigualdades envolvendo matrizes simétricas. Esse fato
motiva a utilização das LMIs como ferramenta central de análise.

O uso de LMIs permite a formulação, de foma unificada, de diversos problemas clássicos
como a verificação de estabilidade, o projeto de controladores robustos e a otimização de critérios
de desempenho. A principal vantagem dessa abordagem reside na possibilidade de expressar
restrições matriciais em um formato convexo, o que assegura a existência de soluções globais e
viabiliza o uso de métodos numéricos para sua resolução (Boyd et al., 1994).

A consolidação das LMIs no contexto da engenharia de controle está diretamente associ-
ada ao desenvolvimento dos métodos de pontos interiores para otimização convexa, introduzidos
por Nesterov e Nemirovskii (1994). Esses métodos tornaram possível a resolução eficiente de
problemas de programação semidefinida com complexidade polinomial, permitindo a aplica-
ção prática de técnicas baseadas em LMIs mesmo em sistemas de grande dimensão. Como
consequência, diversas ferramentas computacionais passaram a ser amplamente adotadas pela
comunidade, destacando-se o LMI Control Toolbox (Gahinet et al., 1995) e o YALMIP (Löfberg,
2004), que estabeleceram as LMIs como uma linguagem padrão para a análise e a síntese de
sistemas de controle multivariáveis.

2.1.1 Definição de LMI

A forma geral de uma LMI é apresentada na expressão (1). Nela, F0,F1, . . . ,Fm são
matrizes reais simétricas de mesma dimensão, e x = [x1,x2, . . . ,xm]

⊤ é o vetor de variáveis de
decisão (Boyd et al., 1994).
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F(x) := F0 +
m

∑
i=1

xiFi > 0 (1)

Diz-se que a expressão (2) constitui uma LMI quando F(x) depende de forma afim das
variáveis xi e é simétrica para todo x. A notação vista em (2) indica que a matriz é definida
negativa, ou seja, todos os seus autovalores são estritamente menores que zero.

F(x)< 0 (2)

O conjunto de soluções que satisfazem a desigualdade (2) é definido pela equação (3).
Esse conjunto é de grande importância em otimização convexa, pois sua estrutura preserva
propriedades matemáticas desejáveis que permitem o uso de algoritmos eficientes para verificação
e síntese de controladores.

X = {x ∈ Rm : F(x)< 0} (3)

2.1.2 Propriedade de convexidade

Uma das propriedades mais importantes das LMIs é a convexidade do conjunto de
soluções viáveis. Essa característica garante que o problema de verificar ou otimizar sob restrições
LMI pode ser resolvido de maneira eficiente por métodos de otimização convexa (Boyd et al.,
1994).

Considere novamente o conjunto X definido em (3). Mostra-se que X é convexo, isto é,
se x1 e x2 satisfazem F(x1)< 0 e F(x2)< 0, então qualquer combinação convexa λx1+(1−λ )x2,
com 0≤ λ ≤ 1, também satisfaz a desigualdade. De fato, pela afinidade de F(x), obtém-se (4).

F(λx1 +(1−λ )x2) = λF(x1)+(1−λ )F(x2) (4)

Como F(x1) e F(x2) são ambas matrizes definidas negativas, e a combinação convexa
de duas matrizes definidas negativas é também definida negativa, conclui-se que F(λx1 +(1−
λ )x2)< 0. Logo, X é um conjunto convexo.

A convexidade das LMIs é fundamental porque garante que qualquer problema de
otimização envolvendo uma função objetivo convexa e restrições LMI possui solução global e
pode ser resolvido por algoritmos polinomiais. Essa propriedade distingue as LMIs de outras
formas de restrição não lineares e é a base para a ampla utilização dessas formulações em
controle e otimização (Boyd et al., 1994).

2.1.3 Tratamento de incertezas

Em sistemas reais, é raro que os parâmetros do modelo sejam conhecidos com exatidão
ou permaneçam constantes ao longo do tempo. Incertezas desse tipo podem estar associadas a
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imprecisões de modelagem, variações físicas inerentes ao processo, envelhecimento de compo-
nentes ou mudanças nas condições de operação. Nesse contexto, a teoria das LMIs oferece uma
estrutura conveniente para o tratamento de incertezas paramétricas, ao possibilitar a formulação
de condições de estabilidade e desempenho que se mantêm válidas mesmo na presença de
perturbações em torno de valores nominais (Trofino et al., 2015).

O sistema linear incerto pode ser representado pelo modelo dinâmico dado na equação (5).

ẋ(t) = A(ρ)x(t) (5)

Nessa expressão, A(ρ) é uma matriz que depende de um vetor de parâmetros incertos
ρ = [ρ1,ρ2, . . . ,ρp]

⊤. Assume-se que esses parâmetros pertencem a um conjunto convexo e
limitado, de modo que o sistema possa ser descrito por uma combinação convexa de modelos
conhecidos, conforme indicado na equação (6).

A(ρ) =
r

∑
i=1

αi(ρ)Ai, αi(ρ)≥ 0,
r

∑
i=1

αi(ρ) = 1 (6)

O conjunto de matrizes {A1,A2, . . . ,Ar} representa os vértices do politopo de incerteza,
de modo que o comportamento do sistema incerto pode ser descrito como uma combinação
convexa desses modelos. Nesse contexto, a análise via LMIs consiste na verificação de condições
matriciais que devem ser satisfeitas em todos os vértices do politopo, como na busca de uma
matriz simétrica definida positiva P = P⊤ > 0 que satisfaça a desigualdade apresentada na
condição (7).

A⊤i P+PAi < 0, i = 1,2, . . . ,r (7)

O atendimento simultâneo dessa condição em todos os vértices implica que a propriedade
de interesse é preservada para qualquer combinação convexa A(ρ) pertencente ao politopo
definido em (6). Essa formulação é muito utilizada porque mantém o problema no domínio das
LMIs, garantindo convexidade e permitindo o uso de métodos de otimização eficientes. Assim, a
análise de sistemas incertos se reduz à verificação de um número finito de condições matriciais,
sem a necessidade de explorar continuamente todo o espaço de variação dos parâmetros (Trofino
et al., 2015).

2.1.4 Artifícios utilizados em LMIs

Problemas de controle formulados no contexto de LMIs frequentemente envolvem restri-
ções não lineares ou termos que inviabilizam a aplicação direta de solvers de otimização convexa.
Essas dificuldades surgem, em geral, da interação entre variáveis de decisão e parâmetros do
sistema, ou da própria estrutura dos critérios de estabilidade e desempenho considerados. Para
contornar tais limitações, recorre-se a diversos artifícios matemáticos cujo objetivo é reformular
expressões não lineares em condições lineares equivalentes ou, quando isso não é possível, em
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aproximações menos conservadoras que preservem a estrutura LMI do problema (Trofino et al.,
2015).

Essas transformações desempenham papel essencial na obtenção de condições de esta-
bilidade e desempenho computacionalmente tratáveis. Entre os artifícios mais empregados na
literatura destacam-se o complemento de Schur, o Procedimento–S e o lema de Finsler, cada um
associado a um tipo específico de estrutura algébrica e hipótese de análise. Nas seções seguintes,
apresentam-se esses artifícios, discutindo-se suas formas canônicas e os contextos em que são
aplicados na análise e no projeto de controladores baseados em LMIs.

2.1.4.1 Complemento de Schur

O complemento de Schur estabelece uma relação fundamental entre as propriedades de
positividade de uma matriz particionada e as de seus sub-blocos, sendo amplamente empre-
gado para reescrever desigualdades matriciais em formatos mais convenientes no contexto de
LMIs (Gallier, 2011). Essa ferramenta, originalmente introduzida por Schur (1917), tornou-se
um elemento central em diversas áreas da matemática aplicada, com aplicações diretas em
controle, otimização e teoria de sistemas.

Considere a matriz simétrica particionada apresentada em (8), com blocos de dimensões
compatíveis e C inversível.

M =

[
A B

B⊤ C

]
, M = M⊤ (8)

O complemento de Schur de C em M é definido em (9).

S = A−BC−1B⊤ (9)

A equivalência central utilizada em aplicações afirma que as condições em (10) são
logicamente equivalentes (Gallier, 2011).

M > 0 ⇐⇒
(
C > 0 e A−BC−1B⊤ > 0

)
(10)

O mesmo raciocínio também se aplica ao caso negativo, em que todas as desigualdades
são invertidas. Esses resultados permitem eliminar inversas explícitas em desigualdades matriciais
e reescrever expressões originalmente não lineares em formas lineares no espaço das variáveis
de decisão, preservando a convexidade da formulação.

No contexto das LMIs, essa equivalência é amplamente explorada para substituir ex-
pressões do tipo Ts−R⊤s H−1

s Rs > 0 pela forma blocada apresentada em (11), eliminando a
dependência não linear associada à inversa de Hs. Essa reformulação é particularmente relevante
em problemas de controle, nos quais termos quadráticos e inversas de matrizes surgem de
maneira natural nos critérios de estabilidade e desempenho. Em vista disso, o complemento de
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Schur fornece um procedimento sistemático para obter condições equivalentes expressas como
LMIs, compatíveis com métodos de otimização semidefinida (Gallier, 2011).[

Ts R⊤s
Rs Hs

]
> 0. (11)

Além das aplicações teóricas, o complemento de Schur também pode ser utilizado para
impor restrições de norma em variáveis de projeto, como na limitação da magnitude de matrizes
auxiliares em problemas de síntese LMI. Essa equivalência permite expressar condições do
tipo ∥X∥2 ≤ γ como LMIs lineares em X e γ , o que é especialmente útil para regularização de
soluções e melhoria do condicionamento numérico em problemas de controle (Boyd et al., 1994).

2.1.4.2 Procedimento–S

O Procedimento–S (ou S-procedure) é um resultado clássico da teoria de desigualdades
quadráticas que permite converter uma implicação entre funções quadráticas em uma condição
linear envolvendo multiplicadores escalares não negativos (Boyd; Vandenberghe, 2004). Essa
ferramenta pode ser utilizada em controle e otimização convexa para reduzir o conservadorismo
de condições de estabilidade ou desempenho formuladas por LMIs.

Considere duas formas quadráticas genéricas F1(ξ ) e F2(ξ ), definidas conforme a equa-
ção (12).

Fi(ξ ) = ξ
⊤Qiξ +2q⊤i ξ + ri, i ∈ {1,2} (12)

Deseja-se verificar se a implicação quadrática mostrada em (13) é verdadeira para todo
vetor ξ ∈ Rn.

F1(ξ )≥ 0 ⇒ F2(ξ )≥ 0 (13)

De acordo com o Procedimento–S, essa implicação é satisfeita se existir um escalar não
negativo α que torne verdadeira a relação apresentada em (14).

F2(ξ )−αF1(ξ )≥ 0, α ≥ 0 (14)

Essa condição é suficiente em geral e necessária quando F1(ξ ) é estritamente factí-
vel (Boyd; Vandenberghe, 2004). Assim, este artifício permite substituir implicações quadráticas
não lineares por condições lineares de viabilidade, preservando a convexidade da formulação.

Em síntese, o Procedimento–S introduz uma desigualdade auxiliar ponderada por um
multiplicador escalar α , resultando em uma condição relaxada expressa de forma genérica por
(15).

Ma +αNa < 0, α ≥ 0 (15)
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Nessa formulação, Ma representa a desigualdade principal, enquanto Na corresponde a
uma restrição auxiliar cuja validade é assegurada pelo modelo. O multiplicador α é definido
pelo projetista como parâmetro de ajuste do relaxamento, sendo que valores muito pequenos
podem não reduzir suficientemente o conservadorismo, enquanto valores muito elevados podem
tornar o termo de relaxação dominante e dificultar novamente a factibilidade. Dessa forma, o
Procedimento–S fornece um meio sistemático de equilibrar rigor e flexibilidade em formulações
baseadas em LMIs, sem comprometer a convexidade do problema (Trofino et al., 2015).

2.1.4.3 Lema de Finsler

O resultado conhecido como lema de Finsler tem origem no trabalho de Finsler (1937),
no contexto da teoria de formas quadráticas. Na literatura moderna de controle, esse resultado é
usualmente apresentado em formulações matriciais equivalentes, adequadas ao tratamento de
restrições lineares e à obtenção de condições LMI (Boyd et al., 1994).

Considere uma forma quadrática definida por uma matriz simétrica QF = Q⊤F ∈ Rn×n e
um conjunto de restrições lineares representadas por Ax = 0, com A ∈ Rm×n. Deseja-se verificar
se a desigualdade apresentada na expressão (16) é satisfeita.

x⊤QFx < 0, ∀x ̸= 0 tal que Ax = 0 (16)

De acordo com o lema de Finsler, essa condição pode ser expressa por formulações
equivalentes envolvendo multiplicadores matriciais ou, alternativamente, por uma projeção sobre
o subespaço nulo do operador que define a restrição linear (Trofino et al., 2015).

O lema também pode ser expresso de forma projetada sobre o subespaço nulo de A. Seja
A0 uma base que satisfaz AA0 = 0. Nesse caso, a condição restrita x⊤QFx < 0 sujeita a Ax = 0 é
equivalente à desigualdade apresentada em (17), escrita no espaço reduzido definido por A0.

A⊤0 QFA0 < 0 (17)

A expressão (17) estabelece a equivalência entre uma desigualdade quadrática restrita
e uma condição matricial escrita diretamente no subespaço admissível. Dessa forma, a restri-
ção linear é incorporada de maneira implícita, o que torna essa formulação particularmente
conveniente em problemas de análise e síntese baseados em LMIs (Trofino et al., 2015).

Em controle, o lema de Finsler é empregado no tratamento de restrições estruturais e
de dependências lineares entre variáveis de projeto, sendo particularmente útil em problemas
envolvendo sistemas incertos, politópicos ou chaveados. Sua aplicação permite reescrever desi-
gualdades associadas à estabilidade ou ao desempenho em subespaços específicos, reduzindo a
dimensão efetiva das condições analisadas e preservando a tratabilidade numérica do problema
(Trofino et al., 2015). Dessa forma, o resultado complementa o Procedimento–S no tratamento
de implicações envolvendo igualdades lineares, constituindo um artifício matemático importante
na formulação de condições LMI em controle moderno.



28

2.2 MODELAGEM DE SISTEMAS CHAVEADOS

A modelagem de sistemas chaveados fornece uma descrição formal de processos cujo
comportamento alterna entre diferentes dinâmicas contínuas ao longo do tempo. Nessa aborda-
gem, o sistema é representado por um conjunto finito de subsistemas, juntamente com uma lei
de chaveamento que determina, a cada instante, qual dinâmica governa a evolução do estado
(Liberzon, 2003). Cada subsistema é descrito por uma equação diferencial contínua, enquanto a
lei de chaveamento introduz a componente discreta responsável pela transição entre os modos de
operação, caracterizando a natureza híbrida do modelo (DeCarlo et al., 2000).

A formulação matemática parte do princípio de que o vetor de estado contínuo é comum
a todos os modos e evolui de acordo com a equação (18), em que σ(t) representa o modo ativo
no dado instante.

ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) (18)

Essa estrutura abrange sistemas lineares, afins ou não lineares sujeitos a comutação,
permitindo a representação unificada de uma ampla classe de processos físicos e de controle,
como conversores de potência e sistemas com lógica embarcada. Uma modelagem adequada
é fundamental para o desenvolvimento de métodos de análise e síntese baseados em LMIs,
assegurando que as propriedades relevantes de estabilidade e desempenho sejam corretamente
capturadas (Liberzon, 2003).

Os tópicos seguintes aprofundam a modelagem dos sistemas chaveados, abordando as
representações lineares e afins, os modos deslizantes que surgem nas transições de comutação e
os diferentes equilíbrios que podem ocorrer nessas estruturas dinâmicas.

2.2.1 Sistemas lineares e afins

O modelo linear chaveado é o ponto de partida para a descrição das diferentes dinâmicas
contínuas associadas aos modos de operação. Cada subsistema é representado pela equação (19),
onde Ai ∈ Rn×n e o índice i ∈M = {1,2, . . . ,m} identifica o modo ativo (Hespanha, 2004).

ẋ(t) = Aσ(t) x(t) (19)

Nesse modelo, a lei de chaveamento σ(t) seleciona, a cada instante, uma das matrizes
Ai, definindo assim o comportamento dinâmico do sistema. A origem é o ponto de equilíbrio
comum a todos os modos, e a estabilidade global depende da propriedade conjunta das matrizes
envolvidas.

Em muitos sistemas físicos, entretanto, cada modo apresenta também um termo constante
que desloca o ponto de equilíbrio, originando o modelo afim apresentado em (20).

ẋ(t) = Aσ(t) x(t)+bσ(t) (20)



29

Nessa formulação, bi ∈Rn representa um vetor de entrada associado ao modo i. Enquanto
o sistema linear possui equilíbrio fixo na origem, o sistema afim admite equilíbrios distintos
para cada modo, o que reflete o comportamento de diversos sistemas chaveados reais, como
conversores de potência e processos mecânicos com atrito ou compensação de torque.

A diferença estrutural entre os modelos linear e afim reflete-se diretamente na análise
e no projeto de controladores. A presença do termo constante bi no modelo afim introduz
uma componente adicional nas funções auxiliares empregadas em formulações baseadas em
LMIs, conferindo maior flexibilidade à definição das superfícies de chaveamento. Enquanto, no
caso linear, essas superfícies são necessariamente planas, no modelo afim elas podem assumir
formas elípticas ou hiperbólicas, o que amplia o conjunto de soluções admissíveis e aumenta a
capacidade de adaptação do controle (Trofino et al., 2015).

De modo geral, a modelagem linear fornece uma aproximação adequada quando os pontos
de equilíbrio dos diferentes modos coincidem e a operação ocorre em torno da origem. Por outro
lado, o modelo afim mostra-se mais apropriado em situações nas quais há deslocamentos entre
os regimes de operação dos modos distintos.

2.2.2 Modos deslizantes

Em sistemas chaveados com comutação dependente do estado, pode ocorrer uma situação
em que o comportamento global do sistema não coincide com a dinâmica de nenhum dos modos
individuais, mas resulta da interação entre eles. Esse fenômeno manifesta-se quando os campos
vetoriais dos subsistemas, em ambos os lados de uma superfície de chaveamento, apontam em
direção a essa superfície, fazendo com que a trajetória contínua alcance a região de comutação
e passe a evoluir de forma tangencial sobre ela, caracterizando o chamado modo deslizante
(Trofino et al., 2015).

Nessa condição, a dinâmica do sistema pode ser descrita por uma combinação convexa
dos campos vetoriais associados aos subsistemas adjacentes, refletindo o equilíbrio imposto
pela lógica de comutação. Essa descrição efetiva do movimento ao longo da superfície de
chaveamento é formalizada pela equação (21), a qual fornece um modelo contínuo equivalente
para a análise do comportamento do sistema em regime de deslizamento (Trofino et al., 2015).

ẋ(t) = fθ (x) = θ(x) f1(x)+ [1−θ(x)] f2(x), θ(x) ∈ [0,1] (21)

Esse efeito é ilustrado na Figura 1, que evidencia o campo vetorial tangente à superfície
de comutação. Do ponto de vista físico, o modo deslizante pode ser interpretado como uma
comutação infinitamente rápida (chattering), em que o sistema alterna continuamente entre os
modos ativos. Embora esse comportamento não seja desejável em aplicações práticas, devido ao
desgaste e às limitações de comutação dos dispositivos, ele representa de forma ideal a dinâmica
média que ocorre em altas frequências de chaveamento (Liberzon, 2003).

A formulação apresentada pode ser generalizada para o caso de m modos de operação.
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Figura 1 – Representação das trajetórias em sistemas chaveados.

S

x = f (x)1 x = f (x)2

x

(a) Cruzamento da superfície.
S

x = f (x)1 x = f (x)2

x

(b) Modo deslizante.

Fonte: Adaptado de Scharlau (2013).

Nesse contexto, a dinâmica de um sistema chaveado, com ou sem modos deslizantes, é descrita
pela inclusão diferencial dada na equação (22) no sentido de Filippov para campos vetoriais des-
contínuos, em que cada modo contribui de forma ponderada por um coeficiente θi(x) pertencente
ao conjunto convexo Θ (Trofino et al., 2015).

ẋ = fθ (x) =
m

∑
i=1

θi(x) fi(x), θ ∈Θ (22)

O conjunto Θ, definido pela equação (23), corresponde a um simplex que contém todas
as combinações convexas admissíveis dos campos vetoriais dos subsistemas.

Θ :=

{
θ ∈ Rm :

m

∑
i=1

θi = 1, θi ≥ 0

}
(23)

Essa representação permite descrever, de forma unificada, tanto o regime de operação
normal, em que apenas um modo está ativo, quanto os modos deslizantes, nos quais a trajetória é
governada por uma combinação convexa dos campos vetoriais associados a diferentes modos de
operação.

2.2.3 Equilíbrios possíveis

Em sistemas chaveados afins, a presença do termo constante bi em cada modo implica
que os pontos de equilíbrio não estejam, em geral, localizados na origem. Quando ocorre a
comutação entre diferentes modos, o equilíbrio global do sistema pode emergir em uma região
intermediária do espaço de estados, resultante da combinação convexa das dinâmicas associadas
a cada subsistema (Liberzon, 2003).
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Considerando o modelo afim em malha fechada descrito pela equação (24), a dinâmica
pode ser expressa pela soma ponderada dos campos vetoriais de cada subsistema.

ẋ =
m

∑
i=1

θi(x)(Aix+bi), θ ∈Θ (24)

O sistema encontra-se em equilíbrio quando o vetor de estado permanece constante,
i.e., quando ẋ = 0. Nessas condições, o equilíbrio não é determinado por um único modo, mas
pela combinação convexa das dinâmicas associadas aos modos ativos. Assim, existe um ponto
x̄ de equilíbrio possível se houver um vetor θ̄ ∈ Θ que satisfaça a condição apresentada na
equação (25).

m

∑
i=1

θ̄i(Aix̄+bi) = 0 (25)

O vetor θ̄ representa a proporção de tempo em que cada modo permanece ativo em torno
do equilíbrio. Em sistemas controlados por modulação por largura de pulso (PWM, do inglês
Pulse Width Modulation), essa proporção pode ser interpretada diretamente como o ciclo de
trabalho (duty cycle) necessário para garantir o equilíbrio médio do sistema (Trofino et al., 2015).
De forma mais geral, a condição expressa em (25) caracteriza o conjunto de pontos de equilíbrio
admissíveis, o qual pode assumir a forma de um ponto isolado, de uma linha ou mesmo de uma
região contínua no espaço de estados, dependendo das propriedades dos subsistemas e da lei de
chaveamento adotada (Liberzon, 2003).

2.3 ESTABILIDADE DE SISTEMAS CHAVEADOS

A análise de estabilidade constitui o ponto de partida para o projeto e a avaliação de
sistemas de controle. Em termos gerais, a estabilidade está associada à capacidade do sistema
de retornar ao equilíbrio após a ocorrência de pequenas perturbações, assegurando um compor-
tamento previsível e limitado ao longo do tempo. Entre as diferentes noções de estabilidade
empregadas na teoria de controle, destacam-se a estabilidade assintótica e a estabilidade expo-
nencial, ambas formalmente definidas a partir do conceito de funções de Lyapunov (Trofino et
al., 2015).

No caso de sistemas LIT, o critério de Lyapunov fornece uma condição necessária e
suficiente para a estabilidade, baseada na existência de uma função escalar positiva cuja derivada
temporal seja negativa ao longo das trajetórias do sistema. Além de constituir uma prova de
estabilidade, esse critério permite a formulação de condições matriciais lineares, utilizadas tanto
na verificação quanto na síntese de controladores.

Para sistemas chaveados, a análise de estabilidade torna-se mais complexa, uma vez que
o comportamento dinâmico global depende não apenas das propriedades individuais de cada
subsistema, mas também da lei de chaveamento responsável pelas transições entre os modos de
operação. Nessa classe de sistemas, é possível que subsistemas individualmente estáveis resultem
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em uma dinâmica global instável devido à comutação, assim como pode ocorrer estabilidade
global mesmo quando alguns modos são localmente instáveis, desde que o chaveamento satisfaça
determinadas restrições (Trofino et al., 2015).

Dessa forma, o estudo da estabilidade em sistemas chaveados exige extensões do critério
clássico de Lyapunov. Uma possibilidade consiste na utilização de uma função de Lyapunov
comum a todos os modos, o que garante estabilidade sob qualquer chaveamento admissível,
porém frequentemente conduz a condições excessivamente conservadoras. Como alternativa,
empregam-se funções de Lyapunov múltiplas, nas quais cada subsistema é associado a uma
função auxiliar própria, e a estabilidade global é inferida a partir da interação entre essas
funções (Liberzon, 2003). Essa estratégia permite descrever de maneira mais precisa os efeitos
da comutação e reduzir o conservadorismo das condições de estabilidade, sendo particularmente
adequada para sistemas afins e para estruturas em que o chaveamento influencia diretamente a
posição do equilíbrio.

2.3.1 Critério de estabilidade de Lyapunov

Para formalizar o conceito de estabilidade utilizado nas discussões anteriores, recorre-se
ao critério clássico de Lyapunov, que estabelece condições matemáticas para caracterizar o
comportamento das trajetórias em torno de um ponto de equilíbrio. A formulação proposta por
Lyapunov, em 1892, generaliza princípios mecânicos baseados em energia e permite avaliar
a estabilidade de um sistema sem a necessidade de resolver explicitamente suas equações
diferenciais (Sastry, 1999).

Considere o sistema dinâmico não linear descrito pela equação (26), em que f (x) é
localmente Lipschitz1 em uma vizinhança da origem e admite um ponto de equilíbrio em x = 0.

ẋ = f (x), x(0) = x0 (26)

A análise de estabilidade é baseada na escolha de uma função escalar V : Rn → R,
denominada função de Lyapunov, que desempenha o papel de uma “energia generalizada”
associada ao estado do sistema. A definição formal é apresentada em (27), onde se exige que V

seja continuamente diferenciável e positiva definida em torno da origem (Khalil, 2002).

V (x)> 0 ∀x ̸= 0, V (0) = 0 (27)

A segunda condição fundamental é que a derivada de V ao longo das trajetórias do
sistema seja não positiva. Usando a regra da cadeia, essa derivada assume a forma indicada em
(28).

V̇ (x) = ∇V (x)⊤ f (x) (28)
1 Uma função f é localmente Lipschitz se, em cada ponto, existe um entorno no qual ∥ f (x)− f (y)∥ ≤ L∥x− y∥

para algum L > 0. Essa propriedade garante existência e unicidade de soluções das equações diferenciais (Khalil,
2002).
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Se a derivada satisfizer a condição expressa em (29), então o equilíbrio é estável no
sentido de Lyapunov.

V̇ (x)≤ 0, ∀x ∈ Rn×n (29)

Além disso, se V̇ (x) for estritamente negativa para todo x ̸= 0, conforme (30), o sistema
é assintoticamente estável.

V̇ (x)< 0, ∀x ̸= 0 (30)

As condições (27)–(30) constituem o critério fundamental de Lyapunov. No caso especial
de sistemas lineares, a escolha de funções quadráticas do tipo V (x) = x⊤Px, com P = P⊤ > 0,
conduz às condições matriciais da forma apresentada em (31), que caracterizam totalmente a
estabilidade exponencial (Khalil, 2002).

A⊤P+PA < 0 (31)

Portanto, o critério de Lyapunov permite verificar estabilidade sem a necessidade de
soluções explícitas para x(t), e fornece uma base rigorosa para extensão a situações mais
complexas, como sistemas politópicos, não lineares ou sujeitos a chaveamento. Nesta dissertação,
esse critério será adaptado para a formulação com funções múltiplas, utilizada no projeto do
controle chaveado apresentado no Capítulo 4.

2.3.2 Estabilidade sob chaveamento restrito e funções múltiplas

A análise de estabilidade em sistemas chaveados pode tornar-se excessivamente conser-
vadora quando se impõe a existência de uma função de Lyapunov comum a todos os modos.
Em situações nas quais os subsistemas apresentam dinâmicas significativamente distintas, como
diferentes taxas de dissipação ou pontos de equilíbrio deslocados, uma única função dificilmente
descreve de forma adequada a evolução global do sistema. Como alternativa menos restritiva,
emprega-se o conceito de funções múltiplas de Lyapunov, no qual cada modo é associado a
uma função auxiliar própria, permitindo representar com maior fidelidade os mecanismos de
dissipação de energia de cada dinâmica individual (Liberzon, 2003).

Considere um conjunto de modos i ∈M , cada um associado a uma função auxiliar de
Lyapunov da forma indicada na equação (32), em que Pi = P⊤i > 0 é a matriz correspondente ao
modo i.

vi(x) = x⊤Pix (32)

Enquanto o sistema permanece em um modo específico, a função auxiliar correspondente
decresce continuamente, de modo que o trecho ativo da função composta, representado pelo
valor mostrado na equação (33), apresenta comportamento monotônico durante esse intervalo.
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Vσ(t)(x) = vσ(t)(x) (33)

Quando ocorre um chaveamento, a função ativa passa de vi para v j, e essa transição pode
introduzir saltos na função composta, como ilustrado na Figura 2. Esses saltos não impedem
a estabilidade global desde que diminuam ao longo do tempo e que os valores avaliados nos
instantes de comutação formem uma sequência decrescente. Assim, mesmo que a função com-
posta não seja contínua, a dissipação inerente a cada modo e a redução progressiva desses saltos
garantem a convergência do estado para a origem (Liberzon, 2003).

Figura 2 – Duas funções de Lyapunov para um sistema chaveado. Curvas contínuas
correspondem a v1 e tracejadas a v2.

Vσ(t) (t)

t

σ = 1 σ = 2 σ = 1 σ = 2 σ = 1 σ = 2

(a) Trecho contínuo associado ao modo ativo.

Vσ(t) (t)

t

σ = 1 σ = 2 σ = 1 σ = 2 σ = 1 σ = 2

(b) Função composta exibindo saltos nos
instantes de chaveamento.

Fonte: Adaptado de Liberzon (2003).

A estabilidade sob chaveamento restrito é obtida quando cada função auxiliar decresce
ao longo da dinâmica do modo correspondente e quando a sequência de valores assumidos pela
função composta, nos instantes de comutação, permanece limitada e estritamente decrescente.
Nessas condições, a energia global associada ao sistema reduz-se a cada troca de modo, condu-
zindo o estado ao equilíbrio mesmo que as funções auxiliares, quando avaliadas individualmente,
apresentem descontinuidades nos instantes de transição (Liberzon, 2003).

No contexto desta dissertação, essa abordagem mostra-se particularmente adequada, uma
vez que a função candidata adotada no projeto é definida a partir do máximo entre funções
auxiliares quadrático-afins. Essa estrutura facilita o tratamento de sistemas chaveados afins e
preserva a interpretação energética da função de Lyapunov, assegurando que o comportamento
global do sistema permaneça estável mesmo na presença de comutações frequentes.

2.4 LEI DE CHAVEAMENTO PARA SUBSISTEMAS AFINS

Em sistemas chaveados, a lei de chaveamento é responsável pela lógica que seleciona o
subsistema ativo a cada instante, influenciando diretamente o comportamento global da dinâmica
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em malha fechada. Mesmo quando os modos individuais apresentam propriedades favoráveis, a
estabilidade do sistema completo depende da forma como ocorre a comutação entre eles. No
caso de subsistemas afins, a presença de termos constantes desloca o equilíbrio e exige que a
estratégia de chaveamento seja projetada de modo consistente com o objetivo de convergência do
erro para um ponto desejado. Assim, a lei de chaveamento passa a integrar o próprio mecanismo
de controle, sendo construída com base em critérios energéticos associados a funções auxiliares
de Lyapunov e em condições que assegurem dissipação ao longo das trajetórias do sistema
(Dezuo, 2014).

2.4.1 Tipos de leis de chaveamento

A literatura apresenta diferentes estruturas de leis de chaveamento para estabilização de
sistemas chaveados, particularmente no contexto de subsistemas lineares ou afins. No caso de
leis dependentes do estado, o critério de seleção do modo ativo pode ser definido a partir da
comparação entre funções auxiliares de Lyapunov avaliadas ao longo da trajetória do sistema.

Uma primeira classe de leis de chaveamento baseia-se na seleção do modo que minimiza
uma família de funções auxiliares quadráticas. Considera-se um conjunto de funções do tipo
vi(x) = x⊤Pix, com Pi > 0, e define-se a lei de chaveamento conforme a equação (34). Essa
estratégia explora diretamente a interpretação energética das funções auxiliares, ativando o
subsistema associado ao menor valor instantâneo da função de Lyapunov (Geromel; Colaneri,
2006).

σ(x(t)) := arg min
i∈M
{vi(x(t))}, vi(x(t)) = x⊤Pix (34)

Uma segunda classe consiste na seleção do modo associado ao maior valor entre as
funções auxiliares. Nesse caso, a lei de chaveamento assume a forma apresentada na equação (35)
(Ji et al., 2006).

σ(x(t)) := argmax
i∈M
{vi(x(t))}, vi(x(t)) = x⊤Pix (35)

Embora menos intuitiva sob o ponto de vista energético, essa formulação permite ex-
plorar propriedades estruturais da dinâmica afim e viabiliza condições de estabilidade menos
conservadoras quando combinada com técnicas de múltiplas funções de Lyapunov (Ji et al.,
2006).

Uma terceira abordagem consiste em selecionar o subsistema cuja função auxiliar apre-
senta a maior taxa de decrescimento ao longo da dinâmica. Nesse caso, o critério de chaveamento
é construído a partir da derivada temporal das funções auxiliares, conduzindo à lei apresentada
na equação (36) (Bolzern; Spinelli, 2004).

σ(x(t)) := arg min
i∈M
{v̇i(x(t))} , vi(x(t)) = x⊤(A⊤i P+PAi)x (36)
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Cada uma dessas abordagens possui vantagens e limitações. Enquanto as leis baseadas em
mínimo e máximo atuam diretamente sobre o valor das funções auxiliares, a estratégia baseada
na derivada explora explicitamente o mecanismo de dissipação da energia de Lyapunov. Neste
trabalho, adota-se uma lei de chaveamento do tipo arg max, pois essa estrutura é compatível com
a função candidata construída como o máximo entre funções auxiliares e permite explorar de
forma direta as propriedades de decrescimento associadas ao modo ativo, mantendo o nível de
conservadorismo sob controle.

2.4.2 Função candidata

Seguindo a abordagem proposta em Trofino et al. (2011), considera-se uma função de
Lyapunov construída a partir de funções auxiliares quadrático-afins associadas a cada modo do
sistema chaveado. Essa estrutura é adequada para subsistemas afins, pois permite incorporar
explicitamente os termos constantes da dinâmica e tratar, de forma unificada, modos contínuos e
possíveis modos deslizantes.

Seja o sistema de erro descrito pela equação (37), em que cada modo i∈M = {1, . . . ,m}
possui dinâmica própria.

ė(t) = Aie(t)+ ki (37)

Para cada modo, define-se uma função auxiliar conforme a equação (38), em que Pi = P⊤i
e Si são variáveis de decisão.

vi(e) = e⊤Pie+2e⊤Si (38)

A função candidata global é então definida como o máximo entre as funções auxiliares,
conforme a equação (39). Essa construção garante continuidade da função candidata e permite
analisar estabilidade mesmo na presença de chaveamentos frequentes ou modos deslizantes.

V (e) = max
i∈M
{vi(e)} (39)

2.4.2.1 Condição de positividade da função candidata

Para que a função candidata seja válida como função de Lyapunov, é necessário que seja
positiva definida em relação ao erro e radialmente ilimitada. No contexto da estrutura adotada,
essa propriedade pode ser assegurada impondo-se positividade sobre uma combinação convexa
fixa das funções auxiliares associada ao ponto de equilíbrio.

Sejam coeficientes constantes θ̄i pertencentes ao simplex unitário, conforme definido na
equação (40).

m

∑
i=1

θ̄i = 1, θ̄i ≥ 0 (40)
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Esses coeficientes devem satisfazer a condição de equilíbrio dada pela equação (41).

m

∑
i=1

θ̄iki = 0 (41)

Sob essas condições, a positividade é garantida se a combinação convexa apresentada em
(42) for estritamente positiva para todo e ̸= 0.

m

∑
i=1

θ̄ivi(e)> 0 (42)

Substituindo a definição de vi(e) e utilizando a condição de equilíbrio, o termo linear
é anulado no ponto de operação, restando apenas a parcela quadrática. Assim, a condição de
positividade reduz-se à desigualdade matricial apresentada na expressão (43).

P̄ =
m

∑
i=1

θ̄iPi > 0 (43)

Essa condição constitui a LMI responsável por garantir que a função candidata represente
uma medida válida de energia do sistema (Trofino et al., 2011).

2.4.2.2 Condição de decrescimento da função candidata

A condição de decrescimento busca garantir que a função candidata diminua ao longo
das trajetórias do sistema, incluindo regiões de comutação e eventuais modos deslizantes. Na
abordagem de Trofino et al. (2011), isso é feito impondo que a derivada temporal do trecho ativo
da função candidata seja negativa para toda combinação convexa admissível dos campos vetoriais,
coerente com a representação de Filippov2 para dinâmicas em superfícies de chaveamento.

A função candidata é definida como o máximo entre funções auxiliares, e pode ser
representada por uma combinação convexa das funções dominantes no instante considerado,
conforme a equação (44).

V (e) =
m

∑
i=1

θi(e)vi(e) (44)

A dinâmica do erro, incluindo a possibilidade de deslizamento, é modelada por uma
inclusão diferencial em que o campo vetorial é uma combinação convexa dos subsistemas ativos,
conforme a equação (45).

ė =
m

∑
i=1

θi(e)(Aie+ ki), θ(e) ∈Θ (45)

O ponto e = 0 deve ser um equilíbrio da inclusão diferencial, o que exige a existência de
um vetor de pesos constantes θ̄ ∈Θ que anule o termo afim no equilíbrio, como apresentado em
(46).
2 Na abordagem de Filippov, descontinuidades no campo vetorial são tratadas por meio de uma inclusão diferencial,

permitindo representar o movimento deslizante por combinações convexas dos campos vetoriais adjacentes
(Filippov, 1988).
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m

∑
i=1

θ̄i ki = 0, θ̄ ∈Θ (46)

Para obter uma condição tratável, é possível construir a derivada temporal do trecho ativo
V (e) = ∑θivi e reorganizá-la em uma desigualdade quadrática na variável aumentada que reúne
e e constantes. Essa reorganização produz uma expressão matricial simétrica que depende de
forma afim de θ e das variáveis de decisão {Pi,Si}, resultando em uma condição conforme a
expressão (47).

ζ
⊤

Ψ(θ)ζ < 0 (47)

A desigualdade (47) ainda não é diretamente uma LMI verificável, porque θ não é um
parâmetro livre, ele pertence ao simplex e respeita restrições adicionais impostas pelo conjunto
ativo associado à lei arg max (i.e., somente modos que maximizam vi podem ter pesos não
nulos durante a trajetória). Para incorporar essas restrições de forma algébrica, se introduzem
anuladores lineares que codificam as igualdades do simplex e as relações entre θ e θ̄ na estrutura
do problema.

As restrições lineares são reunidas em uma forma compacta usando uma matriz Ca

(constante) e uma matriz Cb(θ) (afim em θ ), cuja função é impor que determinadas combinações
lineares sejam nulas, conforme a equação (48).

Ca ζ = 0, Cb(θ)ζ = 0 (48)

Com isso, a condição de decrescimento passa a ser uma desigualdade quadrática restrita a
um subespaço linear. Para eliminar explicitamente as restrições e obter uma condição puramente
matricial, aplica-se o lema de Finsler. Em particular, tomando Qa como uma base do núcleo de
Ca, tem-se que toda variável admissível pode ser parametrizada no subespaço ker(Ca)

3, levando
à condição projetada sobre Qa.

A formulação proposta em Trofino et al. (2011) resulta em uma LMI dependente de θ ,
mas agora expressa de modo que pode ser verificada nos vértices do conjunto admissível. Essa
condição é escrita na condição (49), em que LF é uma matriz auxiliar introduzida pelo lema de
Finsler para acomodar a restrição Cb(θ)ζ = 0.

Q⊤a
(

Ψ(θ)+LF Cb(θ)+Cb(θ)
⊤L⊤F

)
Qa < 0, ∀θ ∈ ϑ(Θ) (49)

A condição (49) é uma LMI politópica, pois Ψ(θ) e Cb(θ) dependem de forma afim de
θ . Assim, sua verificação pode ser reduzida a um número finito de testes nos vértices do politopo
ϑ(Θ). A factibilidade simultânea dessas desigualdades fornece uma condição suficiente para que
V (e) seja estritamente decrescente ao longo das trajetórias da inclusão diferencial, assegurando
estabilidade assintótica global do sistema sob a lei de chaveamento arg max adotada (Trofino et
al., 2011).
3 A notação ker(Ca) denota o núcleo de Ca, i.e., o conjunto de vetores z tais que Caz = 0.
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2.5 PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO

A estabilização assintótica do sistema chaveado não é suficiente em muitas aplicações
práticas. Além de garantir convergência do erro, é desejável impor requisitos quantitativos de
desempenho, como limitação da energia acumulada da saída ou atenuação de perturbações
externas. Esses requisitos conduzem naturalmente à formulação de problemas de otimização
associados à lei de chaveamento.

Neste contexto, a estabilidade passa a atuar como restrição estrutural do problema,
enquanto o desempenho é incorporado por meio de um funcional a ser minimizado ou limi-
tado. Duas abordagens nesse cenário são a formulação de custo garantido, baseada na energia
acumulada da saída de desempenho, e o controle do tipo H∞, voltado à atenuação de distúrbios.

2.5.1 Custo garantido

Seja um sistema chaveado composto por m subsistemas afins, cuja dinâmica pode ser des-
crita pela equação (50). Nessa representação, z(t) corresponde à saída associada ao desempenho
do sistema (Scharlau, 2013).

ẋ(t) = Aix(t)+bi, z(t) = Eix(t), i ∈M := {1, . . . ,m} (50)

Ao introduzir o erro de seguimento em relação a uma referência constante x̄, define-se
e(t) = x(t)− x̄. A dinâmica do erro e a saída de desempenho associada passam então a ser
descritas conforme a equação (51), onde ki = bi +Aix̄.

ė(t) = Aie(t)+ ki, ze(t) = Eie(t) (51)

Sob uma lei de chaveamento dependente do estado, a evolução do erro pode ser mode-
lada como uma combinação convexa dos campos vetoriais associados aos modos ativos. Essa
representação, fundamentada na noção de inclusão diferencial, é apresentada na equação (52).

ė(t) = ∑
i∈σ(e(t))

θi(e(t))(Aie(t)+ ki) , ze(t) = ∑
i∈σ(e(t))

θi(e(t))Eie(t), θ(e(t)) ∈Θ (52)

O desempenho com custo garantido é caracterizado pela energia acumulada da saída de
desempenho ao longo do tempo. Para uma condição inicial e(0) = e0, define-se o funcional de
custo conforme a equação (53).

Jc(e0) = min
σ(e(t))

∫
∞

0
z⊤e (t)ze(t)dt (53)

O problema de projeto consiste em determinar uma lei de chaveamento e uma função
candidata de Lyapunov tais que o sistema seja globalmente assintoticamente estável e que o valor
de J(e0) seja limitado superiormente por uma constante mínima admissível. Essa formulação
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conduz a um problema de otimização sujeito a restrições matriciais lineares, no qual o limitante
superior do custo passa a integrar explicitamente as variáveis de decisão do problema (Scharlau,
2013).

2.5.2 Controle H∞

A norma H∞ de um sistema linear representa o maior ganho que o sistema pode oferecer
a um sinal de perturbação, independentemente da frequência de excitação. Essa noção está
associada ao pico máximo da resposta em frequência e fornece uma medida direta da amplificação
máxima entre a entrada exógena e a saída de desempenho (Burl, 1999).

Para um sistema linear descrito por (54), a norma H∞ corresponde ao maior valor singular
da matriz de transferência Hwz(s) ao longo do eixo imaginário. No domínio do tempo, essa
definição pode ser expressa como a razão suprema entre as energias da saída e da entrada,
caracterizando o pior caso de amplificação de perturbações (Burl, 1999).

ẋ = Ax+Bww, z =Czx+Dww (54)

Na prática de projeto, em vez de determinar exatamente a norma H∞, busca-se um
limitante superior γ > 0 tal que o ganho do sistema seja estritamente menor que esse valor. Essa
formulação conduz ao chamado problema H∞ sub-ótimo, no qual se impõe a desigualdade
energética apresentada em (55).

∫
∞

0
z⊤(t)z(t)dt < γ

2
∫

∞

0
w⊤(t)w(t)dt (55)

Uma maneira sistemática de garantir a condição (55) consiste na construção de uma
função de Lyapunov quadrática V (x) = x⊤Px, com P = P⊤ > 0, cuja derivada ao longo das
trajetórias satisfaça uma desigualdade dissipativa apropriada. Essa condição pode ser escrita
como em (56), a qual, integrada no tempo sob condições iniciais nulas, implica diretamente (55).

V̇ (x)+ z⊤z− γ
2w⊤w < 0 (56)

Substituindo a dinâmica do sistema em (56), obtém-se uma condição matricial que pode
ser reescrita na forma de uma LMI. Esse resultado é conhecido como Bounded Real Lemma e
estabelece uma condição necessária e suficiente para que a norma H∞ seja limitada por γ (Boyd
et al., 1994). Dessa forma, a verificação do desempenho H∞ pode ser tratada como um problema
de factibilidade LMI.

No contexto de síntese por realimentação de estados, considera-se o sistema apresentado
em (57). Em malha fechada, a dinâmica passa a depender de (A+BK) e (Cz +DzK). A partir
da mudança de variável padrão Y = KQ, com Q = P−1, o problema de minimizar o ganho H∞

pode ser formulado como um problema convexo de otimização envolvendo as variáveis Q, Y e γ ,
sujeito a uma LMI estruturada (Burl, 1999).
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ẋ = Ax+Bu+Bww, z =Czx+Dzu+Dww, u = Kx (57)

A solução desse problema fornece simultaneamente o ganho de realimentação K =Y Q−1

e o menor limitante superior γ que satisfaz a desigualdade dissipativa. Assim, o controle H∞

pode ser interpretado como um problema de otimização convexa cujo objetivo é minimizar o
pior ganho admissível entre a perturbação e a saída de desempenho.

Na presente dissertação, essa formulação é usada como referência conceitual para o caso
chaveado desenvolvido no Capítulo 4. Em vez de um ganho contínuo de realimentação, a síntese
busca uma lei de chaveamento que limita a energia propagada do vetor periódico z, tratado como
sinal exógeno estruturado, para o vetor de desempenho y. Formulações de desempenho H∞ para
sistemas chaveados e incertos podem ser encontradas, por exemplo, em Ji et al. (2006) e Zhao,
Xie e Zhang (2008).

2.6 APLICAÇÕES DE CONTROLE CHAVEADO NA LITERATURA

A teoria de sistemas chaveados é amplamente aplicada em problemas de engenharia
com múltiplos modos operacionais. Nesse contexto, o uso de funções de Lyapunov e LMIs
tem se consolidado como uma abordagem sistemática para integrar requisitos de estabilidade
e desempenho, permitindo a síntese de leis de chaveamento capazes de lidar com elevada
complexidade estrutural e incertezas paramétricas.

Um marco relevante nessa linha é a tese de doutorado de Scharlau (2013), na qual é
desenvolvida uma metodologia sistemática para análise e síntese de leis de chaveamento para
sistemas chaveados afins baseada em funções de Lyapunov do tipo max. As condições de projeto
são formuladas como LMIs e garantem estabilidade global e assintótica mesmo na presença de
modos deslizantes. Destaca-se como contribuição central o fato de que as condições propostas
não exigem explicitamente a existência de uma combinação convexa Hurwitz estável das matrizes
dos subsistemas para assegurar estabilidade do sistema chaveado, diferentemente de abordagens
clássicas. A metodologia é posteriormente estendida para incorporar critérios de desempenho,
incluindo custo garantido e atenuação de distúrbios. A validação é realizada em aplicações típicas
de eletrônica de potência, como o controle de motores de indução acionados por inversores e
o controle de aerogeradores de indução conectados à rede elétrica, com ênfase em sistemas
baseados em Geradores de Indução de Dupla Alimentação (DFIG), evidenciando a aplicabilidade
prática da formulação.

Na sequência, a tese de Dezuo (2014) aprofunda e amplia esse arcabouço metodológico,
direcionando-o a aplicações em geração fotovoltaica. O autor desenvolve inicialmente uma
técnica de projeto para sistemas chaveados com campos vetoriais afins, baseada em funções
auxiliares quadráticas e leis de chaveamento do tipo arg max, garantindo estabilidade mesmo
na ocorrência de modos deslizantes. A abordagem é então estendida para sistemas chaveados
não lineares com não linearidades limitadas em setor e parâmetros incertos, conferindo robustez
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frente a variações típicas de condições ambientais em arranjos fotovoltaicos. Além das condições
de estabilidade, são incorporados requisitos de desempenho, como rastreamento do ponto de
máxima potência (MPPT) e robustez paramétrica. A tese ainda propõe condições LMI para
análise de estabilidade de sistemas seccionalmente afins, inclusive quando o ponto de equilíbrio
se encontra na fronteira entre regiões, consolidando uma estrutura unificada para análise e síntese.

No âmbito de sistemas com dinâmica periódica, a dissertação de mestrado de Costanzo
(2022) investiga o problema de rastreamento de trajetória em uma classe de sistemas chaveados θ -
periódicos, nos quais as matrizes dinâmicas variam periodicamente com um parâmetro θ(t), que
pode ser exógeno ou dependente do estado. Essa característica torna o sistema intrinsecamente
não linear e aproxima o modelo de aplicações como máquinas síncronas de ímã permanente. O
autor propõe duas regras de comutação: uma orientada a desempenho via custo garantido e outra
incorporando ação integral para lidar com incertezas de modelagem, sendo que a presença do
integrador conduz a matrizes dinâmicas singulares e aumenta a complexidade do projeto. As
condições são formuladas em termos de LMIs e validadas em estudos de caso envolvendo um
conversor trifásico e uma máquina síncrona. Em termos estruturais, a lei de chaveamento adotada
baseia-se predominantemente em regras do tipo arg min associadas à minimização de expressões
relacionadas à derivada da função candidata. Essa escolha difere da abordagem desenvolvida na
presente dissertação, na qual a comutação é definida por uma regra do tipo arg max e a função
candidata global é construída como o envelope superior entre funções auxiliares, resultando em
uma estrutura distinta de síntese e análise.

Além desses trabalhos acadêmicos, diversas aplicações específicas em conversores re-
forçam a maturidade da abordagem. Em Deaecto et al. (2010), uma metodologia de projeto
para sistemas afins chaveados é aplicada a conversores CC-CC (buck, boost e buck–boost),
assegurando estabilidade global e custo garantido por meio de uma lei de chaveamento depen-
dente do estado. Em Egidio, Deaecto e Barros (2020), uma estratégia de controle chaveado é
proposta para um conversor trifásico CA-CC, garantindo rastreamento assintótico de correntes
senoidais e regulação da tensão contínua com fator de potência unitário, utilizando funções
de Lyapunov dependentes do ângulo elétrico e condições formuladas em LMIs. Já em Fiorio,
Dezuo e Novaes (2021), o controle chaveado é aplicado a um conversor totem-pole bridgeless,
explorando explicitamente a estrutura híbrida do sistema para assegurar estabilidade global
e desempenho dinâmico adequado. Em conjunto, esses resultados evidenciam que o controle
chaveado baseado em Lyapunov e LMIs constitui uma ferramenta consolidada em eletrônica
de potência e sistemas eletromecânicos, estabelecendo o contexto técnico no qual se insere a
abordagem proposta nesta dissertação.
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3 MOTORES ELÉTRICOS

Os motores elétricos ocupam posição central nos sistemas modernos de conversão ele-
tromecânica de energia, com presença ampla em processos industriais, edificações, sistemas
de transporte e aplicações agrícolas. Essa relevância não é apenas tecnológica, mas também
energética. Segundo a IEA 4E Electric Motor Systems Platform (EMSA) (2025), os sistemas
acionados por motores elétricos consumiram, em 2023, 13 462 TWh, o que correspondeu a
53% do consumo global de eletricidade. No período de 2015 a 2023, esse consumo apresentou
crescimento de 26%, superior ao crescimento da demanda elétrica global no mesmo intervalo.
No setor industrial, em particular, os sistemas motrizes responderam por 72% do consumo de
eletricidade, evidenciando que o estudo dessas máquinas é relevante para aplicações de aciona-
mento, eficiência energética e desempenho dinâmico (IEA 4E Electric Motor Systems Platform
(EMSA), 2025).

Do ponto de vista de classificação, as máquinas elétricas podem ser agrupadas, de forma
ampla, em máquinas de corrente contínua (CC) e máquinas de corrente alternada (CA). Entre
estas últimas, destacam-se os motores de indução, também chamados assíncronos, e os motores
síncronos. Nas máquinas CC, a comutação eletromecânica permite obter conjugado a partir
da interação entre o campo magnético e a corrente de armadura. Nos motores de indução, o
conjugado é produzido pela interação entre o campo girante do estator e as correntes induzidas no
rotor, o que implica operação com escorregamento. Já nos motores síncronos, o campo do rotor
permanece acoplado ao campo girante do estator, operando em sincronismo com a frequência
elétrica de alimentação (Umans, 2014).

Nesse contexto, o motor BLAC considerado nesta dissertação insere-se na classe dos
motores síncronos de ímãs permanentes (PMSM, do inglês Permanent Magnet Synchronous

Motor). Por essa razão, as próximas seções concentram-se nos fundamentos do motor síncrono,
em seu acionamento e nas principais estratégias de controle associadas a essa classe de máquina,
preparando a formulação do modelo utilizado no desenvolvimento da lei de chaveamento
proposta.

3.1 MOTOR SÍNCRONO

As máquinas síncronas constituem uma classe importante de máquinas elétricas rotativas.
Sua característica essencial é o acoplamento magnético entre o campo do rotor e o campo
girante produzido pelo estator. Em regime permanente, esse acoplamento impõe que o rotor
opere em sincronismo com a frequência elétrica aplicada, distinguindo essa classe das máquinas
de indução, nas quais a produção de conjugado está associada à existência de escorregamento
(Umans, 2014).

Na configuração clássica, o enrolamento de armadura trifásico é disposto no estator,
enquanto o sistema de excitação é colocado no rotor. Essa disposição simplifica o isolamento
do circuito principal, facilita a conexão elétrica da armadura e evita que a potência principal
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seja conduzida por contatos deslizantes. Nas máquinas síncronas convencionais, a excitação
rotórica é usualmente fornecida em corrente contínua, por meio de escovas e anéis coletores ou
por sistemas de excitação sem escovas. Em outras topologias, o enrolamento de campo pode
ser substituído por ímãs permanentes, originando as máquinas síncronas de ímã permanente
(Pyrhönen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

Do ponto de vista construtivo, as máquinas síncronas podem apresentar rotor de polos
salientes ou rotor de polos lisos. Em geral, rotores de polos salientes são mais associados a baixas
rotações e maior número de polos, enquanto rotores cilíndricos são empregados em aplicações
de maior velocidade. Essa distinção geométrica afeta a distribuição do entreferro e as indutâncias
vistas pelo estator. No caso não saliente, admite-se igualdade entre as indutâncias dos eixos
direto Ld e em quadratura Lq, o que simplifica a descrição do comportamento eletromagnético
da máquina (Pyrhönen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

O princípio de funcionamento baseia-se na interação entre a onda girante de força
magnetomotriz produzida pelas correntes polifásicas do estator e o campo magnético estabelecido
no rotor pela excitação. Enquanto o rotor permanece magneticamente acoplado ao campo girante
do estator, a máquina opera em sincronismo e desenvolve conjugado eletromagnético. Quando
esse acoplamento é perdido, a condição de operação síncrona deixa de existir (Umans, 2014).

Uma relação fundamental para a caracterização dessa classe de máquina é a velocidade
síncrona, que depende da frequência elétrica de alimentação e do número de polos. Na equa-
ção (58), ns é a velocidade síncrona em rpm, fe é a frequência elétrica em Hz e Np é o número
de polos da máquina. Essa expressão evidencia que, para uma frequência fixa, a velocidade
mecânica de regime permanente é determinada pela estrutura polar da máquina (Umans, 2014).

ns =
120 fe

Np
(58)

Também é conveniente relacionar a velocidade angular elétrica ωe à velocidade angular
mecânica ωm do rotor. Essa relação é dada pelo número de pares de polos p. A equação (59)
mostra que a velocidade elétrica é proporcional à velocidade mecânica do rotor. Essa relação é
central na modelagem e na análise de máquinas síncronas, pois conecta diretamente a dinâmica
mecânica do rotor às grandezas elétricas observadas no estator (Umans, 2014).

ωe = pωm, p =
Np

2
(59)

Em regime permanente, a transferência de potência da máquina síncrona pode ser descrita
em função do ângulo de carga δ . Para a máquina não saliente, i.e., para Ld = Lq, a equação de
ângulo de carga reduz-se a uma dependência senoidal simples, conforme apresentado na equa-
ção (60), onde Pe representa a potência ativa desenvolvida pela máquina em regime permanente,
Vs é a tensão de fase do estator, E f é a força eletromotriz interna associada ao campo do rotor e
ωs é a velocidade angular síncrona (Pyrhönen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).
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Pe = 3
VsE f

ωsLd
sinδ (60)

Essa expressão mostra que a transferência de potência eletromagnética depende dire-
tamente do deslocamento angular entre os campos do estator e do rotor, o que fornece uma
interpretação física importante da operação síncrona (Pyrhönen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

Entre as variantes de maior interesse em acionamentos modernos está o PMSM. Nele, o
fluxo rotórico é estabelecido pelos ímãs, eliminando perdas no circuito de excitação e favorecendo
elevados níveis de eficiência. Em contrapartida, o fluxo do rotor deixa de ser diretamente ajustável
por corrente de campo. Além disso, a forma construtiva do rotor, incluindo o uso de ímãs
superficiais ou internos, influencia as indutâncias, a capacidade de produção de conjugado e a
resposta dinâmica do acionamento (Pyrhönen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

No contexto dos acionamentos brushless, distinguem-se os motores BLDC (Brushless

Direct Current) e BLAC (Brushless Alternating Current), ambos pertencentes à classe das
máquinas síncronas de ímã permanente com comutação eletrônica. A principal diferença entre
eles, do ponto de vista do modelo elétrico, está na forma da força contraeletromotriz (FCEM). No
BLDC, a FCEM é tipicamente trapezoidal e o acionamento costuma empregar correntes quase
retangulares. No BLAC, a FCEM é aproximadamente senoidal, o que o torna mais adequado ao
uso de correntes senoidais (Sakunthala; Kiranmayi; Mandadi, 2017).

Essa distinção é relevante para a formulação apresentada neste capítulo. A Figura 3 ilustra
as formas típicas da força contraeletromotriz nos casos BLDC e BLAC, destacando o caráter
trapezoidal do primeiro e senoidal do segundo. Como a modelagem e as estratégias de controle a
serem discutidas adiante envolvem o seguimento de referências senoidais de corrente, o motor
BLAC fornece o enquadramento mais natural para o desenvolvimento adotado nas próximas
seções.

As relações apresentadas em (58), (59) e (60) sintetizam os aspectos fundamentais da
operação síncrona em regime permanente. Entretanto, para análise dinâmica, acionamento por
conversores eletrônicos e projeto de controle, torna-se necessário empregar modelos mais deta-
lhados. Quando as equações da máquina são escritas em variáveis naturais, parte das indutâncias
depende da posição do rotor, fazendo com que os coeficientes do modelo se tornem variantes no
tempo. Por essa razão, a literatura recorre a mudanças de variáveis e a referenciais em rotação,
que conduzem a representações mais adequadas para análise e controle (Krause; Wasynczuk;
Sudhoff, 2002).
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Figura 3 – Força contraeletromotriz induzida em uma máquina síncrona.
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Fonte: Adaptado de Sakunthala, Kiranmayi e Mandadi (2017).

3.2 ACIONAMENTO DO MOTOR SÍNCRONO

O acionamento de motores síncronos pode ser realizado por alimentação direta em rede de
frequência constante ou por conversores estáticos de frequência variável. Essa escolha interfere
nas condições de partida, na faixa de velocidade disponível e no grau de controle sobre corrente,
torque e potência. Em aplicações convencionais, a alimentação diretamente pela rede ainda é
empregada quando se deseja operação próxima da velocidade síncrona nominal, com exigência
limitada de variação de velocidade. Em acionamentos modernos, porém, especialmente em
máquinas síncronas de ímã permanente, o uso de inversores passou a ocupar posição central,
pois oferece maior flexibilidade operacional e melhor desempenho dinâmico (Umans, 2014).

Na alimentação direta pela rede, o motor síncrono apresenta uma limitação importante:
não produz conjugado de partida intrínseco, uma vez que o conjugado eletromagnético útil
somente se estabelece em sincronismo com o campo girante do estator. Por isso, sua partida
requer dispositivos auxiliares. Uma solução clássica consiste no uso de enrolamento amortecedor
no rotor, geralmente em forma de gaiola, permitindo que a máquina acelere inicialmente como
uma máquina assíncrona. Quando a velocidade se aproxima da síncrona, aplica-se a excitação
em corrente contínua ao rotor e ocorre o travamento magnético com o campo girante do estator
(Umans, 2014).

O enrolamento amortecedor também contribui para a estabilidade da operação síncrona
em máquinas alimentadas diretamente pela rede. Em tais condições, ele participa da produção de
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conjugado de partida e do amortecimento de oscilações eletromecânicas. Em acionamentos veto-
riais alimentados por conversores, por outro lado, a máquina pode operar sem esse enrolamento,
e sua presença pode até ser indesejável, em razão do aquecimento associado aos harmônicos de
comutação produzidos pelo inversor (Pyrhönen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

A faixa de operação de um acionamento elétrico com controle de velocidade é usualmente
descrita por duas regiões principais, conforme indicado na Figura 4. Até a velocidade base,
o acionamento opera em região de torque aproximadamente constante. Acima desse ponto,
a operação passa à região de potência aproximadamente constante, na qual o torque tende a
decrescer com o aumento da velocidade. Essa característica decorre, em geral, das limitações de
tensão do conversor e das condições de enfraquecimento de fluxo impostas ao acionamento.

Figura 4 – Regiões típicas de operação em acionamentos com controle de velocidade.
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Fonte: Adaptado de Zeraoulia, Benbouzid e Diallo (2006).

Em contraste com a alimentação em frequência fixa, o acionamento por inversor permite
sintetizar tensões trifásicas com amplitude e frequência controláveis. Isso elimina a dependência
de mecanismos auxiliares de partida e possibilita a aceleração da máquina desde baixas velocida-
des sob ação direta do conversor. Em motores síncronos acionados por frequência variável, a
operação torna-se mais flexível, tanto em regime transitório quanto em regime permanente. Esse
aspecto é particularmente relevante em máquinas síncronas de ímã permanente de pequeno e
médio porte, nas quais a comutação dos enrolamentos estatóricos é integralmente determinada
pela eletrônica de potência (Umans, 2014).

Nos acionamentos modernos de PMSM, a estrutura típica compreende um barramento em
corrente contínua, um inversor trifásico e uma estratégia de controle responsável pela definição
das tensões ou dos estados de comutação aplicados ao estator. Entre as estratégias de controle
mais difundidas para regulação de velocidade destacam-se o controle vetorial e o controle
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direto de torque, sendo frequente a adoção de estruturas em cascata com uma malha externa de
velocidade e malhas internas de corrente (Ullah; Guzinski; Mirza, 2022).

Essa arquitetura amplia significativamente as possibilidades de operação do acionamento.
Além de controlar a velocidade, ela permite regular as correntes estatóricas, impor formas de
onda compatíveis com a força contraeletromotriz da máquina e melhorar a resposta de conjugado.
Em motores BLAC, cuja FCEM é aproximadamente senoidal, o inversor trifásico mostra-se
particularmente adequado, pois viabiliza a síntese de tensões compatíveis com referências
senoidais de corrente e com estratégias de controle formuladas em referenciais convenientes
para a análise dinâmica (Ullah; Guzinski; Mirza, 2022).

Sob o ponto de vista funcional, o inversor não atua apenas como interface de potência.
Sua presença altera diretamente a forma de operação da máquina, amplia a faixa de velocidades
acessível e modifica a relação entre a fonte elétrica e a dinâmica eletromecânica do conjunto.
Por esse motivo, em acionamentos síncronos contemporâneos, máquina, conversor e estratégia
de controle devem ser tratados como partes de um sistema integrado, cujo desempenho depende
da interação entre esses três elementos (Pyrhönen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

3.3 CONTROLE DO MOTOR SÍNCRONO

O controle de motores elétricos ocupa papel central nos acionamentos modernos, pois o
desempenho do sistema depende da interação entre a máquina, o conversor estático e a estratégia
de controle. Em acionamentos alimentados por inversores, a técnica de controle define como
tensão, corrente, fluxo e torque são regulados, influenciando a resposta transitória, a precisão
de velocidade, a eficiência energética e a qualidade das grandezas elétricas. Nesse contexto, a
evolução da eletrônica de potência ampliou as possibilidades de controle, viabilizando estratégias
com diferentes níveis de complexidade (Bose, 2002).

Entre as abordagens mais tradicionais, o controle escalar se destaca pela simplicidade
de implementação, sendo usualmente baseado na imposição da razão entre tensão e frequência
para manter o fluxo magnético em níveis adequados. Embora essa estratégia seja suficiente
em aplicações com menor exigência dinâmica, sua capacidade de regular de forma precisa
as variáveis eletromagnéticas da máquina é limitada, especialmente em regimes transitórios
e em situações que demandam resposta rápida de torque (Bose, 2002). Por essa razão, os
acionamentos síncronos modernos recorrem com frequência a técnicas mais elaboradas, como o
controle vetorial, o controle direto de torque, o controle preditivo e o controle chaveado, que
serão discutidos em seguida.

3.3.1 Controle vetorial

O controle vetorial, ou controle por orientação de campo (FOC, do inglês Field Oriented

Control), baseia-se na descrição das grandezas elétricas da máquina em um referencial girante
sincronizado com um vetor de fluxo tomado como referência. Nesse arranjo, as correntes
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estatóricas são projetadas em duas componentes ortogonais, id e iq. Em termos físicos, essa
mudança de coordenadas permite relacionar a componente de eixo direto ao fluxo e a de
quadratura à produção de torque, aproximando o comportamento do acionamento CA à lógica
de controle de máquinas CC. Com isso, o problema deixa de ser formulado diretamente sobre
variáveis trifásicas acopladas e passa a ser tratado em coordenadas mais adequadas ao projeto do
controle (Novotny; Lipo, 1996).

A ideia central do método é regular, de forma coordenada, a amplitude e a orientação
dos vetores de corrente ou de tensão, preservando a relação angular necessária entre o campo
do rotor e a excitação do estator. Em máquinas síncronas, essa formulação é particularmente
conveniente, pois a posição do campo rotórico decorre diretamente da posição elétrica do rotor.
Isso permite definir referências independentes para id e iq, favorecendo operação em torque
constante, enfraquecimento de campo e desempenho dinâmico superior ao do controle escalar.
No caso de motores BLAC com ímãs superficiais, é usual adotar i∗d = 0 em ampla faixa de
operação, de modo que a regulação de torque recaia principalmente sobre iq, em concordância
com a FCEM aproximadamente senoidal da máquina (Novotny; Lipo, 1996).

A Figura 5 apresenta uma estrutura típica de controle vetorial para um PMSM. Nela, a
malha externa de velocidade fornece a referência i∗q, enquanto duas malhas internas no referencial
dq geram os comandos Vd e Vq. Também aparece a imposição de referência nula no eixo direto,
configuração compatível com a operação usual de PMSM de ímãs superficiais. As transformações
entre os referenciais abc e dq, combinadas com a medição ou estimação da posição elétrica do
rotor, viabilizam o desacoplamento em coordenadas síncronas, já o modulador PWM e o inversor
trifásico sintetizam as tensões aplicadas ao estator. Embora existam diferentes arranjos de
controle vetorial, com distintas estratégias de estimação de fluxo, compensação de acoplamentos
e regulação de corrente, a organização em cascata com malha externa de velocidade e malhas
internas de corrente permanece como a estrutura mais difundida em acionamentos de alto
desempenho (Novotny; Lipo, 1996).

3.3.2 Controle direto de torque

O controle direto de torque (DTC, do inglês Direct Torque Control) baseia-se na seleção
direta dos vetores de tensão do inversor a partir dos erros de torque eletromagnético e de fluxo
estatórico, dispensando, em sua forma clássica, as malhas internas de corrente e o modulador
PWM. Com isso, a cadeia de controle entre a referência e o estado de chaveamento torna-se mais
curta, o que favorece resposta dinâmica elevada. Em acionamentos com motores síncronos de
ímãs permanentes, essa estratégia é especialmente atraente em aplicações que exigem rápida
variação de torque, embora usualmente implique maior ondulação de torque e fluxo quando
comparada ao controle vetorial (Zhong et al., 1997).

A base física do método pode ser interpretada pelo ângulo δ entre o fluxo estatórico e o
fluxo do rotor. Para PMSM sem saliência acentuada, mantendo-se aproximadamente constante
o módulo do fluxo estatórico, o torque cresce com o aumento desse ângulo. Essa relação pode
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Figura 5 – Diagrama de blocos de um PMSM com controle vetorial.
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ser escrita como na equação (61), em que p é o número de pares de polos, Ls é a indutância
estatórica, |ψs| é o módulo do fluxo estatórico, |ψ f | é o módulo do fluxo associado aos ímãs do
rotor e δ é o ângulo entre esses dois vetores de fluxo. Assim, a ação de controle consiste em
acelerar ou desacelerar a rotação do vetor de fluxo do estator por meio da escolha instantânea do
vetor de tensão aplicado pelo inversor. Em máquinas salientes, soma-se ainda a parcela de torque
de relutância, de modo que a referência de fluxo também passa a influenciar a linearidade da
característica torque–ângulo (Zhong et al., 1997).

Te =
3
2

p
Ls
|ψs| |ψ f | sinδ (61)

A Figura 6 apresenta uma arquitetura típica de DTC aplicada a um PMSM. Nessa
configuração, a malha externa de velocidade fornece a referência de torque, enquanto o fluxo
estatórico e o torque estimados são comparados com seus respectivos valores de referência
por comparadores com histerese. A partir das correntes medidas e do estado de comutação do
inversor, calculam-se as componentes do fluxo em eixos estacionários e identifica-se o setor
angular do vetor de fluxo. Essas informações alimentam uma tabela de comutação que seleciona
diretamente o próximo vetor de tensão do inversor. Essa organização evidencia a principal
particularidade do método: a tensão estatórica não é gerada por referências contínuas seguidas de
modulação, mas pela escolha direta do estado de chaveamento mais adequado ao erro instantâneo
do sistema. Na estrutura mostrada, o sensor de posição permanece associado à inicialização e à
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malha mecânica, sem ocupar papel central na malha interna de torque (Zhong et al., 1999).

Figura 6 – Diagrama de blocos de um PMSM com controle direto de torque.
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3.3.3 Controle preditivo

O controle preditivo reúne estratégias em que a ação de controle é calculada a partir da
predição do comportamento futuro da planta com base em um modelo discreto. A cada período
de amostragem, o controlador estima a evolução das variáveis de interesse para diferentes ações
admissíveis e seleciona aquela que minimiza uma função custo. Essa formulação permite tratar,
em uma mesma estrutura, objetivos de rastreamento e restrições operacionais, o que justifica seu
uso em acionamentos elétricos com dinâmica rápida e variáveis acopladas (Geyer, 2017).

O modelo discreto da planta utilizado por estratégias de controle preditivo pode ser repre-
sentado pela equação (62). Nessa expressão, x(k) é o vetor de estados no instante de amostragem
k, u(k) é a entrada de controle, y(k) é o vetor de saídas, e A, B e C são, respectivamente, as
matrizes de estados, de entrada e de saída do modelo discreto. A partir desse modelo, estimam-se
as trajetórias futuras das variáveis controladas ao longo de um horizonte finito de predição
(Geyer, 2017).

x(k+1) = Ax(k)+Bu(k), y(k) =Cx(k) (62)

A escolha da ação de controle é feita por meio de uma função custo, construída para
quantificar o desempenho previsto de cada ação candidata ao longo do horizonte de predição.
Em acionamentos elétricos, essa função geralmente penaliza erros de rastreamento de corrente,
torque, fluxo ou velocidade, podendo incluir também termos associados ao esforço de controle,
ao número de comutações e ao atendimento de restrições. Dessa forma, a função custo atua como
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o critério que orienta o algoritmo na seleção da ação de controle mais adequada a cada instante
(Geyer, 2017).

Nos acionamentos CA, duas formulações são particularmente recorrentes. Na abordagem
finite control set model predictive control (FCS-MPC), a entrada de controle pertence a um
conjunto discreto de estados de chaveamento do inversor, de modo que o algoritmo escolhe
diretamente o vetor de tensão a ser aplicado, sem o uso de modulador. Já na continuous control

set model predictive control (CCS-MPC), a entrada é tratada como contínua e o sinal calculado
é posteriormente sintetizado por uma técnica de modulação. Em geral, a FCS-MPC apresenta
estrutura mais direta e elevada rapidez dinâmica, enquanto a CCS-MPC tende a oferecer melhor
desempenho em regime permanente e frequência de chaveamento fixa, ao custo de maior esforço
computacional (Li; Meng; Shi, 2024).

A Figura 7 mostra uma arquitetura típica de MPC para acionamentos de motores CA.
Nela, o modelo preditivo recebe o conjunto de ações admissíveis e, com base no estado estimado
da máquina, calcula as trajetórias futuras associadas a cada candidata. Em seguida, o bloco de
minimização da função custo seleciona a ação de controle a ser aplicada ao inversor. A presença
explícita do control set e da escolha direta do estado de chaveamento caracteriza uma estrutura
próxima do FCS-MPC. O diagrama também evidencia dois elementos práticos relevantes: a
observação de estados, necessária para alimentar o modelo com variáveis não diretamente
medidas, e a compensação de atraso, empregada para reduzir os efeitos do processamento digital
e da atuação do conversor (Li; Meng; Shi, 2024).

Figura 7 – Diagrama de blocos de um PMSM com controle preditivo.
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Em motores síncronos, o interesse pelo controle preditivo decorre da possibilidade de
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considerar, em uma única estrutura, o acoplamento entre variáveis elétricas, as restrições do
inversor e diferentes critérios de desempenho. Por outro lado, sua aplicação prática depende de
um modelo suficientemente representativo e de capacidade computacional compatível com o
período de amostragem, o que motivou o desenvolvimento de variantes voltadas à redução de
ondulações, à simplificação algorítmica e ao aumento de robustez (Li; Meng; Shi, 2024).

3.3.4 Controle chaveado

O termo controle chaveado não designa uma única técnica de controle, mas uma classe
mais ampla de abordagens em que a ação de controle envolve a comutação entre modos, sub-
sistemas ou leis de atuação distintas. No contexto de sistemas dinâmicos, essa formulação é
usualmente associada a modelos híbridos ou a sistemas com eventos discretos, nos quais a
evolução contínua do estado é acompanhada pela seleção, a cada instante, de uma dinâmica
ativa (Liberzon, 2003). Como os fundamentos teóricos, as classificações e algumas aplicações de
sistemas chaveados já foram discutidos no Capítulo 2, interessa aqui apenas situar o emprego
dessa estratégia no acionamento de motores síncronos, em particular no caso de PMSM.

Em acionamentos elétricos, a ideia de comutação pode aparecer sob diferentes perspec-
tivas. Em um sentido mais amplo, ela inclui estratégias em que a ação do inversor é definida
diretamente a partir da escolha de estados discretos de chaveamento. Nesse grupo, enquadram-se,
por exemplo, abordagens baseadas em tabelas de comutação e também o controle por modos
deslizantes (SMC, do inglês Sliding Mode Control). Este último constitui uma classe particular
de controle descontínuo ou de estrutura variável, na qual a lei de controle alterna entre estruturas
distintas com o objetivo de forçar a trajetória a atingir e permanecer sobre uma superfície de
deslizamento. Embora compartilhe com o controle chaveado a presença de descontinuidades e a
seleção entre ações discretas, o SMC possui formulação própria e é frequentemente acompanhado
por problemas práticos como chattering (Wu et al., 2022).

No caso específico de máquinas síncronas de ímã permanente, a maior parte das estraté-
gias consagradas, como o controle vetorial e o controle direto de torque, é formulada a partir
de referenciais auxiliares e da síntese de tensões médias ou da seleção direta de vetores de
tensão. Em contraste, uma linha menos usual consiste em tratar o conjunto inversor–máquina
explicitamente como um sistema chaveado, no qual cada configuração do inversor define um
modo dinâmico distinto e a lei de chaveamento passa a ser objeto direto de projeto. Nessa
perspectiva, a literatura mostra que o acionamento PMSM pode ser modelado como um sistema
chaveado não linear ou afim, permitindo a síntese de leis de chaveamento dependentes do estado
com garantias formais de estabilidade (Egidio et al., 2019).

A abordagem adotada nesta dissertação aplica o controle chaveado diretamente ao aci-
onamento do motor por meio da seleção, em tempo real, do modo de operação do inversor.
Trata-se de uma estratégia de chaveamento dependente do estado, formulada com base na teoria
de sistemas chaveados e na síntese de uma lei de chaveamento por critérios de estabilidade
de Lyapunov. Diferentemente do controle por modos deslizantes, não se busca impor delibe-
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radamente uma superfície de deslizamento. Ainda assim, modos deslizantes podem surgir nas
fronteiras de chaveamento e, nesse caso, devem ser compatíveis com a estabilidade do sistema
em malha fechada.

3.4 MODELAGEM DO SISTEMA

Esta seção apresenta a modelagem completa do sistema chaveado composto por um
inversor trifásico de dois níveis acionando um motor BLAC, ilustrado na Figura 8. O objetivo é
descrever a dinâmica elétrica e mecânica do conjunto inversor–máquina, obtendo um modelo em
espaço de estados apropriado para o desenvolvimento da lei de chaveamento no Capítulo 4. Por
simplicidade de notação, a dependência temporal explícita das variáveis será omitida sempre que
não houver risco de ambiguidade.

Figura 8 – Representação do sistema inversor-motor BLAC.
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A modelagem parte do equacionamento elétrico das fases do estator, incluindo a re-
presentação das tensões induzidas e do efeito das chaves do inversor, e em seguida aborda o
equacionamento mecânico do rotor. Por fim, o modelo completo é expresso em coordenadas
αβ por meio da transformada de Clarke, resultando em uma forma compacta e adequada à
formulação matricial utilizada na síntese por LMIs.

3.4.1 Equacionamento elétrico

Cada fase do estator do motor BLAC é modelada como uma associação série de uma
resistência R, uma indutância L e uma fonte de FCEM ex, onde x ∈ {a,b,c}. Nesse modelo, R

representa a resistência ôhmica do enrolamento de fase, L representa a indutância equivalente de
fase, e ex representa a tensão interna induzida pela rotação do rotor (Umans, 2014). Aplicando a
lei de Kirchhoff das tensões para cada fase, obtêm-se as equações (63)–(65).

Va = Ria +L
dia
dt

+ ea (63)
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Vb = Rib +L
dib
dt

+ eb (64)

Vc = Ric +L
dic
dt

+ ec (65)

Como o estator é conectado em estrela e o sistema trifásico é considerado balanceado, as
correntes satisfazem a condição de soma nula conforme a equação (66).

ia + ib + ic = 0 (66)

A força contraeletromotriz ex de cada fase depende da posição elétrica θe do rotor e é
proporcional à velocidade angular elétrica ωe, sendo expressa pelas equações (67)–(69), em que
Ke é a constante de FCEM.

ea = Keωe sin(θe) (67)

eb = Keωe sin
(

θe−
2π

3

)
(68)

ec = Keωe sin
(

θe +
2π

3

)
(69)

As tensões de fase Va, Vb e Vc são determinadas pelos estados de comutação das chaves
do inversor. Considerando um inversor trifásico de dois níveis alimentado por uma tensão
de barramento contínuo Vcc, cada braço do inversor pode assumir o valor Sk ∈ {0,1}, com
k ∈ {1,2,3}, representando o estado inferior (0) ou superior (1) da respectiva chave. A Tabela 1
apresenta as seis combinações ativas de comutação do inversor e as respectivas tensões de fase
em relação ao ponto neutro. Os vetores nulos não são considerados na síntese do controle.

Tabela 1 – Modos de operação ativos do inversor trifásico e tensões de fase.

Modo σ S1 S2 S3 Va Vb Vc

1 1 0 0 2
3Vcc −1

3Vcc −1
3Vcc

2 1 1 0 1
3Vcc

1
3Vcc −2

3Vcc

3 0 1 0 −1
3Vcc

2
3Vcc −1

3Vcc

4 0 1 1 −2
3Vcc

1
3Vcc

1
3Vcc

5 0 0 1 −1
3Vcc −1

3Vcc
2
3Vcc

6 1 0 1 1
3Vcc −2

3Vcc
1
3Vcc

Fonte: Adaptado de Scalabrin (2016 apud Agnolo, 2019).
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3.4.2 Equacionamento mecânico

A parte mecânica do sistema descreve a interação entre o torque eletromagnético pro-
duzido pela máquina e o torque de carga aplicado ao eixo. A equação dinâmica do movimento
rotacional é dada por (70), em que J é o momento de inércia do rotor, Bv é o coeficiente de atrito
viscoso, Te é o torque eletromagnético, TL é o torque de carga e ωm representa a velocidade
angular mecânica do rotor.

J
dωm

dt
= Te−Bvωm−TL (70)

O torque eletromagnético Te gerado pelo campo magnético rotativo é função das correntes
de fase e da posição elétrica do rotor, sendo definido em coordenadas abc pela equação (71),
onde p é o número de pares de polos e ωe = pωm.

Te =
p

ωe
(eaia + ebib + ecic) (71)

Substituindo (67)–(69) em (71), obtém-se a equação (72).

Te =
3
2

pKe

(
ia sinθe + ib sin

(
θe−

2π

3

)
+ ic sin

(
θe +

2π

3

))
(72)

3.4.3 Representação em espaço de estados

A partir do equacionamento elétrico das três fases, é possível reduzir o sistema trifásico a
duas variáveis independentes por meio da transformada de Clarke. Essa transformação projeta
o sistema em um plano ortogonal αβ , eliminando a redundância decorrente da soma nula das
correntes trifásicas e simplificando a análise do comportamento dinâmico do motor.

A transformada de Clarke é definida pela equação (73), que converte as variáveis trifásicas
( fa, fb, fc) em componentes bidimensionais ortogonais ( fα , fβ ) no referencial estacionário. Essa
mudança de base corresponde a uma projeção das grandezas trifásicas sobre eixos defasados
de 90◦, permitindo representar o comportamento elétrico em um plano reduzido sem perda de
informação essencial (O’Rourke et al., 2019).

[
fα

fβ

]
=

2
3

[
1 −1

2 −1
2

0
√

3
2 −

√
3

2

]
fa

fb

fc

 (73)

Essa formulação, apresentada originalmente por Clarke (1971), deriva dos conceitos de
componentes simétricos e constitui a base para diversas técnicas modernas de modelagem e
controle de sistemas trifásicos.

Aplicando a equação (73) às tensões, correntes e forças contraeletromotrizes do sistema,
obtém-se o modelo reduzido no referencial αβ . Esse modelo descreve o comportamento elétrico
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e mecânico acoplado do conjunto inversor–motor BLAC, sendo expresso em espaço de estados
conforme a equação (74).

d
dt


iα

iβ

ωm

=


−R

L 0 −Ke
L cosθe

0 −R
L −Ke

L sinθe

3pKe
2J sinθe −3pKe

2J cosθe −Bv
J




iα

iβ

ωm

+


1
L 0

0 1
L

0 0


[

Vα,i

Vβ ,i

]
+


0

0

−1
J

TL (74)

Na equação (74), o vetor de estados é definido por x = [ iα iβ ωm ]⊤, e as entradas
correspondem às tensões Vα,i e Vβ ,i aplicadas pelo inversor em cada modo de operação i ∈
{1, . . . ,6}.

O modelo em coordenadas αβ dado por (74) é matematicamente equivalente ao sistema
trifásico original, porém com uma estrutura de menor dimensão. Além disso, essa forma é
particularmente adequada para o desenvolvimento das condições de estabilidade e desempenho
via LMIs, que serão apresentadas no Capítulo 4.
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4 PROJETO DA LEI DE CHAVEAMENTO

Este capítulo apresenta o desenvolvimento completo do projeto da lei de chaveamento
baseada em LMIs, aplicada ao controle de um inversor trifásico alimentando um motor BLAC.
O objetivo é formular, a partir do modelo matemático do sistema, uma estratégia de comutação
capaz de garantir estabilidade global e atenuação de distúrbios, assegurando o rastreamento
adequado das correntes de referência senoidais e o desempenho dinâmico desejado. Por simplici-
dade de notação, a dependência temporal explícita das variáveis será omitida sempre que não
houver risco de ambiguidade.

Inicialmente, realiza-se a caracterização do sistema em coordenadas αβ , estabelecendo-
se as relações entre os estados elétricos, a dinâmica do rotor e o vetor periódico de referência.
Em seguida, é proposta uma função de Lyapunov candidata, a partir da qual são derivadas as
condições necessárias de estabilidade. Essas condições são expressas em forma matricial e
posteriormente reformuladas como restrições lineares no domínio das LMIs, possibilitando sua
resolução por métodos numéricos de otimização convexa.

Com o objetivo de reduzir o conservadorismo associado às condições de estabilidade,
introduz-se o Procedimento–S, que permite relaxar a desigualdade de decrescimento da função
de Lyapunov. Na sequência, o critério de desempenho H∞ é incorporado à formulação, possi-
bilitando a limitação explícita do efeito de distúrbios exógenos sobre as variáveis de erro e o
vetor de chaveamento. Adicionalmente, aplica-se o lema de Finsler para projetar as restrições no
subespaço factível, assegurando a convexidade da formulação final.

Por fim, as condições obtidas são reunidas em uma estrutura unificada de síntese baseada
em LMIs, da qual são extraídas as matrizes de projeto do controlador. A solução desse problema
fornece a lei de chaveamento resultante, capaz de garantir estabilidade robusta e rejeição efetiva
de perturbações no acionamento do motor BLAC, mantendo o seguimento adequado das referên-
cias senoidais. Uma arquitetura de controle para aplicação da lei de chaveamento projetada é
proposta ao final do capítulo.

4.1 CARACTERIZAÇÃO DO SISTEMA

O projeto da lei de chaveamento parte da formulação do modelo dinâmico completo do
inversor trifásico com motor BLAC, conforme desenvolvido no Capítulo 3. No referido capítulo,
a equação (74) descreve a dinâmica do sistema em coordenadas αβ , incluindo a influência direta
da FCEM e o acoplamento entre as variáveis elétricas e mecânicas do motor.

Para viabilizar o projeto de controle baseado em LMIs, é necessário reestruturar o modelo
de modo a remover o termo da FCEM da matriz de estados. Essa modificação permite representar
a contribuição periódica associada ao campo girante como um distúrbio harmônico externo,
facilitando a aplicação do critério H∞ e o desenvolvimento das condições de estabilidade de
Lyapunov. A partir da equação (74), o sistema é reorganizado na forma compacta mostrada em
(75).
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ẋ = A(s,c)x+bphysu+BzW (ωe)z+d (75)

Na equação (75), o vetor de estados x = [ iα iβ ωm ]⊤ mantém a mesma definição intro-
duzida anteriormente. As variáveis s := sinθe e c := cosθe descrevem a dependência da planta
em relação à posição elétrica do rotor, enquanto u ∈ {0,1}m representa o vetor de comandos das
chaves do inversor, sendo m = 6 o número de modos de operação possíveis. Em cada instante,
u é um vetor unitário canônico, i.e., ∑

m
j=1 u j = 1, de modo que apenas uma das seis colunas de

bphys é selecionada. O vetor d = [0 0 −TL/J ]⊤ permanece inalterado, representando o torque
de carga.

O vetor periódico z representa uma projeção unitária da posição elétrica do rotor no plano
αβ e é tratado, na formulação do controle, como um sinal exógeno estruturado associado à
dinâmica rotacional. Sua definição é dada pela equação (76).

z :=

[
cosθe

sinθe

]
(76)

A matriz A(s,c) representa a dinâmica contínua do sistema, cuja estrutura é afim nas
variáveis de estado, porém dependente de forma não linear da posição elétrica do rotor por
meio dos termos sinθe e cosθe. Essa dependência paramétrica reflete o acoplamento entre as
componentes elétricas e mecânicas do motor, e sua forma explícita é apresentada na equação (77).

A(s,c) =


−R

L 0 0

0 −R
L 0

−Kt
J s Kt

J c −Bv
J

 (77)

A matriz bphys modela a ação das tensões aplicadas pelo inversor sobre as correntes do
estator e é derivada diretamente dos vetores de tensão ativos definidos no Capítulo 3. Sua forma
matricial é mostrada na equação (78).

bphys =

[
2

3LU

01×m

]
(78)

A matriz U agrupa os vetores de tensão no plano αβ , conforme a equação (79).

U =

[
Vcc 0 −Vcc −Vcc 0 Vcc

0 Vcc Vcc 0 −Vcc −Vcc

]
(79)

O termo BzW (ωe)z em (75) representa a contribuição periódica associada à FCEM,
tratada como distúrbio harmônico. Essa separação permite analisar a influência do vetor periódico
z de forma explícita, sem comprometer a linearidade da formulação. As matrizes correspondentes
são apresentadas em (80) e (81).
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Bz =


Ke
L 0

0 Ke
L

0 0

 (80)

W (ωe) =

[
0 −ωe

ωe 0

]
(81)

Para melhorar o condicionamento numérico do problema de otimização, adota-se a
normalização da matriz de entrada bphys, conforme a equação (82).

b = bphysD−1, D = diag(∥bphys(:,1)∥, . . . ,∥bphys(:,m)∥) (82)

Como D é diagonal, constante e inversível, essa operação apenas reescala as colunas
de bphys, sem alterar o subespaço gerado pelos vetores de entrada. Assim, a normalização não
modifica a dinâmica física admissível do sistema, mas apenas a parametrização da ação de
controle, sendo empregada apenas para melhorar o condicionamento numérico da síntese.

4.1.1 Modelo do sinal de referência

O objetivo do controle é garantir o rastreamento senoidal das correntes estatóricas,
assegurando o torque exigido e relacionado à referência de velocidade. A amplitude da corrente
de referência Ip deve ser definida a partir da relação de torque necessária para acionar o motor
no ponto de operação correspondente à velocidade desejada e ao torque de carga.

O vetor periódico z segue a dinâmica rotacional dada por (83).

ż =W (ωe)z, z⊤z = 1 (83)

Dessa forma, o vetor de correntes de referência i∗ = [i∗α i∗
β
]⊤ é definido pela relação

linear apresentada na Equação (84).

i∗ = Zez (84)

A matriz Ze, que relaciona as componentes da corrente de referência com o vetor pe-
riódico, é exibida na Equação (85). Com base nisso, obtém-se i∗α = Ip sinθe e i∗

β
=−Ip cosθe,

garantindo defasagem de 90◦ entre as componentes α e β .

Ze = Ip

[
0 1
−1 0

]
(85)

O vetor de estados de referência x∗ é então definido por (86), cuja derivada temporal é
dada por (87), considerando a referência de velocidade mecânica ω∗m aproximadamente constante
durante um período de comutação.
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x∗ =

[
i∗

ω∗m

]
=

[
Zez

ω∗m

]
(86)

d
dt

x∗ =

[
Zeż

0

]
=

[
ZeW (ωe)z

0

]
(87)

4.1.2 Formulação do erro dinâmico

O vetor de erro de rastreamento é definido pela diferença entre o estado real do motor e o
estado de referência, conforme a equação (88).

e = x− x∗ (88)

Para descrever a evolução temporal do erro no espaço de estados completo (R3), define-se
a matriz estendida Z̄e ∈ R3×2 na equação (89), a qual incorpora a referência de corrente ao vetor
de estados, mantendo nula a componente oscilatória para a velocidade mecânica.

Z̄e =

[
Ze

01×2

]
(89)

A dinâmica do erro é obtida subtraindo-se a derivada da referência (87) da dinâmica geral
do sistema (75). Substituindo x = e+ x∗ e agrupando os termos, a evolução do erro é dada por
(90).

ė = A(s,c)e+B(ωe)z+bθ +d (90)

Nesta formulação, a matriz B(ωe) é definida por (91).

B(ωe) = A(s,c)Z̄e +(Bz− Z̄e)W (ωe) (91)

O vetor de controle θ representa a combinação convexa dos modos de operação do
inversor, pertencente ao conjunto simplex Θ apresentado em (92).

Θ =

{
θ ∈ [0,1]m :

m

∑
i=1

θi = 1

}
(92)

O equilíbrio periódico nominal do sistema ocorre quando e = 0, assim como a sua
derivada. Sob essa condição, assume-se que existe uma combinação convexa média de modos
θ̄(z) ∈Θ capaz de compensar o torque de carga d e o distúrbio harmônico B(ωe)z, satisfazendo
a relação de equilíbrio apresentada em (93).

B(ωe)z+bθ̄ +d = 0 (93)
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Ao subtrair a condição de equilíbrio (93) da dinâmica completa (90) e definir a variação
de controle ∆θ = θ − θ̄ , o termo B(ωe)z é anulado pela ação de controle nominal. A dinâmica
de erro para a síntese do controlador é então expressa de forma exata por (94).

ė = A(s,c)e+b∆θ (94)

A equação (94) constitui a base para a formulação das condições de estabilidade. Embora
o termo harmônico tenha sido anulado na dinâmica do erro, sua derivada ż =W (ωe)z permanece
acoplada à variação da função de Lyapunov.

4.2 FUNÇÃO DE LYAPUNOV E LEI DE CHAVEAMENTO

A análise de estabilidade do sistema chaveado baseia-se na formulação de uma função de
Lyapunov que garanta convergência global do erro de rastreamento, mesmo sob chaveamento
entre modos discretos. A partir do modelo reduzido apresentado na equação (94), busca-se
determinar uma função escalar V (e,z) que satisfaça as condições clássicas de positividade e
decrescimento, de forma a assegurar a estabilidade exponencial do sistema em malha fechada.

4.2.1 Função de Lyapunov candidata

Para cada modo de operação i∈M = {1,2, . . . ,m}, define-se uma função auxiliar vi(e,z)

conforme a equação (95), em que P = P⊤ é uma matriz simétrica positiva definida e T é uma
matriz de dimensão compatível, ambas a serem determinadas por meio das LMIs. O vetor bi

representa a contribuição do i-ésimo vetor de tensão do inversor, conforme definido na tabela de
modos de operação do sistema.

vi(e,z) = e⊤Pe+2e⊤T (Bz+bi) (95)

A equação (95) é composta por dois termos: o primeiro, e⊤Pe, associado à energia do
erro, e o segundo, 2e⊤T (Bz+bi), responsável por capturar o efeito dos termos afins presentes na
dinâmica do sistema chaveado. Essa estrutura quadrático-afim é inspirada na formulação proposta
por Trofino et al. (2011), na qual funções auxiliares da forma vi(x) = x⊤Pix+2x⊤Si são empre-
gadas para sistemas chaveados afins. Nesta dissertação, a adaptação dessa estrutura considera
explicitamente o termo periódico Bz associado à dinâmica rotacional do motor, incorporando-o
ao termo afim juntamente com bi.

A função de Lyapunov candidata é construída como o máximo entre as funções auxiliares
definidas em (95). A definição é apresentada na equação (96).

V (e,z) = max
i∈M
{vi(e,z)} (96)

A escolha da operação de máximo assegura que V (e,z) seja contínua e diferenciável por
partes, mesmo em regiões de chaveamento entre modos distintos. Além disso, a função candidata
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(96) satisfaz a condição de continuidade global, uma vez que, no instante de chaveamento, duas
funções auxiliares vi e v j possuem o mesmo valor.

Para que V (e,z) seja uma função de Lyapunov válida, deve ser positiva definida em
relação ao vetor de erro e, conforme estabelecido na relação (97).

V (e,z)> 0, ∀e ̸= 0 (97)

Além disso, sua derivada temporal deve ser estritamente negativa ao longo das trajetórias
do sistema, segundo a relação (98).

V̇ (e,z)< 0, ∀e ̸= 0 (98)

As condições (97) e (98) serão posteriormente convertidas em LMIs equivalentes, permi-
tindo a síntese da lei de chaveamento.

4.2.2 Estrutura da matriz T

A matriz auxiliar T , introduzida na formulação das funções vi(e,z), aparece nos termos
cruzados da função de Lyapunov candidata e influencia diretamente o acoplamento entre as
variáveis elétricas e os modos de chaveamento. Considerando que apenas as correntes do
estator são atuadas pelo inversor, é conveniente restringir a ação de T apenas aos estados
elétricos, mantendo nulas as componentes associadas à dinâmica mecânica. A estrutura adotada
é apresentada na equação (99).

T =

[
T11 0

0 0

]
, T11 ∈ R2×2 (99)

A forma em blocos de (99) reduz o número de variáveis de decisão e melhora o con-
dicionamento numérico do problema de otimização. Essa configuração evita acoplamentos
desnecessários entre os subsistemas elétrico e mecânico, mantendo o problema linear e bem
condicionado.

Para impedir o escalonamento não limitado de T11 durante a síntese LMI, introduz-se um
escalar auxiliar sT que impõe uma restrição sobre sua norma espectral. Essa limitação é expressa
pela LMI apresentada em (100). [

sT I2 T11

T⊤11 sT I2

]
≥ 0 (100)

Pelo complemento de Schur, a restrição (100) é equivalente à condição de norma dada
por (101).

∥T11∥2 ≤ sT (101)
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Na implementação prática, o parâmetro sT pode ser limitado a um intervalo pré-definido
ou incluído como variável de decisão no problema de otimização, atuando como fator de
regularização da solução.

Quando T11 é imposta como simétrica, a desigualdade matricial (100) se reduz à forma
escalar apresentada em (102).

−sT I ≤ T11 ≤ sT I (102)

A forma estruturada de (99), combinada à regularização definida por (100), proporciona
uma escolha numericamente estável e fisicamente coerente para a matriz T . Essa configuração
garante consistência entre os vértices do politopo considerados na síntese LMI e contribui para o
desempenho robusto do controle chaveado.

4.2.3 Lei de chaveamento

A lei de chaveamento σ(e,z) é definida de modo a ativar, a cada instante, o modo de
operação que maximiza o valor da função auxiliar vi(e,z). Essa lei é expressa pela equação (103).

σ(e,z) = argmax
i∈M
{vi(e,z)} (103)

A equação (103) estabelece que o modo ativo é aquele que fornece o maior valor da
função auxiliar no instante considerado. Em termos físicos, essa escolha corresponde à seleção
da topologia do inversor que produz a ação de controle mais favorável à redução da energia
associada ao erro e.

A aplicação da lei (103) garante que, para cada ponto (e,z) do espaço de estados, apenas
um modo i é ativo, assegurando a natureza determinística do chaveamento. Além disso, no limite
das regiões de fronteira entre modos, duas funções auxiliares assumem o mesmo valor, de modo
que o chaveamento ocorre de forma contínua na variável V (e,z), preservando a estabilidade do
sistema mesmo com modos deslizantes.

A função de Lyapunov definida em (96) pode ser interpretada geometricamente como
o envelope superior das funções quadráticas vi(e,z). Cada função vi define uma superfície
parabólica no espaço de estados, e o conjunto dessas superfícies gera uma região convexa de
estabilidade. O operador “máximo” seleciona, a cada instante, a superfície ativa que representa o
modo corrente de operação do sistema.

4.3 CONDIÇÃO DE POSITIVIDADE DA FUNÇÃO DE LYAPUNOV

A primeira condição para que a função candidata V (e,z), definida na equação (96), seja
de fato uma função de Lyapunov válida é que ela seja positiva definida em relação ao vetor de
erro e. Essa propriedade assegura que a energia armazenada no sistema seja sempre positiva e
nula apenas no equilíbrio, o que implica estabilidade no sentido de Lyapunov.
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A função candidata V (e,z) é construída como o máximo entre as funções auxiliares
vi(e,z) definidas na equação (95). No entanto, para facilitar o tratamento analítico, pode-se
expressar o máximo como uma combinação convexa particular entre as funções auxiliares,
conforme a equação (104), em que θi(e,z) é o conjunto de pesos convexos associados ao modo
de operação ativo, pertencentes ao conjunto Θ definido pela equação (92).

V (e,z) =
m

∑
i=1

θivi(e,z) (104)

Ressalta-se que a representação em (104) não implica igualdade global entre o operador
máximo de (96) e uma combinação convexa arbitrária. Ela é introduzida como artifício analítico
para tratar de forma contínua as transições em fronteiras de chaveamento e eventuais modos
deslizantes. Fora das fronteiras, o funcionamento nominal seleciona um único modo, de modo
que θ ∈ {e1, . . . ,em} quase sempre. Nas fronteiras de chaveamento, porém, podem ocorrer
combinações convexas admissíveis, com θi ∈ [0,1] e ∑

m
i=1 θi = 1, coerentes com a interpretação

de Filippov para dinâmicas descontínuas. Dessa forma, a forma convexa é usada como ferramenta
de análise para obter condições suficientes em LMI, sem exigir que um único modo seja
dominante em todos os instantes.

Deve-se observar que, para cada instante de tempo, apenas um modo é dominante, o que
implica que um dos elementos θi assume valor igual a um e os demais são nulos. Entretanto, a
expressão convexa da equação (104) é útil para análise de estabilidade, pois permite descrever
de forma contínua o comportamento do sistema durante os chaveamentos e modos deslizantes.

A função V (e,z) é dita positiva definida se, para todo e ̸= 0, o seu valor for estritamente
positivo, isto é, se existir uma matriz P tal que a condição (105) seja verdade.

vi(e,z) = e⊤Pe+2e⊤T (Bz+bi)> 0, ∀e ̸= 0 (105)

A condição (105) garante que cada função auxiliar vi(e,z) é positiva para qualquer estado
diferente do equilíbrio. No entanto, impor essa condição individualmente a todos os modos
pode introduzir conservadorismo desnecessário, uma vez que a positividade da função candidata
V (e,z) depende apenas do modo ativo no instante de chaveamento.

Para reduzir esse conservadorismo, considera-se a condição de positividade sobre uma
combinação convexa fixa dos modos de operação, associada ao ponto de equilíbrio periódico
do sistema. Assim, define-se o conjunto de pesos θ̄i correspondente à combinação convexa no
equilíbrio, conforme descrito em (106).

θ̄i = θi(e = 0,z),
m

∑
i=1

θ̄i = 1, θ̄i ≥ 0 ∀i ∈M (106)

Sob essa definição, a positividade da função candidata pode ser garantida se a combinação
convexa das funções auxiliares for positiva, conforme a condição (107).
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m

∑
i=1

θ̄ivi(e,z)> 0 (107)

Substituindo a expressão de vi(e,z) dada em (95) na condição (107), obtém-se:

m

∑
i=1

θ̄i

(
e⊤Pe+2e⊤T (Bz+bi)

)
> 0 (108)

Considerando o ponto de operação nominal do sistema, a combinação convexa dos
termos afins associada ao equilíbrio θ̄ deve ser nula para garantir a convergência do erro para
a origem, resultando na condição de estacionariedade apresentada em (109), onde z∗ denota
a orientação nominal do vetor periódico no ponto de operação considerado (i.e., a condição é
imposta localmente no equilíbrio periódico).

m

∑
i=1

θ̄i
(
Bz∗+bi

)
= 0 (109)

Substituindo a relação (109) em (108), observa-se que o termo linear em e se anula,
restando apenas a parcela quadrática. Assim, a condição de positividade da função de Lyapunov
pode ser reescrita conforme a condição (110).

e⊤Pe > 0, ∀e ̸= 0 (110)

A condição (110) é satisfeita se, e somente se, a matriz P for positiva definida, como
indicado em (111).

P = P⊤ > 0 (111)

A desigualdade (111) constitui, portanto, a condição LMI de positividade da função de
Lyapunov. Essa condição é necessária para garantir que a função V (e,z) represente uma medida
válida de energia do sistema, e será utilizada como restrição estrutural em todas as formulações
subsequentes de projeto.

Geometricamente, a desigualdade (110) define superfícies elipsoidais centradas na ori-
gem do espaço de estados. Cada superfície representa um nível constante de energia de Lyapunov,
e o conjunto dessas elipses aninhadas forma uma região de estabilidade local. Durante o chavea-
mento, o estado do sistema permanece dentro dessas superfícies, assegurando que a energia total
decresça ao longo do tempo.

4.4 CONDIÇÃO DE DECRESCIMENTO DA FUNÇÃO DE LYAPUNOV

A segunda condição fundamental para que a função V (e,z), definida na equação (96), seja
uma função de Lyapunov válida é o seu decrescimento ao longo das trajetórias do sistema. Essa
propriedade garante que a energia associada ao erro de rastreamento diminua continuamente,
assegurando a estabilidade do sistema sob a lei de chaveamento.
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A derivada temporal de cada função auxiliar vi(e,z), definida em (95), é obtida pela regra
da cadeia, resultando em (112).

v̇i = ė⊤Pe+ e⊤Pė+2ė⊤T (Bz+bi)+2e⊤T (Bż+ ḃi) (112)

Considerando que bi é um vetor constante (ḃi = 0) e que o vetor periódico z obedece à
dinâmica ż =Wz, a expressão simplifica-se. Assume-se que a variação temporal da matriz B é
lenta comparada à dinâmica das correntes (Ḃ≈ 0). Substituindo esses termos, obtém-se (113).

v̇i = ė⊤Pe+ e⊤Pė+2ė⊤T (Bz+bi)+2e⊤T BWz (113)

Conforme demonstrado no equacionamento do erro, a dinâmica reduzida considera que
a ação de controle nominal compensa o distúrbio harmônico, resultando em ė = Ae+ b∆θ .
Substituindo esta dinâmica em (113) e utilizando as propriedades de anulação no ponto de
equilíbrio, a expressão expandida para v̇i torna-se a equação (114).

v̇i = e⊤(A⊤P+PA)e+2e⊤Pb∆θ +2∆θ
⊤b⊤T b∆θ +2e⊤T BWz (114)

Para a formulação de LMIs, a condição de decrescimento global é expressa pela combi-
nação convexa ponderada das derivadas em (115).

m

∑
i=1

θiv̇i < 0 (115)

Ao agrupar os termos quadráticos e bilineares em relação ao vetor de estado estendido
ξ = [e⊤ ∆θ⊤ z⊤]⊤, a condição (115) assume a forma matricial compacta em (116).

ξ
⊤

Ψξ < 0 (116)

A matriz Ψ consolida os acoplamentos da dinâmica e da derivada do sinal exógeno,
resultando na estrutura simétrica definida em (117).

Ψ =


A⊤P+PA Pb+A⊤T b T BW

(Pb+A⊤T b)⊤ b⊤(T +T⊤)b 0

(T BW )⊤ 0 0

 (117)

A condição de decrescimento expressa em (116) será satisfeita se a matriz Ψ for negativa
definida, conforme a expressão (118).

Ψ < 0 (118)

A expressão (118) constitui, portanto, a forma LMI inicial para verificação do decres-
cimento da função de Lyapunov. Contudo, essa condição é tipicamente conservadora, pois
considera que o decrescimento deve ocorrer para qualquer combinação convexa dos modos de
operação, mesmo para aquelas que fisicamente não ocorrem no chaveamento. Por esse motivo,
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serão introduzidos mecanismos de relaxamento que permitem reduzir o conservadorismo da
condição (118).

A matriz Ψ reflete o fato de que o controlador deve garantir a estabilidade do erro
enquanto lida com a variação temporal inerente ao vetor de referência z através do termo de
acoplamento T BW .

4.5 CONDIÇÃO DE RELAXAMENTO

A condição de decrescimento da função de Lyapunov, expressa pela desigualdade matri-
cial (118), é suficiente para garantir a estabilidade do sistema chaveado. Entretanto, conforme
já mencionado, essa condição apresenta alto grau de conservadorismo, uma vez que impõe a
negatividade da matriz Ψ para todas as combinações convexas dos modos de operação. Para
reduzir esse conservadorismo e ampliar o conjunto de soluções factíveis, é aplicada uma técnica
de relaxamento baseada no Procedimento–S.

Sabe-se que a função candidata V (e,z) é construída a partir do máximo entre as funções
auxiliares vi(e,z), conforme a equação (96). Em consequência, sua variação temporal é sempre
maior ou igual à variação associada à combinação convexa no equilíbrio. Essa relação é expressa
pela desigualdade (119).

V (e,z)−
m

∑
i=1

θ̄ivi(e,z)≥ 0 (119)

A desigualdade (119) é sempre verdadeira e positiva semidefinida, pois o máximo
das funções auxiliares é, por definição, superior a qualquer combinação convexa delas. Essa
propriedade permite introduzir uma variável escalar de relaxamento α , conforme a técnica
do Procedimento–S, para ponderar a influência dessa desigualdade no conjunto das LMIs de
estabilidade.

Expandindo as funções auxiliares vi(e,z) conforme (95) e substituindo em (119), obtém-
se a expressão apresentada na condição (120).

m

∑
i=1

θivi(e,z)−
m

∑
i=1

θ̄ivi(e,z)≥ 0 (120)

Ao subtrair as somas convexas, o termo quadrático e⊤Pe anula-se. Considerando a
relação de estacionariedade no equilíbrio (109), a diferença restante foca na variação do controle
∆θ = θ − θ̄ . Assim, a desigualdade de positividade pode ser reescrita de forma compacta,
conforme a expressão (121), em que Φ é a matriz simétrica definida na equação (122).

ξ
⊤

Φξ ≥ 0 (121)
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Φ =


0 T b 0

b⊤T⊤ 0 0

0 0 0

 (122)

A desigualdade (121) descreve uma restrição quadrática que é sempre verdadeira para o
sistema considerado e, portanto, pode ser incorporada à condição de estabilidade sem alterar sua
validade. No entanto, é possível ponderar sua contribuição ao problema de otimização por meio
de um escalar positivo α , resultando na forma relaxada apresentada na condição (123).

ξ
⊤(Ψ+αΦ)ξ < 0, α ≥ 0 (123)

A expressão (123) corresponde à versão relaxada da condição de decrescimento (118),
obtida via Procedimento–S. O parâmetro α atua como um grau de liberdade adicional no
problema de síntese, permitindo ao projetista ajustar a influência da desigualdade auxiliar na
busca de uma solução factível.

O escalar α da condição (123) pondera o quanto da desigualdade (121) é incorporado à
restrição principal de estabilidade. Valores elevados de α tornam o problema menos conservador,
ampliando a região de soluções possíveis, mas podem reduzir a precisão na aproximação do
comportamento real do sistema. Por outro lado, valores muito pequenos tornam o relaxamento
ineficaz, aproximando o problema original mais restritivo.

Fisicamente, o termo αΦ representa a contribuição da energia de chaveamento sobre a
variação da função de Lyapunov. Essa contribuição é nula em condições ideais de comutação
suave, mas passa a ter papel relevante na presença de modos deslizantes ou comutações rápidas,
que ocorrem no caso do acionamento do motor com inversor. Assim, o relaxamento introduzido
pelo Procedimento–S permite considerar, de forma implícita, esses efeitos de alta frequência no
projeto do controlador.

4.6 CRITÉRIO DE ATENUAÇÃO DE DISTÚRBIO H∞

A formulação apresentada até este ponto garante a estabilidade assintótica do sistema
chaveado na ausência de perturbações externas. Entretanto, em aplicações práticas, o sistema
está sujeito a perturbações periódicas e incertezas associadas à dinâmica do vetor z. Para garantir
robustez frente a essas variações, adota-se o critério de desempenho H∞, que permite limitar o
ganho de energia do distúrbio sobre as variáveis de interesse.

O vetor periódico z descrito pela equação (83) pode ser interpretado como um sinal
exógeno que influencia o erro e e o vetor de comutação ∆θ . Variações em z representam, portanto,
distúrbios de natureza harmônica que afetam o comportamento transitório e o desempenho do
rastreamento. O objetivo do projeto é atenuar o impacto desses distúrbios, garantindo que a
energia total propagada para as variáveis de desempenho seja limitada por um nível especificado
γ > 0.
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O critério H∞ impõe que a razão entre a energia do vetor de saída e a energia do vetor de
distúrbio permaneça abaixo de um limite, conforme estabelecido em (124).

∥y∥2
2− γ∥z∥2

2 < 0 (124)

Na expressão (124), y representa o vetor de variáveis de desempenho e z o vetor de
distúrbios. No presente caso, considera-se que o desempenho do sistema está relacionado ao erro
de rastreamento e e à variação de chaveamento ∆θ , de modo que o vetor y é definido conforme a
equação (125).

y =

[
e

∆θ

]
(125)

Define-se a desigualdade quadrática de desempenho apresentada na condição (126).

e⊤e+(∆θ)⊤∆θ − γz⊤z < 0 (126)

A desigualdade (126) expressa que a energia combinada das variáveis e e ∆θ deve ser
inferior à energia do distúrbio z, ponderada por γ . Essa relação pode ser representada de forma
matricial, conforme a condição (127), em que ξ é o vetor de estados estendido e Γ0 é a matriz
simétrica especificada em (128).

ξ
⊤

Γ0ξ < 0 (127)

Γ0 =


In 0 0

0 Im 0

0 0 −γInz

 (128)

Na equação (128), In e Im representam as matrizes identidade de dimensões compatíveis
com os vetores e e ∆θ , respectivamente, enquanto Inz é a matriz identidade associada ao vetor z.
O termo −γInz impõe a penalização energética sobre o distúrbio externo.

No entanto, para melhorar o condicionamento numérico e reduzir o conservadorismo
na síntese das LMIs, pode-se empregar uma forma mais geral de Γ0, substituindo os blocos
identidade por uma matriz simétrica positiva definida de decisão G > 0, conforme apresentado
em (129). Esta reformulação preserva a interpretação de γ como o limite de desempenho, ao
mesmo tempo em que introduz graus adicionais de liberdade.

Γ =

[
G 0
0 −γInz

]
, G ∈ R(n+m)×(n+m) (129)

A incorporação do critério H∞ ao problema de estabilidade é realizada pela soma
matricial das condições obtidas anteriormente. Assim, combinando as condições (123) e (127),
obtém-se a desigualdade global de dissipação mostrada em (130).



71

ξ
⊤(Ψ+αΦ+Γ)ξ < 0 (130)

A condição (130) garante simultaneamente a estabilidade e a atenuação de distúrbios. O
parâmetro γ atua como uma variável de desempenho, a ser minimizada durante o processo de
síntese LMI.

Para reduzir ainda mais o conservadorismo da condição (130), utiliza-se o lema de Finsler.
Este resultado permite projetar a desigualdade sobre o subespaço nulo do operador linear que
representa as restrições do sistema. Seja o operador N definido pela equação (131), em que
M = [1 1 · · · 1 ] ∈ R1×m é o vetor que impõe a condição de soma unitária dos pesos convexos
(∑∆θi = 0). Seja também Q uma base do espaço nulo de N, tal que NQ = 0.

N =
[
0 M 0

]
(131)

Aplicando o lema de Finsler à desigualdade (130), obtém-se a forma reduzida da condição
de desempenho, apresentada em (132).

Q⊤(Ψ+αΦ+Γ)Q < 0 (132)

A desigualdade (132) representa a forma final do critério de estabilidade e desempenho
H∞ para o sistema chaveado. A projeção pelo lema de Finsler elimina redundâncias associadas
às restrições convexas, reduzindo o conservadorismo sem comprometer a validade das condições
de estabilidade.

4.7 FORMULAÇÃO FINAL DO PROBLEMA LMI

Esta seção apresenta um resumo da formulação de síntese desenvolvida, reunindo em
uma única estrutura matricial as condições de estabilidade, relaxamento e desempenho H∞ do
sistema chaveado. São mostradas as expressões finais das LMIs e a forma geral do problema de
otimização convexa empregado na implementação numérica.

Sejam as matrizes Ψ, Φ e Γ, definidas respectivamente nas equações (117), (122) e (129),
reproduzidas a seguir para conveniência e consistência dimensional.

Ψ =

 A⊤P+PA Pb+A⊤T b T BW

(Pb+A⊤T b)⊤ b⊤(T +T⊤)b 0
(T BW )⊤ 0 0

 (133)

Φ =


0 T b 0

b⊤T⊤ 0 0

0 0 0

 (134)

Γ =

[
G 0
0 −γInz

]
(135)
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As variáveis de decisão são as matrizes T , P = P⊤ > 0 e G = G⊤ > 0, além dos escalares
α ≥ 0, γ > 0 e sT . O termo Ψ representa a condição de decrescimento da função de Lyapunov
(considerando a perturbação estruturada z), Φ corresponde ao relaxamento introduzido pelo
Procedimento–S, e Γ expressa o critério de desempenho H∞.

A condição global de estabilidade e desempenho do sistema chaveado é obtida pela
combinação dessas matrizes, resultando na condição LMI apresentada em (136), onde Q é
uma base ortogonal do espaço nulo do operador N, definido em (131). A projeção Q⊤(·)Q
é resultado da aplicação do lema de Finsler, que reduz o conservadorismo da formulação ao
eliminar redundâncias lineares associadas à restrição do simplex de controle.

Q⊤
(
Ψ+αΦ+Γ

)
Q < 0, P > 0 (136)

A condição (136) constitui a desigualdade principal do projeto da lei de chaveamento.
Seu atendimento garante simultaneamente: (i) positividade da função de Lyapunov V (e,z); (ii)
decrescimento da energia associada ao erro; e (iii) robustez frente a distúrbios exógenos.

A formulação (136) é tratada de forma politópica, avaliando-se a viabilidade das LMIs
em todos os vértices do politopo de operação P , definido em (137).

P = {(ωe,s,c,Ze) : ωe ∈ {ωe,min,ωe,max}, s ∈ {−1,1}, c ∈ {−1,1}, Ze ∈ {0,Zmax}} (137)

O problema de otimização convexa associado à síntese LMI pode ser resolvido por
métodos de ponto interior empregando o pacote YALMIP e solvers como SeDuMi ou SDPT3. O
atendimento da condição (136) em todos os vértices do politopo P garante a existência de uma
função de Lyapunov comum e de uma lei de chaveamento capaz de assegurar estabilidade global
e desempenho H∞ para o sistema inversor–motor BLAC.

4.8 ARQUITETURA DE CONTROLE

Com a lei de chaveamento definida, se faz necessário estabelecer uma arquitetura de
controle para a aplicação dessa estratégia no acionamento do motor BLAC.

4.8.1 Estrutura geral da arquitetura

A estrutura de controle proposta é concebida de modo a incorporar a lei de chaveamento
sintetizada por LMIs, assegurando as condições de estabilidade e desempenho obtidas na etapa
de projeto. Para tal, adota-se uma organização hierárquica em duas malhas acopladas: uma malha
interna de corrente, na qual atua diretamente o controlador chaveado, e uma malha externa de
velocidade, responsável por gerar as referências senoidais de corrente a partir da referência de
velocidade. Essa configuração garante que a lei de chaveamento opere sobre as variáveis de
estado elétricas em um ponto de operação estabelecido pela dinâmica mecânica, mantendo o
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desacoplamento entre as dinâmicas lenta e rápida do sistema. A Figura 9 apresenta o diagrama
de blocos geral da arquitetura proposta.

Figura 9 – Diagrama de blocos da arquitetura de controle proposta para o sistema.
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A malha externa recebe como entrada a referência de velocidade ω∗m e a compara com
a velocidade medida ωm, produzindo o erro de velocidade. Esse erro é processado por um
controlador proporcional de ganho Kp, que atua sobre o torque eletromagnético de referência
T ∗e . Para reduzir o erro estacionário causado pelo torque resistente, adiciona-se um termo de
feedforward do torque de carga TL. Esse termo antecipa a ação de controle e compensa o
deslocamento de equilíbrio causado pela carga mecânica, melhorando o transitório sem aumentar
o ganho proporcional. A saída do controlador é suavizada por um filtro de primeira ordem, o que
limita a taxa de variação de T ∗e e evita oscilações de alta frequência. Embora outras estruturas
de malha externa possam ser empregadas, como controladores PI, adota-se aqui a combinação
entre ação proporcional e compensação feedforward da carga por sua maior simplicidade de
implementação e sintonia, reduzindo o número de ganhos a serem ajustados.

A partir do torque de referência obtêm-se as correntes de referência no referencial
síncrono (dq), em que as variáveis elétricas são descritas em um sistema de coordenadas girante
acoplado ao campo magnético do rotor. Esse sistema, conhecido como transformada de Park,
foi proposto originalmente por Park (1929). Tal transformação permite representar máquinas
de corrente alternada em um referencial equivalente ao de corrente contínua, simplificando a
análise e o projeto de controladores vetoriais.

No controle de motores BLAC, pode-se regular a corrente do eixo direto id em zero para
evitar magnetização desnecessária, uma vez que essa componente está apenas associada ao fluxo
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e não contribui para o torque eletromagnético. Já a corrente em quadratura iq é a responsável
pela produção de torque e é ajustada de acordo com o valor desejado de T ∗e . As correntes de
referência no referencial síncrono são, portanto, definidas conforme a equação (138).

i∗d = 0, i∗q =
T ∗e
Kt

. (138)

Nessa formulação, Kt representa a constante de torque do motor. As correntes de referên-
cia no plano síncrono (i∗d, i

∗
q) são então convertidas para o referencial estacionário (i∗α , i

∗
β
) por

meio da relação inversa da transformada de Park, apresentada na equação (139) (O’Rourke et
al., 2019). O resultado são correntes senoidais defasadas de 90◦ adequadas à aplicação da lei de
chaveamento projetada. [

i∗α
i∗
β

]
=

[
cosθe −sinθe

sinθe cosθe

][
i∗d
i∗q

]
(139)

Na malha interna, as variáveis de corrente e velocidade medidas compõem o vetor de
estado x cujo erro de rastreamento é definido por e = x− x∗. A dinâmica em malha fechada é
então governada pela lei de chaveamento projetada via LMIs.

Em cada instante de tempo, são avaliadas as funções auxiliares vi, e o modo ativo é
determinado pela lei de chaveamento, selecionando o vetor de tensão que proporciona o maior
decréscimo da função de Lyapunov. Um dwell time1 e uma margem de histerese são empregados
para limitar a frequência de chaveamento e mitigar o fenômeno de chattering.

O sinal de modo σ comanda o estágio de potência do inversor trifásico, que aplica ao
estator do motor o vetor de tensão correspondente. O motor BLAC atua como planta controlada,
fornecendo as grandezas medidas iα , iβ e ωm que realimentam as malhas de controle.

4.8.2 Controlador proporcional da malha externa

A malha externa da arquitetura de controle é responsável por gerar a referência de torque
eletromagnético a partir do erro entre a velocidade desejada e a velocidade do rotor. Nesta
etapa, adotou-se um controlador proporcional, com o objetivo de simplificar o ajuste de ganhos
pelo usuário. Essa estrutura pode ser empregada em acionamentos elétricos industriais quando
associada a malhas internas rápidas.

O torque eletromagnético de referência é calculado a partir do erro de velocidade e de uma
compensação do torque de carga, conforme a regra de controle apresentada na equação (140).

T ∗e = TL +Kp(ω
∗−ω) (140)

A dinâmica mecânica do motor segue o modelo apresentado anteriormente na equa-
ção (70). Considerando que a malha de corrente possui dinâmica significativamente mais rápida
1 Tempo mínimo de permanência em um modo antes de permitir nova comutação.
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que a dinâmica mecânica, pode-se assumir que o torque eletromagnético aplicado segue aproxi-
madamente o torque de referência, isto é, Te ≈ T ∗e . Substituindo a regra de controle na dinâmica
mecânica obtém-se a dinâmica em malha fechada mostrada na equação (141).

Jω̇ = Kp(ω
∗−ω)−Bvω (141)

A partir dessa relação pode-se determinar o erro de regime permanente da velocidade.
Considerando regime estacionário, i.e., ω̇ = 0, obtém-se a expressão apresentada em (142).

e∞ = ω
∗−ω =

Bv

Kp +Bv
ω
∗ (142)

Essa expressão mostra que, para um controlador proporcional puro, o erro estacionário
depende diretamente da razão entre o coeficiente de atrito viscoso e o ganho proporcional. Assim,
valores pequenos de Kp resultam em erro significativo de seguimento da velocidade de referência.

Para limitar o erro relativo de regime permanente a um valor máximo admissível ε ,
impõe-se a condição apresentada em (143).

e∞

ω∗
=

Bv

Kp +Bv
≤ ε (143)

Isolando o ganho proporcional nessa relação obtém-se o limite mínimo apresentado na
expressão (144).

Kp ≥
1− ε

ε
Bv (144)

Impondo erro relativo inferior a 1%, obtém-se aproximadamente Kp ≥ 100Bv. A partir
dessa análise teórica, define-se uma parametrização simples para o ganho proporcional, apre-
sentada na equação (145), com o objetivo de fornecer ao usuário uma orientação prática para o
ajuste do ganho da malha externa.

Kp = αpBv (145)

O fator αp deve ser escolhido dentro do intervalo apresentado em (146).

100≤ αp ≤ 1000 (146)

Essa parametrização estabelece uma faixa de ganhos diretamente relacionada ao coefi-
ciente de atrito viscoso do sistema, permitindo reduzir o erro de regime permanente de forma
sistemática. Dessa forma, o usuário pode selecionar o valor de Kp dentro do intervalo proposto
conforme o compromisso desejado entre suavidade de resposta e precisão no seguimento da
velocidade de referência.
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Este capítulo apresenta a implementação computacional do controlador chaveado com
critério H∞ desenvolvido no Capítulo 4 e discute os resultados obtidos em simulação para o
acionamento inversor–motor BLAC. São detalhados os parâmetros adotados e os procedimentos
numéricos empregados na síntese via LMIs e na simulação em malha fechada, permitindo avaliar
o desempenho de seguimento, o comportamento do chaveamento e a robustez da estratégia nas
condições de operação consideradas.

5.1 IMPLEMENTAÇÃO DO CONTROLE

A implementação computacional do controlador requer a definição dos parâmetros da
planta, bem como dos valores utilizados na formulação das LMIs e na simulação do sistema
em malha fechada. Nesta etapa são apresentados os parâmetros dos motores considerados e os
valores adotados no procedimentos numéricos de síntese e validação do método proposto.

5.1.1 Parâmetros do sistema

Com o objetivo de avaliar a arquitetura de controle proposta e a lei de chaveamento
sintetizada em diferentes plantas, foram considerados dois motores BLAC com parâmetros
obtidos da literatura. Essa escolha permite verificar a funcionalidade do método em casos
com características eletromecânicas distintas, mantendo-se a mesma estrutura de síntese e de
simulação.

A Tabela 2 apresenta os parâmetros dos motores utilizados na construção do modelo
politópico e na simulação dinâmica em malha fechada. Esses parâmetros são empregados nas
etapas de modelagem do sistema inversor–motor BLAC e na integração numérica da dinâmica
em malha fechada, em particular na formação das matrizes do modelo dependentes do ângulo
elétrico A(c,s), no mapeamento da FCEM representado por Bz, na definição dos vetores de
tensão disponíveis no inversor trifásico e no cálculo da constante de torque Kt .

Os parâmetros numéricos comuns à síntese LMI, à geração das referências e à simulação
discreta são apresentados na Tabela 3. Esses valores são utilizados nas etapas de formulação
do problema de otimização, geração das correntes de referência, implementação da lógica de
chaveamento e integração numérica da dinâmica do sistema. Como os casos utilizam a mesma
arquitetura de controle, esses parâmetros foram mantidos fixos, variando-se apenas os parâmetros
da planta. A exceção é o ganho proporcional da malha de velocidade, definido como Kp = 500Bv,
de modo a preservar a mesma regra de ajuste para todos os motores.

O parâmetro base_dwell = 100 foi adotado, com dt = 10−6 s, para impor um intervalo
mínimo de 100 µs entre comutações sucessivas e, assim, limitar a frequência máxima de chavea-
mento a aproximadamente 10kHz. Esse valor reduz comutação excessiva e torna a simulação
mais compatível com restrições práticas do estágio de potência. A frequência efetiva de chavea-
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Tabela 2 – Parâmetros dos motores considerados na síntese e na simulação.

Parâmetro Símbolo Motor 1 Motor 2
Tensão do barramento CC Vcc [V] 120† 700
Resistência do estator R [Ω] 0,50 0,1379
Indutância equivalente L [mH] 4,5 19,43
Constante de FCEM Ke [V s/rad] 0,038 0,42675
Número de pares de polos p 5 3
Momento de inércia J [kg m2] 6,0×10−4† 1,0×10−2

Coeficiente de atrito viscoso Bv [N m s/rad] 5,0×10−4† 5,0×10−3†

Torque de carga TL [N m] 5 29
Constante de torque Kt [N m/A] 0,285 1,920
Torque eletromagnético máximo Te,max [N m] 7† 40†

Referência bibliográfica – (Jin et al., 2023) (Liu et al., 2020)

† Parâmetro estimado ou adotado para simulação.

Fonte: Próprio autor.

Tabela 3 – Parâmetros comuns da síntese LMI e da simulação.

Parâmetro Símbolo Valor
Limite inferior de velocidade mecânica ωm,min [rad/s] -300
Limite superior de velocidade mecânica ωm,max [rad/s] 300
Parâmetro de relaxação α 1
Tolerância numérica das LMIs εPSD 10−5

Limite superior imposto a P Pmax 50
Limite auxiliar de T11 Tmax 10
Ganho proporcional da malha de velocidade Kp 500Bv

Fator do filtro de torque αT 0,95
Tempo mínimo de permanência base_dwell [amostras] 100
Margem de histerese margin 10−6

Limite de saturação de corrente Isat [A] 100
Passo de integração dt [s] 10−6

Tempo total de simulação Tsim [s] 2
Parser de modelagem – YALMIP
Solver de otimização – SeDuMi

Fonte: Próprio autor.

mento, entretanto, permanece variável, pois a troca de modo depende da lei de chaveamento e da
margem de histerese.

Nos casos em que a referência bibliográfica original apresenta indutâncias em eixos d e q,
adota-se a indutância equivalente L = (Ld +Lq)/2, em concordância com o modelo considerado
nesta dissertação. Além disso, a constante de torque é calculada por Kt =

3
2 pKe, conforme
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empregado nos algoritmos de construção do modelo e de geração das referências. Dessa forma,
os parâmetros apresentados estabelecem a base numérica utilizada em toda a etapa de síntese e
validação do controlador proposto.

5.1.2 Procedimento computacional de síntese e simulação

A implementação numérica do método proposto é organizada em uma sequência estrutu-
rada de etapas que reproduzem, em ambiente computacional, o procedimento teórico apresentado
no Capítulo 4. O objetivo dessa etapa é permitir a obtenção das matrizes de síntese por meio
de LMIs, bem como a validação do controlador chaveado em simulação dinâmica do sistema
inversor–motor BLAC.

O procedimento completo é dividido em cinco etapas principais: construção do modelo
politópico utilizado na síntese; resolução do problema de otimização LMI; geração das refe-
rências de corrente a partir da referência de velocidade; implementação da lei de chaveamento
baseada na função de Lyapunov; e simulação discreta do sistema em malha fechada. Cada uma
dessas etapas é descrita a seguir por meio de pseudocódigos, apresentados de forma a facilitar a
reprodução do método.

Inicialmente, constrói-se o modelo politópico utilizado na formulação da síntese. Essa
etapa consiste na definição das matrizes do sistema e na determinação dos vértices que caracte-
rizam o domínio de operação considerado. Em particular, são definidos os vetores de entrada
correspondentes aos seis modos ativos do inversor trifásico, bem como suas versões normalizadas
utilizadas na formulação da lei de chaveamento. Em seguida, são determinados os vértices associ-
ados às variáveis que caracterizam a não linearidade do modelo, incluindo os termos dependentes
do ângulo elétrico do rotor, representados pelas variáveis s = sinθe e c = cosθe, e os limites
da velocidade elétrica. Também são definidos os vértices associados ao termo de referência Z,
relacionado ao torque eletromagnético máximo considerado na síntese. O resultado dessa etapa é
o conjunto de matrizes que definem o politopo de operação empregado na formulação das LMIs.
O procedimento correspondente é apresentado no Algoritmo 1.

Uma vez definidos os vértices do modelo politópico, procede-se à síntese das matrizes de
ganho do controlador por meio da resolução do problema de otimização convexa associado à
formulação LMI apresentada no Capítulo 4. Nessa etapa são declaradas as variáveis de decisão
do problema, incluindo a matriz de Lyapunov P, a matriz auxiliar T , e as variáveis associadas
ao critério de desempenho H∞. Para cada combinação de vértices do politopo, são construídas
as matrizes Ψ e Φ, que representam respectivamente a condição de decrescimento da função
de Lyapunov e o termo de relaxamento introduzido pelo Procedimento-S. Em seguida, essas
matrizes são combinadas com o termo de desempenho Γ e projetadas no subespaço definido
pelo operador Q, conforme estabelecido pelo lema de Finsler. A viabilidade das desigualdades
matriciais resultantes é verificada em todos os vértices do politopo, garantindo a existência de
uma função de Lyapunov comum para o sistema chaveado. O problema é então resolvido por
meio de um solver de programação semidefinida, obtendo-se as matrizes P e T que definem a lei
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Algoritmo 1 – Construção do modelo politópico do sistema

1: dados (R,L,Ke, p,J,Bv), Vcc, limites (ωm,min,ωm,max,Te,max)
2: função CONSTROIPOLITOPOS(R,L,Ke, p,J,Bv,Vcc,ωm,min,ωm,max,Te,max)
3: Kt ← 3

2 pKe

4: Definir vetores de tensão do inversor u j ∈ R2 para j = 1 . . .6
5: para j← 1 até 6 faça
6: bphys(1:2, j)← 2

3L u j, bphys(3, j)← 0
7: d j←max(10−9,∥bphys(:, j)∥)
8: b(:, j)← bphys(:, j)/d j

9: V ←{(c,s) : c ∈ {−1,1}, s ∈ {−1,1}}
10: para todo (c,s) ∈ V faça

11: A(c,s)←

 −R/L 0 0
0 −R/L 0

−(Kt/J)s +(Kt/J)c −Bv/J


12: Armazenar A(c,s) em {Av}
13: Ωm←{ωm,min,ωm,max}
14: para todo ωm ∈Ωm faça
15: ωe← pωm

16: W (ωe)←
[

0 −ωe
ωe 0

]
17: Armazenar W (ωe) em {Wk}

18: Bz←
[
(Ke/L)I2

0

]
19: Iset ←{0, Te,max/Kt}
20: para todo I ∈ Iset faça

21: Z←

 0 I
−I 0
0 0


22: Armazenar Z em {Zℓ}
23: retorna {Av}, {Wk}, {Zℓ}, Bz, bphys, b, d, Kt

de chaveamento. Essa etapa é descrita no Algoritmo 2.
Com as matrizes do controlador determinadas, passa-se à implementação da arquitetura

de controle descrita no Capítulo 4. A primeira etapa dessa arquitetura corresponde à geração
das referências de corrente a partir da referência de velocidade mecânica do motor. O erro
entre a velocidade de referência ω∗m e a velocidade medida ωm é processado pelo controlador
responsável por gerar o torque eletromagnético de referência. Esse torque é combinado com
um termo de compensação associado ao torque de carga e pode ser filtrado por um elemento
de primeira ordem, cuja função é limitar variações abruptas na referência. A partir do torque
desejado, calcula-se a corrente de referência no eixo de quadratura i∗q, mantendo-se a corrente
de eixo direto nula, conforme a estratégia clássica de controle vetorial para motores BLAC.
Finalmente, as correntes de referência são transformadas para o referencial estacionário (αβ )

por meio da transformada inversa de Park, utilizando o vetor de orientação z = [cosθe,sinθe]
⊤.
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Algoritmo 2 – Síntese LMI por vértices para obtenção de P e T

1: dados {Av}, {Wk}, {Zℓ}, Bz, b, α , εPSD
2: função SINTESELMI({Av},{Wk},{Zℓ},Bz,b,α,εPSD)
3: Declarar variáveis: P = P⊤ > 0, T = diag(T11,0), G = G⊤ > 0, γ ≥ 0
4: Q← null([0 1 0])

5: Γ←
[

G 0
0 −γI

]
6: para todo A ∈ {Av}, W ∈ {Wk}, Z ∈ {Zℓ} faça
7: B← AZ +(Bz−Z)W

8: Ψ←

 A⊤P+PA Pb+A⊤T b T B
b⊤P+b⊤T⊤A b⊤(T +T⊤)b 0

B⊤T⊤ 0 0


9: Φ←

 0 T b 0
b⊤T⊤ 0 0

0 0 0


10: Impor Q⊤(Ψ+αΦ+Γ+Γ⊤)Q≤ εPSDI
11: Minimizar γ sujeito às LMIs (solver SeDuMi)
12: retorna P∗,T ∗

O procedimento computacional correspondente é apresentado no Algoritmo 3.

Algoritmo 3 – Geração das referências ω∗m→ T ∗e → i∗
αβ

1: dados TL, Kp, Te,max, Kt , iq,max, αT
2: função GERAREFERENCIAS(ω∗m,ωm,z,T ∗e )
3: eω ← ω∗m−ωm
4: Te,d ← sat(TL +Kpeω , ±Te,max)
5: T ∗e ← αT T ∗e +(1−αT )Te,d
6: i∗q← sat(T ∗e /Kt , ±iq,max)
7: i∗d ← 0
8: c← z1, s← z2
9: i∗α ← i∗dc− i∗qs

10: i∗
β
← i∗ds+ i∗qc

11: retorna i∗α , i∗
β
, T ∗e

A partir das correntes de referência obtidas, calcula-se o erro de rastreamento do sistema
e aplica-se a lei de chaveamento projetada via LMIs. Em cada instante de amostragem, são
avaliadas as funções auxiliares vi, associadas a cada vetor de tensão disponível no inversor e à
energia generalizada de cada modo de operação. O modo ativo é então selecionado segundo o
critério arg max, isto é, ativa-se o modo associado ao maior valor entre essas funções. Como
a função de Lyapunov candidata é definida a partir do máximo das funções auxiliares, essa
escolha equivale a atuar sobre o ramo de maior energia instantânea, favorecendo sua dissipação
e conduzindo o sistema em direção ao equilíbrio. Para evitar comutações excessivas e reduzir
o fenômeno de chattering, a implementação incorpora duas estratégias adicionais: um dwell
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time e uma margem de histerese na comparação entre os valores das funções auxiliares. Essas
medidas limitam a frequência de chaveamento e contribuem para um comportamento mais suave
do sistema em malha fechada. A implementação dessa lógica de seleção de modos é apresentada
no Algoritmo 4.

Algoritmo 4 – Lei de chaveamento (arg max com dwell time)

1: dados T , {bphys(:, j)}, {d j}, base_dwell, margin
2: função SELECIONAMODO(e,σold,dwell_ctr)
3: para j← 1 até 6 faça
4: v j← 2

d j
e⊤
(
T bphys(:, j)

)
5: jbest ← argmax j v j
6: se dwell_ctr ≥ base_dwell então
7: se jbest ̸= σold e v jbest − vσold > margin então
8: σ ← jbest , dwell_ctr← 0
9: senão

10: σ ← σold

11: senão
12: σ ← σold

13: dwell_ctr← dwell_ctr+1
14: retorna σ , dwell_ctr

Por fim, realiza-se a simulação dinâmica do sistema chaveado em tempo discreto. O
modelo utilizado corresponde à dinâmica não linear do conjunto inversor–motor BLAC descrita
anteriormente, integrada numericamente por meio do método de Euler explícito. Em cada passo
de simulação são executadas as seguintes operações: atualização das referências de corrente
a partir da referência de velocidade, cálculo do erro de rastreamento, seleção do modo ativo
do inversor pela lei de chaveamento e integração das equações diferenciais do sistema. A
evolução do vetor z, que representa a orientação elétrica do rotor, é obtida por meio da dinâmica
ż = W (ωe)z, sendo a velocidade elétrica calculada a partir da velocidade mecânica por meio
da relação ωe = pωm. Após cada passo de integração, o vetor z é normalizado para preservar
sua interpretação geométrica como vetor unitário associado ao ângulo elétrico do rotor. O
procedimento completo de simulação em malha fechada é apresentado no Algoritmo 5.

A sequência de algoritmos apresentada fornece um roteiro completo para a implementa-
ção do método proposto, desde a construção do modelo politópico até a validação do controlador
em simulação. Dessa forma, o procedimento computacional reproduz fielmente as etapas teóricas
do projeto, permitindo a obtenção das matrizes de síntese e a verificação do desempenho do
sistema chaveado em diferentes condições de operação.
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Algoritmo 5 – Simulação discreta do sistema chaveado

1: dados dt, Tsim, p, R, L, J, Bv, Kt , Bz, TL, Isat , {bphys(:, j)}
2: função SIMULASISTEMA(x[0],z[0],ω∗m[k])
3: Nt ← Tsim/dt
4: σold ← 1, dwell_ctr← base_dwell
5: T ∗e ← 0
6: para k← 0 até Nt−1 faça
7: c← z1[k], s← z2[k]
8: ωm← x3[k], ωe← pωm
9: (i∗α , i

∗
β
,T ∗e )← GERAREFERENCIAS(ω∗m[k],ωm,z[k],T ∗e )

10: e← [x1[k]− i∗α , x2[k]− i∗
β
, x3[k]−ω∗m[k] ]

⊤

11: (σ ,dwell_ctr)← SELECIONAMODO(e,σold,dwell_ctr)
12: σold ← σ

13: u← bphys(:,σ)

14: A←

 −R/L 0 0
0 −R/L 0

−(Kt/J)s +(Kt/J)c −Bv/J


15: W ←

[
0 −ωe

ωe 0

]
16: ẋ← Ax[k]+u+BzWz[k]+ [0,0,−TL/J]⊤

17: ż←Wz[k]
18: x[k+1]← x[k]+dt ẋ
19: z[k+1]← z[k]+dt ż
20: z[k+1]← z[k+1]/max(1,∥z[k+1]∥)
21: x1[k+1]← sat(x1[k+1],±Isat), x2[k+1]← sat(x2[k+1],±Isat)

22: retorna {x[k]}, {z[k]}, {σ [k]}

5.2 ANÁLISE DE DESEMPENHO

Esta seção discute o comportamento dinâmico do sistema inversor–motor BLAC em
malha fechada a partir dos resultados de simulação obtidos para os motores 1 e 2. A análise é
conduzida com foco no seguimento da referência de velocidade, no rastreamento senoidal das
correntes no referencial estacionário αβ , na resposta do torque eletromagnético e no padrão
de chaveamento imposto pela lei de controle. Em conjunto, essas respostas permitem avaliar
não apenas a estabilidade e a qualidade do seguimento, mas também os desdobramentos físi-
cos da estratégia proposta sobre o estágio de potência e sobre a dinâmica eletromecânica do
acionamento.

A referência máxima de velocidade considerada nos ensaios corresponde a 150 rad/s, isto
é, aproximadamente 1432 rpm. No caso do perfil em rampa, a velocidade parte de 20 rad/s, apro-
ximadamente 191 rpm, permanecendo inicialmente em um patamar baixo antes da aceleração até
o valor final. A inclusão do ensaio com degrau foi mantida por se tratar de uma excitação clássica
em sistemas de controle, útil para evidenciar tempo de resposta, sobressinal e amortecimento.
Entretanto, como o objetivo principal da dissertação é o seguimento de referências senoidais em
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operação variável, os resultados subsequentes são discutidos principalmente com base no perfil
contendo degrau inicial seguido de rampa de velocidade.

A Figura 10 apresenta a resposta da velocidade mecânica para uma referência em degrau.
Em ambos os motores observa-se uma evolução praticamente linear da velocidade até a proximi-
dade do valor de regime, com sobressinal desprezível. Esse comportamento é coerente com a
estrutura da malha externa adotada, pois diante de um erro elevado de velocidade, o torque de
referência tende inicialmente à saturação, fazendo com que a aceleração mecânica se aproxime de
um valor quase constante. Como a dinâmica mecânica é descrita por Jω̇m = Te−Bvωm−TL, uma
aceleração aproximadamente constante resulta, de forma direta, em uma rampa quase retilínea
para a velocidade. O caráter quase linear da resposta não deve, portanto, ser interpretado como
limitação do método, mas como consequência natural da combinação entre saturação do torque
de referência e integração mecânica da máquina.

Figura 10 – Resposta da velocidade mecânica a um degrau de referência para os motores 1 e 2.
São apresentadas a velocidade mecânica ωm e sua referência ω∗m.

(a) Motor 1.

(b) Motor 2.

Fonte: Próprio autor.

Ainda na Figura 10, nota-se que o motor 2 exige um intervalo maior para atingir a
referência quando comparado ao motor 1. Essa diferença é fisicamente consistente com os
parâmetros das plantas. Embora o motor 2 disponha de maior torque máximo, ele também
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opera com torque de carga substancialmente maior e, principalmente, com momento de inércia
muito superior. Em uma análise simplificada da fase inicial, a aceleração disponível pode ser
aproximada por (Te,max−TL)/J, o que conduz a um valor significativamente mais alto para o
motor 1. Isso explica por que o motor 1 acelera mais rapidamente, enquanto o motor 2 apresenta
uma resposta mais lenta, porém mais suave. Além disso, o motor 2 possui maior constante de
tempo elétrica, o que contribui para atenuar componentes de alta frequência e torna sua resposta
visualmente menos ruidosa.

A Figura 11 mostra a resposta da velocidade para o perfil composto por um pequeno
degrau inicial e, em seguida, uma rampa até 150 rad/s. Observa-se que ambos os motores
acompanham adequadamente a referência, com pequeno atraso nas transições e sem perda de
estabilidade durante a aceleração. Esse resultado é compatível com a arquitetura adotada, na
qual a malha externa proporcional gera a referência de torque a partir do erro de velocidade,
incorpora uma compensação feedforward do torque de carga e ainda aplica um filtro de primeira
ordem à variável T ∗e . Em consequência, a resposta da velocidade não é idealmente coincidente
com a referência em rampa, pois existe um compromisso deliberado entre rapidez, suavização
da ação de controle e limitação de oscilações de alta frequência. Como não há ação integral na
malha de velocidade, um erro estacionário teórico não nulo é esperado, porém, com a escolha
Kp = 500Bv, esse erro torna-se muito pequeno, o que é coerente com a proximidade observada
entre ωm e ω∗m em regime.

A Figura 12 apresenta as correntes iα e iβ e suas respectivas referências. A escolha do
referencial αβ é particularmente apropriada neste trabalho, pois a síntese da lei de chaveamento
e a formulação do erro dinâmico foram desenvolvidas nesse espaço de estados. Como a transfor-
mada de Clarke preserva a equivalência energética no subespaço trifásico balanceado, o bom
seguimento em αβ implica, sob as hipóteses adotadas, um comportamento trifásico equivalente
em abc. Em outras palavras, não se trata de uma visualização arbitrária, o desempenho mostrado
nesse referencial está diretamente ligado à variável efetivamente utilizada pelo controlador.

Os resultados da Figura 12 são centrais para a dissertação, pois mostram que a lei de
chaveamento é capaz de impor o seguimento de referências senoidais mesmo sem o uso de
moduladores PWM convencionais. As correntes medidas acompanham suas referências com boa
aderência, permanecendo apenas uma ondulação de alta frequência ao redor do sinal desejado,
típica de estratégias de chaveamento direto no estágio de potência. Também se observa que a
frequência das correntes cresce ao longo da simulação, como consequência direta do aumento
da velocidade elétrica do rotor, enquanto a amplitude varia conforme a exigência de torque da
malha externa. Além disso, para uma mesma rotação mecânica, o motor 1 apresenta frequências
de corrente mais elevadas que o motor 2, o que se explica pelo maior número de pares de polos.
Como a velocidade elétrica satisfaz ωe = pωm, o motor 1, com p = 5, opera com frequência
elétrica superior à do motor 2, com p = 3, para o mesmo valor de ωm. O pico no primeiro
ciclo está associado ao transitório inicial de estabelecimento do torque e do ciclo periódico de
corrente. Após essa fase, o sistema converge para um regime de oscilação bem definido, em que
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Figura 11 – Resposta da velocidade mecânica a um perfil de referência composto por degrau
inicial e rampa para os motores 1 e 2. São apresentadas a velocidade mecânica ωm e

sua referência ω∗m.

(a) Motor 1.

(b) Motor 2.

Fonte: Próprio autor.

as correntes permanecem limitadas e próximas de suas referências.
A Figura 13 apresenta o torque eletromagnético e sua referência. O valor médio do torque

acompanha adequadamente T ∗e , confirmando a coerência entre a malha de velocidade, a geração
de correntes de referência e a ação do controlador chaveado. O pico inicial é esperado, pois no
instante de partida o acionamento precisa simultaneamente vencer o torque resistente, acelerar
o rotor e estabelecer o regime periódico das correntes. Em regime, permanece uma ondulação
significativa de torque ao redor do valor médio. Esse comportamento é compatível com a própria
natureza do controle por chaveamento direto, no qual as tensões aplicadas ao estator pertencem a
um conjunto finito de vetores e, por isso, a corrente e o torque não permanecem estritamente
contínuos mesmo quando o seguimento médio é adequado.

Do ponto de vista físico, é importante distinguir o torque eletromagnético instantâneo
do efeito mecânico efetivamente percebido na velocidade do eixo. Pela dinâmica rotacional
da máquina, a inércia do conjunto rotor–carga atua como filtro passa-baixas entre o torque
eletromagnético pulsante e a velocidade mecânica. Assim, parte relevante da ondulação de alta
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Figura 12 – Seguimento das correntes de referência no referencial estacionário αβ para os
motores 1 e 2. São apresentadas as correntes iα e iβ e suas respectivas referências.

(a) Motor 1.

(b) Motor 2.

Fonte: Próprio autor.

frequência observada em Te é absorvida pelo armazenamento de energia cinética e não se traduz
diretamente em ondulação proporcional de velocidade. Essa interpretação é particularmente
importante para o motor 2, no qual os níveis absolutos de torque são mais elevados, mas a
velocidade permanece visualmente mais suave devido à maior inércia. Em aplicações reais, esse
aspecto deve ser considerado em conjunto com a sensibilidade da carga mecânica e o ripple de
torque, vibração torsional e ruído acústico.

A Figura 14 mostra a evolução temporal do modo ativo do inversor. Cada valor inteiro de
σ(t) corresponde a um dos seis vetores ativos de tensão disponíveis no inversor trifásico de dois
níveis. O aspecto preenchido da imagem no intervalo completo de simulação apenas reflete a
alta taxa de atualização do chaveamento e, por isso, a janela ampliada é a visualização realmente
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Figura 13 – Resposta do torque eletromagnético para os motores 1 e 2 sob o perfil de velocidade
composto por degrau inicial e rampa. São apresentados o torque eletromagnético Te

e sua referência T ∗e .

(a) Motor 1.

(b) Motor 2.

Fonte: Próprio autor.

informativa. Nela, observa-se uma alternância rápida entre diferentes modos, com um padrão
aproximadamente periódico, porém não rigidamente regular como em técnicas baseadas em
portadora fixa. Isso ocorre porque o modo ativo não é imposto por uma modulação externa, mas
pela própria lei de chaveamento, que seleciona em cada instante o vetor de tensão mais favorável
à redução da função de Lyapunov candidata.

Esse ponto merece destaque do ponto de vista de eletrônica de potência. Como a lógica
de comutação é do tipo arg max, o chaveamento é orientado pelo erro de rastreamento e pela
geometria das superfícies de decisão, e não por uma sequência previamente programada como em
PWM senoidal ou space vector modulation (SVM). O dwell time introduzido na implementação
limita a frequência máxima de comutação, mas não impõe uma frequência fixa. Com dt = 10−6 s
e base_dwell = 100, o menor intervalo possível entre duas mudanças de modo é de 100 µs, o
que corresponde a um teto de aproximadamente 10 kHz. Contudo, se o critério de chaveamento
indicar a permanência no mesmo modo, nenhuma nova comutação física ocorre, de modo que a
frequência efetiva de chaveamento é variável e inferior a esse limite. Essa característica tende a
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Figura 14 – Evolução temporal do modo ativo do inversor para os motores 1 e 2 sob o perfil de
velocidade composto por degrau inicial e rampa. À direita, apresenta-se uma

ampliação da sequência de comutação.

(a) Motor 1.

(b) Motor 2.

Fonte: Próprio autor.

produzir distribuição não uniforme do número de comutações entre os semicondutores, o que
pode levar a assimetrias de perdas entre braços do inversor, aspecto relevante para o projeto.

A Figura 15 apresenta a trajetória das correntes no plano de estados (iα , iβ ). Após partir
da origem, a trajetória exibe um transitório inicial mais pronunciado, seguido da convergência
para um ciclo limite aproximadamente circular. Esse resultado é exatamente o comportamento
esperado quando o objetivo de controle não é estabilizar um ponto de equilíbrio constante, mas
seguir uma referência senoidal periódica. Nesse caso, o atrator em malha fechada deixa de ser um
ponto e passa a ser uma órbita fechada. O raio desse ciclo limite está diretamente relacionado à
amplitude da corrente requerida para produzir o torque desejado. Isso também explica a diferença
entre os motores, pois apesar de o motor 2 operar com torque muito superior, sua constante
de torque também é muito maior, de modo que a corrente necessária em regime não cresce
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na mesma proporção. Já o motor 1, com menor constante de torque, exige uma amplitude de
corrente relativamente mais alta, o que se reflete em uma órbita de maior raio no plano αβ . Além
disso, o ponto final exibido em cada trajetória corresponde ao estado do sistema no instante final
da simulação, em t = 2s.

Figura 15 – Trajetória das correntes no plano (iα , iβ ) para os motores 1 e 2 durante o
seguimento senoidal em regime transitório e permanente.

Trajetória

Início

Final

(a) Motor 1.

Trajetória

Início

Final

(b) Motor 2.

Fonte: Próprio autor.

A forma aproximadamente circular da trajetória na Figura 15 também possui interpreta-
ção física relevante. Como as referências de corrente são senoidais, ortogonais e com mesma
amplitude em α e β , a trajetória ideal no plano é um círculo. Uma elipse surgiria caso houvesse
desequilíbrio entre as amplitudes das componentes, erro sistemático de fase, assimetria de parâ-
metros, saturações diferentes entre eixos ou perturbações trifásicas que rompessem a simetria
assumida pela modelagem (Gubarevych et al., 2023). O fato de as trajetórias permanecerem
próximas de circunferências reforça que o seguimento senoidal foi preservado de forma coerente
com a formulação do problema.

Por fim, a Figura 16 apresenta a trajetória do erro de corrente sobreposta às regiões de
decisão da lei de chaveamento. Trata-se de um resultado especialmente elucidativo, porque
mostra geometricamente como o controlador opera. Como a lei de chaveamento é definida
pela maximização de funções auxiliares associadas aos modos do inversor, o espaço do erro
é particionado em regiões nas quais um determinado modo tende a ser o mais favorável. A
trajetória parte de um erro inicial mais elevado, atravessa regiões distintas durante o transitório e,
depois, passa a circundar a vizinhança da origem, o que é compatível com a operação em torno
de erro pequeno durante o seguimento da referência senoidal.

As fronteiras observadas na Figura 16 possuem caráter aproximadamente radial, conver-
gindo para a origem, o que é coerente com uma lei de chaveamento dependente do erro. Quando
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Figura 16 – Trajetória do erro no plano (eiα ,eiβ ) e regiões de operação associadas à lei de
chaveamento para os motores 1 e 2.

(a) Motor 1. (b) Motor 2.

Fonte: Próprio autor.

a trajetória do erro cruza uma dessas fronteiras, a dinâmica instantânea aplicada ao sistema é
alterada pelo acionamento de outro vetor de tensão. Em uma formulação ideal, a permanência
exata sobre a fronteira caracterizaria um modo deslizante. Na implementação prática, contudo, a
presença de dwell time e histerese evita comutações infinitamente rápidas, fazendo com que a
trajetória permaneça em torno das fronteiras sem aderência idealizada. Também é relevante notar
que a partição do espaço do erro não é igual para os dois motores. No motor 2, as regiões são
visualmente mais uniformes, enquanto no motor 1 algumas regiões aparecem mais estreitas. Isso
decorre do fato de que as superfícies de decisão dependem das matrizes sintetizadas para a planta
e dos vetores de entrada do inversor normalizados. Como os parâmetros elétricos, mecânicos e
de atuação diferem entre os motores, a geometria resultante da lei de chaveamento também se
altera. Em termos práticos, regiões menores significam que aquele modo tende a ser ativado em
uma faixa mais restrita do espaço de erro.

Em síntese, os resultados mostram que a estratégia proposta foi capaz de estabilizar
o acionamento e garantir bom seguimento das referências senoidais de corrente para duas
plantas com características distintas. As respostas de velocidade apresentaram baixo sobressinal
e pequeno erro de regime, as correntes acompanharam satisfatoriamente suas referências em αβ ,
o torque eletromagnético manteve valor médio compatível com a demanda mecânica e a lei de
chaveamento operou de forma coerente com a formulação em LMIs. Esses resultados indicam
que o controle chaveado com critério H∞ é adequado ao acionamento de motores BLAC com
seguimento de referências senoidais.
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5.3 AVALIAÇÃO DE ROBUSTEZ

Esta seção apresenta uma avaliação complementar da robustez do controle proposto,
considerando apenas o motor 1 e uma referência de velocidade constante de 150 rad/s. São
analisados dois cenários: uma variação abrupta do torque de carga e uma redução da constante
de força contraeletromotriz Ke, adotada como modelo de desmagnetização parcial dos ímãs
permanentes.

No caso da variação de carga, a malha externa utiliza compensação feedforward do
torque resistente, de modo que o ensaio representa uma mudança de condição operacional com
carga conhecida ou estimada. Já no caso da variação de Ke, essa incerteza não foi incluída
explicitamente no politopo da síntese LMI. Assim, os resultados devem ser interpretados como
evidência de robustez prática a uma variação paramétrica moderada, e não como garantia formal
de robustez em relação a Ke.

5.3.1 Variação do torque de carga

Em aplicações reais, o torque resistente aplicado ao eixo pode variar significativamente
conforme a natureza da carga mecânica. Dependendo do processo acionado, essa carga pode
apresentar comportamento aproximadamente constante, linear, parabólico, hiperbólico ou pul-
sante. Para avaliar a sensibilidade do sistema proposto a esse tipo de variação, aplicou-se um
degrau positivo de 20% no torque de carga TL no instante t = 1 s, mantendo-se constante a
referência de velocidade em 150 rad/s. A Figura 17 apresenta a resposta da velocidade mecânica,
das correntes no referencial αβ e do torque eletromagnético para esse cenário.

A resposta da velocidade, mostrada na Figura 17(a), indica que o efeito do aumento de
carga sobre a variável mecânica é pequeno. A rotação permanece muito próxima da referência
mesmo após a aplicação do degrau, com apenas uma leve alteração em seu valor médio. Esse
comportamento é coerente com a arquitetura de controle adotada. Como a malha externa utiliza
um termo feedforward associado ao torque de carga e uma ação proporcional sobre o erro de
velocidade, a maior parte da variação de carga é compensada diretamente, cabendo ao termo
proporcional apenas corrigir o desvio residual. Além disso, o filtro de primeira ordem aplicado à
referência de torque evita mudanças abruptas na ação de controle. Em consequência, a regulação
de velocidade permanece eficaz. Ainda assim, como a malha externa é puramente proporcional,
não há imposição teórica de erro nulo em regime para perturbações ou incertezas persistentes.
Assim, a pequena mudança observada após t = 1 s é compatível com a ausência de ação integral.

A Figura 17(b) mostra que a frequência das correntes permanece praticamente inalterada
após a variação de carga, o que é esperado, já que a velocidade mecânica e, portanto, a velocidade
elétrica do rotor sofrem apenas pequena perturbação. Em contrapartida, observa-se aumento
claro da amplitude das correntes após o degrau de torque. Esse resultado tem interpretação
física direta. Como a máquina precisa produzir maior torque eletromagnético para equilibrar
a nova carga mecânica, a malha externa eleva a referência de torque e, consequentemente, a



92

Figura 17 – Resposta do motor 1 a um degrau positivo de 20% no torque de carga aplicado em
t = 1 s, com referência de velocidade constante.

(a) Velocidade mecânica ωm e sua referência ω∗m.

(b) Correntes iα e iβ e suas respectivas referências.

(c) Torque eletromagnético Te e sua referência T ∗e .

Fonte: Próprio autor.

amplitude da corrente de eixo de quadratura equivalente. No referencial estacionário αβ , essa
exigência aparece como aumento da amplitude das correntes senoidais de referência e das
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correntes efetivamente rastreadas. Assim, o controlador preserva a regulação de velocidade
deslocando o ponto de operação elétrico do sistema para um novo nível de corrente compatível
com a maior demanda mecânica.

A resposta do torque eletromagnético, apresentada na Figura 17(c), confirma essa in-
terpretação. O valor médio de Te aumenta no instante da variação de carga e se estabelece em
um novo patamar coerente com o acréscimo de 20% em TL. Como o torque nominal de carga
do motor 1 é 5 Nm, o novo valor esperado é próximo de 6 Nm, o que está de acordo com
o comportamento observado. Também se nota uma mudança no padrão da ondulação de alta
frequência após o degrau. Isso decorre do fato de que o aumento da amplitude de corrente
modifica a trajetória do erro e, por consequência, altera a sequência de modos selecionados pela
lei de chaveamento. Em um controlador por chaveamento direto, a ondulação instantânea de
torque depende não apenas da carga, mas também do ponto de operação elétrico e da distribuição
temporal dos vetores de tensão aplicados pelo inversor. Mesmo assim, o valor médio do torque
acompanha adequadamente a nova exigência da carga, mostrando que o sistema permanece
estável e funcional após a perturbação.

Em síntese, os resultados indicam que o controlador mantém a regulação da velocidade
com boa qualidade diante de um aumento abrupto do torque resistente, ao custo de um aumento
esperado da amplitude de corrente e do torque eletromagnético médio. Para o ensaio considerado,
a dinâmica mostra que a estratégia proposta é capaz de se readaptar rapidamente a uma nova
condição de carga sem perda de estabilidade ou degradação significativa da variável mecânica
principal.

5.3.2 Variação paramétrica da planta

A constante Ke representa, no modelo adotado, a constante de FCEM da máquina e
está diretamente associada ao fluxo magnético produzido pelos ímãs permanentes. No contexto
de motores síncronos de ímãs permanentes, uma redução de Ke equivale, do ponto de vista
eletromagnético, a uma redução do fluxo do ímã. Assim, a diminuição desse parâmetro pode
ser usada como modelo simplificado de desmagnetização parcial. Esse fenômeno pode estar
associado, por exemplo, a elevação excessiva de temperatura, envelhecimento do material
magnético ou exposição do rotor a campos desmagnetizantes suficientemente intensos, como
pode ocorrer em condições severas de operação (Faiz; Mazaheri-Tehrani, 2017).

Nesta subseção, considera-se uma redução gradual de Ke até 0,8 pu, conforme o perfil
mostrado na Figura 18. O parâmetro permanece nominal até t = 0,3 s, decresce linearmente até
t = 0,7 s e, a partir desse instante, mantém-se constante em 80% do valor nominal. Essa variação
paramétrica não foi explicitamente incorporada ao problema de síntese por meio de um politopo
em Ke. Portanto, o objetivo aqui é verificar se o controlador conserva desempenho satisfatório
mesmo na presença dessa alteração não modelada na etapa de projeto.

A resposta da velocidade mecânica na Figura 19(a) mostra que o sistema preserva a
regulação mesmo com a redução progressiva de Ke, embora se observe uma pequena queda na
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Figura 18 – Perfil temporal da constante de FCEM normalizada Ke utilizado para simular
desmagnetização parcial dos ímãs permanentes no motor 1.

Fonte: Próprio autor.

velocidade média após o início da perda de fluxo. Esse comportamento é fisicamente consistente.
Como Ke diminui, também diminui a capacidade da máquina de converter corrente em torque para
uma mesma condição elétrica, já que, no modelo empregado, Kt =

3
2 pKe. Em consequência, para

manter o mesmo torque de carga, o acionamento passa a exigir maior corrente. A malha externa
reage a essa perda de capacidade eletromagnética por meio do aumento do erro de velocidade
e, portanto, da elevação da referência de torque. No entanto, como a ação de velocidade é
proporcional, a geração desse torque adicional depende da existência de um erro residual, o que
explica a pequena redução de velocidade observada em regime.

A Figura 19(b) evidencia de forma clara o principal efeito elétrico da redução de Ke. À
medida que o parâmetro diminui, a amplitude das correntes aumenta progressivamente, enquanto
a frequência permanece aproximadamente constante associada à velocidade do rotor. Esse
resultado faz sentido físico, visto que, em máquinas síncronas de ímãs permanentes, a redução
do fluxo do rotor implica menor torque por ampère. Em termos simplificados, se Te ≈ Kt iq e Kt

diminui junto com Ke, então a corrente de quadratura necessária para produzir um mesmo torque
deve aumentar. No referencial αβ , isso aparece como ampliação do raio da trajetória de corrente
e, no domínio do tempo, como aumento da amplitude das componentes iα e iβ . Portanto, a
elevação da corrente observada não é um efeito anômalo do controlador, mas a resposta esperada
de um acionamento que tenta manter a capacidade de produção de torque diante de uma redução
do fluxo magnético disponível.

A Figura 19(c) complementa essa interpretação. Observa-se que a referência de torque
T ∗e cresce gradualmente durante a redução de Ke, enquanto o torque eletromagnético efetivo
permanece com valor médio aproximadamente constante e compatível com o torque resistente
aplicado ao eixo. Isso também é coerente com a estrutura do controle. Como a redução de Ke

provoca uma tendência de queda na velocidade, o erro ω∗m−ωm torna-se positivo, levando a
malha proporcional externa a aumentar T ∗e . Além disso, como a geração da corrente de referência
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Figura 19 – Resposta do motor 1 sob redução progressiva da constante de FCEM, utilizada para
representar desmagnetização parcial dos ímãs permanentes.

(a) Velocidade mecânica ωm e sua referência ω∗m.

(b) Correntes iα e iβ e suas respectivas referências.

(c) Torque eletromagnético Te e sua referência T ∗e .

Fonte: Próprio autor.

foi parametrizada com base no valor nominal de Kt , a diminuição efetiva da constante de torque
torna a corrente inicialmente comandada insuficiente para reproduzir, na máquina degradada, o
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mesmo torque que seria obtido na condição nominal. Assim, o sistema precisa elevar a referência
de torque até atingir um novo equilíbrio. O fato de o valor médio do torque eletromagnético real
se manter próximo ao torque de carga mostra que o aumento de corrente consegue compensar,
ao menos parcialmente, a perda de fluxo dos ímãs.

Sob a ótica de robustez, esse resultado é relevante. Embora a incerteza em Ke não tenha
sido incluída formalmente na síntese LMI, o sistema permanece estável e continua operando
com seguimento aceitável da velocidade e das correntes, mesmo após uma redução de 20% na
constante de FCEM. Em contrapartida, essa robustez vem acompanhada de um custo físico claro,
que é o aumento da corrente exigida para sustentar o mesmo torque. Em uma aplicação real,
isso significaria maiores perdas Joule, maior solicitação térmica do estator e possível redução
da margem operacional do inversor e da máquina. Portanto, o ensaio mostra que o controlador
proposto possui tolerância prática a uma desmagnetização moderada, mas também evidencia que
a degradação magnética afeta diretamente a eficiência eletromecânica do acionamento.

Assim, os resultados mostram que o controle permanece operante sob redução de Ke,
mesmo sem essa variação ter sido incorporada à síntese LMI. Isso indica uma robustez prática
da estratégia proposta frente a uma degradação moderada do fluxo magnético da máquina. Cabe
observar, contudo, que variações paramétricas desse tipo podem ser incorporadas formalmente
ao projeto por meio de uma modelagem politópica adicional. Em contrapartida, essa extensão
tende a aumentar o conservadorismo da formulação e o número de restrições do problema, o que
pode dificultar ou até inviabilizar a obtenção de solução numérica pelo solver.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Esta dissertação abordou o problema de controle do acionamento inversor–motor BLAC
no contexto de sistemas chaveados, com foco no seguimento de referências senoidais e na
incorporação de robustez por meio de um critério H∞. A proposta central consistiu no desen-
volvimento de uma lei de chaveamento do tipo arg max, sintetizada via LMIs, preservando na
formulação a estrutura física chaveada do inversor e evitando o uso de modelos médios.

Os objetivos estabelecidos na introdução foram atingidos. Foram estudados os funda-
mentos de sistemas chaveados, LMIs e controle robusto necessários à formulação do problema.
A partir disso, foi construída a modelagem do sistema inversor–motor BLAC em coordenadas
αβ , bem como a dinâmica do erro de rastreamento para referências senoidais. Com base nesse
modelo, foi desenvolvido o projeto da lei de chaveamento, principal resultado desta dissertação.

A lei proposta resulta de uma construção sistemática baseada em uma função de Lyapunov
definida como o máximo de funções auxiliares associadas aos modos do inversor. A incorporação
do termo afim ligado à dinâmica periódica, juntamente com o uso do Procedimento–S e do lema
de Finsler, permitiu converter as condições de estabilidade e desempenho em LMIs. A solução
desse problema fornece diretamente as matrizes que definem a lei de chaveamento, estabelecendo
uma regra de comutação dependente do estado, capaz de selecionar, a cada instante, o modo
mais favorável à redução da energia do erro. Essa construção evidencia o mérito da abordagem,
ao conectar de forma direta a teoria de sistemas chaveados à implementação física do inversor.

Outro aspecto relevante da solução proposta está na arquitetura de controle adotada. A
malha interna é determinada pela lei de chaveamento sintetizada, enquanto a malha externa de
velocidade combina um termo proporcional, compensação do torque de carga e filtragem de
primeira ordem. Do ponto de vista de sintonia, a estrutura permanece simples, pois o principal
parâmetro de ajuste é o ganho proporcional associado à dinâmica mecânica, para o qual foi indi-
cada uma faixa de valores em função do coeficiente de atrito viscoso. Além disso, a arquitetura
pode acomodar outras estratégias na malha externa, como controladores PI, sem alterar a lei de
chaveamento projetada.

Os resultados mostraram que a estratégia proposta foi capaz de manter estabilidade em
malha fechada e promover seguimento satisfatório das referências consideradas. As respostas de
velocidade apresentaram bom acompanhamento para perfis em degrau e em rampa, enquanto as
correntes no referencial αβ exibiram comportamento senoidal coerente com a formulação teórica.
A resposta do torque eletromagnético acompanhou adequadamente a ação da malha externa,
com ondulações compatíveis com a operação por chaveamento direto. Destaca-se também que
a validação foi conduzida com diferentes motores, com parâmetros eletromecânicos distintos,
o que evidencia a capacidade da metodologia de operar sobre diferentes plantas mantendo a
mesma estrutura de controle.

No que diz respeito à robustez, o uso do critério H∞ mostrou-se adequado, pois permitiu
tratar explicitamente a influência de termos exógenos periódicos associados à dinâmica do rotor
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como perturbações estruturadas no problema de síntese. Com isso, a lei de chaveamento foi
projetada não apenas para garantir estabilidade, mas também para limitar o efeito desses termos
sobre a dinâmica do erro. Os ensaios de simulação confirmaram essa característica, evidenciando
capacidade de readaptação frente a variações de torque de carga e manutenção da operação
mesmo sob variações paramétricas não modeladas, como a redução de Ke. Nesse caso, a robustez
se manifesta na preservação do funcionamento e do seguimento, ainda que acompanhada por
maior esforço de corrente.

Algumas características da abordagem adotada merecem destaque quanto à implementa-
ção. A frequência de chaveamento é variável, refletindo a lógica da lei de comutação baseada em
Lyapunov, e foi controlada por mecanismos como tempo mínimo de permanência e histerese.
Além disso, a validação foi conduzida em ambiente de simulação, considerando um modelo
contínuo do sistema inversor–motor. Tais aspectos não constituem limitações do método, mas
particularidades da formulação adotada, que preserva a natureza chaveada do problema e abre
espaço para investigações futuras em ambiente experimental.

Como continuidade natural deste trabalho, destacam-se a validação experimental da estra-
tégia em bancada e a incorporação explícita de incertezas paramétricas na síntese, por exemplo
por meio de extensões politópicas envolvendo parâmetros como Ke, resistência e indutância.
Também é relevante investigar o compromisso entre desempenho dinâmico e frequência de
chaveamento, bem como comparar de forma sistemática a abordagem proposta com estratégias
clássicas de acionamento, como controle vetorial, DTC e controle preditivo. Adicionalmente,
pode-se explorar a inclusão de outros critérios de robustez na formulação LMI, ampliando a
capacidade do método de lidar com incertezas estruturadas e variações operacionais mais amplas,
além de investigar a incorporação formal de restrições de dwell time nas condições LMI para
conectar a garantia teórica de estabilidade aos limites práticos de frequência de chaveamento.

De forma geral, os desenvolvimentos apresentados indicam que a lei de chaveamento
proposta constitui uma alternativa tecnicamente consistente para o controle de acionamentos
BLAC. Ao explorar diretamente a natureza chaveada do inversor e integrar, de forma coerente,
estabilidade, desempenho e robustez em uma única formulação, o trabalho contribui para o
avanço das abordagens baseadas em sistemas chaveados aplicadas a acionamentos elétricos. Em
particular, ajuda a suprir a lacuna identificada na literatura quanto ao uso de estratégias do tipo
arg max no controle de acionamentos inversor–motor BLAC com seguimento de referências
senoidais e incorporação explícita de um critério H∞.
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