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“E uma coisa perigosa, sair pela porta. Vocé pisa
na estrada, e se ndo controlar seus pés, ndo ha
como saber para onde pode ser levado.”

(J. R. R. Tolkien)



RESUMO

Esta dissertacdo propde uma estratégia de controle chaveado com critério .72 para o acionamento
de um motor BLAC alimentado por inversor trifasico, com foco no seguimento de referéncias
senoidais. O trabalho parte da modelagem do conjunto inversor—-motor em coordenadas a3 e da
formulacdo da dindmica do erro de rastreamento, preservando explicitamente a natureza chaveada
do conversor e evitando o uso de modelos médios. Com base nesse modelo, desenvolve-se uma
lei de chaveamento do tipo arg max sintetizada por desigualdades matriciais lineares, construida
a partir de uma funcao de Lyapunov definida como o méximo de func¢des auxiliares associadas
aos modos do inversor. A formulacio incorpora o critério 7%, para atenuagdo da influéncia
de termos exdgenos periddicos sobre a dindmica do erro, empregando o Procedimento—S, o
lema de Finsler e uma representacdo politdpica das condi¢des de operacdo. A arquitetura de
controle adotada combina uma malha interna de corrente, governada pela lei de chaveamento
projetada, e uma malha externa de velocidade responsédvel pela geracao das referéncias senoidais.
Os resultados de simulagdo mostram que a estratégia proposta mantém estabilidade em malha
fechada, promove seguimento satisfatorio das referéncias de velocidade, corrente e torque e
apresenta comportamento consistente para diferentes plantas de motor. Nos ensaios de robustez,
o sistema permaneceu operante diante de degrau de torque de carga e de reducdo de 20%
na constante de forca contraeletromotriz, preservando a estabilidade e a funcionalidade do
acionamento mesmo sob essas condi¢des ndo nominais. Conclui-se que a abordagem proposta
constitui uma alternativa tecnicamente consistente para o controle de acionamentos BLAC,
contribuindo para o uso de leis de chaveamento do tipo arg max com desempenho robusto em

sistemas inversor—motor.

Palavras-chave: Controle chaveado. Controle H—infinito. Motor BLAC. Inversor trifasico.

Seguimento senoidal.



ABSTRACT

This dissertation proposes a switched control strategy with an J#, criterion for the drive of a
BLAC motor fed by a three-phase inverter, focusing on sinusoidal reference tracking. The work
starts from the a8 modeling of the inverter—motor set and from the formulation of the tracking
error dynamics, explicitly preserving the switched nature of the converter and avoiding the use
of averaged models. Based on this model, an arg max switching law synthesized through linear
matrix inequalities is developed from a Lyapunov function defined as the maximum of auxiliary
functions associated with the inverter modes. The formulation incorporates the .72, criterion
to attenuate the influence of periodic exogenous terms on the error dynamics, employing the
S—procedure, Finsler’s lemma, and a polytopic representation of the operating conditions. The
adopted control architecture combines an inner current loop governed by the designed switching
law and an outer speed loop responsible for generating the sinusoidal references. Simulation
results show that the proposed strategy maintains closed-loop stability, provides satisfactory
tracking of speed, current, and torque references, and exhibits consistent behavior for different
motor plants. In the robustness tests, the system remained operative under a load torque step
and a 20% reduction in the back-EMF constant, preserving the stability and functionality of the
drive under these non-nominal operating conditions. It is concluded that the proposed approach
constitutes a technically consistent alternative for the control of BLAC drives, contributing to the

use of arg max switching laws with robust performance in inverter—-motor systems.

Keywords: Switched control. H-infinity control. BLAC motor. Three-phase inverter. Sinusoidal
tracking.
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1 INTRODUCAO

Os acionamentos elétricos baseados em maquinas sincronas de imas permanentes tém as-
sumido papel de destaque em aplica¢des que exigem elevada densidade de torque, boa eficiéncia
energética e resposta dinamica rdpida. Essas caracteristicas explicam a presenca crescente dessas
maquinas em sistemas de tra¢ao, robdtica e outras aplicagdes de alto desempenho. Ao mesmo
tempo, a obtencao de alto desempenho dindmico nao € um problema trivial, pois a dindmica
da maquina € ndo linear e sensivel a incertezas paramétricas, variagdes de carga e perturbacdes
externas (Ullah; Guzinski; Mirza, 2022).

Nos acionamentos por inversor de frequéncia, o problema de controle ndo envolve apenas
a dindmica eletromecanica do motor, mas também a selecdo do modo de comutac@o do conversor
em cada instante. Na prética, isso significa que o sistema evolui sob diferentes dinamicas
associadas aos estados admissiveis das chaves semicondutoras. Sob essa perspectiva, 0 conjunto
inversor—maquina pode ser interpretado de forma natural no contexto de sistemas chaveados,
isto €, sistemas compostos por varios subsistemas e por uma regra responsavel por selecionar o
modo ativo ao longo do tempo (Liberzon, 2003).

Essa formulagdo € particularmente importante em eletronica de poténcia, onde sistemas
chaveados afins aparecem com frequéncia em modelos de conversores € acionamentos elétricos
(Deaecto; Geromel, 2017). A presenca do termo afim torna o problema de controle mais delicado
do que no caso puramente linear, pois o objetivo deixa de ser, em geral, a estabiliza¢do da origem
e passa a envolver a determinacdo de pontos atratores compativeis com os equilibrios alcancaveis
do sistema (Costanzo, 2022). Em muitos casos, o equilibrio de interesse niao coincide com o
equilibrio de nenhum subsistema isolado, o que ajuda a explicar por que a estabilizacdo costuma
estar associada a frequéncias elevadas de chaveamento e a ocorréncia de modos deslizantes.
Do ponto de vista prético, esse aspecto € relevante porque comutagdo excessiva implica perdas
adicionais e pode tornar a implementacdo menos atrativa (Deaecto; Geromel, 2017).

No caso especifico de maquinas sincronas acionadas por inversor trifdsico, resultados
recentes mostram que o problema de controle pode ser tratado diretamente no ambito de sistemas
chaveados, sem depender necessariamente de estruturas cldssicas baseadas em referenciais
auxiliares. Nessa linha, ja foram propostas formulagdes baseadas em func¢des de Lyapunov nédo
quadraticas e leis de chaveamento dependentes do estado para regular a dindmica da maquina a
partir de seu modelo original (Egidio et al., 2019). Posteriormente, esse enfoque foi estendido
para problemas de seguimento de trajetéria, com condi¢des de projeto formuladas em termos
de desigualdades matriciais lineares (LMlIs, do ingl€s Linear Matrix Inequalities) para garantir
rastreamento assintético com custo garantido (Egidio et al., 2022). Em um contexto mais amplo,
também ja se mostrou que aplica¢cdes em engenharia elétrica, incluindo maquinas sincronas,
conduzem naturalmente a problemas de rastreamento em sistemas chaveados com dindmica
periddica em fun¢do da posi¢cao angular, o que amplia a complexidade do projeto de controle
(Costanzo, 2022).
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Apesar desses avancos, a literatura mais préxima das aplicagdes em eletronica de poténcia
e conversores tem se concentrado predominantemente em estratégias de chaveamento do tipo arg
min, especialmente em problemas nos quais se busca explorar de forma explicita a natureza nao
linear e variante no tempo dos sistemas chaveados. Nesses trabalhos, aparecem com destaque
aspectos praticos como a variacao da frequéncia de comutagdo com o ponto de operacao e a
necessidade de robustez frente a mudancas de equilibrio (Silva; Deaecto; Barros, 2022). Por outro
lado, formulagdes do tipo arg max ja foram desenvolvidas para sistemas chaveados afins em um
contexto mais geral, com leis de chaveamento obtidas a partir de fungdes auxiliares e condi¢des
de sintese expressas por LMIs (Trofino et al., 2009). Ainda assim, sua exploracao no problema
especifico do acionamento de motor sincrono de corrente alternada sem escovas (BLAC, do
inglés Brushless Alternating Current) por inversor trifdsico, com seguimento de referéncias
senoidais e incorporagdo explicita de desempenho robusto, permanece menos consolidada na
literatura. E nesse recorte que se insere a presente dissertacao.

A incorporagdo de um critério 77, € pertinente nesse contexto porque a robustez frente a
perturbagdes e incertezas permanece como uma exigéncia central no controle de motor sincrono
e de acionamentos correlatos (Tahami et al., 2024). A literatura mostra que técnicas .72, vém
sendo empregadas justamente para limitar a influéncia de distirbios sobre o desempenho do
sistema e melhorar a robustez da malha de controle. Ainda assim, grande parte dessas abordagens
permanece vinculada a arquiteturas convencionais, em especial as estruturas em cascata associa-
das ao controle vetorial (Ullah; Guzinski; Mirza, 2022). Isso abre espaco para investigar uma
formulacdo alternativa na qual a prépria comutagdo do inversor seja utilizada como mecanismo
de controle, articulada com uma sintese via LMIs e com uma medida explicita de atenuacdo de
distirbios.

Diante desse cendrio, esta dissertacao insere-se na interface entre sistemas chaveados,
controle robusto e acionamentos elétricos, tendo como foco o projeto de uma lei de chaveamento
com critério 7% aplicada ao acionamento de motor BLAC para seguimento de referéncias
senoidais. A proposta busca explorar diretamente a natureza chaveada do inversor, evitando
o tratamento por modelo médio e preservando, no problema de sintese, a estrutura fisica que
efetivamente governa o acionamento. Com isso, pretende-se avancar na andlise e no projeto de
uma estratégia capaz de combinar estabilidade, desempenho de rastreamento e robustez de forma

coerente com as limitacdes préticas do sistema.

1.1 OBIJETIVOS

O objetivo geral desta dissertacdo € desenvolver uma lei de chaveamento com critério
%, sintetizada por meio de desigualdades matriciais lineares, para o acionamento de um motor
BLAC alimentado por inversor trifasico, visando o seguimento de referéncias senoidais com
estabilidade e robustez frente a perturbacoes.

Como objetivos especificos, busca-se estudar os fundamentos tedricos de sistemas chave-
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ados e do controle robusto aplicados ao problema considerado, modelar o sistema inversor—motor
BLAC em uma forma adequada a sintese do controlador, formular a dindmica do erro de rastrea-
mento para referéncias senoidais, derivar condi¢des de sintese em termos de LMIs para uma lei
de chaveamento do tipo arg max, estruturar a arquitetura de controle correspondente e validar a

estratégia proposta por meio de simulacdes, com anélise de desempenho e robustez.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO
A organizacao dos capitulos desta dissertacao € apresentada a seguir:

* Capitulo 2: apresenta os fundamentos de controle chaveado utilizados no trabalho. Ini-
cialmente, sdo discutidas as desigualdades matriciais lineares e artificios matematicos
importantes para sua aplicacdo. Em seguida, sdo abordadas a modelagem de sistemas
chaveados, a andlise de estabilidade, as leis de chaveamento e a formulagao de critérios

de desempenho, com destaque para custo garantido e controle .77%.

* Capitulo 3: apresenta os fundamentos relacionados aos motores elétricos necessarios ao
desenvolvimento da dissertacdo. Sdo discutidos o motor sincrono, seu acionamento e
as principais estratégias de controle. Ao final, € desenvolvida a modelagem do sistema
inversor—-motor BLAC, incluindo o equacionamento elétrico, o equacionamento mecanico

e sua representacdo em espaco de estados.

* Capitulo 4: desenvolve o projeto da lei de chaveamento proposta. Sdo apresentados a
caracterizagao do sistema, o modelo do sinal de referéncia e a formulacao da dinamica
do erro. Na sequéncia, sdo estabelecidos a funcdo candidata de Lyapunov, a lei de
chaveamento, as condi¢des de positividade e decrescimento, o relaxamento empregado
e a incorporagdo do critério 7%, culminando na formulacio final do problema e na

arquitetura de controle adotada.

* Capitulo 5: apresenta os resultados e discussdes. Inicialmente, sdo descritos os parametros
do sistema e o procedimento computacional de sintese e simulagdo. Em seguida, sdao
analisados os resultados de desempenho do controlador proposto e sua robustez frente a

variagdes de torque de carga e de parametros da planta.

» Capitulo 6: apresenta as consideracoes finais da dissertac@o, destacando as principais

contribui¢des do trabalho, suas limita¢des e possiveis direcdes para trabalhos futuros.
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2 CONTROLE CHAVEADO

A teoria de controle moderno fundamenta-se na utilizacdo de modelos matematicos
capazes de descrever, de forma adequada, o comportamento dindmico de sistemas fisicos,
permitindo a andlise de estabilidade e o projeto de controladores com requisitos de desempenho.
Historicamente, grande parte dessa teoria foi desenvolvida no contexto de sistemas lineares
invariantes no tempo (LIT), nos quais as leis de controle sdo continuas e diferencidveis, e
as ferramentas analiticas apresentam elevada maturidade. No entanto, diversas aplicacoes de
interesse pratico, como eletronica de poténcia, robética e sistemas automotivos, ndao se enquadram
estritamente nesse formato, uma vez que seu comportamento dindmico € caracterizado pela
alternancia entre diferentes regimes de operacdo, acionados por eventos discretos. Sistemas dessa
natureza, nos quais coexistem dindmicas continuas € mecanismos de comutacdo, sdo usualmente
denominados sistemas chaveados (Liberzon, 2003).

Os sistemas chaveados constituem uma classe particular de sistemas hibridos, nos quais
fendmenos continuos e discretos interagem de maneira estruturada. Nesse cendrio, o controle
chaveado surge como uma abordagem apropriada para tratar modelos cuja estabilidade e de-
sempenho dependem diretamente da sequéncia e das condi¢des de comutacdo entre modos
dinamicos distintos. Cada modo € descrito por um conjunto préprio de equagdes diferenciais,
enquanto a lei de chaveamento define, a cada instante, qual subsistema governa a evolugao dos
estados. Portanto, o desafio central do projeto de controle consiste em estabelecer regras de
comutagdo que garantam estabilidade global e desempenho satisfatério, mesmo na presenca de
descontinuidades nas trajetdrias do sistema (Liberzon, 2003).

Do ponto de vista pratico, o controle chaveado abrange desde estratégias simples, base-
adas em decisdes discretas do tipo liga—desliga, até formulacdes mais elaboradas aplicadas a
sistemas lineares por partes. Nestes casos, recorre-se ao uso de multiplas funcdes de Lyapunov
e a imposic¢ao de condi¢des convexas formuladas por meio de desigualdades matriciais linea-
res (Johansson, 2002). A incorporacdo dessas ferramentas possibilitou o desenvolvimento de
procedimentos sistemdticos de sintese de leis de chaveamento que asseguram estabilidade e
desempenho, explorando a convexidade do dominio de projeto e os recursos computacionais
associados a resolu¢do de LMIs.

Além de seu interesse tedrico, o controle chaveado apresenta relevancia em aplicacoes
industriais, em especial nos sistemas de conversdo de energia elétrica, como inversores € conver-
sores CC—CC. Nesses sistemas, dispositivos semicondutores operam alternando entre estados
condutivos e bloqueados, o que impde uma dinadmica intrinsecamente hibrida. A andlise e o
projeto de tais sistemas apoiam-se nos principios cldssicos da teoria de controle (Ogata, 2010),
estendidos de forma consistente para acomodar os efeitos da comutacdo. Nesse contexto, a
formulagdo chaveada surge como um desdobramento natural da teoria, e sua analise por meio
de fungdes de Lyapunov e condi¢cdes LMI fornece um arcabouco rigoroso para a garantia de

estabilidade e demais requisitos (Liberzon, 2003).
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Este capitulo apresenta os fundamentos tedéricos que dao suporte a formulagdo e a
analise de controladores chaveados adotada neste trabalho. Inicialmente, sdo discutidas as LMISs,
enfatizando seu papel como ferramenta de representacdo convexa de restricdes de estabilidade e
desempenho, bem como os principais artificios mateméticos associados a sua utilizacdo. Em
seguida, desenvolve-se a modelagem de sistemas chaveados, contemplando sistemas lineares e
afins, a ocorréncia de modos deslizantes e a caracterizacao de equilibrios possiveis. Na sequéncia,
sdo apresentados critérios de estabilidade aplicdveis a sistemas com multiplos modos, juntamente
com as condi¢des que asseguram a convergéncia do estado sob comutagdo. Posteriormente,
aborda-se o projeto da lei de chaveamento para subsistemas afins, definindo-se a estratégia
responsavel pela selecao dindmica dos modos de operacao. Por fim, formula-se o problema de
otimizagdo associado a sintese do controle, incorporando critérios de desempenho e restri¢des

convexas que visam garantir a robustez e a eficiéncia do sistema.

2.1 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

Grande parte dos sistemas dindmicos de interesse na engenharia de controle apresenta
comportamento multivaridvel, o que conduz naturalmente a representacdo de suas equagdes
diferenciais em forma matricial. Assim, propriedades fundamentais de sistemas de controle
passam a ser descritas por meio de desigualdades envolvendo matrizes simétricas. Esse fato
motiva a utilizagdo das LMIs como ferramenta central de andlise.

O uso de LMIs permite a formulag@o, de foma unificada, de diversos problemas cldssicos
como a verificagdo de estabilidade, o projeto de controladores robustos e a otimizacao de critérios
de desempenho. A principal vantagem dessa abordagem reside na possibilidade de expressar
restri¢des matriciais em um formato convexo, o que assegura a existéncia de solucdes globais e
viabiliza o uso de métodos numéricos para sua resolucdo (Boyd et al., 1994).

A consolidag¢do das LMIs no contexto da engenharia de controle estd diretamente associ-
ada ao desenvolvimento dos métodos de pontos interiores para otimiza¢do convexa, introduzidos
por Nesterov e Nemirovskii (1994). Esses métodos tornaram possivel a resolu¢do eficiente de
problemas de programacdo semidefinida com complexidade polinomial, permitindo a aplica-
¢ao prética de técnicas baseadas em LMIs mesmo em sistemas de grande dimensdo. Como
consequéncia, diversas ferramentas computacionais passaram a ser amplamente adotadas pela
comunidade, destacando-se o LMI Control Toolbox (Gahinet et al., 1995) e o YALMIP (Lotberg,
2004), que estabeleceram as LMIs como uma linguagem padrao para a andlise e a sintese de

sistemas de controle multivariaveis.

2.1.1 Definicao de LMI

A forma geral de uma LMI € apresentada na expressao (1). Nela, Fy, Fi,...,F, sao
matrizes reais simétricas de mesma dimensdo, e x = [x1,xp,. .. ,xm]T ¢ o vetor de variaveis de
decisdo (Boyd et al., 1994).
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F(x):=F+) xF>0 (1)
i=1

Diz-se que a expressdo (2) constitui uma LMI quando F(x) depende de forma afim das
varidveis x; e € simétrica para todo x. A notacdo vista em (2) indica que a matriz é definida

negativa, ou seja, todos os seus autovalores sdo estritamente menores que Zero.

F(x) <0 (2)

O conjunto de solucdes que satisfazem a desigualdade (2) € definido pela equacao (3).
Esse conjunto é de grande importancia em otimizagdo convexa, pois sua estrutura preserva
propriedades matematicas desejaveis que permitem o uso de algoritmos eficientes para verificacao

e sintese de controladores.
2 ={xeR":F(x) <0} 3)

2.1.2 Propriedade de convexidade

Uma das propriedades mais importantes das LMIs € a convexidade do conjunto de
solugdes vidveis. Essa caracteristica garante que o problema de verificar ou otimizar sob restricdes
LMI pode ser resolvido de maneira eficiente por métodos de otimiza¢ao convexa (Boyd et al.,
1994).

Considere novamente o conjunto 2~ definido em (3). Mostra-se que 2~ é convexo, isto €,
se x] e xp satisfazem F(x1) <0e F(xz) < 0, entdo qualquer combinagdo convexa Ax; + (1 —4)xz,
com 0 < A < 1, também satisfaz a desigualdade. De fato, pela afinidade de F(x), obtém-se (4).

F(Axi +(1—A)x2) = AF(x1) + (1 — 1)F(x2) @)

Como F(x1) e F(xp) sdo ambas matrizes definidas negativas, e a combinagdo convexa
de duas matrizes definidas negativas é também definida negativa, conclui-se que F(Ax; + (1 —
A)x2) < 0. Logo, £ é um conjunto convexo.

A convexidade das LMIs é fundamental porque garante que qualquer problema de
otimizagdo envolvendo uma fungdo objetivo convexa e restricoes LMI possui solucio global e
pode ser resolvido por algoritmos polinomiais. Essa propriedade distingue as LMIs de outras
formas de restri¢do ndo lineares e € a base para a ampla utilizacdo dessas formulagdes em

controle e otimizagdo (Boyd et al., 1994).

2.1.3 Tratamento de incertezas

Em sistemas reais, € raro que os parametros do modelo sejam conhecidos com exatidao

ou permanecam constantes ao longo do tempo. Incertezas desse tipo podem estar associadas a
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imprecisdes de modelagem, variacdes fisicas inerentes ao processo, envelhecimento de compo-
nentes ou mudancas nas condi¢des de operacdo. Nesse contexto, a teoria das LMIs oferece uma
estrutura conveniente para o tratamento de incertezas paramétricas, ao possibilitar a formulacgao
de condi¢des de estabilidade e desempenho que se mantém validas mesmo na presenca de
perturbagdes em torno de valores nominais (Trofino et al., 2015).

O sistema linear incerto pode ser representado pelo modelo dindmico dado na equacgdo (5).

(1) = Ap)x(r) (5)

Nessa expressdo, A(p) é uma matriz que depende de um vetor de pardmetros incertos
p=I[p1,p2,---, pp]T. Assume-se que esses parametros pertencem a um conjunto convexo e
limitado, de modo que o sistema possa ser descrito por uma combinacdo convexa de modelos

conhecidos, conforme indicado na equacao (6).

Ap)=Y ai(p)Ar ai(p) >0, Y au(p) =1 ©)
i=1 i=1

O conjunto de matrizes {A,A,...,A,} representa os vértices do politopo de incerteza,
de modo que o comportamento do sistema incerto pode ser descrito como uma combinagdo
convexa desses modelos. Nesse contexto, a andlise via LMIs consiste na verificagao de condicoes
matriciais que devem ser satisfeitas em todos os vértices do politopo, como na busca de uma
matriz simétrica definida positiva P = P > 0 que satisfaca a desigualdade apresentada na
condig¢do (7).

AlP+PA; <0, i=12,...,r (7

O atendimento simultaneo dessa condi¢do em todos os vértices implica que a propriedade
de interesse é preservada para qualquer combinagdo convexa A(p) pertencente ao politopo
definido em (6). Essa formulag@o é muito utilizada porque mantém o problema no dominio das
LMISs, garantindo convexidade e permitindo o uso de métodos de otimizagao eficientes. Assim, a
andlise de sistemas incertos se reduz a verificacdo de um nimero finito de condi¢cdes matriciais,
sem a necessidade de explorar continuamente todo o espaco de variacao dos parametros (Trofino
et al., 2015).

2.1.4 Artificios utilizados em LMIs

Problemas de controle formulados no contexto de LMIs frequentemente envolvem restri-
¢oes ndo lineares ou termos que inviabilizam a aplicacdo direta de solvers de otimizacao convexa.
Essas dificuldades surgem, em geral, da interacdo entre varidveis de decisdo e parametros do
sistema, ou da prépria estrutura dos critérios de estabilidade e desempenho considerados. Para
contornar tais limitacdes, recorre-se a diversos artificios matematicos cujo objetivo € reformular

expressoes ndo lineares em condicdes lineares equivalentes ou, quando isso nao € possivel, em



25

aproximagdes menos conservadoras que preservem a estrutura LMI do problema (Trofino et al.,
2015).

Essas transformacoes desempenham papel essencial na obtencdo de condi¢des de esta-
bilidade e desempenho computacionalmente tratdveis. Entre os artificios mais empregados na
literatura destacam-se o complemento de Schur, o Procedimento—S e o lema de Finsler, cada um
associado a um tipo especifico de estrutura algébrica e hipotese de andlise. Nas se¢Oes seguintes,
apresentam-se esses artificios, discutindo-se suas formas candnicas e os contextos em que sao

aplicados na anélise e no projeto de controladores baseados em LMIs.

2.1.4.1 Complemento de Schur

O complemento de Schur estabelece uma relacdo fundamental entre as propriedades de
positividade de uma matriz particionada e as de seus sub-blocos, sendo amplamente empre-
gado para reescrever desigualdades matriciais em formatos mais convenientes no contexto de
LMIs (Gallier, 2011). Essa ferramenta, originalmente introduzida por Schur (1917), tornou-se
um elemento central em diversas dreas da matematica aplicada, com aplicacdes diretas em
controle, otimizagdo e teoria de sistemas.

Considere a matriz simétrica particionada apresentada em (8), com blocos de dimensdes

compativeis e C inversivel.

A B -
M= , M=M (8)
BT C

O complemento de Schur de C em M € definido em (9).

S =A—BC'BT 9)

A equivaléncia central utilizada em aplicacdes afirma que as condi¢des em (10) sdo

logicamente equivalentes (Gallier, 2011).

M>0 < (C>0eA-BC'B" >0) (10)

O mesmo raciocinio também se aplica ao caso negativo, em que todas as desigualdades
sdo invertidas. Esses resultados permitem eliminar inversas explicitas em desigualdades matriciais
e reescrever expressoes originalmente ndo lineares em formas lineares no espago das varidveis
de decisdo, preservando a convexidade da formulagao.

No contexto das LMIs, essa equivaléncia é amplamente explorada para substituir ex-
pressoes do tipo Ty — R H; 'R, > 0 pela forma blocada apresentada em (11), eliminando a
dependéncia ndo linear associada a inversa de H;. Essa reformulagdo € particularmente relevante
em problemas de controle, nos quais termos quadraticos e inversas de matrizes surgem de

maneira natural nos critérios de estabilidade e desempenho. Em vista disso, o0 complemento de
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Schur fornece um procedimento sistematico para obter condi¢cdes equivalentes expressas como

LMIs, compativeis com métodos de otimizacao semidefinida (Gallier, 2011).

T, R/
> 0. (11)
R, H,

Além das aplicacdes tedricas, o complemento de Schur também pode ser utilizado para
impor restricdes de norma em varidveis de projeto, como na limitagdo da magnitude de matrizes
auxiliares em problemas de sintese LMI. Essa equivaléncia permite expressar condi¢cdes do
tipo || X |2 < ¥ como LMIs lineares em X e 7, o que € especialmente itil para regularizacdo de

solugdes e melhoria do condicionamento numérico em problemas de controle (Boyd et al., 1994).

2.1.4.2 Procedimento—S

O Procedimento—S (ou S-procedure) é um resultado cldssico da teoria de desigualdades
quadraticas que permite converter uma implicacao entre fun¢des quadriticas em uma condicao
linear envolvendo multiplicadores escalares nao negativos (Boyd; Vandenberghe, 2004). Essa
ferramenta pode ser utilizada em controle e otimizac¢do convexa para reduzir o conservadorismo
de condi¢des de estabilidade ou desempenho formuladas por LMISs.

Considere duas formas quadraticas genéricas Fi(§) e F>(&), definidas conforme a equa-
cao (12).

F(&)=¢ET0i&+2q/ E+mi,  i€{1,2} (12)

Deseja-se verificar se a implicagdo quadratica mostrada em (13) € verdadeira para todo
vetor & € R”.

F(§)>0 = R(§)=>0 (13)

De acordo com o Procedimento—S, essa implicacdo ¢ satisfeita se existir um escalar nao

negativo o que torne verdadeira a relagcdo apresentada em (14).

F(§)—aFf(§) =20,  a=0 (14)

Essa condigdo € suficiente em geral e necessédria quando Fj(§) é estritamente facti-
vel (Boyd; Vandenberghe, 2004). Assim, este artificio permite substituir implicagdes quadraticas
nao lineares por condicdes lineares de viabilidade, preservando a convexidade da formulagao.

Em sintese, o Procedimento—S introduz uma desigualdade auxiliar ponderada por um
multiplicador escalar &, resultando em uma condig¢do relaxada expressa de forma genérica por
(15).

M,+0aN,<0, a>0 (15)
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Nessa formulagdo, M, representa a desigualdade principal, enquanto N, corresponde a
uma restricao auxiliar cuja validade € assegurada pelo modelo. O multiplicador & € definido
pelo projetista como parametro de ajuste do relaxamento, sendo que valores muito pequenos
podem ndo reduzir suficientemente o conservadorismo, enquanto valores muito elevados podem
tornar o termo de relaxacdo dominante e dificultar novamente a factibilidade. Dessa forma, o
Procedimento—S fornece um meio sistemdtico de equilibrar rigor e flexibilidade em formulacdes

baseadas em LMIs, sem comprometer a convexidade do problema (Trofino et al., 2015).

2.1.4.3 Lema de Finsler

O resultado conhecido como lema de Finsler tem origem no trabalho de Finsler (1937),
no contexto da teoria de formas quadraticas. Na literatura moderna de controle, esse resultado é
usualmente apresentado em formula¢des matriciais equivalentes, adequadas ao tratamento de
restri¢des lineares e a obtencdo de condicoes LMI (Boyd et al., 1994).

Considere uma forma quadratica definida por uma matriz simétrica Qr = Q; eR™"e
um conjunto de restri¢des lineares representadas por Ax = 0, com A € R”*", Deseja-se verificar

se a desigualdade apresentada na expressado (16) € satisfeita.

x'Qrx <0,  Vx#0tal que Ax=0 (16)

De acordo com o lema de Finsler, essa condi¢do pode ser expressa por formulagdes
equivalentes envolvendo multiplicadores matriciais ou, alternativamente, por uma projecdo sobre
o subespaco nulo do operador que define a restricdo linear (Trofino et al., 2015).

O lema também pode ser expresso de forma projetada sobre o subespago nulo de A. Seja
Ao uma base que satisfaz AAg = 0. Nesse caso, a condigio restrita x' Qpx < 0 sujeitaa Ax =0 é

equivalente a desigualdade apresentada em (17), escrita no espago reduzido definido por Ag.

AJOrAg <0 (17)

A expressao (17) estabelece a equivaléncia entre uma desigualdade quadratica restrita
e uma condi¢ao matricial escrita diretamente no subespaco admissivel. Dessa forma, a restri-
¢do linear € incorporada de maneira implicita, o que torna essa formulacdo particularmente
conveniente em problemas de anélise e sintese baseados em LMIs (Trofino et al., 2015).

Em controle, o lema de Finsler é empregado no tratamento de restri¢des estruturais e
de dependéncias lineares entre varidveis de projeto, sendo particularmente util em problemas
envolvendo sistemas incertos, politdpicos ou chaveados. Sua aplicacdao permite reescrever desi-
gualdades associadas a estabilidade ou ao desempenho em subespacos especificos, reduzindo a
dimensao efetiva das condi¢Oes analisadas e preservando a tratabilidade numérica do problema
(Trofino et al., 2015). Dessa forma, o resultado complementa o Procedimento—S no tratamento
de implicacdes envolvendo igualdades lineares, constituindo um artificio matematico importante

na formulagdo de condigdes LMI em controle moderno.
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2.2 MODELAGEM DE SISTEMAS CHAVEADOS

A modelagem de sistemas chaveados fornece uma descri¢ao formal de processos cujo
comportamento alterna entre diferentes dinamicas continuas ao longo do tempo. Nessa aborda-
gem, o sistema € representado por um conjunto finito de subsistemas, juntamente com uma lei
de chaveamento que determina, a cada instante, qual dindmica governa a evolu¢do do estado
(Liberzon, 2003). Cada subsistema € descrito por uma equacao diferencial continua, enquanto a
lei de chaveamento introduz a componente discreta responsdvel pela transi¢do entre os modos de
operacao, caracterizando a natureza hibrida do modelo (DeCarlo et al., 2000).

A formulagdao matematica parte do principio de que o vetor de estado continuo é comum
a todos os modos e evolui de acordo com a equagio (18), em que o (¢) representa 0 modo ativo

no dado instante.

() = fo () (x(1)) (18)

Essa estrutura abrange sistemas lineares, afins ou nao lineares sujeitos a comutagao,
permitindo a representagdo unificada de uma ampla classe de processos fisicos e de controle,
como conversores de poténcia e sistemas com légica embarcada. Uma modelagem adequada
¢ fundamental para o desenvolvimento de métodos de andlise e sintese baseados em LMIs,
assegurando que as propriedades relevantes de estabilidade e desempenho sejam corretamente
capturadas (Liberzon, 2003).

Os topicos seguintes aprofundam a modelagem dos sistemas chaveados, abordando as
representagdes lineares e afins, os modos deslizantes que surgem nas transi¢des de comutacdo e

os diferentes equilibrios que podem ocorrer nessas estruturas dinamicas.

2.2.1 Sistemas lineares e afins

O modelo linear chaveado é o ponto de partida para a descri¢ao das diferentes dindmicas
continuas associadas aos modos de operagdo. Cada subsistema € representado pela equagdo (19),
onde A; € R"" e o indice i € .# ={1,2,...,m} identifica 0 modo ativo (Hespanha, 2004).

x(t) :Ao(t)x(t) (19)

Nesse modelo, a lei de chaveamento o(z) seleciona, a cada instante, uma das matrizes
A;, definindo assim o comportamento dindmico do sistema. A origem € o ponto de equilibrio
comum a todos os modos, e a estabilidade global depende da propriedade conjunta das matrizes
envolvidas.

Em muitos sistemas fisicos, entretanto, cada modo apresenta também um termo constante

que desloca o ponto de equilibrio, originando o modelo afim apresentado em (20).

X(t) = Ag() X(1) + bo(r) (20)
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Nessa formulacdo, b; € R" representa um vetor de entrada associado ao modo i. Enquanto
o sistema linear possui equilibrio fixo na origem, o sistema afim admite equilibrios distintos
para cada modo, o que reflete o comportamento de diversos sistemas chaveados reais, como
conversores de poténcia e processos mecanicos com atrito ou compensacao de torque.

A diferencga estrutural entre os modelos linear e afim reflete-se diretamente na anélise
e no projeto de controladores. A presenca do termo constante b; no modelo afim introduz
uma componente adicional nas fun¢des auxiliares empregadas em formulacdes baseadas em
LMIs, conferindo maior flexibilidade a defini¢ao das superficies de chaveamento. Enquanto, no
caso linear, essas superficies sdo necessariamente planas, no modelo afim elas podem assumir
formas elipticas ou hiperbdlicas, o que amplia o conjunto de solucdes admissiveis e aumenta a
capacidade de adaptacdo do controle (Trofino et al., 2015).

De modo geral, a modelagem linear fornece uma aproximac¢ao adequada quando os pontos
de equilibrio dos diferentes modos coincidem e a operag¢ao ocorre em torno da origem. Por outro
lado, 0 modelo afim mostra-se mais apropriado em situagdes nas quais ha deslocamentos entre

os regimes de operacao dos modos distintos.

2.2.2 Modos deslizantes

Em sistemas chaveados com comutag@o dependente do estado, pode ocorrer uma situagdo
em que o comportamento global do sistema ndo coincide com a dindmica de nenhum dos modos
individuais, mas resulta da interacdo entre eles. Esse fendOmeno manifesta-se quando os campos
vetoriais dos subsistemas, em ambos os lados de uma superficie de chaveamento, apontam em
direcdo a essa superficie, fazendo com que a trajetdria continua alcance a regido de comutacao
e passe a evoluir de forma tangencial sobre ela, caracterizando o chamado modo deslizante
(Trofino et al., 2015).

Nessa condi¢do, a dindmica do sistema pode ser descrita por uma combinacao convexa
dos campos vetoriais associados aos subsistemas adjacentes, refletindo o equilibrio imposto
pela 16gica de comutacao. Essa descri¢do efetiva do movimento ao longo da superficie de
chaveamento € formalizada pela equacao (21), a qual fornece um modelo continuo equivalente

para a analise do comportamento do sistema em regime de deslizamento (Trofino et al., 2015).

(1) = fo(x) = 0(x)filx) +[1 - 0(x)]f2(x),  O(x) €[0,1] 1)

Esse efeito € ilustrado na Figura 1, que evidencia o campo vetorial tangente a superficie
de comutagdo. Do ponto de vista fisico, o modo deslizante pode ser interpretado como uma
comutacao infinitamente rdpida (chattering), em que o sistema alterna continuamente entre os
modos ativos. Embora esse comportamento ndo seja desejavel em aplicagdes préticas, devido ao
desgaste e as limitacdes de comutag@o dos dispositivos, ele representa de forma ideal a dindmica
média que ocorre em altas frequéncias de chaveamento (Liberzon, 2003).

A formulacao apresentada pode ser generalizada para o caso de m modos de operagao.
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Figura 1 — Representagao das trajetérias em sistemas chaveados.

X = fi(x)

(a) Cruzamento da superficie. (b) Modo deslizante.

Fonte: Adaptado de Scharlau (2013).

Nesse contexto, a dinimica de um sistema chaveado, com ou sem modos deslizantes, € descrita
pela inclusdo diferencial dada na equacdo (22) no sentido de Filippov para campos vetoriais des-
continuos, em que cada modo contribui de forma ponderada por um coeficiente 6;(x) pertencente

ao conjunto convexo ® (Trofino et al., 2015).

3

i=fo(0) =Y 60 fi(x), 6€© (22)
i—1

~

O conjunto O, definido pela equacdo (23), corresponde a um simplex que contém todas

as combinacdes convexas admissiveis dos campos vetoriais dos subsistemas.

m
©:={0€eR":) 6;=1,6,>0 (23)
i=1

Essa representacao permite descrever, de forma unificada, tanto o regime de operacao
normal, em que apenas um modo estd ativo, quanto os modos deslizantes, nos quais a trajetéria é
governada por uma combinag@o convexa dos campos vetoriais associados a diferentes modos de

operagdo.

2.2.3 Equilibrios possiveis

Em sistemas chaveados afins, a presenca do termo constante b; em cada modo implica
que os pontos de equilibrio ndo estejam, em geral, localizados na origem. Quando ocorre a
comutagdo entre diferentes modos, o equilibrio global do sistema pode emergir em uma regiao
intermedidria do espaco de estados, resultante da combina¢do convexa das dindmicas associadas

a cada subsistema (Liberzon, 2003).
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Considerando o modelo afim em malha fechada descrito pela equacdo (24), a dindmica
pode ser expressa pela soma ponderada dos campos vetoriais de cada subsistema.

m

=Y 6,(x) (Ax+by), 0cO (24)
i=1

O sistema encontra-se em equilibrio quando o vetor de estado permanece constante,
i.e., quando x = 0. Nessas condig¢des, o equilibrio ndo € determinado por um unico modo, mas
pela combinagdo convexa das dinamicas associadas aos modos ativos. Assim, existe um ponto
% de equilibrio possivel se houver um vetor 8 € ® que satisfaca a condic¢io apresentada na

equagdo (25).

Bi(Aik+ b)) =0 (25)
i=1

O vetor O representa a propor¢do de tempo em que cada modo permanece ativo em torno

do equilibrio. Em sistemas controlados por modulacdo por largura de pulso (PWM, do inglés
Pulse Width Modulation), essa propor¢ao pode ser interpretada diretamente como o ciclo de
trabalho (duty cycle) necessério para garantir o equilibrio médio do sistema (Trofino et al., 2015).
De forma mais geral, a condi¢do expressa em (25) caracteriza o conjunto de pontos de equilibrio
admissiveis, o qual pode assumir a forma de um ponto isolado, de uma linha ou mesmo de uma
regido continua no espago de estados, dependendo das propriedades dos subsistemas e da lei de

chaveamento adotada (Liberzon, 2003).

2.3 ESTABILIDADE DE SISTEMAS CHAVEADOS

A andlise de estabilidade constitui o ponto de partida para o projeto e a avaliagdao de
sistemas de controle. Em termos gerais, a estabilidade estd associada a capacidade do sistema
de retornar ao equilibrio ap6s a ocorréncia de pequenas perturbagdes, assegurando um compor-
tamento previsivel e limitado ao longo do tempo. Entre as diferentes no¢des de estabilidade
empregadas na teoria de controle, destacam-se a estabilidade assintética e a estabilidade expo-
nencial, ambas formalmente definidas a partir do conceito de fun¢des de Lyapunov (Trofino et
al., 2015).

No caso de sistemas LIT, o critério de Lyapunov fornece uma condic@o necessdria e
suficiente para a estabilidade, baseada na existéncia de uma funcdo escalar positiva cuja derivada
temporal seja negativa ao longo das trajetdrias do sistema. Além de constituir uma prova de
estabilidade, esse critério permite a formulacdo de condi¢des matriciais lineares, utilizadas tanto
na verificagdo quanto na sintese de controladores.

Para sistemas chaveados, a andlise de estabilidade torna-se mais complexa, uma vez que
o comportamento dindmico global depende ndo apenas das propriedades individuais de cada
subsistema, mas também da lei de chaveamento responsével pelas transi¢des entre os modos de

operacdo. Nessa classe de sistemas, € possivel que subsistemas individualmente estaveis resultem
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em uma dinamica global instavel devido a comutagdo, assim como pode ocorrer estabilidade
global mesmo quando alguns modos sdo localmente instdveis, desde que o chaveamento satisfaca
determinadas restri¢des (Trofino et al., 2015).

Dessa forma, o estudo da estabilidade em sistemas chaveados exige extensdes do critério
classico de Lyapunov. Uma possibilidade consiste na utilizagdo de uma fun¢do de Lyapunov
comum a todos os modos, o que garante estabilidade sob qualquer chaveamento admissivel,
porém frequentemente conduz a condi¢des excessivamente conservadoras. Como alternativa,
empregam-se funcdes de Lyapunov multiplas, nas quais cada subsistema € associado a uma
funcdo auxiliar propria, e a estabilidade global € inferida a partir da interagdo entre essas
funcgdes (Liberzon, 2003). Essa estratégia permite descrever de maneira mais precisa os efeitos
da comutacdo e reduzir o conservadorismo das condi¢des de estabilidade, sendo particularmente
adequada para sistemas afins e para estruturas em que o chaveamento influencia diretamente a

posicao do equilibrio.

2.3.1 Critério de estabilidade de Lyapunov

Para formalizar o conceito de estabilidade utilizado nas discussdes anteriores, recorre-se
ao critério classico de Lyapunov, que estabelece condi¢des matemadticas para caracterizar o
comportamento das trajetérias em torno de um ponto de equilibrio. A formulacio proposta por
Lyapunov, em 1892, generaliza principios mecanicos baseados em energia e permite avaliar
a estabilidade de um sistema sem a necessidade de resolver explicitamente suas equagdes
diferenciais (Sastry, 1999).

Considere o sistema dindmico nao linear descrito pela equagdo (26), em que f(x) é

localmente Lipschitz! em uma vizinhanca da origem e admite um ponto de equilibrio em x = 0.

x=f(x), x(0) =xo (26)

A andlise de estabilidade é baseada na escolha de uma fun¢do escalar V : R” — R,
denominada fun¢do de Lyapunov, que desempenha o papel de uma “energia generalizada”
associada ao estado do sistema. A definicao formal € apresentada em (27), onde se exige que V

seja continuamente diferenciavel e positiva definida em torno da origem (Khalil, 2002).

Vx)>0 VYx#£0, V(0)=0 27)

A segunda condi¢do fundamental é que a derivada de V ao longo das trajetérias do
sistema seja ndo positiva. Usando a regra da cadeia, essa derivada assume a forma indicada em
(28).

V(x)=VV(x)" f(x) (28)

Uma fungdo f é localmente Lipschitz se, em cada ponto, existe um entorno no qual || f(x) — f(y)|| < L|jx—y||
para algum L > 0. Essa propriedade garante existéncia e unicidade de solu¢des das equacdes diferenciais (Khalil,
2002).

1



33

Se a derivada satisfizer a condi¢do expressa em (29), entdo o equilibrio € estdvel no

sentido de Lyapunov.

V(x) <0,  VxeR™" (29)

Além disso, se V (x) for estritamente negativa para todo x # 0, conforme (30), o sistema

¢é assintoticamente estavel.

V(x) <0, Vx #£0 (30)

As condigdes (27)—(30) constituem o critério fundamental de Lyapunov. No caso especial
de sistemas lineares, a escolha de fungdes quadriticas do tipo V (x) = x'Px,comP=P" >0,
conduz as condi¢des matriciais da forma apresentada em (31), que caracterizam totalmente a
estabilidade exponencial (Khalil, 2002).

ATP+PA<O (31)

Portanto, o critério de Lyapunov permite verificar estabilidade sem a necessidade de
solucdes explicitas para x(z), e fornece uma base rigorosa para extensdo a situacdes mais
complexas, como sistemas politdpicos, ndo lineares ou sujeitos a chaveamento. Nesta dissertacao,
esse critério serd adaptado para a formulacdo com fun¢des multiplas, utilizada no projeto do

controle chaveado apresentado no Capitulo 4.

2.3.2 Estabilidade sob chaveamento restrito e funcées multiplas

A andlise de estabilidade em sistemas chaveados pode tornar-se excessivamente conser-
vadora quando se impde a existéncia de uma func¢ao de Lyapunov comum a todos os modos.
Em situacGes nas quais os subsistemas apresentam dindmicas significativamente distintas, como
diferentes taxas de dissipacao ou pontos de equilibrio deslocados, uma unica funcdo dificilmente
descreve de forma adequada a evolugdo global do sistema. Como alternativa menos restritiva,
emprega-se o conceito de fun¢des miltiplas de Lyapunov, no qual cada modo € associado a
uma fun¢do auxiliar prépria, permitindo representar com maior fidelidade os mecanismos de
dissipacdo de energia de cada dinamica individual (Liberzon, 2003).

Considere um conjunto de modos i € .#, cada um associado a uma funcao auxiliar de
Lyapunov da forma indicada na equacdo (32), em que P, = PiT > 0 € a matriz correspondente ao

modo i.

vi(x) = x' Pix (32)

Enquanto o sistema permanece em um modo especifico, a fun¢do auxiliar correspondente
decresce continuamente, de modo que o trecho ativo da fun¢do composta, representado pelo

valor mostrado na equagao (33), apresenta comportamento monotdnico durante esse intervalo.
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Vo(r) (x) = Vo (t) (x) (33)

Quando ocorre um chaveamento, a fung@o ativa passa de v; para v, € essa transi¢do pode
introduzir saltos na fun¢do composta, como ilustrado na Figura 2. Esses saltos ndo impedem
a estabilidade global desde que diminuam ao longo do tempo e que os valores avaliados nos
instantes de comutagcdo formem uma sequéncia decrescente. Assim, mesmo que a fun¢do com-
posta ndo seja continua, a dissipacdo inerente a cada modo e a redugdo progressiva desses saltos

garantem a convergéncia do estado para a origem (Liberzon, 2003).

Figura 2 — Duas fun¢des de Lyapunov para um sistema chaveado. Curvas continuas
correspondem a v; e tracejadas a v;.

Vou (t) Vo (1)
A\\ A
\\
\\
S~ t t
| | | | | | - | | | | | | -
I I I I I I » I I I I I I »
O0=1 0=2 0=1 0=2 0=1 0=2 O0=1 0=2 0=1 0=2 0=1 0=2

(b) Funcio composta exibindo saltos nos
instantes de chaveamento.

(a) Trecho continuo associado ao modo ativo.

Fonte: Adaptado de Liberzon (2003).

A estabilidade sob chaveamento restrito é obtida quando cada funcao auxiliar decresce
ao longo da dindmica do modo correspondente e quando a sequéncia de valores assumidos pela
funcdo composta, nos instantes de comutagdo, permanece limitada e estritamente decrescente.
Nessas condi¢des, a energia global associada ao sistema reduz-se a cada troca de modo, condu-
zindo o estado ao equilibrio mesmo que as fungdes auxiliares, quando avaliadas individualmente,
apresentem descontinuidades nos instantes de transicao (Liberzon, 2003).

No contexto desta dissertacdo, essa abordagem mostra-se particularmente adequada, uma
vez que a funcdo candidata adotada no projeto € definida a partir do méximo entre fungdes
auxiliares quadratico-afins. Essa estrutura facilita o tratamento de sistemas chaveados afins e
preserva a interpretagdo energética da func¢ao de Lyapunov, assegurando que o comportamento

global do sistema permaneca estdvel mesmo na presenca de comutagdes frequentes.

2.4 LEI DE CHAVEAMENTO PARA SUBSISTEMAS AFINS

Em sistemas chaveados, a lei de chaveamento é responsdvel pela 16gica que seleciona o

subsistema ativo a cada instante, influenciando diretamente o comportamento global da dindmica
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em malha fechada. Mesmo quando os modos individuais apresentam propriedades favordveis, a
estabilidade do sistema completo depende da forma como ocorre a comutacao entre eles. No
caso de subsistemas afins, a presenca de termos constantes desloca o equilibrio e exige que a
estratégia de chaveamento seja projetada de modo consistente com o objetivo de convergéncia do
erro para um ponto desejado. Assim, a lei de chaveamento passa a integrar o proprio mecanismo
de controle, sendo construida com base em critérios energéticos associados a fungdes auxiliares
de Lyapunov e em condi¢des que assegurem dissipacdo ao longo das trajetérias do sistema
(Dezuo, 2014).

2.4.1 Tipos de leis de chaveamento

A literatura apresenta diferentes estruturas de leis de chaveamento para estabilizacdo de
sistemas chaveados, particularmente no contexto de subsistemas lineares ou afins. No caso de
leis dependentes do estado, o critério de selecio do modo ativo pode ser definido a partir da
comparacao entre funcdes auxiliares de Lyapunov avaliadas ao longo da trajetéria do sistema.

Uma primeira classe de leis de chaveamento baseia-se na selecdo do modo que minimiza
uma familia de fun¢des auxiliares quadraticas. Considera-se um conjunto de func¢des do tipo
vi(x) = x'Px, com P; > 0, e define-se a lei de chaveamento conforme a equacdo (34). Essa
estratégia explora diretamente a interpretacdo energética das func¢des auxiliares, ativando o
subsistema associado ao menor valor instantaneo da fun¢do de Lyapunov (Geromel; Colaneri,
2006).

o(x(r)) = argmin{vi(x(t))},  vilx(r)) = x' Px (34)

Uma segunda classe consiste na selecdo do modo associado ao maior valor entre as
funcdes auxiliares. Nesse caso, a lei de chaveamento assume a forma apresentada na equacao (35)
(Jiet al., 2006).

o(x(r) :=argmax{vi(x(r))},  vi(x(r) =x' Px (35)

Embora menos intuitiva sob o ponto de vista energético, essa formulagdo permite ex-
plorar propriedades estruturais da dindmica afim e viabiliza condi¢des de estabilidade menos
conservadoras quando combinada com técnicas de multiplas fun¢des de Lyapunov (Ji et al.,
2006).

Uma terceira abordagem consiste em selecionar o subsistema cuja funcao auxiliar apre-
senta a maior taxa de decrescimento ao longo da dinamica. Nesse caso, o critério de chaveamento
€ construido a partir da derivada temporal das fun¢des auxiliares, conduzindo a lei apresentada
na equacao (36) (Bolzern; Spinelli, 2004).

o (x(r)) :=argmin {vi(x(r)},  vi(x(r) =x (4] P+ PA)x (36)
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Cada uma dessas abordagens possui vantagens e limitacdes. Enquanto as leis baseadas em
minimo e maximo atuam diretamente sobre o valor das func¢des auxiliares, a estratégia baseada
na derivada explora explicitamente o mecanismo de dissipacdo da energia de Lyapunov. Neste
trabalho, adota-se uma lei de chaveamento do tipo arg max, pois essa estrutura é compativel com
a funcdo candidata construida como o0 maximo entre fun¢des auxiliares e permite explorar de
forma direta as propriedades de decrescimento associadas ao modo ativo, mantendo o nivel de

conservadorismo sob controle.

2.4.2 Funcao candidata

Seguindo a abordagem proposta em Trofino et al. (2011), considera-se uma func¢do de
Lyapunov construida a partir de fungdes auxiliares quadratico-afins associadas a cada modo do
sistema chaveado. Essa estrutura é adequada para subsistemas afins, pois permite incorporar
explicitamente os termos constantes da dindmica e tratar, de forma unificada, modos continuos e
possiveis modos deslizantes.

Seja o sistema de erro descrito pela equagdo (37), em que cadamodo i € .#Z = {1,...,m}

possui dindmica prépria.

é(t) =Aje(t) +k; (37)

Para cada modo, define-se uma fun¢do auxiliar conforme a equacdo (38), em que P; = Pl-T

e S; sdo variaveis de decisao.

vi(e) = e Pe+2e'sS; (38)

A funcdo candidata global € entio definida como o maximo entre as func¢des auxiliares,
conforme a equacgdo (39). Essa construc¢do garante continuidade da fun¢do candidata e permite

analisar estabilidade mesmo na presenca de chaveamentos frequentes ou modos deslizantes.

V(e) = max{vi(e)} (39)

2.4.2.1 Condicgdo de positividade da funcdo candidata

Para que a funcdo candidata seja vdlida como fun¢do de Lyapunov, € necessdrio que seja
positiva definida em relacdo ao erro e radialmente ilimitada. No contexto da estrutura adotada,
essa propriedade pode ser assegurada impondo-se positividade sobre uma combinacdo convexa
fixa das funcdes auxiliares associada ao ponto de equilibrio.

Sejam coeficientes constantes 6; pertencentes ao simplex unitirio, conforme definido na

equagdo (40).

1

m p— -
0;=1, 6; >0 (40)
-1
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Esses coeficientes devem satisfazer a condi¢@o de equilibrio dada pela equagdo (41).

n -
Y 6iki=0 (41)
i=1

Sob essas condicdes, a positividade € garantida se a combinacdo convexa apresentada em

(42) for estritamente positiva para todo e # 0.

é,-vi(e) >0 (42)

s

1
Substituindo a defini¢do de v;(e) e utilizando a condi¢do de equilibrio, o termo linear

¢ anulado no ponto de operagdo, restando apenas a parcela quadratica. Assim, a condi¢ao de

positividade reduz-se a desigualdade matricial apresentada na expressao (43).

P=YY 6P >0 (43)

™=

1
Essa condi¢a@o constitui a LMI responsavel por garantir que a funcao candidata represente

uma medida vdlida de energia do sistema (Trofino et al., 2011).

2.4.2.2 Condigdo de decrescimento da fun¢do candidata

A condicdo de decrescimento busca garantir que a func¢io candidata diminua ao longo
das trajetorias do sistema, incluindo regides de comutacado e eventuais modos deslizantes. Na
abordagem de Trofino et al. (2011), isso € feito impondo que a derivada temporal do trecho ativo
da fun¢do candidata seja negativa para toda combinag@o convexa admissivel dos campos vetoriais,
coerente com a representacio de Filippov? para dindmicas em superficies de chaveamento.

A funcdo candidata € definida como o méaximo entre fun¢des auxiliares, e pode ser
representada por uma combinagdo convexa das fun¢des dominantes no instante considerado,

conforme a equacgdo (44).

m
V(e)=) 6i(e)vi(e) (44)
i=1
A dinamica do erro, incluindo a possibilidade de deslizamento, ¢ modelada por uma
inclusdo diferencial em que o campo vetorial € uma combinagdo convexa dos subsistemas ativos,
conforme a equagao (45).

0:(e) (Ae+k), 6(e)€® (45)

e =

on

Il
_

1

O ponto e = 0 deve ser um equilibrio da inclusdo diferencial, o que exige a existéncia de
um vetor de pesos constantes & € ® que anule o termo afim no equilibrio, como apresentado em
(46).

2

Na abordagem de Filippov, descontinuidades no campo vetorial sdo tratadas por meio de uma inclusao diferencial,
permitindo representar o movimento deslizante por combinagdes convexas dos campos vetoriais adjacentes
(Filippov, 1988).
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0;iki =0, 0cO (46)

(gE

1
Para obter uma condicdo tratdvel, € possivel construir a derivada temporal do trecho ativo

V(e) =Y 6v; e reorganiza-la em uma desigualdade quadrética na varidvel aumentada que retine
e e constantes. Essa reorganizacao produz uma expressao matricial simétrica que depende de
forma afim de 6 e das varidveis de decisao {P,, S;}, resultando em uma condi¢do conforme a

expressao (47).

ETP(6)E <0 47)

A desigualdade (47) ainda ndo € diretamente uma LMI verificavel, porque 6 ndo é um
parametro livre, ele pertence ao simplex e respeita restricdes adicionais impostas pelo conjunto
ativo associado a lei arg max (i.e., somente modos que maximizam v; podem ter pesos nao
nulos durante a trajetéria). Para incorporar essas restricoes de forma algébrica, se introduzem
anuladores lineares que codificam as igualdades do simplex e as relacdes entre 6 e 6 na estrutura
do problema.

As restri¢des lineares sdao reunidas em uma forma compacta usando uma matriz C,
(constante) e uma matriz Cp(0) (afim em 6), cuja fun¢do é impor que determinadas combinacdes

lineares sejam nulas, conforme a equagao (48).

Cal=0, Cy(6)(=0 (48)

Com isso, a condi¢do de decrescimento passa a ser uma desigualdade quadratica restrita a
um subespaco linear. Para eliminar explicitamente as restri¢cdes e obter uma condi¢do puramente
matricial, aplica-se o lema de Finsler. Em particular, tomando Q, como uma base do nucleo de
C,, tem-se que toda varidvel admissivel pode ser parametrizada no subespaco ker(C,)?, levando
a condicao projetada sobre Q.

A formulacdo proposta em Trofino et al. (2011) resulta em uma LMI dependente de 0,
mas agora expressa de modo que pode ser verificada nos vértices do conjunto admissivel. Essa
condi¢do € escrita na condi¢cdo (49), em que Ly é uma matriz auxiliar introduzida pelo lema de

Finsler para acomodar a restri¢cdo C(0){ = 0.

o/ (lp(e) FLrCy(8) +Cb(9)TL;) 0.<0, VOecv(O) (49)

A condi¢@o (49) é uma LMI politdpica, pois W(0) e C,(6) dependem de forma afim de
0. Assim, sua verificacdo pode ser reduzida a um nimero finito de testes nos vértices do politopo
¥(0®). A factibilidade simultanea dessas desigualdades fornece uma condigdo suficiente para que
V (e) seja estritamente decrescente ao longo das trajetdrias da inclusdo diferencial, assegurando
estabilidade assintética global do sistema sob a lei de chaveamento arg max adotada (Trofino et
al., 2011).

3

A notagio ker(C,) denota o niicleo de C,, i.e., o conjunto de vetores  tais que C,z = 0.
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2.5 PROBLEMA DE OTIMIZACAO

A estabilizacao assintética do sistema chaveado nao € suficiente em muitas aplicagdes
praticas. Além de garantir convergéncia do erro, € desejavel impor requisitos quantitativos de
desempenho, como limitacdo da energia acumulada da saida ou atenuacdo de perturbacgdes
externas. Esses requisitos conduzem naturalmente a formulac@o de problemas de otimizagao
associados a lei de chaveamento.

Neste contexto, a estabilidade passa a atuar como restri¢cao estrutural do problema,
enquanto o desempenho € incorporado por meio de um funcional a ser minimizado ou limi-
tado. Duas abordagens nesse cendrio sdo a formulagdo de custo garantido, baseada na energia

acumulada da saida de desempenho, e o controle do tipo .7, voltado a atenuacéo de disturbios.

2.5.1 Custo garantido

Seja um sistema chaveado composto por m subsistemas afins, cuja dindmica pode ser des-
crita pela equacéo (50). Nessa representacio, z(7) corresponde a saida associada ao desempenho
do sistema (Scharlau, 2013).

x(t) = Aix(t) + by, z(t) = Eix(t), e :={1,....m} (50)

Ao introduzir o erro de seguimento em relacdao a uma referéncia constante x, define-se
e(t) = x(t) — x. A dindmica do erro e a saida de desempenho associada passam entdo a ser

descritas conforme a equagdo (51), onde k; = b; + A;x.

é(t) = Aje(t) + ki, ze(t) = Eje(t) (51)

Sob uma lei de chaveamento dependente do estado, a evolucdo do erro pode ser mode-
lada como uma combinagio convexa dos campos vetoriais associados aos modos ativos. Essa

representacio, fundamentada na no¢do de inclusdo diferencial, é apresentada na equagao (52).

é(t) = Z Oi(e(t)) (Aje(t) +k;), Ze(t) = Z Oi(e(t))E;e(t), O(e(t)) € ® (52)
ico(e(t)) ico(e(t))
O desempenho com custo garantido é caracterizado pela energia acumulada da saida de
desempenho ao longo do tempo. Para uma condicéo inicial e(0) = eq, define-se o funcional de
custo conforme a equacao (53).

Je(eo) = in) /0 T T ()2 t) dt (53)

m
o(e(t)

O problema de projeto consiste em determinar uma lei de chaveamento e uma func¢do
candidata de Lyapunov tais que o sistema seja globalmente assintoticamente estavel e que o valor

de J(ep) seja limitado superiormente por uma constante minima admissivel. Essa formulag@o
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conduz a um problema de otimizacao sujeito a restricdes matriciais lineares, no qual o limitante
superior do custo passa a integrar explicitamente as varidveis de decisdo do problema (Scharlau,
2013).

2.5.2 Controle /7,

A norma 7, de um sistema linear representa o maior ganho que o sistema pode oferecer
a um sinal de perturbacdo, independentemente da frequéncia de excitacdo. Essa nocao estd
associada ao pico maximo da resposta em frequéncia e fornece uma medida direta da amplificagdo
maxima entre a entrada exogena e a saida de desempenho (Burl, 1999).

Para um sistema linear descrito por (54), a norma .7, corresponde ao maior valor singular
da matriz de transferéncia H,,(s) ao longo do eixo imaginério. No dominio do tempo, essa
defini¢do pode ser expressa como a razdo suprema entre as energias da saida e da entrada,

caracterizando o pior caso de amplificacdo de perturbagdes (Burl, 1999).

X =Ax—+B,w, 7=Cx+Dy,w 54)

Na prética de projeto, em vez de determinar exatamente a norma %%, busca-se um
limitante superior ¥ > 0 tal que o ganho do sistema seja estritamente menor que esse valor. Essa
formulacdo conduz ao chamado problema .7, sub-6timo, no qual se impde a desigualdade

energética apresentada em (55).

/ 2 ()z(t)dt < yz/ w' ()w(r)dt (55)
0 0

Uma maneira sistemdtica de garantir a condic¢ao (55) consiste na constru¢do de uma
fungio de Lyapunov quadritica V(x) = x' Px, com P = P' > 0, cuja derivada ao longo das
trajetorias satisfaca uma desigualdade dissipativa apropriada. Essa condi¢do pode ser escrita

como em (56), a qual, integrada no tempo sob condic¢des iniciais nulas, implica diretamente (55).

V() +z z— 7w w<0 (56)

Substituindo a dindmica do sistema em (56), obtém-se uma condi¢do matricial que pode
ser reescrita na forma de uma LMI. Esse resultado é conhecido como Bounded Real Lemma e
estabelece uma condi¢do necessdria e suficiente para que a norma .77, seja limitada por y (Boyd
et al., 1994). Dessa forma, a verificacdo do desempenho 7%, pode ser tratada como um problema
de factibilidade LMI.

No contexto de sintese por realimentacao de estados, considera-se o sistema apresentado
em (57). Em malha fechada, a dindmica passa a depender de (A + BK) e (C, + D.K). A partir
da mudanca de varidvel padrio Y = KQ, com Q = P~!, o problema de minimizar o ganho .7,
pode ser formulado como um problema convexo de otimizacio envolvendo as varidveis Q, Y e 7,
sujeito a uma LMI estruturada (Burl, 1999).
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X =Ax+ Bu+ B,,w, z=Cx+Du+ D,w, u=Kx 57

A solugdo desse problema fornece simultaneamente o ganho de realimentagio K =Y Q™!
e o0 menor limitante superior ¥ que satisfaz a desigualdade dissipativa. Assim, o controle
pode ser interpretado como um problema de otimizag¢do convexa cujo objetivo € minimizar o
pior ganho admissivel entre a perturbagdo e a saida de desempenho.

Na presente dissertacdo, essa formulagdo é usada como referéncia conceitual para o caso
chaveado desenvolvido no Capitulo 4. Em vez de um ganho continuo de realimentacio, a sintese
busca uma lei de chaveamento que limita a energia propagada do vetor periddico z, tratado como
sinal exdgeno estruturado, para o vetor de desempenho y. Formula¢des de desempenho .77, para
sistemas chaveados e incertos podem ser encontradas, por exemplo, em Ji et al. (2006) e Zhao,
Xie e Zhang (2008).

2.6 APLICACOES DE CONTROLE CHAVEADO NA LITERATURA

A teoria de sistemas chaveados € amplamente aplicada em problemas de engenharia
com multiplos modos operacionais. Nesse contexto, o uso de fun¢des de Lyapunov e LMIs
tem se consolidado como uma abordagem sistemdtica para integrar requisitos de estabilidade
e desempenho, permitindo a sintese de leis de chaveamento capazes de lidar com elevada
complexidade estrutural e incertezas paramétricas.

Um marco relevante nessa linha é a tese de doutorado de Scharlau (2013), na qual é
desenvolvida uma metodologia sistemadtica para andlise e sintese de leis de chaveamento para
sistemas chaveados afins baseada em funcdes de Lyapunov do tipo max. As condi¢des de projeto
sao formuladas como LMIs e garantem estabilidade global e assinttica mesmo na presenca de
modos deslizantes. Destaca-se como contribui¢do central o fato de que as condi¢des propostas
ndo exigem explicitamente a existéncia de uma combinagao convexa Hurwitz estavel das matrizes
dos subsistemas para assegurar estabilidade do sistema chaveado, diferentemente de abordagens
classicas. A metodologia € posteriormente estendida para incorporar critérios de desempenho,
incluindo custo garantido e atenuagdo de disttrbios. A validacio € realizada em aplicacdes tipicas
de eletronica de poténcia, como o controle de motores de inducao acionados por inversores e
o controle de aerogeradores de indu¢do conectados a rede elétrica, com énfase em sistemas
baseados em Geradores de Inducio de Dupla Alimenta¢do (DFIG), evidenciando a aplicabilidade
prética da formulagdo.

Na sequéncia, a tese de Dezuo (2014) aprofunda e amplia esse arcabougo metodoldgico,
direcionando-o a aplicacdes em geracdo fotovoltaica. O autor desenvolve inicialmente uma
técnica de projeto para sistemas chaveados com campos vetoriais afins, baseada em fungdes
auxiliares quadraticas e leis de chaveamento do tipo arg max, garantindo estabilidade mesmo
na ocorréncia de modos deslizantes. A abordagem € entdo estendida para sistemas chaveados

ndo lineares com ndo linearidades limitadas em setor e parametros incertos, conferindo robustez
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frente a variacdes tipicas de condi¢cdes ambientais em arranjos fotovoltaicos. Além das condicdes
de estabilidade, sdo incorporados requisitos de desempenho, como rastreamento do ponto de
méxima poténcia (MPPT) e robustez paramétrica. A tese ainda propde condi¢des LMI para
andlise de estabilidade de sistemas seccionalmente afins, inclusive quando o ponto de equilibrio
se encontra na fronteira entre regides, consolidando uma estrutura unificada para andlise e sintese.

No ambito de sistemas com dindmica periddica, a dissertacdo de mestrado de Costanzo
(2022) investiga o problema de rastreamento de trajetéria em uma classe de sistemas chaveados 0-
periddicos, nos quais as matrizes dinimicas variam periodicamente com um parametro 6(¢), que
pode ser exdgeno ou dependente do estado. Essa caracteristica torna o sistema intrinsecamente
nao linear e aproxima o modelo de aplicagdes como maquinas sincronas de ima permanente. O
autor propde duas regras de comutagdo: uma orientada a desempenho via custo garantido e outra
incorporando ac¢do integral para lidar com incertezas de modelagem, sendo que a presenca do
integrador conduz a matrizes dindmicas singulares e aumenta a complexidade do projeto. As
condicdes sdo formuladas em termos de LMIs e validadas em estudos de caso envolvendo um
conversor trifdsico € uma maquina sincrona. Em termos estruturais, a lei de chaveamento adotada
baseia-se predominantemente em regras do tipo arg min associadas a minimiza¢ao de expressoes
relacionadas a derivada da funcdo candidata. Essa escolha difere da abordagem desenvolvida na
presente dissertacao, na qual a comutagdo € definida por uma regra do tipo arg max e a fungdo
candidata global é construida como o envelope superior entre fun¢des auxiliares, resultando em
uma estrutura distinta de sintese e andlise.

Além desses trabalhos académicos, diversas aplicagdes especificas em conversores re-
forcam a maturidade da abordagem. Em Deaecto et al. (2010), uma metodologia de projeto
para sistemas afins chaveados € aplicada a conversores CC-CC (buck, boost e buck—boost),
assegurando estabilidade global e custo garantido por meio de uma lei de chaveamento depen-
dente do estado. Em Egidio, Deaecto e Barros (2020), uma estratégia de controle chaveado é
proposta para um conversor trifidsico CA-CC, garantindo rastreamento assint6tico de correntes
senoidais e regulacdo da tensdo continua com fator de poténcia unitdrio, utilizando fun¢des
de Lyapunov dependentes do dngulo elétrico e condi¢des formuladas em LMIs. Ja em Fiorio,
Dezuo e Novaes (2021), o controle chaveado € aplicado a um conversor totem-pole bridgeless,
explorando explicitamente a estrutura hibrida do sistema para assegurar estabilidade global
e desempenho dindmico adequado. Em conjunto, esses resultados evidenciam que o controle
chaveado baseado em Lyapunov e LMIs constitui uma ferramenta consolidada em eletronica
de poténcia e sistemas eletromecanicos, estabelecendo o contexto técnico no qual se insere a

abordagem proposta nesta dissertacao.
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3 MOTORES ELETRICOS

Os motores elétricos ocupam posi¢do central nos sistemas modernos de conversao ele-
tromecanica de energia, com presenca ampla em processos industriais, edificacdes, sistemas
de transporte e aplicagdes agricolas. Essa relevancia ndo € apenas tecnoldgica, mas também
energética. Segundo a IEA 4E Electric Motor Systems Platform (EMSA) (2025), os sistemas
acionados por motores elétricos consumiram, em 2023, 13462 TWh, o que correspondeu a
53% do consumo global de eletricidade. No periodo de 2015 a 2023, esse consumo apresentou
crescimento de 26%, superior ao crescimento da demanda elétrica global no mesmo intervalo.
No setor industrial, em particular, os sistemas motrizes responderam por 72% do consumo de
eletricidade, evidenciando que o estudo dessas maquinas € relevante para aplicacdes de aciona-
mento, eficiéncia energética e desempenho dindmico (IEA 4E Electric Motor Systems Platform
(EMSA), 2025).

Do ponto de vista de classificagdo, as maquinas elétricas podem ser agrupadas, de forma
ampla, em maquinas de corrente continua (CC) e maquinas de corrente alternada (CA). Entre
estas dltimas, destacam-se os motores de inducdo, também chamados assincronos, € os motores
sincronos. Nas maquinas CC, a comutagdo eletromecanica permite obter conjugado a partir
da interacdo entre o campo magnético e a corrente de armadura. Nos motores de indugdo, o
conjugado € produzido pela interacdo entre o campo girante do estator e as correntes induzidas no
rotor, o que implica operacdo com escorregamento. Ja nos motores sincronos, o campo do rotor
permanece acoplado ao campo girante do estator, operando em sincronismo com a frequéncia
elétrica de alimentacdo (Umans, 2014).

Nesse contexto, o motor BLAC considerado nesta dissertacdo insere-se na classe dos
motores sincronos de imas permanentes (PMSM, do inglés Permanent Magnet Synchronous
Motor). Por essa razdo, as proximas se¢des concentram-se nos fundamentos do motor sincrono,
em seu acionamento e nas principais estratégias de controle associadas a essa classe de maquina,
preparando a formulagdo do modelo utilizado no desenvolvimento da lei de chaveamento

proposta.

3.1 MOTOR SINCRONO

As mdquinas sincronas constituem uma classe importante de maquinas elétricas rotativas.
Sua caracteristica essencial € o acoplamento magnético entre o campo do rotor € o campo
girante produzido pelo estator. Em regime permanente, esse acoplamento impde que o rotor
opere em sincronismo com a frequéncia elétrica aplicada, distinguindo essa classe das maquinas
de inducao, nas quais a produgdo de conjugado esta associada a existéncia de escorregamento
(Umans, 2014).

Na configuracao classica, o enrolamento de armadura trifasico é disposto no estator,
enquanto o sistema de excitagcao € colocado no rotor. Essa disposi¢ao simplifica o isolamento

do circuito principal, facilita a conexao elétrica da armadura e evita que a poténcia principal
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seja conduzida por contatos deslizantes. Nas maquinas sincronas convencionais, a excitacao
rotorica € usualmente fornecida em corrente continua, por meio de escovas e anéis coletores ou
por sistemas de excitagdo sem escovas. Em outras topologias, o enrolamento de campo pode
ser substituido por imds permanentes, originando as maquinas sincronas de ima permanente
(Pyrhonen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

Do ponto de vista construtivo, as mdquinas sincronas podem apresentar rotor de polos
salientes ou rotor de polos lisos. Em geral, rotores de polos salientes sdo mais associados a baixas
rotacdes e maior nimero de polos, enquanto rotores cilindricos sdo empregados em aplicacdes
de maior velocidade. Essa distin¢do geométrica afeta a distribuicao do entreferro e as indutancias
vistas pelo estator. No caso nao saliente, admite-se igualdade entre as indutancias dos eixos
direto L; e em quadratura L, o que simplifica a descri¢do do comportamento eletromagnético
da méquina (Pyrhonen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

O principio de funcionamento baseia-se na interacao entre a onda girante de forca
magnetomotriz produzida pelas correntes polifdsicas do estator e 0 campo magnético estabelecido
no rotor pela excitagdo. Enquanto o rotor permanece magneticamente acoplado ao campo girante
do estator, a maquina opera em sincronismo e desenvolve conjugado eletromagnético. Quando
esse acoplamento € perdido, a condicdo de operacdo sincrona deixa de existir (Umans, 2014).

Uma relag@o fundamental para a caracterizag@o dessa classe de mdquina € a velocidade
sincrona, que depende da frequéncia elétrica de alimentacdo e do nimero de polos. Na equa-
¢do (58), ng € a velocidade sincrona em rpm, f, € a frequéncia elétrica em Hz e N, € o nimero
de polos da médquina. Essa expressdo evidencia que, para uma frequéncia fixa, a velocidade

mecanica de regime permanente € determinada pela estrutura polar da maquina (Umans, 2014).

_120f,
-,

Também € conveniente relacionar a velocidade angular elétrica w, a velocidade angular

(58)

ng

mecanica y, do rotor. Essa relacdo é dada pelo nimero de pares de polos p. A equacao (59)
mostra que a velocidade elétrica € proporcional a velocidade mecénica do rotor. Essa relacdo é
central na modelagem e na andlise de maquinas sincronas, pois conecta diretamente a dindmica
mecanica do rotor as grandezas elétricas observadas no estator (Umans, 2014).

Np

e — Ny = A 5
W =pa 5 (59)

Em regime permanente, a transferéncia de poténcia da maquina sincrona pode ser descrita
em fungdo do angulo de carga . Para a maquina nio saliente, i.e., para Ly = Ly, a equagio de
angulo de carga reduz-se a uma dependéncia senoidal simples, conforme apresentado na equa-
¢do (60), onde P, representa a poténcia ativa desenvolvida pela maquina em regime permanente,
Vi € a tensdo de fase do estator, E € a forga eletromotriz interna associada ao campo do rotor e

@ € a velocidade angular sincrona (Pyrhonen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).
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Essa expressd@o mostra que a transferéncia de poténcia eletromagnética depende dire-

P, =3 sino (60)

tamente do deslocamento angular entre os campos do estator e do rotor, o que fornece uma
interpretagdo fisica importante da operacao sincrona (Pyrhonen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

Entre as variantes de maior interesse em acionamentos modernos estd o PMSM. Nele, o
fluxo rotdrico € estabelecido pelos imas, eliminando perdas no circuito de excitacio e favorecendo
elevados niveis de eficiéncia. Em contrapartida, o fluxo do rotor deixa de ser diretamente ajustavel
por corrente de campo. Além disso, a forma construtiva do rotor, incluindo o uso de imas
superficiais ou internos, influencia as indutancias, a capacidade de produgdo de conjugado e a
resposta dinamica do acionamento (Pyrhonen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

No contexto dos acionamentos brushless, distinguem-se os motores BLDC (Brushless
Direct Current) e BLAC (Brushless Alternating Current), ambos pertencentes a classe das
maéaquinas sincronas de ima permanente com comutagdo eletronica. A principal diferenca entre
eles, do ponto de vista do modelo elétrico, estd na forma da forca contraeletromotriz (FCEM). No
BLDC, a FCEM ¢ tipicamente trapezoidal e o acionamento costuma empregar correntes quase
retangulares. No BLAC, a FCEM ¢ aproximadamente senoidal, o que o torna mais adequado ao
uso de correntes senoidais (Sakunthala; Kiranmayi; Mandadi, 2017).

Essa distingdo € relevante para a formulacio apresentada neste capitulo. A Figura 3 ilustra
as formas tipicas da forca contraeletromotriz nos casos BLDC e BLAC, destacando o carater
trapezoidal do primeiro e senoidal do segundo. Como a modelagem e as estratégias de controle a
serem discutidas adiante envolvem o seguimento de referéncias senoidais de corrente, o motor
BLAC fornece o enquadramento mais natural para o desenvolvimento adotado nas préximas
secoes.

As relagdes apresentadas em (58), (59) e (60) sintetizam os aspectos fundamentais da
operagdo sincrona em regime permanente. Entretanto, para andlise dindmica, acionamento por
conversores eletrOnicos e projeto de controle, torna-se necessario empregar modelos mais deta-
lhados. Quando as equagdes da maquina sao escritas em varidveis naturais, parte das indutancias
depende da posicao do rotor, fazendo com que os coeficientes do modelo se tornem variantes no
tempo. Por essa razdo, a literatura recorre a mudangas de varidveis e a referenciais em rotagao,
que conduzem a representacdes mais adequadas para andlise e controle (Krause; Wasynczuk;
Sudhoff, 2002).
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Figura 3 — For¢a contraeletromotriz induzida em uma maquina sincrona.
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(b) BLAC.

Fonte: Adaptado de Sakunthala, Kiranmayi e Mandadi (2017).

3.2 ACIONAMENTO DO MOTOR SINCRONO

O acionamento de motores sincronos pode ser realizado por alimentagao direta em rede de
frequéncia constante ou por conversores estaticos de frequéncia varidvel. Essa escolha interfere
nas condi¢Oes de partida, na faixa de velocidade disponivel e no grau de controle sobre corrente,
torque e poténcia. Em aplicagdes convencionais, a alimentacdo diretamente pela rede ainda €
empregada quando se deseja operacao proxima da velocidade sincrona nominal, com exigéncia
limitada de variacdo de velocidade. Em acionamentos modernos, porém, especialmente em
maéaquinas sincronas de ima permanente, o uso de inversores passou a ocupar posicdo central,
pois oferece maior flexibilidade operacional e melhor desempenho dinamico (Umans, 2014).

Na alimentagdo direta pela rede, o motor sincrono apresenta uma limitacao importante:
nao produz conjugado de partida intrinseco, uma vez que o conjugado eletromagnético util
somente se estabelece em sincronismo com o campo girante do estator. Por isso, sua partida
requer dispositivos auxiliares. Uma solucdo clédssica consiste no uso de enrolamento amortecedor
no rotor, geralmente em forma de gaiola, permitindo que a maquina acelere inicialmente como
uma mdquina assincrona. Quando a velocidade se aproxima da sincrona, aplica-se a excitagao
em corrente continua ao rotor € ocorre o travamento magnético com o campo girante do estator
(Umans, 2014).

O enrolamento amortecedor também contribui para a estabilidade da operagdo sincrona

em mdaquinas alimentadas diretamente pela rede. Em tais condicdes, ele participa da producdo de
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conjugado de partida e do amortecimento de oscilagdes eletromecénicas. Em acionamentos veto-
riais alimentados por conversores, por outro lado, a mdquina pode operar sem esse enrolamento,
e sua presenca pode até ser indesejavel, em razdo do aquecimento associado aos harmoénicos de
comutacdo produzidos pelo inversor (Pyrhonen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

A faixa de operagdo de um acionamento elétrico com controle de velocidade é usualmente
descrita por duas regides principais, conforme indicado na Figura 4. Até a velocidade base,
0 acionamento opera em regido de torque aproximadamente constante. Acima desse ponto,
a operacdo passa a regido de poténcia aproximadamente constante, na qual o torque tende a
decrescer com o aumento da velocidade. Essa caracteristica decorre, em geral, das limitacdes de

tensao do conversor e das condi¢des de enfraquecimento de fluxo impostas ao acionamento.

Figura 4 — Regides tipicas de operacdo em acionamentos com controle de velocidade.
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Fonte: Adaptado de Zeraoulia, Benbouzid e Diallo (2006).

Em contraste com a alimenta¢do em frequéncia fixa, o acionamento por inversor permite
sintetizar tensoes trifasicas com amplitude e frequéncia controldveis. Isso elimina a dependéncia
de mecanismos auxiliares de partida e possibilita a aceleracdo da maquina desde baixas velocida-
des sob acgdo direta do conversor. Em motores sincronos acionados por frequéncia varidvel, a
operacdo torna-se mais flexivel, tanto em regime transitério quanto em regime permanente. Esse
aspecto € particularmente relevante em maquinas sincronas de ima permanente de pequeno e
médio porte, nas quais a comutagdo dos enrolamentos estatdricos € integralmente determinada
pela eletronica de poténcia (Umans, 2014).

Nos acionamentos modernos de PMSM, a estrutura tipica compreende um barramento em
corrente continua, um inversor trifdsico e uma estratégia de controle responsdvel pela definicao
das tensdes ou dos estados de comutagdo aplicados ao estator. Entre as estratégias de controle

mais difundidas para regulacao de velocidade destacam-se o controle vetorial e o controle
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direto de torque, sendo frequente a adocao de estruturas em cascata com uma malha externa de
velocidade e malhas internas de corrente (Ullah; Guzinski; Mirza, 2022).

Essa arquitetura amplia significativamente as possibilidades de operacdo do acionamento.
Além de controlar a velocidade, ela permite regular as correntes estatéricas, impor formas de
onda compativeis com a forca contraeletromotriz da maquina e melhorar a resposta de conjugado.
Em motores BLAC, cuja FCEM ¢é aproximadamente senoidal, o inversor trifdsico mostra-se
particularmente adequado, pois viabiliza a sintese de tensdes compativeis com referéncias
senoidais de corrente e com estratégias de controle formuladas em referenciais convenientes
para a andlise dinamica (Ullah; Guzinski; Mirza, 2022).

Sob o ponto de vista funcional, o inversor ndo atua apenas como interface de poténcia.
Sua presenca altera diretamente a forma de operacdo da maquina, amplia a faixa de velocidades
acessivel e modifica a relagdo entre a fonte elétrica e a dinAmica eletromecanica do conjunto.
Por esse motivo, em acionamentos sincronos contemporaneos, maquina, conversor e estratégia
de controle devem ser tratados como partes de um sistema integrado, cujo desempenho depende

da interagdo entre esses trés elementos (Pyrhonen; Jokinen; Hrabovcova, 2008).

3.3 CONTROLE DO MOTOR SINCRONO

O controle de motores elétricos ocupa papel central nos acionamentos modernos, pois 0
desempenho do sistema depende da interacdo entre a maquina, o conversor estatico e a estratégia
de controle. Em acionamentos alimentados por inversores, a técnica de controle define como
tensdo, corrente, fluxo e torque sdo regulados, influenciando a resposta transitéria, a precisao
de velocidade, a eficiéncia energética e a qualidade das grandezas elétricas. Nesse contexto, a
evolucdo da eletronica de poténcia ampliou as possibilidades de controle, viabilizando estratégias
com diferentes niveis de complexidade (Bose, 2002).

Entre as abordagens mais tradicionais, o controle escalar se destaca pela simplicidade
de implementacdo, sendo usualmente baseado na imposi¢ao da razdo entre tensio e frequéncia
para manter o fluxo magnético em niveis adequados. Embora essa estratégia seja suficiente
em aplicacdes com menor exigéncia dindmica, sua capacidade de regular de forma precisa
as varidveis eletromagnéticas da maquina € limitada, especialmente em regimes transitérios
e em situacdes que demandam resposta rapida de torque (Bose, 2002). Por essa razdo, os
acionamentos sincronos modernos recorrem com frequéncia a técnicas mais elaboradas, como o
controle vetorial, o controle direto de torque, o controle preditivo e o controle chaveado, que

serdo discutidos em seguida.

3.3.1 Controle vetorial

O controle vetorial, ou controle por orientacao de campo (FOC, do inglés Field Oriented
Control), baseia-se na descricdo das grandezas elétricas da maquina em um referencial girante

sincronizado com um vetor de fluxo tomado como referéncia. Nesse arranjo, as correntes
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estatoricas sdo projetadas em duas componentes ortogonais, iy € iy. Em termos fisicos, essa
mudanga de coordenadas permite relacionar a componente de eixo direto ao fluxo e a de
quadratura a produgao de torque, aproximando o comportamento do acionamento CA a l6gica
de controle de maquinas CC. Com isso, o problema deixa de ser formulado diretamente sobre
variaveis trifasicas acopladas e passa a ser tratado em coordenadas mais adequadas ao projeto do
controle (Novotny; Lipo, 1996).

A ideia central do método é regular, de forma coordenada, a amplitude e a orientacao
dos vetores de corrente ou de tensdo, preservando a relagdo angular necessdria entre 0 campo
do rotor e a excitacdo do estator. Em maquinas sincronas, essa formulagdo € particularmente
conveniente, pois a posicado do campo rotérico decorre diretamente da posicao elétrica do rotor.
Isso permite definir referéncias independentes para iy € iy, favorecendo operacdo em torque
constante, enfraquecimento de campo e desempenho dindmico superior ao do controle escalar.
No caso de motores BLAC com fmas superficiais, € usual adotar i, = 0 em ampla faixa de
operagdo, de modo que a regulac@o de torque recaia principalmente sobre i;, em concordincia
com a FCEM aproximadamente senoidal da maquina (Novotny; Lipo, 1996).

A Figura 5 apresenta uma estrutura tipica de controle vetorial para um PMSM. Nela, a
malha externa de velocidade fornece a referéncia ij‘l, enquanto duas malhas internas no referencial
dg geram os comandos V,; e V,. Também aparece a imposi¢do de referéncia nula no eixo direto,
configuracio compativel com a operacao usual de PMSM de imas superficiais. As transformacdes
entre os referenciais abc e dg, combinadas com a medi¢do ou estimagao da posi¢ao elétrica do
rotor, viabilizam o desacoplamento em coordenadas sincronas, j4 o modulador PWM e o inversor
trifdsico sintetizam as tensdes aplicadas ao estator. Embora existam diferentes arranjos de
controle vetorial, com distintas estratégias de estimagao de fluxo, compensagao de acoplamentos
e regulacdo de corrente, a organizacdo em cascata com malha externa de velocidade e malhas
internas de corrente permanece como a estrutura mais difundida em acionamentos de alto

desempenho (Novotny; Lipo, 1996).

3.3.2 Controle direto de torque

O controle direto de torque (DTC, do inglés Direct Torque Control) baseia-se na selecdo
direta dos vetores de tensdo do inversor a partir dos erros de torque eletromagnético e de fluxo
estatdrico, dispensando, em sua forma cldssica, as malhas internas de corrente e o modulador
PWM. Com isso, a cadeia de controle entre a referéncia e o estado de chaveamento torna-se mais
curta, o que favorece resposta dindmica elevada. Em acionamentos com motores sincronos de
imas permanentes, essa estratégia é especialmente atraente em aplicacdes que exigem rapida
variacao de torque, embora usualmente implique maior ondulacdo de torque e fluxo quando
comparada ao controle vetorial (Zhong et al., 1997).

A base fisica do método pode ser interpretada pelo dngulo § entre o fluxo estatérico € o
fluxo do rotor. Para PMSM sem saliéncia acentuada, mantendo-se aproximadamente constante

o mddulo do fluxo estatorico, o torque cresce com o aumento desse angulo. Essa relacdo pode
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Figura 5 — Diagrama de blocos de um PMSM com controle vetorial.
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Fonte: Adaptado de Andrich (2013).

ser escrita como na equagdo (61), em que p € o nimero de pares de polos, Lg € a indutancia

estatorica,

V| € 0 médulo do fluxo estatérico, |y¢| é o médulo do fluxo associado aos fmas do
rotor e & € o Angulo entre esses dois vetores de fluxo. Assim, a a¢do de controle consiste em
acelerar ou desacelerar a rotagcdo do vetor de fluxo do estator por meio da escolha instantdnea do
vetor de tensdo aplicado pelo inversor. Em mdquinas salientes, soma-se ainda a parcela de torque
de relutancia, de modo que a referéncia de fluxo também passa a influenciar a linearidade da

caracteristica torque—angulo (Zhong et al., 1997).

_3p .
Te_il:W/SHWf‘ sin 0 61)

A Figura 6 apresenta uma arquitetura tipica de DTC aplicada a um PMSM. Nessa
configuracdo, a malha externa de velocidade fornece a referéncia de torque, enquanto o fluxo
estatdrico e o torque estimados sdo comparados com seus respectivos valores de referéncia
por comparadores com histerese. A partir das correntes medidas e do estado de comutacao do
inversor, calculam-se as componentes do fluxo em eixos estaciondrios e identifica-se o setor
angular do vetor de fluxo. Essas informa¢des alimentam uma tabela de comutacdo que seleciona
diretamente o proximo vetor de tensdo do inversor. Essa organizacdo evidencia a principal
particularidade do método: a tensdo estatdrica nio € gerada por referéncias continuas seguidas de
modulagdo, mas pela escolha direta do estado de chaveamento mais adequado ao erro instantaneo

do sistema. Na estrutura mostrada, o sensor de posicao permanece associado a inicializacdo e a
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malha mecénica, sem ocupar papel central na malha interna de torque (Zhong et al., 1999).

Figura 6 — Diagrama de blocos de um PMSM com controle direto de torque.
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Fonte: Adaptado de Zhong et al. (1999).

3.3.3 Controle preditivo

O controle preditivo reune estratégias em que a a¢do de controle € calculada a partir da
predicao do comportamento futuro da planta com base em um modelo discreto. A cada periodo
de amostragem, o controlador estima a evolu¢d@o das varidveis de interesse para diferentes acoes
admissiveis e seleciona aquela que minimiza uma funcio custo. Essa formulagdo permite tratar,
em uma mesma estrutura, objetivos de rastreamento e restricdes operacionais, o que justifica seu
uso em acionamentos elétricos com dinamica rdpida e varidveis acopladas (Geyer, 2017).

O modelo discreto da planta utilizado por estratégias de controle preditivo pode ser repre-
sentado pela equagdo (62). Nessa expressio, x(k) € o vetor de estados no instante de amostragem
k, u(k) é a entrada de controle, y(k) é o vetor de saidas, e A, B e C so, respectivamente, as
matrizes de estados, de entrada e de saida do modelo discreto. A partir desse modelo, estimam-se
as trajetorias futuras das varidveis controladas ao longo de um horizonte finito de predic¢ao
(Geyer, 2017).

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k), y(k) = Cx(k) (62)

A escolha da acdo de controle é feita por meio de uma fun¢do custo, construida para
quantificar o desempenho previsto de cada acdo candidata ao longo do horizonte de predicao.
Em acionamentos elétricos, essa funcdo geralmente penaliza erros de rastreamento de corrente,
torque, fluxo ou velocidade, podendo incluir também termos associados ao esfor¢o de controle,

ao nimero de comutacdes e ao atendimento de restri¢des. Dessa forma, a fungdo custo atua como
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o critério que orienta o algoritmo na selecdo da ac@o de controle mais adequada a cada instante
(Geyer, 2017).

Nos acionamentos CA, duas formulacdes sdo particularmente recorrentes. Na abordagem
finite control set model predictive control (FCS-MPC), a entrada de controle pertence a um
conjunto discreto de estados de chaveamento do inversor, de modo que o algoritmo escolhe
diretamente o vetor de tensao a ser aplicado, sem o uso de modulador. J4 na continuous control
set model predictive control (CCS-MPC), a entrada € tratada como continua e o sinal calculado
¢é posteriormente sintetizado por uma técnica de modulagdo. Em geral, a FCS-MPC apresenta
estrutura mais direta e elevada rapidez dinamica, enquanto a CCS-MPC tende a oferecer melhor
desempenho em regime permanente e frequéncia de chaveamento fixa, ao custo de maior esforco
computacional (Li; Meng; Shi, 2024).

A Figura 7 mostra uma arquitetura tipica de MPC para acionamentos de motores CA.
Nela, o modelo preditivo recebe o conjunto de acdes admissiveis e, com base no estado estimado
da mdaquina, calcula as trajetdrias futuras associadas a cada candidata. Em seguida, o bloco de
minimizac¢do da fun¢do custo seleciona a acio de controle a ser aplicada ao inversor. A presenca
explicita do control set e da escolha direta do estado de chaveamento caracteriza uma estrutura
proxima do FCS-MPC. O diagrama também evidencia dois elementos praticos relevantes: a
observacdo de estados, necessdria para alimentar o modelo com varidveis ndo diretamente
medidas, e a compensacdo de atraso, empregada para reduzir os efeitos do processamento digital

e da atuacado do conversor (Li; Meng; Shi, 2024).

Figura 7 — Diagrama de blocos de um PMSM com controle preditivo.
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Fonte: Adaptado de Li, Meng e Shi (2024).

A

Em motores sincronos, o interesse pelo controle preditivo decorre da possibilidade de
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considerar, em uma udnica estrutura, o acoplamento entre varidveis elétricas, as restricdes do
inversor e diferentes critérios de desempenho. Por outro lado, sua aplicacio prética depende de
um modelo suficientemente representativo e de capacidade computacional compativel com o
periodo de amostragem, o que motivou o desenvolvimento de variantes voltadas a redugdo de

ondulagdes, a simplificacdo algoritmica e ao aumento de robustez (Li; Meng; Shi, 2024).

3.3.4 Controle chaveado

O termo controle chaveado ndo designa uma tnica técnica de controle, mas uma classe
mais ampla de abordagens em que a acao de controle envolve a comutagdo entre modos, sub-
sistemas ou leis de atuacao distintas. No contexto de sistemas dinamicos, essa formulacao é
usualmente associada a modelos hibridos ou a sistemas com eventos discretos, nos quais a
evolucdo continua do estado é acompanhada pela selecdo, a cada instante, de uma dinamica
ativa (Liberzon, 2003). Como os fundamentos tedricos, as classificacdes e algumas aplicacdes de
sistemas chaveados ja foram discutidos no Capitulo 2, interessa aqui apenas situar o emprego
dessa estratégia no acionamento de motores sincronos, em particular no caso de PMSM.

Em acionamentos elétricos, a ideia de comutagdo pode aparecer sob diferentes perspec-
tivas. Em um sentido mais amplo, ela inclui estratégias em que a ac¢do do inversor é definida
diretamente a partir da escolha de estados discretos de chaveamento. Nesse grupo, enquadram-se,
por exemplo, abordagens baseadas em tabelas de comutacio e também o controle por modos
deslizantes (SMC, do inglés Sliding Mode Control). Este tltimo constitui uma classe particular
de controle descontinuo ou de estrutura varidvel, na qual a lei de controle alterna entre estruturas
distintas com o objetivo de forcar a trajetdria a atingir e permanecer sobre uma superficie de
deslizamento. Embora compartilhe com o controle chaveado a presenca de descontinuidades e a
selecdo entre acdes discretas, o SMC possui formulacdo prépria e € frequentemente acompanhado
por problemas praticos como chattering (Wu et al., 2022).

No caso especifico de maquinas sincronas de {ma permanente, a maior parte das estraté-
gias consagradas, como o controle vetorial e o controle direto de torque, é formulada a partir
de referenciais auxiliares e da sintese de tensdes médias ou da selecdo direta de vetores de
tensdo. Em contraste, uma linha menos usual consiste em tratar o conjunto inversor—-maquina
explicitamente como um sistema chaveado, no qual cada configuragao do inversor define um
modo dindmico distinto e a lei de chaveamento passa a ser objeto direto de projeto. Nessa
perspectiva, a literatura mostra que o acionamento PMSM pode ser modelado como um sistema
chaveado ndo linear ou afim, permitindo a sintese de leis de chaveamento dependentes do estado
com garantias formais de estabilidade (Egidio et al., 2019).

A abordagem adotada nesta dissertac@o aplica o controle chaveado diretamente ao aci-
onamento do motor por meio da selecao, em tempo real, do modo de operagdo do inversor.
Trata-se de uma estratégia de chaveamento dependente do estado, formulada com base na teoria
de sistemas chaveados e na sintese de uma lei de chaveamento por critérios de estabilidade

de Lyapunov. Diferentemente do controle por modos deslizantes, ndo se busca impor delibe-
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radamente uma superficie de deslizamento. Ainda assim, modos deslizantes podem surgir nas
fronteiras de chaveamento e, nesse caso, devem ser compativeis com a estabilidade do sistema

em malha fechada.

3.4 MODELAGEM DO SISTEMA

Esta secdo apresenta a modelagem completa do sistema chaveado composto por um
inversor trifasico de dois niveis acionando um motor BLAC, ilustrado na Figura 8. O objetivo é
descrever a dindmica elétrica e mecanica do conjunto inversor—maquina, obtendo um modelo em
espaco de estados apropriado para o desenvolvimento da lei de chaveamento no Capitulo 4. Por
simplicidade de notagdo, a dependéncia temporal explicita das varidveis serd omitida sempre que

nao houver risco de ambiguidade.

Figura 8 — Representacdo do sistema inversor-motor BLAC.
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Fonte: Adaptado de Patel e Chandwani (2021).

A modelagem parte do equacionamento elétrico das fases do estator, incluindo a re-
presentacao das tensdes induzidas e do efeito das chaves do inversor, e em seguida aborda o
equacionamento mecanico do rotor. Por fim, o modelo completo é expresso em coordenadas
o3 por meio da transformada de Clarke, resultando em uma forma compacta e adequada a

formulacao matricial utilizada na sintese por LMIs.

3.4.1 Equacionamento elétrico

Cada fase do estator do motor BLAC é modelada como uma associagdo série de uma
resisténcia R, uma induténcia L e uma fonte de FCEM e,, onde x € {a,b,c}. Nesse modelo, R
representa a resisténcia dhmica do enrolamento de fase, L representa a indutancia equivalente de
fase, e e, representa a tensdo interna induzida pela rota¢do do rotor (Umans, 2014). Aplicando a
lei de Kirchhoff das tensdes para cada fase, obtém-se as equacdes (63)—(65).

i

2 te, (63)

Va=Riqg+L—
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0

v, :Rib+L£ tep (64)
o di

VC = Rlc + LE +e. (65)

Como o estator é conectado em estrela e o sistema trifasico é considerado balanceado, as

correntes satisfazem a condicao de soma nula conforme a equacao (66).

ig+tip+ic=0 (66)

A forga contraeletromotriz e, de cada fase depende da posicao elétrica 6, do rotor e é
proporcional a velocidade angular elétrica @,, sendo expressa pelas equacdes (67)—(69), em que
K, é a constante de FCEM.

eq = K, @, sin(6,) (67)

2
¢y = Ko, sin (ee _ ?”) (68)
e. = K, 0, sin (96 + Z?E) (69)

As tensdes de fase V,, V}, e V. sdo determinadas pelos estados de comutagdo das chaves
do inversor. Considerando um inversor trifdsico de dois niveis alimentado por uma tensao
de barramento continuo V., cada braco do inversor pode assumir o valor Sy € {0,1}, com
k € {1,2,3}, representando o estado inferior (0) ou superior (1) da respectiva chave. A Tabela 1
apresenta as seis combinagdes ativas de comutacao do inversor e as respectivas tensdes de fase

em relacdo ao ponto neutro. Os vetores nulos ndo sdo considerados na sintese do controle.

Tabela 1 — Modos de operagdo ativos do inversor trifdsico e tensdes de fase.

Modoo S 1 Sz S3 V., Vb V.
L1 0 0 3Ve —3Vee —3Ve
2 11 0 e v -3v.
3 0 1 0 —Vee 3V —3Ve
4 0 1 1 —3Vee oo Ve
5 0 0 1 —IVe —IVee 3V
6 1o 1 v “2v. ly,

Fonte: Adaptado de Scalabrin (2016 apud Agnolo, 2019).
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3.4.2 Equacionamento mecanico

A parte mecanica do sistema descreve a intera¢io entre o torque eletromagnético pro-
duzido pela médquina e o torque de carga aplicado ao eixo. A equacao dinamica do movimento
rotacional é dada por (70), em que J € o momento de inércia do rotor, B, € o coeficiente de atrito
viscoso, T, é o torque eletromagnético, 77 € o torque de carga e @, representa a velocidade
angular mecénica do rotor.

dwpy

J? =1,—B,w,—1T; (70)

O torque eletromagnético 7, gerado pelo campo magnético rotativo € funcio das correntes
de fase e da posicao elétrica do rotor, sendo definido em coordenadas abc pela equacao (71),

onde p é o nimero de pares de polos e W, = p y,.

T, = %(eaia + epip -+ ecic) (71)

(4

Substituindo (67)—(69) em (71), obtém-se a equagao (72).

3 2 2
Te = sze (ia sin Oe + ib sin (Ge — ?ﬂ) + ic sin (ee + ?ﬂ) > (72)

3.4.3 Representacao em espaco de estados

A partir do equacionamento elétrico das trés fases, é possivel reduzir o sistema trifasico a
duas varidveis independentes por meio da transformada de Clarke. Essa transformacao projeta
o sistema em um plano ortogonal af3, eliminando a redundancia decorrente da soma nula das
correntes trifasicas e simplificando a anélise do comportamento dindmico do motor.

A transformada de Clarke € definida pela equacdo (73), que converte as varidveis trifasicas
(fa> fb» fc) em componentes bidimensionais ortogonais (fo, fg) no referencial estaciondrio. Essa
mudanca de base corresponde a uma projecao das grandezas trifdsicas sobre eixos defasados
de 90°, permitindo representar o comportamento elétrico em um plano reduzido sem perda de

informacao essencial (O’Rourke et al., 2019).

Ja
2 2
=z fo (73)
fol 3o g f‘

Essa formulagdo, apresentada originalmente por Clarke (1971), deriva dos conceitos de

fa 21 -3 -3

componentes simétricos e constitui a base para diversas técnicas modernas de modelagem e
controle de sistemas trifasicos.
Aplicando a equacdo (73) as tensdes, correntes e forgas contraeletromotrizes do sistema,

obtém-se o modelo reduzido no referencial af3. Esse modelo descreve o comportamento elétrico
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e mecanico acoplado do conjunto inversor—-motor BLAC, sendo expresso em espago de estados

conforme a equacdo (74).

; io —R 0 —%ecosO,| | ia 10 y 0
Chisl=| o B Kegng, | [ig |+ [0 L] | T+ 0| 79
dt 3K, 3K, B VB.i 1

(. =L7¢sinB, —=57¢cos 6, —3 Wy 00 / -7

]T, e as entradas

Na equagdo (74), o vetor de estados é definido por x = [ig ig Wm
correspondem as tensdes Vy ; e Vg ; aplicadas pelo inversor em cada modo de operagdo i €
{1,...,6}.

O modelo em coordenadas o3 dado por (74) é matematicamente equivalente ao sistema
trifdsico original, porém com uma estrutura de menor dimensdo. Além disso, essa forma ¢é
particularmente adequada para o desenvolvimento das condi¢des de estabilidade e desempenho

via LMIs, que serdo apresentadas no Capitulo 4.
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4 PROJETO DA LEI DE CHAVEAMENTO

Este capitulo apresenta o desenvolvimento completo do projeto da lei de chaveamento
baseada em LMIs, aplicada ao controle de um inversor trifasico alimentando um motor BLAC.
O objetivo € formular, a partir do modelo matemaético do sistema, uma estratégia de comutacao
capaz de garantir estabilidade global e atenuacdo de distirbios, assegurando o rastreamento
adequado das correntes de referéncia senoidais e o desempenho dinamico desejado. Por simplici-
dade de notacgdo, a dependéncia temporal explicita das varidveis serd omitida sempre que nao
houver risco de ambiguidade.

Inicialmente, realiza-se a caracterizagio do sistema em coordenadas a3, estabelecendo-
se as relacdes entre os estados elétricos, a dinamica do rotor e o vetor periddico de referéncia.
Em seguida, € proposta uma funcdo de Lyapunov candidata, a partir da qual sdo derivadas as
condi¢des necessdrias de estabilidade. Essas condi¢des sdo expressas em forma matricial e
posteriormente reformuladas como restri¢des lineares no dominio das LMIs, possibilitando sua
resolucao por métodos numéricos de otimizagao convexa.

Com o objetivo de reduzir o conservadorismo associado as condi¢des de estabilidade,
introduz-se o Procedimento—S, que permite relaxar a desigualdade de decrescimento da fungdo
de Lyapunov. Na sequéncia, o critério de desempenho 7% € incorporado a formulagao, possi-
bilitando a limitacao explicita do efeito de distirbios exdgenos sobre as varidveis de erro e o
vetor de chaveamento. Adicionalmente, aplica-se o lema de Finsler para projetar as restricdes no
subespaco factivel, assegurando a convexidade da formulagdo final.

Por fim, as condi¢des obtidas sdo reunidas em uma estrutura unificada de sintese baseada
em LMIs, da qual s@o extraidas as matrizes de projeto do controlador. A solucdo desse problema
fornece a lei de chaveamento resultante, capaz de garantir estabilidade robusta e rejeicao efetiva
de perturbagdes no acionamento do motor BLAC, mantendo o seguimento adequado das referén-
cias senoidais. Uma arquitetura de controle para aplicacdo da lei de chaveamento projetada é

proposta ao final do capitulo.

4.1 CARACTERIZACAO DO SISTEMA

O projeto da lei de chaveamento parte da formulacdo do modelo dindmico completo do
inversor trifasico com motor BLAC, conforme desenvolvido no Capitulo 3. No referido capitulo,
a equagdo (74) descreve a dindmica do sistema em coordenadas a3, incluindo a influéncia direta
da FCEM e o acoplamento entre as varidveis elétricas e mecénicas do motor.

Para viabilizar o projeto de controle baseado em LMIs, € necessario reestruturar o modelo
de modo a remover o termo da FCEM da matriz de estados. Essa modificacdo permite representar
a contribuicdo periddica associada ao campo girante como um distirbio harmdnico externo,
facilitando a aplicacao do critério /7, e o desenvolvimento das condi¢des de estabilidade de
Lyapunov. A partir da equacdo (74), o sistema € reorganizado na forma compacta mostrada em
(75).
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x = A(s,¢)x+ bphysu+BW (0. )z +d (75)

Na equag@o (75), o vetor de estados x = [iy i B ®,]" mantém a mesma defini¢io intro-
duzida anteriormente. As varidveis s := sin 6, e ¢ := cos 6, descrevem a dependéncia da planta
em relagdo a posicao elétrica do rotor, enquanto u € {0, 1} representa o vetor de comandos das
chaves do inversor, sendo m = 6 o nimero de modos de operacao possiveis. Em cada instante,
u € um vetor unitario canonico, i.e., ):71:1 u;j =1, de modo que apenas uma das seis colunas de
bphys € selecionada. O vetord = [00 —T7/J ]T permanece inalterado, representando o torque
de carga.

O vetor periddico z representa uma projecao unitaria da posicdo elétrica do rotor no plano
of} e é tratado, na formulagdo do controle, como um sinal exégeno estruturado associado a

dinamica rotacional. Sua definicdo € dada pela equagdo (76).

cos 6,
7= (76)
sin 6,

A matriz A(s,c) representa a dindmica continua do sistema, cuja estrutura é afim nas
varidveis de estado, porém dependente de forma ndo linear da posi¢do elétrica do rotor por
meio dos termos sin 8, e cos 6,. Essa dependéncia paramétrica reflete o acoplamento entre as

componentes elétricas e mecanicas do motor, e sua forma explicita é apresentada na equacgdo (77).

R
X0 o0
A(s,e)=| 0 % 0 (77)
K; K; B,
-7 T7¢ —7

A matriz bpyys modela a agdo das tensdes aplicadas pelo inversor sobre as correntes do
estator e é derivada diretamente dos vetores de tensdo ativos definidos no Capitulo 3. Sua forma
matricial € mostrada na equacao (78).

2
U
3L
bphys = (78)

1xm

A matriz U agrupa os vetores de tensdo no plano af3, conforme a equag@o (79).

U— Vcc 0 - Vcc - Vcc O Vcc (7 9)
0 Vcc Vcc 0 - Vcc - Vcc

O termo B,.W(@,)z em (75) representa a contribuicdo periddica associada a FCEM,
tratada como distirbio harmdnico. Essa separacdo permite analisar a influéncia do vetor periédico
z de forma explicita, sem comprometer a linearidade da formulacdo. As matrizes correspondentes

sdo apresentadas em (80) e (81).
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£e0
B.=|0 % (80)
0 0
0 o
W (w,) = ’ (81)
w, 0

Para melhorar o condicionamento numérico do problema de otimizacdo, adota-se a

normalizagdo da matriz de entrada bppys, conforme a equagao (82).

b:bphySD*I, D = diag(||bphys(:; 1) ] - - - s ||Bphys (5, m)]) (82)

Como D ¢€ diagonal, constante e inversivel, essa operacdo apenas reescala as colunas
de bpnys, sem alterar o subespago gerado pelos vetores de entrada. Assim, a normalizag¢@o nao
modifica a dindmica fisica admissivel do sistema, mas apenas a parametrizacdo da acao de

controle, sendo empregada apenas para melhorar o condicionamento numérico da sintese.

4.1.1 Modelo do sinal de referéncia

O objetivo do controle € garantir o rastreamento senoidal das correntes estatdricas,
assegurando o torque exigido e relacionado a referéncia de velocidade. A amplitude da corrente
de referéncia I, deve ser definida a partir da relacdo de torque necessaria para acionar o motor
no ponto de operacao correspondente a velocidade desejada e ao torque de carga.

O vetor periddico z segue a dindmica rotacional dada por (83).

z=W(w,)z, 2z=1 (83)

ok

Dessa forma, o vetor de correntes de referéncia i* = [}, i;;]T ¢ definido pela relagdo

linear apresentada na Equacdo (84).

i =7,z (84)

A matriz Z,, que relaciona as componentes da corrente de referéncia com o vetor pe-
. g L P ~ . 2 ok . ok
riddico, € exibida na Equagao (85). Com base nisso, obtém-se iy, = I,sin 6, € i B = —I,cos6,,

garantindo defasagem de 90° entre as componentes & ¢ f3.

0 1
Ze:p 10 (85)

O vetor de estados de referéncia x* € entao definido por (86), cuja derivada temporal é
dada por (87), considerando a referéncia de velocidade mecénica w;, aproximadamente constante

durante um periodo de comutacao.
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. z

= | =] (86)
o, o,

d ZeZ ZeW(we)Z

a ._ _ 87

o[ e o

4.1.2 Formulacao do erro dinamico

O vetor de erro de rastreamento € definido pela diferenca entre o estado real do motor e o

estado de referéncia, conforme a equacao (88).

e :x—x* (88)

Para descrever a evolugdo temporal do erro no espago de estados completo (R?), define-se
a matriz estendida Z, € R*>*? na equacio (89), a qual incorpora a referéncia de corrente ao vetor

de estados, mantendo nula a componente oscilatdria para a velocidade mecanica.

Z,

7, =
‘ 01><2

(89)

A dinamica do erro € obtida subtraindo-se a derivada da referéncia (87) da dindmica geral
do sistema (75). Substituindo x = e +x* e agrupando os termos, a evolugdo do erro é dada por
(90).

é=A(s,c)e+B(w,)z+ b0 +d (90)

Nesta formulagdo, a matriz B(®,) é definida por (91).

B(w,) =A(s,¢)Ze+ (B, — Zo )W (@,) o1

O vetor de controle O representa a combinacdo convexa dos modos de operacdo do

inversor, pertencente ao conjunto simplex ® apresentado em (92).

@:{ee[o,l]’“:ie,:l} 92)

i=1
O equilibrio periédico nominal do sistema ocorre quando ¢ = 0, assim como a sua
derivada. Sob essa condi¢do, assume-se que existe uma combina¢do convexa média de modos

0(z) € O capaz de compensar o torque de carga d e o disttirbio harmonico B(w, )z, satisfazendo

a relacdo de equilibrio apresentada em (93).

B(®,)z+b0+d =0 (93)
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Ao subtrair a condi¢do de equilibrio (93) da dindmica completa (90) e definir a variacao
de controle A@ = 0 — 0, o termo B(®,)z é anulado pela agdo de controle nominal. A dindmica

de erro para a sintese do controlador € entdo expressa de forma exata por (94).

é=A(s,c)e+DbAB 94)

A equacdo (94) constitui a base para a formulacdo das condi¢des de estabilidade. Embora
o termo harmonico tenha sido anulado na dindmica do erro, sua derivada z = W (@, )z permanece

acoplada a variacao da funcao de Lyapunov.

4.2 FUNCAO DE LYAPUNOV E LEI DE CHAVEAMENTO

A andlise de estabilidade do sistema chaveado baseia-se na formulagcdo de uma funcao de
Lyapunov que garanta convergéncia global do erro de rastreamento, mesmo sob chaveamento
entre modos discretos. A partir do modelo reduzido apresentado na equacdo (94), busca-se
determinar uma fungdo escalar V (e,z) que satisfaca as condi¢des classicas de positividade e

decrescimento, de forma a assegurar a estabilidade exponencial do sistema em malha fechada.

4.2.1 Funcao de Lyapunov candidata

Para cada modo de operagdo i € .# = {1,2,...,m}, define-se uma funcéo auxiliar v;(e, z)
conforme a equacdo (95), em que P = P' é uma matriz simétrica positiva definida e 7 é uma
matriz de dimensao compativel, ambas a serem determinadas por meio das LMIs. O vetor b;
representa a contribui¢do do i-ésimo vetor de tensio do inversor, conforme definido na tabela de

modos de operacdo do sistema.

vi(e,z) =e' Pe+2e'T(Bz+b;) 95)

A equagio (95) é composta por dois termos: o primeiro, e ' Pe, associado i energia do
erro, e o segundo, 2¢ ' T (Bz+ b;), responsével por capturar o efeito dos termos afins presentes na
dindmica do sistema chaveado. Essa estrutura quadratico-afim € inspirada na formulacao proposta
por Trofino et al. (2011), na qual fun¢des auxiliares da forma v;(x) = x'Px+2x'S; sdo empre-
gadas para sistemas chaveados afins. Nesta dissertacdo, a adaptagdo dessa estrutura considera
explicitamente o termo periddico Bz associado a dindmica rotacional do motor, incorporando-o
ao termo afim juntamente com b;.

A funcao de Lyapunov candidata € construida como o méximo entre as fungdes auxiliares

definidas em (95). A defini¢do € apresentada na equacgdo (96).

V(e,z) = grel%{vi(e,z)} (96)

A escolha da operag@o de maximo assegura que V (e,z) seja continua e diferencidvel por

partes, mesmo em regides de chaveamento entre modos distintos. Além disso, a funcio candidata
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(96) satisfaz a condi¢@o de continuidade global, uma vez que, no instante de chaveamento, duas
fungdes auxiliares v; € v; possuem o mesmo valor.
Para que V (e,z) seja uma funcdo de Lyapunov vilida, deve ser positiva definida em

relac@o ao vetor de erro e, conforme estabelecido na relagdo (97).

Vie,z) >0, Ve#0 (97)

Além disso, sua derivada temporal deve ser estritamente negativa ao longo das trajetérias

do sistema, segundo a relacdo (98).

V(e,z) <0, Ve #0 (98)

As condicdes (97) e (98) serdo posteriormente convertidas em LMIs equivalentes, permi-

tindo a sintese da lei de chaveamento.

4.2.2 Estrutura da matriz 7

A matriz auxiliar T, introduzida na formulagio das fungdes v;(e,z), aparece nos termos
cruzados da fun¢do de Lyapunov candidata e influencia diretamente o acoplamento entre as
varidveis elétricas e os modos de chaveamento. Considerando que apenas as correntes do
estator sdo atuadas pelo inversor, é conveniente restringir a acdo de 7 apenas aos estados
elétricos, mantendo nulas as componentes associadas a dinamica mecanica. A estrutura adotada

€ apresentada na equacdo (99).

T, 0
=", 1, er¥? (99)
0 0

A forma em blocos de (99) reduz o niimero de varidveis de decisdo e melhora o con-
dicionamento numérico do problema de otimizacao. Essa configuracdo evita acoplamentos
desnecessarios entre os subsistemas elétrico e mecanico, mantendo o problema linear e bem
condicionado.

Para impedir o escalonamento ndo limitado de 77; durante a sintese LMI, introduz-se um
escalar auxiliar s7 que impde uma restri¢do sobre sua norma espectral. Essa limitacdo € expressa

pela LMI apresentada em (100).

sthy T

(100)
T, srh

Pelo complemento de Schur, a restri¢cao (100) € equivalente a condi¢do de norma dada
por (101).

[T11l2 < sr (101)
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Na implementagdo prética, o parametro st pode ser limitado a um intervalo pré-definido
ou incluido como varidvel de decis@o no problema de otimizacdo, atuando como fator de
regularizagdo da solucao.

Quando 77; € imposta como simétrica, a desigualdade matricial (100) se reduz a forma

escalar apresentada em (102).

—stl < Ty <stl (102)

A forma estruturada de (99), combinada a regularizacdo definida por (100), proporciona
uma escolha numericamente estavel e fisicamente coerente para a matriz 7. Essa configuracao
garante consisténcia entre os vértices do politopo considerados na sintese LMI e contribui para o

desempenho robusto do controle chaveado.

4.2.3 Lei de chaveamento

A lei de chaveamento o (e,z) é definida de modo a ativar, a cada instante, o modo de

operagdo que maximiza o valor da fungdo auxiliar v;(e, z). Essa lei é expressa pela equagdo (103).

o(e,z) = argmax{vi(e,z)} (103)
i

A equacao (103) estabelece que o modo ativo € aquele que fornece o maior valor da
funcao auxiliar no instante considerado. Em termos fisicos, essa escolha corresponde a selecao
da topologia do inversor que produz a acdao de controle mais favordvel a reducdo da energia
associada ao erro e.

A aplicacdo da lei (103) garante que, para cada ponto (e,z) do espago de estados, apenas
um modo i € ativo, assegurando a natureza deterministica do chaveamento. Além disso, no limite
das regides de fronteira entre modos, duas fun¢des auxiliares assumem o mesmo valor, de modo
que o chaveamento ocorre de forma continua na varidvel V (e, z), preservando a estabilidade do
sistema mesmo com modos deslizantes.

A funcdo de Lyapunov definida em (96) pode ser interpretada geometricamente como
o envelope superior das fungdes quadraticas v;(e,z). Cada funcgdo v; define uma superficie
parabdlica no espago de estados, e o conjunto dessas superficies gera uma regido convexa de
estabilidade. O operador “maximo” seleciona, a cada instante, a superficie ativa que representa o

modo corrente de operacao do sistema.

4.3 CONDICAO DE POSITIVIDADE DA FUNCAO DE LYAPUNOV

A primeira condi¢do para que a fungdo candidata V (e, z), definida na equacéo (96), seja
de fato uma funcao de Lyapunov valida € que ela seja positiva definida em rela¢do ao vetor de
erro e. Essa propriedade assegura que a energia armazenada no sistema seja sempre positiva e

nula apenas no equilibrio, o que implica estabilidade no sentido de Lyapunov.
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A fungdo candidata V(e,z) € construida como o maximo entre as fun¢des auxiliares
vi(e,z) definidas na equagdo (95). No entanto, para facilitar o tratamento analitico, pode-se
expressar 0 maximo como uma combinacdo convexa particular entre as fungdes auxiliares,
conforme a equagdo (104), em que 6;(e,z) é o conjunto de pesos convexos associados a0 modo

de operacao ativo, pertencentes ao conjunto ® definido pela equagdo (92).

Vied) =Y Owile,2) (104)
i=1

Ressalta-se que a representacdo em (104) nao implica igualdade global entre o operador
maximo de (96) e uma combinacdo convexa arbitréria. Ela € introduzida como artificio analitico
para tratar de forma continua as transicdes em fronteiras de chaveamento e eventuais modos
deslizantes. Fora das fronteiras, o funcionamento nominal seleciona um unico modo, de modo
que 6 € {ej,...,en} quase sempre. Nas fronteiras de chaveamento, porém, podem ocorrer
combinagdes convexas admissiveis, com 6; € [0,1] e Y, 6; = 1, coerentes com a interpreta¢ao
de Filippov para dindmicas descontinuas. Dessa forma, a forma convexa € usada como ferramenta
de andlise para obter condicdes suficientes em LMI, sem exigir que um unico modo seja
dominante em todos os instantes.

Deve-se observar que, para cada instante de tempo, apenas um modo é dominante, o que
implica que um dos elementos 6; assume valor igual a um e os demais sio nulos. Entretanto, a
expressao convexa da equagdo (104) € util para andlise de estabilidade, pois permite descrever
de forma continua o comportamento do sistema durante os chaveamentos e modos deslizantes.

A fungdo V (e, z) € dita positiva definida se, para todo e # 0, o seu valor for estritamente

positivo, isto €, se existir uma matriz P tal que a condi¢@o (105) seja verdade.

vi(e,z) =e ' Pe+2e' T(Bz+b;) >0, Ve#0 (105)

A condi¢@o (105) garante que cada fungdo auxiliar v;(e, z) € positiva para qualquer estado
diferente do equilibrio. No entanto, impor essa condi¢do individualmente a todos os modos
pode introduzir conservadorismo desnecessario, uma vez que a positividade da fun¢ao candidata
V(e,z) depende apenas do modo ativo no instante de chaveamento.

Para reduzir esse conservadorismo, considera-se a condi¢ao de positividade sobre uma
combinagao convexa fixa dos modos de operagdo, associada ao ponto de equilibrio periédico
do sistema. Assim, define-se o conjunto de pesos 6; correspondente 2 combinagio convexa no
equilibrio, conforme descrito em (106).

9,‘:9,'(620,2), é,‘:1, é,‘ZO Vie H (106)

1

m

1
Sob essa defini¢do, a positividade da func¢do candidata pode ser garantida se a combinagao

convexa das funcdes auxiliares for positiva, conforme a condicao (107).
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é,-vi(e, Z) >0 (107)

on

I
—

1

Substituindo a expressio de v;(e,z) dada em (95) na condigéo (107), obtém-se:

m
Y 6 <eTPe+ZeTT(Bz+b,~)> >0 (108)
i=1

Considerando o ponto de operacdo nominal do sistema, a combinac¢do convexa dos
termos afins associada ao equilibrio 8 deve ser nula para garantir a convergéncia do erro para
a origem, resultando na condicdo de estacionariedade apresentada em (109), onde z* denota
a orientacao nominal do vetor periddico no ponto de operacdo considerado (i.e., a condigdo é

imposta localmente no equilibrio periddico).

Y 6:(Bz"+bi) =0 (109)
i=1

Substituindo a relacdo (109) em (108), observa-se que o termo linear em e se anula,
restando apenas a parcela quadratica. Assim, a condicao de positividade da funcdo de Lyapunov

pode ser reescrita conforme a condicao (110).

e'Pe>0, Ve#0 (110)

A condic¢do (110) € satisfeita se, e somente se, a matriz P for positiva definida, como

indicado em (111).

P=P' >0 (111)

A desigualdade (111) constitui, portanto, a condi¢do LMI de positividade da funcdo de
Lyapunov. Essa condigdo é necessdria para garantir que a fungio V (e, z) represente uma medida
valida de energia do sistema, e serd utilizada como restri¢ao estrutural em todas as formulacdes
subsequentes de projeto.

Geometricamente, a desigualdade (110) define superficies elipsoidais centradas na ori-
gem do espaco de estados. Cada superficie representa um nivel constante de energia de Lyapunov,
e o conjunto dessas elipses aninhadas forma uma regido de estabilidade local. Durante o chavea-
mento, o estado do sistema permanece dentro dessas superficies, assegurando que a energia total

decresca ao longo do tempo.

4.4 CONDICAO DE DECRESCIMENTO DA FUNCAO DE LYAPUNOV

A segunda condi¢@o fundamental para que a fungéo V (e, z), definida na equagéo (96), seja
uma fun¢do de Lyapunov vélida € o seu decrescimento ao longo das trajetdrias do sistema. Essa
propriedade garante que a energia associada ao erro de rastreamento diminua continuamente,

assegurando a estabilidade do sistema sob a lei de chaveamento.
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A derivada temporal de cada fungdo auxiliar v;(e, z), definida em (95), é obtida pela regra

da cadeia, resultando em (112).

vi=¢' Pet+e! Pé42é¢' T(Bz+b;)+2e' T(B:+b;) (112)

Considerando que b; é um vetor constante (b; = 0) e que o vetor periédico z obedece
dindmica z = Wz, a expressao simplifica-se. Assume-se que a variagdo temporal da matriz B é

lenta comparada a dinAmica das correntes (B =~ 0). Substituindo esses termos, obtém-se (113).

vi=¢ Pete' Pé+2¢ T(Bz+b;)+2e TBWz (113)

Conforme demonstrado no equacionamento do erro, a dinamica reduzida considera que
a acao de controle nominal compensa o distirbio harmonico, resultando em é = Ae + bAG.
Substituindo esta dindmica em (113) e utilizando as propriedades de anulagdo no ponto de

equilibrio, a expressdo expandida para v; torna-se a equacdo (114).

vi=e (A'P+PA)e+2¢' PbAO +2A0 b ThAO +2¢' TBW? (114)

Para a formulacdo de LMIs, a condi¢@o de decrescimento global € expressa pela combi-

nacao convexa ponderada das derivadas em (115).

m
ZGiv,- <0 (115)
i=1

Ao agrupar os termos quadréticos e bilineares em relacdo ao vetor de estado estendido

E=1[e" ABT z"]T, acondigdo (115) assume a forma matricial compacta em (116).

ETWE <O (116)

A matriz ¥ consolida os acoplamentos da dinamica e da derivada do sinal exdgeno,

resultando na estrutura simétrica definida em (117).

ATP+PA  Pb+A'Tb TBW
Y= |(Ph+A'TH)" b (T+T")b 0 (117)
(TBW)T 0 0
A condig¢do de decrescimento expressa em (116) serd satisfeita se a matriz ¥ for negativa

definida, conforme a expressao (118).

¥ <0 (118)

A expressao (118) constitui, portanto, a forma LMI inicial para verificagao do decres-
cimento da fun¢do de Lyapunov. Contudo, essa condi¢do € tipicamente conservadora, pois
considera que o decrescimento deve ocorrer para qualquer combinacio convexa dos modos de

operagdo, mesmo para aquelas que fisicamente ndo ocorrem no chaveamento. Por esse motivo,
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serdo introduzidos mecanismos de relaxamento que permitem reduzir o conservadorismo da
condig¢do (118).

A matriz ¥ reflete o fato de que o controlador deve garantir a estabilidade do erro
enquanto lida com a variagdo temporal inerente ao vetor de referéncia z através do termo de

acoplamento TBW.

4.5 CONDICAO DE RELAXAMENTO

A condicdo de decrescimento da funcdo de Lyapunov, expressa pela desigualdade matri-
cial (118), é suficiente para garantir a estabilidade do sistema chaveado. Entretanto, conforme
ja mencionado, essa condi¢ao apresenta alto grau de conservadorismo, uma vez que impde a
negatividade da matriz ¥ para todas as combinacdes convexas dos modos de operagdo. Para
reduzir esse conservadorismo e ampliar o conjunto de solugdes factiveis, € aplicada uma técnica
de relaxamento baseada no Procedimento-S.

Sabe-se que a fungdo candidata V (e, z) é construida a partir do maximo entre as fungoes
auxiliares v;(e,z), conforme a equacdo (96). Em consequéncia, sua variagdo temporal é sempre
maior ou igual a varia¢do associada a combinagdo convexa no equilibrio. Essa relacdo é expressa
pela desigualdade (119).

V(e,z)—iéivi(e,z) >0 (119)
i=1

A desigualdade (119) é sempre verdadeira e positiva semidefinida, pois 0 maximo
das fungdes auxiliares €, por definicdo, superior a qualquer combinacao convexa delas. Essa
propriedade permite introduzir uma variavel escalar de relaxamento ¢, conforme a técnica
do Procedimento—S, para ponderar a influéncia dessa desigualdade no conjunto das LMIs de
estabilidade.

Expandindo as fungdes auxiliares v;(e,z) conforme (95) e substituindo em (119), obtém-

se a expressao apresentada na condi¢ao (120).

Ovi(e,z) >0 (120)

agE

m
Z ini(e, Z) -
i=1

i=1

Ao subtrair as somas convexas, o termo quadratico e Pe anula-se. Considerando a
relac@o de estacionariedade no equilibrio (109), a diferenca restante foca na variagao do controle
AB = 0 — 0. Assim, a desigualdade de positividade pode ser reescrita de forma compacta,

conforme a expressdo (121), em que P € a matriz simétrica definida na equagado (122).

ETPE >0 (121)
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0 Tbh O
®=(p'TT 0 0 (122)
0 0 O

A desigualdade (121) descreve uma restri¢ao quadratica que € sempre verdadeira para o
sistema considerado e, portanto, pode ser incorporada a condi¢do de estabilidade sem alterar sua
validade. No entanto, € possivel ponderar sua contribui¢do ao problema de otimiza¢ao por meio

de um escalar positivo @, resultando na forma relaxada apresentada na condicao (123).

ET(P+a®)é <0, a>0 (123)

A expressao (123) corresponde a versao relaxada da condi¢ao de decrescimento (118),
obtida via Procedimento—S. O parametro o atua como um grau de liberdade adicional no
problema de sintese, permitindo ao projetista ajustar a influéncia da desigualdade auxiliar na
busca de uma solucao factivel.

O escalar o da condi¢do (123) pondera o quanto da desigualdade (121) € incorporado a
restri¢do principal de estabilidade. Valores elevados de o tornam o problema menos conservador,
ampliando a regido de soluc¢des possiveis, mas podem reduzir a precisdo na aproximagao do
comportamento real do sistema. Por outro lado, valores muito pequenos tornam o relaxamento
ineficaz, aproximando o problema original mais restritivo.

Fisicamente, o termo oe® representa a contribui¢do da energia de chaveamento sobre a
variacao da funcao de Lyapunov. Essa contribui¢do € nula em condi¢des ideais de comutacao
suave, mas passa a ter papel relevante na presenca de modos deslizantes ou comutacgdes rapidas,
que ocorrem no caso do acionamento do motor com inversor. Assim, o relaxamento introduzido
pelo Procedimento—S permite considerar, de forma implicita, esses efeitos de alta frequéncia no
projeto do controlador.

4.6 CRITERIO DE ATENUACAO DE DISTURBIO 7,

A formulacdo apresentada até este ponto garante a estabilidade assintética do sistema
chaveado na auséncia de perturbagdes externas. Entretanto, em aplica¢des praticas, o sistema
estd sujeito a perturbacdes periddicas e incertezas associadas a dindmica do vetor z. Para garantir
robustez frente a essas variagdes, adota-se o critério de desempenho 7%, que permite limitar o
ganho de energia do distirbio sobre as varidveis de interesse.

O vetor periddico z descrito pela equacao (83) pode ser interpretado como um sinal
exdgeno que influencia o erro e e o vetor de comutagdo AB. Variacdes em z representam, portanto,
distarbios de natureza harmodnica que afetam o comportamento transitorio e o desempenho do
rastreamento. O objetivo do projeto € atenuar o impacto desses distirbios, garantindo que a
energia total propagada para as varidveis de desempenho seja limitada por um nivel especificado
Y>0.
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O critério 7% impde que a razdo entre a energia do vetor de saida e a energia do vetor de

distirbio permaneca abaixo de um limite, conforme estabelecido em (124).

Iy[I3 = 7llzlI3 < 0 (124)

Na expressao (124), y representa o vetor de varidveis de desempenho e z o vetor de
disturbios. No presente caso, considera-se que o desempenho do sistema estd relacionado ao erro
de rastreamento e e a variacdo de chaveamento A8, de modo que o vetor y € definido conforme a

equagdo (125).

e
y= (125)
M

Define-se a desigualdade quadratica de desempenho apresentada na condi¢do (126).

e'e+(A0) AO— 17 2<0 (126)

A desigualdade (126) expressa que a energia combinada das varidveis e e A@ deve ser
inferior a energia do distirbio z, ponderada por 7. Essa relacdo pode ser representada de forma
matricial, conforme a condigdo (127), em que & é o vetor de estados estendido e I'y é a matriz

simétrica especificada em (128).

ETTHE <0 (127)
L, 0 0

To=1{0 I, O (128)
0 0 —vI,

Na equacdo (128), I, e I, representam as matrizes identidade de dimensdes compativeis
com os vetores e € AB, respectivamente, enquanto [, € a matriz identidade associada ao vetor z.
O termo —7I,, impde a penaliza¢do energética sobre o distirbio externo.

No entanto, para melhorar o condicionamento numérico e reduzir o conservadorismo
na sintese das LMIs, pode-se empregar uma forma mais geral de I'y, substituindo os blocos
identidade por uma matriz simétrica positiva definida de decisdo G > 0, conforme apresentado
em (129). Esta reformulagdo preserva a interpretacdo de Y como o limite de desempenho, ao

mesmo tempo em que introduz graus adicionais de liberdade.

G 0
0 —vI,

] 7 Ge R(n+m)><(n+ln) (129)

A incorporagdo do critério .7 ao problema de estabilidade é realizada pela soma
matricial das condicdes obtidas anteriormente. Assim, combinando as condi¢des (123) e (127),

obtém-se a desigualdade global de dissipa¢do mostrada em (130).
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ET(P+ad+T)E <0 (130)

A condicao (130) garante simultaneamente a estabilidade e a atenuagdo de distdrbios. O
parametro Y atua como uma varidvel de desempenho, a ser minimizada durante o processo de
sintese LMI.

Para reduzir ainda mais o conservadorismo da condicao (130), utiliza-se o lema de Finsler.
Este resultado permite projetar a desigualdade sobre o subespago nulo do operador linear que
representa as restricdes do sistema. Seja o operador N definido pela equacdo (131), em que
M=[11---1] € R"™ ¢ o vetor que impde a condicio de soma unitaria dos pesos convexos
(Y A6; = 0). Seja também Q uma base do espaco nulo de N, tal que NQ = 0.

N:[o M 0} (131)

Aplicando o lema de Finsler a desigualdade (130), obtém-se a forma reduzida da condicao

de desempenho, apresentada em (132).

Q' (P+ad+I)0<0 (132)

A desigualdade (132) representa a forma final do critério de estabilidade e desempenho
s para o sistema chaveado. A projecdo pelo lema de Finsler elimina redundéncias associadas

as restri¢des convexas, reduzindo o conservadorismo sem comprometer a validade das condicoes
de estabilidade.

4.7 FORMULACAO FINAL DO PROBLEMA LMI

Esta secao apresenta um resumo da formulagdo de sintese desenvolvida, reunindo em
uma Unica estrutura matricial as condi¢des de estabilidade, relaxamento e desempenho 772, do
sistema chaveado. S3o mostradas as expressoes finais das LMIs e a forma geral do problema de
otimizacao convexa empregado na implementa¢do numérica.

Sejam as matrizes W, ® e I', definidas respectivamente nas equacdes (117), (122) e (129),

reproduzidas a seguir para conveniéncia e consisténcia dimensional.

ATP+PA Pb+A'Tb TBW

Y= |(Pb+ATTH)" b (T+TT)b 0 (133)
(TBW)" 0 0
0 Tbh 0
o= |p'T"T 0 0 (134)
0 0 0

G 0 ] (135)
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As varidveis de decisdo sdo as matrizes T,P=P" >0e G=G'" > 0, além dos escalares
o >0, 7>0esr. Otermo W representa a condi¢do de decrescimento da fun¢do de Lyapunov
(considerando a perturbacdo estruturada z), @ corresponde ao relaxamento introduzido pelo
Procedimento-S, e I" expressa o critério de desempenho J7..

A condicdo global de estabilidade e desempenho do sistema chaveado € obtida pela
combinacao dessas matrizes, resultando na condi¢gdo LMI apresentada em (136), onde Q €
uma base ortogonal do espaco nulo do operador N, definido em (131). A projecio Q' (-)Q
é resultado da aplicacdo do lema de Finsler, que reduz o conservadorismo da formulagdo ao

eliminar redundancias lineares associadas a restri¢ao do simplex de controle.

0" (¥+a@+I)Q<0, P>0 (136)

A condigdo (136) constitui a desigualdade principal do projeto da lei de chaveamento.
Seu atendimento garante simultaneamente: (i) positividade da fun¢do de Lyapunov V (e, z); (ii)
decrescimento da energia associada ao erro; e (iii) robustez frente a distdrbios exdgenos.

A formulagdo (136) € tratada de forma politopica, avaliando-se a viabilidade das LMIs

em todos os vértices do politopo de operacdo &, definido em (137).

P = {(weasacaze) 10, € {we,minawe.,max}a RS {_17 1}7 cec {_17 1}7 Z, € {O7Zmax}} (137)

O problema de otimizacdo convexa associado a sintese LMI pode ser resolvido por
métodos de ponto interior empregando o pacote YALMIP e solvers como SeDuMi ou SDPT3. O
atendimento da condi¢@o (136) em todos os vértices do politopo & garante a existéncia de uma
fun¢@o de Lyapunov comum e de uma lei de chaveamento capaz de assegurar estabilidade global

e desempenho 77, para o sistema inversor—-motor BLAC.

4.8 ARQUITETURA DE CONTROLE

Com a lei de chaveamento definida, se faz necessario estabelecer uma arquitetura de

controle para a aplicacdo dessa estratégia no acionamento do motor BLAC.

4.8.1 Estrutura geral da arquitetura

A estrutura de controle proposta é concebida de modo a incorporar a lei de chaveamento
sintetizada por LMIs, assegurando as condic¢des de estabilidade e desempenho obtidas na etapa
de projeto. Para tal, adota-se uma organizacao hierdrquica em duas malhas acopladas: uma malha
interna de corrente, na qual atua diretamente o controlador chaveado, e uma malha externa de
velocidade, responsavel por gerar as referéncias senoidais de corrente a partir da referéncia de
velocidade. Essa configuracdo garante que a lei de chaveamento opere sobre as varidveis de

estado elétricas em um ponto de operacao estabelecido pela dinAimica mecanica, mantendo o
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desacoplamento entre as dindmicas lenta e rdpida do sistema. A Figura 9 apresenta o diagrama
de blocos geral da arquitetura proposta.

Figura 9 — Diagrama de blocos da arquitetura de controle proposta para o sistema.

Dwell Inversor

=R

Y
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wm Controlador Te* Fittro
* P&FF 7 RN
A
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n Tef

Gerador
Referéncia
Corrente

Fonte: Préprio autor.

A malha externa recebe como entrada a referéncia de velocidade w;, e a compara com
a velocidade medida ®,,, produzindo o erro de velocidade. Esse erro é processado por um
controlador proporcional de ganho K, que atua sobre o torque eletromagnético de referéncia
T;. Para reduzir o erro estaciondrio causado pelo torque resistente, adiciona-se um termo de
Jfeedforward do torque de carga T;. Esse termo antecipa a a¢do de controle e compensa o
deslocamento de equilibrio causado pela carga mecanica, melhorando o transitério sem aumentar
o ganho proporcional. A saida do controlador € suavizada por um filtro de primeira ordem, o que
limita a taxa de varia¢do de 7, e evita oscilacdes de alta frequéncia. Embora outras estruturas
de malha externa possam ser empregadas, como controladores PI, adota-se aqui a combinacao
entre acdo proporcional e compensacao feedforward da carga por sua maior simplicidade de
implementagdo e sintonia, reduzindo o nimero de ganhos a serem ajustados.

A partir do torque de referéncia obtém-se as correntes de referéncia no referencial
sincrono (dq), em que as varidveis elétricas sdo descritas em um sistema de coordenadas girante
acoplado ao campo magnético do rotor. Esse sistema, conhecido como transformada de Park,
foi proposto originalmente por Park (1929). Tal transformagdo permite representar miquinas
de corrente alternada em um referencial equivalente ao de corrente continua, simplificando a
andlise e o projeto de controladores vetoriais.

No controle de motores BLAC, pode-se regular a corrente do eixo direto i; em zero para

evitar magnetizacdo desnecessaria, uma vez que essa componente estd apenas associada ao fluxo
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e ndo contribui para o torque eletromagnético. Ja a corrente em quadratura i, € a responsavel
pela producéo de torque e € ajustada de acordo com o valor desejado de 7,. As correntes de

referéncia no referencial sincrono sao, portanto, definidas conforme a equagao (138).

*

ok ok Te

iy =0, Iy =—.
K;

Nessa formulagdo, K; representa a constante de torque do motor. As correntes de referén-

(138)

cia no plano sincrono (i, iy) sfo entdo convertidas para o referencial estaciondrio (i3, ZE) por
meio da relacdo inversa da transformada de Park, apresentada na equacao (139) (O’Rourke et
al., 2019). O resultado s@o correntes senoidais defasadas de 90° adequadas a aplicagdo da lei de

chaveamento projetada.

i cosO, —sinb,| |i*
* = ‘ ‘11 (139)
iz; sinf, cos6, ij}

Na malha interna, as varidveis de corrente e velocidade medidas compdem o vetor de
estado x cujo erro de rastreamento € definido por ¢ = x —x*. A dindmica em malha fechada é
entdo governada pela lei de chaveamento projetada via LMIs.

Em cada instante de tempo, sdo avaliadas as func¢Oes auxiliares v;, € o modo ativo é
determinado pela lei de chaveamento, selecionando o vetor de tensdo que proporciona o maior
decréscimo da funcio de Lyapunov. Um dwell time' e uma margem de histerese sdo empregados
para limitar a frequéncia de chaveamento e mitigar o fendmeno de chattering.

O sinal de modo ¢ comanda o estdgio de poténcia do inversor trifasico, que aplica ao
estator do motor o vetor de tensdo correspondente. O motor BLAC atua como planta controlada,

fornecendo as grandezas medidas iy, i g € On que realimentam as malhas de controle.

4.8.2 Controlador proporcional da malha externa

A malha externa da arquitetura de controle € responsavel por gerar a referéncia de torque
eletromagnético a partir do erro entre a velocidade desejada e a velocidade do rotor. Nesta
etapa, adotou-se um controlador proporcional, com o objetivo de simplificar o ajuste de ganhos
pelo usudrio. Essa estrutura pode ser empregada em acionamentos elétricos industriais quando
associada a malhas internas rapidas.

O torque eletromagnético de referéncia € calculado a partir do erro de velocidade e de uma

compensacao do torque de carga, conforme a regra de controle apresentada na equagao (140).

T, =T, +K)(0" — o) (140)

A dinamica mecanica do motor segue o modelo apresentado anteriormente na equa-

¢do (70). Considerando que a malha de corrente possui dinamica significativamente mais rapida

I Tempo minimo de permanéncia em um modo antes de permitir nova comutagio.
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que a dindmica mecanica, pode-se assumir que o torque eletromagnético aplicado segue aproxi-
madamente o torque de referéncia, isto é, T, ~ T,". Substituindo a regra de controle na dindmica

mecanica obtém-se a dindmica em malha fechada mostrada na equagao (141).

Jo = K,(0* — ) — B, (141)

A partir dessa relacdao pode-se determinar o erro de regime permanente da velocidade.
Considerando regime estaciondrio, i.e., @ = 0, obtém-se a expressdo apresentada em (142).
B
=0 — 0= —"—0F
K,+B,

Essa expressao mostra que, para um controlador proporcional puro, o erro estacionario

(142)

depende diretamente da razdo entre o coeficiente de atrito viscoso e o ganho proporcional. Assim,
valores pequenos de K, resultam em erro significativo de seguimento da velocidade de referéncia.
Para limitar o erro relativo de regime permanente a um valor maximo admissivel &g,

impde-se a condi¢cdo apresentada em (143).

o B
fo _ _Bv <e (143)
o*  K,+B,
Isolando o ganho proporcional nessa relagdao obtém-se o limite minimo apresentado na
expressao (144).
l1—-¢
K, > ——B, (144)

Impondo erro relativo inferior a 1%, obtém-se aproximadamente K, > 100B,. A partir
dessa andlise tedrica, define-se uma parametrizacao simples para o ganho proporcional, apre-
sentada na equacgao (145), com o objetivo de fornecer ao usudrio uma orientagdo pratica para o

ajuste do ganho da malha externa.

K, = 0,B, (145)

O fator o, deve ser escolhido dentro do intervalo apresentado em (146).

100 < o, < 1000 (146)

Essa parametrizacio estabelece uma faixa de ganhos diretamente relacionada ao coefi-
ciente de atrito viscoso do sistema, permitindo reduzir o erro de regime permanente de forma
sistematica. Dessa forma, o usuario pode selecionar o valor de K, dentro do intervalo proposto
conforme o compromisso desejado entre suavidade de resposta e precisao no seguimento da

velocidade de referéncia.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta a implementagdo computacional do controlador chaveado com
critério %, desenvolvido no Capitulo 4 e discute os resultados obtidos em simulagdo para o
acionamento inversor—motor BLAC. Sdo detalhados os parametros adotados e os procedimentos
numéricos empregados na sintese via LMIs e na simulacdo em malha fechada, permitindo avaliar
o desempenho de seguimento, o comportamento do chaveamento e a robustez da estratégia nas

condi¢des de operagdo consideradas.

5.1 IMPLEMENTACAO DO CONTROLE

A implementag¢ao computacional do controlador requer a definicdo dos parametros da
planta, bem como dos valores utilizados na formulagdo das LMIs e na simulacdo do sistema
em malha fechada. Nesta etapa sdo apresentados os parametros dos motores considerados e 0s

valores adotados no procedimentos numéricos de sintese e validagdo do método proposto.

5.1.1 Parametros do sistema

Com o objetivo de avaliar a arquitetura de controle proposta e a lei de chaveamento
sintetizada em diferentes plantas, foram considerados dois motores BLAC com parametros
obtidos da literatura. Essa escolha permite verificar a funcionalidade do método em casos
com caracteristicas eletromecanicas distintas, mantendo-se a mesma estrutura de sintese e de
simulagdo.

A Tabela 2 apresenta os parametros dos motores utilizados na construcdo do modelo
politépico e na simulacdo dindmica em malha fechada. Esses pardmetros sdo empregados nas
etapas de modelagem do sistema inversor—motor BLAC e na integracdo numérica da dindmica
em malha fechada, em particular na formac¢ao das matrizes do modelo dependentes do angulo
elétrico A(c,s), no mapeamento da FCEM representado por B, na defini¢cdo dos vetores de
tensdo disponiveis no inversor trifasico e no calculo da constante de torque K;.

Os parametros numéricos comuns a sintese LMI, a geracdo das referéncias e a simulacio
discreta sdo apresentados na Tabela 3. Esses valores sao utilizados nas etapas de formulagao
do problema de otimizagdo, geracdo das correntes de referéncia, implementagdo da légica de
chaveamento e integracdo numérica da dinamica do sistema. Como os casos utilizam a mesma
arquitetura de controle, esses parametros foram mantidos fixos, variando-se apenas os parametros
da planta. A excegdo € o ganho proporcional da malha de velocidade, definido como K, = 500B,,
de modo a preservar a mesma regra de ajuste para todos os motores.

O parametro base_dwell = 100 foi adotado, com dt = 10 s, para impor um intervalo
minimo de 100 us entre comutagdes sucessivas e, assim, limitar a frequéncia méxima de chavea-
mento a aproximadamente 10kHz. Esse valor reduz comutacdo excessiva e torna a simulacao

mais compativel com restri¢des praticas do estdgio de poténcia. A frequéncia efetiva de chavea-



77

Tabela 2 — Parametros dos motores considerados na sintese e na simulacao.

Parametro Simbolo Motor 1 Motor 2
Tensao do barramento CC Vee [V] 1207 700
Resisténcia do estator R [Q] 0,50 0,1379
Indutancia equivalente L [mH] 4,5 19,43
Constante de FCEM K, [V s/rad] 0,038 0,42675
Numero de pares de polos p 5 3
Momento de inércia J [kg m?] 6,0x 1074 1,0x 1072
Coeficiente de atrito viscoso B, [Nms/rad] 5,0x107*" 5,0x 10737
Torque de carga T [Nm] 5 29
Constante de torque K; [Nm/A] 0,285 1,920
Torque eletromagnético maximo 7, max [N m] vii 407
Referéncia bibliogréfica — (Jinetal,2023)  (Liuetal., 2020)

T Parametro estimado ou adotado para simulac@o.

Fonte: Préprio autor.

Tabela 3 — Parametros comuns da sintese LMI e da simulacao.

Parametro Simbolo Valor
Limite inferior de velocidade mecénica Oy, min [rad/s] -300
Limite superior de velocidade mecénica O, max [rad/s] 300
Parametro de relaxacdo o 1
Tolerancia numérica das LMIs €psp 107
Limite superior imposto a P Prax 50
Limite auxiliar de 77 Tax 10
Ganho proporcional da malha de velocidade K, 5008,
Fator do filtro de torque aor 0,95
Tempo minimo de permanéncia base_dwell [amostras] 100
Margem de histerese margin 1076
Limite de saturacdo de corrente Lo [A] 100
Passo de integracdo dt [s] 1076
Tempo total de simulacdo Tsim [s] 2
Parser de modelagem - YALMIP
Solver de otimizagao - SeDuMi

Fonte: Préprio autor.

mento, entretanto, permanece varidvel, pois a troca de modo depende da lei de chaveamento e da
margem de histerese.

Nos casos em que a referéncia bibliogréfica original apresenta indutancias em eixos d e ¢,
adota-se a indutdncia equivalente L = (L; + L,)/2, em concordancia com o modelo considerado

nesta dissertacdo. Além disso, a constante de torque € calculada por K; = % pK., conforme
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empregado nos algoritmos de constru¢do do modelo e de geragdo das referéncias. Dessa forma,
os parametros apresentados estabelecem a base numérica utilizada em toda a etapa de sintese e

validacdo do controlador proposto.

5.1.2 Procedimento computacional de sintese e simulacio

A implementacdo numérica do método proposto € organizada em uma sequéncia estrutu-
rada de etapas que reproduzem, em ambiente computacional, o procedimento tedrico apresentado
no Capitulo 4. O objetivo dessa etapa € permitir a obtencdo das matrizes de sintese por meio
de LMIs, bem como a valida¢do do controlador chaveado em simulacdo dindmica do sistema
inversor—-motor BLAC.

O procedimento completo € dividido em cinco etapas principais: constru¢cao do modelo
politdpico utilizado na sintese; resolucdo do problema de otimizacdo LMI; geracdo das refe-
réncias de corrente a partir da referéncia de velocidade; implementagdo da lei de chaveamento
baseada na fun¢ao de Lyapunov; e simulacdo discreta do sistema em malha fechada. Cada uma
dessas etapas € descrita a seguir por meio de pseudocddigos, apresentados de forma a facilitar a
reprodu¢do do método.

Inicialmente, constréi-se o modelo politdpico utilizado na formulagao da sintese. Essa
etapa consiste na definicdo das matrizes do sistema e na determinacao dos vértices que caracte-
rizam o dominio de operacdo considerado. Em particular, sdo definidos os vetores de entrada
correspondentes aos seis modos ativos do inversor trifdsico, bem como suas versdes normalizadas
utilizadas na formulacao da lei de chaveamento. Em seguida, sdo determinados os vértices associ-
ados as varidveis que caracterizam a nao linearidade do modelo, incluindo os termos dependentes
do angulo elétrico do rotor, representados pelas varidveis s = sin6, e ¢ = cos 6, e os limites
da velocidade elétrica. Também sdo definidos os vértices associados ao termo de referéncia Z,
relacionado ao torque eletromagnético méximo considerado na sintese. O resultado dessa etapa é
o conjunto de matrizes que definem o politopo de operacdo empregado na formulagdo das LMIs.
O procedimento correspondente é apresentado no Algoritmo 1.

Uma vez definidos os vértices do modelo politdpico, procede-se a sintese das matrizes de
ganho do controlador por meio da resolu¢do do problema de otimizacao convexa associado a
formulacdo LMI apresentada no Capitulo 4. Nessa etapa sdao declaradas as varidveis de decisdao
do problema, incluindo a matriz de Lyapunov P, a matriz auxiliar T, e as varidveis associadas
ao critério de desempenho 7. Para cada combinacio de vértices do politopo, sdo construidas
as matrizes W e ®, que representam respectivamente a condi¢do de decrescimento da funcao
de Lyapunov e o termo de relaxamento introduzido pelo Procedimento-S. Em seguida, essas
matrizes sao combinadas com o termo de desempenho I e projetadas no subespaco definido
pelo operador Q, conforme estabelecido pelo lema de Finsler. A viabilidade das desigualdades
matriciais resultantes € verificada em todos os vértices do politopo, garantindo a existéncia de
uma fung¢do de Lyapunov comum para o sistema chaveado. O problema é entdo resolvido por

meio de um solver de programacdo semidefinida, obtendo-se as matrizes P e T que definem a lei
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Algoritmo 1 — Construcio do modelo politépico do sistema

1: dados (R,L,K,,p,J,B,), Ve, limites (@ min, Om,max, Te,max)
2: fun¢do CONSTROIPOLITOPOS(R,L,K,,p,J, By, Ve, O mins Om,max, Te,max)
3: K; %pKe
Definir vetores de tensdo do inversor u; € R? para j=1...6
para j < 1 até 6 faca
bonys(1:2,)) <= Fujs Dpnys(3,)) <0
dj < max (107, |6y (:, )|))
b(:, J) < bpnys(:,))/d;
YV —A{(c,s):ce{-1,1}, se{-1,1}}
10:  paratodo (c,s) € ¥ faca

D AN A

“R/L 0 0
11: Alc,s) + 0 —R/L 0
—(Ki/J)s +(Ki/J)e —B,/J
12: Armazenar A(c,s) em {A,}

13: Qp {wm,mina wm,max}
14:  paratodo w,, € Q,, faca

15: W, < p O
O _we
16: W(w,) < o 0 ]
17: Armazenar W (w,) em {W;}
18 B, (Ke{)L)Iz

19: Lser < {07 Te,max/Kt}
20: paratodo/ €I set faca

0 17
21: Z+— |—-1 O
0 O
22: Armazenar Z em {Z;}

23:  retorna {A,}, {Wi}, {Z¢}, B, bppys, b, d, K;

de chaveamento. Essa etapa é descrita no Algoritmo 2.

Com as matrizes do controlador determinadas, passa-se a implementagdo da arquitetura
de controle descrita no Capitulo 4. A primeira etapa dessa arquitetura corresponde a geragao
das referéncias de corrente a partir da referéncia de velocidade mecanica do motor. O erro
entre a velocidade de referéncia @, e a velocidade medida , € processado pelo controlador
responsavel por gerar o torque eletromagnético de referéncia. Esse torque € combinado com
um termo de compensacao associado ao torque de carga e pode ser filtrado por um elemento
de primeira ordem, cuja funcao € limitar variacdes abruptas na referéncia. A partir do torque
desejado, calcula-se a corrente de referéncia no eixo de quadratura i}, mantendo-se a corrente
de eixo direto nula, conforme a estratégia cldssica de controle vetorial para motores BLAC.
Finalmente, as correntes de referéncia séo transformadas para o referencial estaciondrio (af3)

por meio da transformada inversa de Park, utilizando o vetor de orientaco z = [cos 8,,sin 6,] .
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Algoritmo 2 — Sintese LMI por vértices para obtencao de Pe T

1: dados {AV}, {Wk}, {Zg}, B, b, o, €psp

2: funcdo SINTESELMI({A, },{W;},{Z/},B.,b, ct, €psp)

3: Declarar varidveis: P=P' >0, T = diag(711,0), G = G' >0, Y>0
4 Q<null([0 1 0])

G 0
5 I' + 0 —yI
6: paratodoAc {A,}, We {W,}, Zec{Z} faca
7: B« AZ+(B,—Z)W
[ ATP+PA Pb+A'Tb TB
8: W< |b"P+Db'TTA b (T+T")b 0
B'TT 0 0
0 Tb O
9: d«— |b'TT 0 0
0 0 0
10: Impor Q" (¥ +a®+T'+T1)Q < epspl

11:  Minimizar Y sujeito as LMIs (solver SeDuMi)
12:  retorna P*,T*

O procedimento computacional correspondente € apresentado no Algoritmo 3.

Algoritmo 3 — Geracao das referéncias 0,, — T, — i}, B

1: dados 77, Kp, Te,max, K;, iq,max, or
2: funcdo GERAREFERENCIAS(®;,, 0,2, T,")
3: en — W, — Oy,

4: T, 4 < sat(Tp + Kpew, £T, max)
5: Te* — OCTTe*—i—(l _aT)Te,d

6: iy < sat(T,"/Kr, Figmax)

7: ;<0

8: C< 271,522

90 Iy < igC—iys
10: i}; — igstigc
11:  retorna iy, i;;, T;

A partir das correntes de referéncia obtidas, calcula-se o erro de rastreamento do sistema
e aplica-se a lei de chaveamento projetada via LMIs. Em cada instante de amostragem, sao
avaliadas as fung¢des auxiliares v;, associadas a cada vetor de tensao disponivel no inversor e a
energia generalizada de cada modo de operagdo. O modo ativo € entdo selecionado segundo o
critério arg max, isto €, ativa-se o0 modo associado ao maior valor entre essas fungdes. Como
a func@o de Lyapunov candidata é definida a partir do mdximo das funcdes auxiliares, essa
escolha equivale a atuar sobre o ramo de maior energia instantanea, favorecendo sua dissipacao
e conduzindo o sistema em dire¢do ao equilibrio. Para evitar comutacdes excessivas e reduzir

o fendmeno de chattering, a implementagdo incorpora duas estratégias adicionais: um dwell
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time e uma margem de histerese na comparagdo entre os valores das funcdes auxiliares. Essas
medidas limitam a frequéncia de chaveamento e contribuem para um comportamento mais suave
do sistema em malha fechada. A implementacao dessa logica de selecdo de modos € apresentada

no Algoritmo 4.

Algoritmo 4 — Lei de chaveamento (arg max com dwell time)

1: dados T, {b,ny(:, )}, {d}}, base_dwell, margin
2: funcdo SELECIONAMODO(e, G,;4,dwell_ctr)

3:  para j< 1 até 6 faca

4: Vi< %eT(prhyS(:,j))

5: Jbest <— argmax;v;

6: se dwell_ctr > base_dwell entao

7: S€ jpest 7 Oold € Vi, — Vo, > margin entio
8: O < Jpest» dwell_ctr <+ 0

9: senao
10: O < Opld
11: senao
12: O < Oyld

13: dwell_ctr < dwell_ctr+1
14: retorna o, dwell_ctr

Por fim, realiza-se a simulagdo dindmica do sistema chaveado em tempo discreto. O
modelo utilizado corresponde a dindmica ndo linear do conjunto inversor—-motor BLAC descrita
anteriormente, integrada numericamente por meio do método de Euler explicito. Em cada passo
de simulacdo sdo executadas as seguintes operagdes: atualizacdo das referéncias de corrente
a partir da referéncia de velocidade, calculo do erro de rastreamento, selecdo do modo ativo
do inversor pela lei de chaveamento e integracdo das equagdes diferenciais do sistema. A
evolugdo do vetor z, que representa a orientacao elétrica do rotor, é obtida por meio da dindmica
z = W(w,)z, sendo a velocidade elétrica calculada a partir da velocidade mecénica por meio
da relacdo @, = p w,,. Apos cada passo de integracao, o vetor z € normalizado para preservar
sua interpretacdo geométrica como vetor unitdrio associado ao angulo elétrico do rotor. O
procedimento completo de simulagdo em malha fechada € apresentado no Algoritmo 5.

A sequéncia de algoritmos apresentada fornece um roteiro completo para a implementa-
¢do do método proposto, desde a constru¢cdao do modelo politpico até a validagdao do controlador
em simulacdo. Dessa forma, o procedimento computacional reproduz fielmente as etapas tedricas
do projeto, permitindo a obten¢do das matrizes de sintese e a verificacdo do desempenho do

sistema chaveado em diferentes condi¢des de operacao.
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Algoritmo 5 — Simulacio discreta do sistema chaveado

I: dadOS dt’ Tszm’ p’ R» L’ J’ BV’ KI" BZ» TL’ Isal’ {bphys(aj)}
2: fungiio SIMULASISTEMA (x[0], z[0], @i [k])
3: Nt < T;lm/dt

4: Oyid < 1, dwell_ctr <+ base_dwell
5 T7+0
6:  parak < 0até N, — 1 faca
7: c < z711k], s < z2[K]
8: Oy < x3[k], @, < poy,
9: (ig, i, T.) <= GERAREFERENCIAS(00;, k], @, 2[K], ;)
10: e <+ [xi[k] — i}, xz[k]—izg, x3[k] — @ [k]]"
11: (o,dwell_ctr) < SELECIONAMODO(e, C,;4,dwell_ctr)
12: Opid < O
13: U <= bppys(:,0)
—R/L 0 0
14: A« 0 —R/L 0
—(K;/J)s +(Ki/J)c —By,/J
15: W« { 0 —a)e]
o 0
16: X < Ax[k] +u-+B.Wz[k] +0,0,—T./J] "
17: z <+ Wzlk|
18: x[k+ 1] < x[k] +dt %
19: zlk+ 1] < zlk] +dtz
20: z[k+1] < z[k+ 1]/ max (1, ||z[k+1]||)
21: xilk+1] «—sat(xy[k+ 1], £La ),  xa[k+ 1] < sat(xp[k+ 1], £Lsar)

22:  retorna {x[k|}, {z[k]}, {o[k]}

5.2 ANALISE DE DESEMPENHO

Esta sec@o discute o comportamento dindmico do sistema inversor—-motor BLAC em
malha fechada a partir dos resultados de simulacado obtidos para os motores 1 e 2. A andlise é
conduzida com foco no seguimento da referéncia de velocidade, no rastreamento senoidal das
correntes no referencial estaciondrio o3, na resposta do torque eletromagnético e no padrdo
de chaveamento imposto pela lei de controle. Em conjunto, essas respostas permitem avaliar
ndo apenas a estabilidade e a qualidade do seguimento, mas também os desdobramentos fisi-
cos da estratégia proposta sobre o estagio de poténcia e sobre a dindmica eletromecanica do
acionamento.

A referéncia maxima de velocidade considerada nos ensaios corresponde a 150 rad/s, isto
é, aproximadamente 1432 rpm. No caso do perfil em rampa, a velocidade parte de 20 rad/s, apro-
ximadamente 191 rpm, permanecendo inicialmente em um patamar baixo antes da aceleracdo até
o valor final. A inclus@o do ensaio com degrau foi mantida por se tratar de uma excitagdo cldssica
em sistemas de controle, util para evidenciar tempo de resposta, sobressinal € amortecimento.

Entretanto, como o objetivo principal da dissertacdo € o seguimento de referéncias senoidais em
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operacdo varidvel, os resultados subsequentes sdo discutidos principalmente com base no perfil
contendo degrau inicial seguido de rampa de velocidade.

A Figura 10 apresenta a resposta da velocidade mecanica para uma referéncia em degrau.
Em ambos os motores observa-se uma evolucdo praticamente linear da velocidade até a proximi-
dade do valor de regime, com sobressinal desprezivel. Esse comportamento € coerente com a
estrutura da malha externa adotada, pois diante de um erro elevado de velocidade, o torque de
referéncia tende inicialmente a saturacio, fazendo com que a aceleracdo mecanica se aproxime de
um valor quase constante. Como a dindmica mecanica é descrita por J @, = T, — B, @,, — 11, uma
aceleracdo aproximadamente constante resulta, de forma direta, em uma rampa quase retilinea
para a velocidade. O carater quase linear da resposta nao deve, portanto, ser interpretado como
limitagao do método, mas como consequéncia natural da combinacdo entre satura¢do do torque

de referéncia e integragdo mecanica da maquina.

Figura 10 — Resposta da velocidade mecénica a um degrau de referéncia para os motores 1 e 2.
Sdo apresentadas a velocidade mecanica @,, e sua referéncia w,.
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(a) Motor 1.
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(b) Motor 2.

Fonte: Proprio autor.

Ainda na Figura 10, nota-se que o motor 2 exige um intervalo maior para atingir a
referéncia quando comparado ao motor 1. Essa diferenca € fisicamente consistente com 0s

parametros das plantas. Embora o motor 2 disponha de maior torque méaximo, ele também
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opera com torque de carga substancialmente maior e, principalmente, com momento de inércia
muito superior. Em uma andlise simplificada da fase inicial, a aceleracio disponivel pode ser
aproximada por (7, max — 77.)/J, 0 que conduz a um valor significativamente mais alto para o
motor 1. Isso explica por que o motor 1 acelera mais rapidamente, enquanto o motor 2 apresenta
uma resposta mais lenta, porém mais suave. Além disso, 0 motor 2 possui maior constante de
tempo elétrica, o que contribui para atenuar componentes de alta frequéncia e torna sua resposta
visualmente menos ruidosa.

A Figura 11 mostra a resposta da velocidade para o perfil composto por um pequeno
degrau inicial e, em seguida, uma rampa até 150 rad/s. Observa-se que ambos os motores
acompanham adequadamente a referéncia, com pequeno atraso nas transicdes e sem perda de
estabilidade durante a aceleracao. Esse resultado é compativel com a arquitetura adotada, na
qual a malha externa proporcional gera a referéncia de torque a partir do erro de velocidade,
incorpora uma compensacao feedforward do torque de carga e ainda aplica um filtro de primeira
ordem a varidvel 7,”. Em consequéncia, a resposta da velocidade ndo ¢ idealmente coincidente
com a referéncia em rampa, pois existe um compromisso deliberado entre rapidez, suavizacao
da acdo de controle e limitacao de oscilagdes de alta frequéncia. Como ndo hé agdo integral na
malha de velocidade, um erro estaciondrio tedrico ndo nulo € esperado, porém, com a escolha
K, =500B,, esse erro torna-se muito pequeno, o que € coerente com a proximidade observada
entre my,, e @, em regime.

A Figura 12 apresenta as correntes iq € ig € suas respectivas referéncias. A escolha do
referencial af8 é particularmente apropriada neste trabalho, pois a sintese da lei de chaveamento
e a formulacdo do erro dindmico foram desenvolvidas nesse espago de estados. Como a transfor-
mada de Clarke preserva a equivaléncia energética no subespaco trifasico balanceado, o bom
seguimento em o3 implica, sob as hip6teses adotadas, um comportamento trifasico equivalente
em abc. Em outras palavras, ndo se trata de uma visualizacao arbitraria, o desempenho mostrado
nesse referencial estd diretamente ligado a varidvel efetivamente utilizada pelo controlador.

Os resultados da Figura 12 sdo centrais para a dissertacdo, pois mostram que a lei de
chaveamento € capaz de impor o seguimento de referéncias senoidais mesmo sem o uso de
moduladores PWM convencionais. As correntes medidas acompanham suas referéncias com boa
aderéncia, permanecendo apenas uma ondula¢do de alta frequéncia ao redor do sinal desejado,
tipica de estratégias de chaveamento direto no estdgio de poténcia. Também se observa que a
frequéncia das correntes cresce ao longo da simulagdo, como consequéncia direta do aumento
da velocidade elétrica do rotor, enquanto a amplitude varia conforme a exigéncia de torque da
malha externa. Além disso, para uma mesma rotacdo mecanica, o motor 1 apresenta frequéncias
de corrente mais elevadas que o motor 2, o que se explica pelo maior nimero de pares de polos.
Como a velocidade elétrica satisfaz @, = p w,,, o motor 1, com p = 5, opera com frequéncia
elétrica superior a do motor 2, com p = 3, para o mesmo valor de ®,,. O pico no primeiro
ciclo estd associado ao transitdrio inicial de estabelecimento do torque e do ciclo periddico de

corrente. Apos essa fase, o sistema converge para um regime de oscilacdo bem definido, em que



85

Figura 11 — Resposta da velocidade mecanica a um perfil de referéncia composto por degrau
inicial e rampa para os motores 1 e 2. Sdo apresentadas a velocidade mecénica ®,, e
sua referéncia @j,.
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Fonte: Préprio autor.

as correntes permanecem limitadas e proximas de suas referéncias.

A Figura 13 apresenta o torque eletromagnético e sua referéncia. O valor médio do torque
acompanha adequadamente 7, confirmando a coeréncia entre a malha de velocidade, a geracdo
de correntes de referéncia e a acdo do controlador chaveado. O pico inicial é esperado, pois no
instante de partida o acionamento precisa simultaneamente vencer o torque resistente, acelerar
o rotor e estabelecer o regime periddico das correntes. Em regime, permanece uma ondulacao
significativa de torque ao redor do valor médio. Esse comportamento é compativel com a prépria
natureza do controle por chaveamento direto, no qual as tensdes aplicadas ao estator pertencem a
um conjunto finito de vetores e, por isso, a corrente € o torque nao permanecem estritamente
continuos mesmo quando o seguimento médio é adequado.

Do ponto de vista fisico, € importante distinguir o torque eletromagnético instantaneo
do efeito mecanico efetivamente percebido na velocidade do eixo. Pela dindmica rotacional
da mdquina, a inércia do conjunto rotor—carga atua como filtro passa-baixas entre o torque

eletromagnético pulsante e a velocidade mecénica. Assim, parte relevante da ondulagdo de alta
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Figura 12 — Seguimento das correntes de referéncia no referencial estaciondrio o3 para os
motores | e 2. Sdo apresentadas as correntes iy € ig € suas respectivas referéncias.
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Fonte: Préprio autor.

frequéncia observada em T, € absorvida pelo armazenamento de energia cinética e ndo se traduz
diretamente em ondulacao proporcional de velocidade. Essa interpretagdo € particularmente
importante para o motor 2, no qual os niveis absolutos de torque sdo mais elevados, mas a
velocidade permanece visualmente mais suave devido a maior inércia. Em aplicagdes reais, esse
aspecto deve ser considerado em conjunto com a sensibilidade da carga mecanica e o ripple de
torque, vibragdo torsional e ruido acustico.

A Figura 14 mostra a evolucdo temporal do modo ativo do inversor. Cada valor inteiro de
o (1) corresponde a um dos seis vetores ativos de tensdo disponiveis no inversor trifsico de dois
niveis. O aspecto preenchido da imagem no intervalo completo de simulac@o apenas reflete a

alta taxa de atualiza¢do do chaveamento e, por isso, a janela ampliada € a visualizacdo realmente
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Figura 13 — Resposta do torque eletromagnético para os motores 1 e 2 sob o perfil de velocidade
composto por degrau inicial e rampa. Sdo apresentados o torque eletromagnético 7,
e sua referéncia 7.
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Fonte: Préprio autor.

informativa. Nela, observa-se uma alternancia rapida entre diferentes modos, com um padrao
aproximadamente periddico, porém nao rigidamente regular como em técnicas baseadas em
portadora fixa. Isso ocorre porque o modo ativo ndo € imposto por uma modulagdo externa, mas
pela prépria lei de chaveamento, que seleciona em cada instante o vetor de tensdo mais favoravel
a reducao da funcio de Lyapunov candidata.

Esse ponto merece destaque do ponto de vista de eletronica de poténcia. Como a logica
de comutacao € do tipo arg max, o chaveamento € orientado pelo erro de rastreamento e pela
geometria das superficies de decisdo, e ndo por uma sequéncia previamente programada como em
PWM senoidal ou space vector modulation (SVM). O dwell time introduzido na implementac¢ao
limita a frequéncia méxima de comutacio, mas ndo impde uma frequéncia fixa. Com dr = 10 s
e base_dwell = 100, o menor intervalo possivel entre duas mudangas de modo € de 100 us, o
que corresponde a um teto de aproximadamente 10 kHz. Contudo, se o critério de chaveamento
indicar a permanéncia no mesmo modo, nenhuma nova comutagao fisica ocorre, de modo que a

frequéncia efetiva de chaveamento € varidvel e inferior a esse limite. Essa caracteristica tende a
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Figura 14 — Evolu¢do temporal do modo ativo do inversor para os motores 1 e 2 sob o perfil de
velocidade composto por degrau inicial e rampa. A direita, apresenta-se uma
ampliacdo da sequéncia de comutagdo.
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Fonte: Préprio autor.

produzir distribui¢do nio uniforme do nimero de comutac¢des entre os semicondutores, o que
pode levar a assimetrias de perdas entre bragos do inversor, aspecto relevante para o projeto.

A Figura 15 apresenta a trajetdria das correntes no plano de estados (i, ig). Apds partir
da origem, a trajetdria exibe um transitério inicial mais pronunciado, seguido da convergéncia
para um ciclo limite aproximadamente circular. Esse resultado € exatamente o comportamento
esperado quando o objetivo de controle nao € estabilizar um ponto de equilibrio constante, mas
seguir uma referéncia senoidal periédica. Nesse caso, o atrator em malha fechada deixa de ser um
ponto e passa a ser uma Orbita fechada. O raio desse ciclo limite estd diretamente relacionado a
amplitude da corrente requerida para produzir o torque desejado. Isso também explica a diferenca
entre os motores, pois apesar de o motor 2 operar com torque muito superior, sua constante

de torque também € muito maior, de modo que a corrente necessidria em regime nao cresce
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na mesma proporcao. J4 o motor 1, com menor constante de torque, exige uma amplitude de
corrente relativamente mais alta, o que se reflete em uma 6rbita de maior raio no plano o 3. Além
disso, o ponto final exibido em cada trajetdria corresponde ao estado do sistema no instante final
da simulacdo, em t = 2s.

Figura 15 — Trajetéria das correntes no plano (iy, i ) para os motores 1 € 2 durante o
seguimento senoidal em regime transitorio e permanente.
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Fonte: Préprio autor.

A forma aproximadamente circular da trajetoria na Figura 15 também possui interpreta-
¢ao fisica relevante. Como as referéncias de corrente sdao senoidais, ortogonais e com mesma
amplitude em o e f3, a trajetdria ideal no plano é um circulo. Uma elipse surgiria caso houvesse
desequilibrio entre as amplitudes das componentes, erro sistemético de fase, assimetria de para-
metros, saturacdes diferentes entre eixos ou perturbacdes trifdsicas que rompessem a simetria
assumida pela modelagem (Gubarevych et al., 2023). O fato de as trajetorias permanecerem
proximas de circunferéncias reforga que o seguimento senoidal foi preservado de forma coerente
com a formulacao do problema.

Por fim, a Figura 16 apresenta a trajetéria do erro de corrente sobreposta as regides de
decisdo da lei de chaveamento. Trata-se de um resultado especialmente elucidativo, porque
mostra geometricamente como o controlador opera. Como a lei de chaveamento € definida
pela maximizagao de funcdes auxiliares associadas aos modos do inversor, o espago do erro
¢é particionado em regides nas quais um determinado modo tende a ser o mais favordavel. A
trajetoria parte de um erro inicial mais elevado, atravessa regides distintas durante o transitorio e,
depois, passa a circundar a vizinhanga da origem, o que é compativel com a operacdo em torno
de erro pequeno durante o seguimento da referéncia senoidal.

As fronteiras observadas na Figura 16 possuem cardter aproximadamente radial, conver-

gindo para a origem, o que € coerente com uma lei de chaveamento dependente do erro. Quando
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Figura 16 — Trajetéria do erro no plano (e;,, eiﬁ) e regides de operacdo associadas a lei de
chaveamento para os motores 1 e 2.
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a trajetdria do erro cruza uma dessas fronteiras, a dindmica instantanea aplicada ao sistema é
alterada pelo acionamento de outro vetor de tensdo. Em uma formulacao ideal, a permanéncia
exata sobre a fronteira caracterizaria um modo deslizante. Na implementag¢do prética, contudo, a
presenca de dwell time e histerese evita comutacdes infinitamente rapidas, fazendo com que a
trajetéria permaneca em torno das fronteiras sem aderéncia idealizada. Também € relevante notar
que a parti¢ao do espacgo do erro ndo € igual para os dois motores. No motor 2, as regides sao
visualmente mais uniformes, enquanto no motor 1 algumas regides aparecem mais estreitas. Isso
decorre do fato de que as superficies de decisdo dependem das matrizes sintetizadas para a planta
e dos vetores de entrada do inversor normalizados. Como os parametros elétricos, mecanicos e
de atuacao diferem entre os motores, a geometria resultante da lei de chaveamento também se
altera. Em termos préticos, regides menores significam que aquele modo tende a ser ativado em
uma faixa mais restrita do espago de erro.

Em sintese, os resultados mostram que a estratégia proposta foi capaz de estabilizar
0 acionamento e garantir bom seguimento das referéncias senoidais de corrente para duas
plantas com caracteristicas distintas. As respostas de velocidade apresentaram baixo sobressinal
e pequeno erro de regime, as correntes acompanharam satisfatoriamente suas referéncias em a3,
o torque eletromagnético manteve valor médio compativel com a demanda mecénica e a lei de
chaveamento operou de forma coerente com a formulacdo em LMIs. Esses resultados indicam
que o controle chaveado com critério .7 € adequado ao acionamento de motores BLAC com

seguimento de referéncias senoidais.
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5.3 AVALIACAO DE ROBUSTEZ

Esta secdo apresenta uma avaliagcdo complementar da robustez do controle proposto,
considerando apenas o motor 1 e uma referéncia de velocidade constante de 150 rad/s. Sdo
analisados dois cendrios: uma variagao abrupta do torque de carga e uma redugao da constante
de forca contraeletromotriz K., adotada como modelo de desmagnetizacdo parcial dos imas
permanentes.

No caso da variacdo de carga, a malha externa utiliza compensagdo feedforward do
torque resistente, de modo que o ensaio representa uma mudanca de condi¢do operacional com
carga conhecida ou estimada. J4 no caso da variacdo de K., essa incerteza ndo foi incluida
explicitamente no politopo da sintese LMI. Assim, os resultados devem ser interpretados como
evidéncia de robustez pratica a uma variacdo paramétrica moderada, e ndo como garantia formal

de robustez em relagdo a K,.

5.3.1 Variacao do torque de carga

Em aplicacdes reais, o torque resistente aplicado ao eixo pode variar significativamente
conforme a natureza da carga mecanica. Dependendo do processo acionado, essa carga pode
apresentar comportamento aproximadamente constante, linear, parabdlico, hiperbdlico ou pul-
sante. Para avaliar a sensibilidade do sistema proposto a esse tipo de variagdo, aplicou-se um
degrau positivo de 20% no torque de carga 77 no instante ¢t = 1 s, mantendo-se constante a
referéncia de velocidade em 150 rad/s. A Figura 17 apresenta a resposta da velocidade mecénica,
das correntes no referencial o e do torque eletromagnético para esse cenario.

A resposta da velocidade, mostrada na Figura 17(a), indica que o efeito do aumento de
carga sobre a varidvel mecanica é pequeno. A rotacdo permanece muito proxima da referéncia
mesmo apos a aplicacdo do degrau, com apenas uma leve alteracdo em seu valor médio. Esse
comportamento € coerente com a arquitetura de controle adotada. Como a malha externa utiliza
um termo feedforward associado ao torque de carga e uma agdo proporcional sobre o erro de
velocidade, a maior parte da variacdo de carga é compensada diretamente, cabendo ao termo
proporcional apenas corrigir o desvio residual. Além disso, o filtro de primeira ordem aplicado a
referéncia de torque evita mudangas abruptas na acdo de controle. Em consequéncia, a regulacao
de velocidade permanece eficaz. Ainda assim, como a malha externa € puramente proporcional,
ndo ha imposicao tedrica de erro nulo em regime para perturbacdes ou incertezas persistentes.
Assim, a pequena mudanga observada apés t = 1 s € compativel com a auséncia de acdo integral.

A Figura 17(b) mostra que a frequéncia das correntes permanece praticamente inalterada
ap0s a variacdo de carga, o que € esperado, ja que a velocidade mecénica e, portanto, a velocidade
elétrica do rotor sofrem apenas pequena perturbacdo. Em contrapartida, observa-se aumento
claro da amplitude das correntes apds o degrau de torque. Esse resultado tem interpretacao
fisica direta. Como a maquina precisa produzir maior torque eletromagnético para equilibrar

a nova carga mecanica, a malha externa eleva a referéncia de torque e, consequentemente, a
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Figura 17 — Resposta do motor 1 a um degrau positivo de 20% no torque de carga aplicado em
t = 1 s, com referéncia de velocidade constante.
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Fonte: Préprio autor.

amplitude da corrente de eixo de quadratura equivalente. No referencial estaciondrio o f3, essa

exigéncia aparece como aumento da amplitude das correntes senoidais de referéncia e das
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correntes efetivamente rastreadas. Assim, o controlador preserva a regulacao de velocidade
deslocando o ponto de operacgdo elétrico do sistema para um novo nivel de corrente compativel
com a maior demanda mecanica.

A resposta do torque eletromagnético, apresentada na Figura 17(c), confirma essa in-
terpretacdo. O valor médio de 7, aumenta no instante da variacao de carga e se estabelece em
um novo patamar coerente com o acréscimo de 20% em 77. Como o torque nominal de carga
do motor 1 € 5 Nm, o novo valor esperado é proximo de 6 Nm, o que estd de acordo com
o comportamento observado. Também se nota uma mudanga no padrao da ondulagdo de alta
frequéncia apds o degrau. Isso decorre do fato de que o aumento da amplitude de corrente
modifica a trajetdria do erro e, por consequéncia, altera a sequéncia de modos selecionados pela
lei de chaveamento. Em um controlador por chaveamento direto, a ondulacao instantanea de
torque depende nao apenas da carga, mas também do ponto de operagao elétrico e da distribui¢do
temporal dos vetores de tensdo aplicados pelo inversor. Mesmo assim, o valor médio do torque
acompanha adequadamente a nova exigéncia da carga, mostrando que o sistema permanece
estdvel e funcional apds a perturbacdo.

Em sintese, os resultados indicam que o controlador mantém a regulacio da velocidade
com boa qualidade diante de um aumento abrupto do torque resistente, ao custo de um aumento
esperado da amplitude de corrente e do torque eletromagnético médio. Para o ensaio considerado,
a dinAmica mostra que a estratégia proposta € capaz de se readaptar rapidamente a uma nova
condi¢do de carga sem perda de estabilidade ou degradacgao significativa da varidvel mecanica

principal.

5.3.2 Variacao paramétrica da planta

A constante K, representa, no modelo adotado, a constante de FCEM da mdaquina e
estd diretamente associada ao fluxo magnético produzido pelos imas permanentes. No contexto
de motores sincronos de imas permanentes, uma reducdo de K, equivale, do ponto de vista
eletromagnético, a uma reducio do fluxo do ima. Assim, a diminui¢ao desse parametro pode
ser usada como modelo simplificado de desmagnetizacio parcial. Esse fendmeno pode estar
associado, por exemplo, a elevacdo excessiva de temperatura, envelhecimento do material
magnético ou exposicao do rotor a campos desmagnetizantes suficientemente intensos, como
pode ocorrer em condic¢des severas de operacdo (Faiz; Mazaheri-Tehrani, 2017).

Nesta subsecao, considera-se uma reducdo gradual de K, até 0,8 pu, conforme o perfil
mostrado na Figura 18. O parametro permanece nominal até t = 0,3 s, decresce linearmente até
t = 0,7 s e, a partir desse instante, mantém-se constante em 80% do valor nominal. Essa variagdo
paramétrica ndo foi explicitamente incorporada ao problema de sintese por meio de um politopo
em K,. Portanto, o objetivo aqui € verificar se o controlador conserva desempenho satisfatorio
mesmo na presenga dessa alteracdo nao modelada na etapa de projeto.

A resposta da velocidade mecanica na Figura 19(a) mostra que o sistema preserva a

regulacdo mesmo com a redugdo progressiva de K,, embora se observe uma pequena queda na
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Figura 18 — Perfil temporal da constante de FCEM normalizada K, utilizado para simular
desmagnetizagdo parcial dos imas permanentes no motor 1.
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velocidade média ap6s o inicio da perda de fluxo. Esse comportamento € fisicamente consistente.
Como K, diminui, também diminui a capacidade da maquina de converter corrente em torque para
uma mesma condi¢do elétrica, ja que, no modelo empregado, K; = % pK.. Em consequéncia, para
manter o mesmo torque de carga, o acionamento passa a exigir maior corrente. A malha externa
reage a essa perda de capacidade eletromagnética por meio do aumento do erro de velocidade
e, portanto, da elevacdo da referéncia de torque. No entanto, como a a¢do de velocidade é
proporcional, a geracdo desse torque adicional depende da existéncia de um erro residual, o que
explica a pequena redugdo de velocidade observada em regime.

A Figura 19(b) evidencia de forma clara o principal efeito elétrico da redugio de K,. A
medida que o parametro diminui, a amplitude das correntes aumenta progressivamente, enquanto
a frequéncia permanece aproximadamente constante associada a velocidade do rotor. Esse
resultado faz sentido fisico, visto que, em maquinas sincronas de imas permanentes, a redugcao
do fluxo do rotor implica menor torque por ampere. Em termos simplificados, se T, ~ K;i, e K;
diminui junto com K, entdo a corrente de quadratura necessdria para produzir um mesmo torque
deve aumentar. No referencial of3, isso aparece como ampliagio do raio da trajetéria de corrente
e, no dominio do tempo, como aumento da amplitude das componentes iy € ig. Portanto, a
elevacio da corrente observada nao € um efeito andmalo do controlador, mas a resposta esperada
de um acionamento que tenta manter a capacidade de producdo de torque diante de uma reducgdo
do fluxo magnético disponivel.

A Figura 19(c) complementa essa interpretacdo. Observa-se que a referéncia de torque
T} cresce gradualmente durante a redugdo de K,, enquanto o torque eletromagnético efetivo
permanece com valor médio aproximadamente constante e compativel com o torque resistente
aplicado ao eixo. Isso também € coerente com a estrutura do controle. Como a redugdo de K,
provoca uma tendéncia de queda na velocidade, o erro @,, — @, torna-se positivo, levando a

malha proporcional externa a aumentar 7,°. Além disso, como a gerac@o da corrente de referéncia
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Figura 19 — Resposta do motor 1 sob redugdo progressiva da constante de FCEM, utilizada para
representar desmagnetizacao parcial dos imas permanentes.

200 T T T T T T T T T
L e —— T g e — —— =
o
< 100
g L i
=
3
50 - -
w'ﬂl
- - —w*
0 1 1 1 1 1 1 1 1 T =1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t|s]
(a) Velocidade mecanica @, e sua referéncia @,,.
30 T T T T T T T T T

LHEEK g I ! M ]
I “ " I ,” ! | I\ / Iy “\‘
AT, Sty )

H‘ Hh H

it

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

8 T T T 1 T T T T T
6 ,'.,.Mf‘\“""“"""‘“"‘"'"“‘l’”v"'_
El
Zz 4t |
=
2r -
_Te
--=T
0 1 1 1 1 1 1 | | 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t[s]
(c) Torque eletromagnético 7, e sua referéncia 7,".

Fonte: Préprio autor.

foi parametrizada com base no valor nominal de K;, a diminui¢do efetiva da constante de torque

torna a corrente inicialmente comandada insuficiente para reproduzir, na maquina degradada, o
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mesmo torque que seria obtido na condicdo nominal. Assim, o sistema precisa elevar a referéncia
de torque até atingir um novo equilibrio. O fato de o valor médio do torque eletromagnético real
se manter proximo ao torque de carga mostra que o aumento de corrente consegue compensar,
ao menos parcialmente, a perda de fluxo dos imas.

Sob a dtica de robustez, esse resultado € relevante. Embora a incerteza em K, ndo tenha
sido incluida formalmente na sintese LMI, o sistema permanece estdvel e continua operando
com seguimento aceitdvel da velocidade e das correntes, mesmo ap6s uma redugdo de 20% na
constante de FCEM. Em contrapartida, essa robustez vem acompanhada de um custo fisico claro,
que € o aumento da corrente exigida para sustentar o mesmo torque. Em uma aplicacdo real,
isso significaria maiores perdas Joule, maior solicitacdo térmica do estator e possivel reducao
da margem operacional do inversor e da maquina. Portanto, o ensaio mostra que o controlador
proposto possui tolerancia pratica a uma desmagnetizagdo moderada, mas também evidencia que
a degradac@o magnética afeta diretamente a efici€ncia eletromecanica do acionamento.

Assim, os resultados mostram que o controle permanece operante sob reducdo de K,,
mesmo sem essa variagao ter sido incorporada a sintese LMI. Isso indica uma robustez prética
da estratégia proposta frente a uma degradacdo moderada do fluxo magnético da maquina. Cabe
observar, contudo, que variagdes paramétricas desse tipo podem ser incorporadas formalmente
ao projeto por meio de uma modelagem politdpica adicional. Em contrapartida, essa extensao
tende a aumentar o conservadorismo da formulacdo e o nimero de restricdes do problema, o que

pode dificultar ou até inviabilizar a obten¢do de solu¢do numérica pelo solver.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta dissertagdo abordou o problema de controle do acionamento inversor—-motor BLAC
no contexto de sistemas chaveados, com foco no seguimento de referéncias senoidais e na
incorporagdo de robustez por meio de um critério .%%. A proposta central consistiu no desen-
volvimento de uma lei de chaveamento do tipo arg max, sintetizada via LMIs, preservando na
formulacao a estrutura fisica chaveada do inversor e evitando o uso de modelos médios.

Os objetivos estabelecidos na introducao foram atingidos. Foram estudados os funda-
mentos de sistemas chaveados, LMIs e controle robusto necessarios a formulagcdo do problema.
A partir disso, foi construida a modelagem do sistema inversor—-motor BLAC em coordenadas
o3, bem como a dindmica do erro de rastreamento para referéncias senoidais. Com base nesse
modelo, foi desenvolvido o projeto da lei de chaveamento, principal resultado desta dissertagao.

A lei proposta resulta de uma constru¢ao sistemdtica baseada em uma fungdo de Lyapunov
definida como o maximo de fun¢des auxiliares associadas aos modos do inversor. A incorporagdo
do termo afim ligado a dinamica periddica, juntamente com o uso do Procedimento—S e do lema
de Finsler, permitiu converter as condicdes de estabilidade e desempenho em LMIs. A solucao
desse problema fornece diretamente as matrizes que definem a lei de chaveamento, estabelecendo
uma regra de comutac¢ao dependente do estado, capaz de selecionar, a cada instante, 0 modo
mais favordvel a reducdo da energia do erro. Essa construgdo evidencia o mérito da abordagem,
ao conectar de forma direta a teoria de sistemas chaveados a implementagdo fisica do inversor.

Outro aspecto relevante da solugdo proposta estd na arquitetura de controle adotada. A
malha interna € determinada pela lei de chaveamento sintetizada, enquanto a malha externa de
velocidade combina um termo proporcional, compensac¢do do torque de carga e filtragem de
primeira ordem. Do ponto de vista de sintonia, a estrutura permanece simples, pois o principal
parametro de ajuste é o ganho proporcional associado a dindmica mecanica, para o qual foi indi-
cada uma faixa de valores em func¢do do coeficiente de atrito viscoso. Além disso, a arquitetura
pode acomodar outras estratégias na malha externa, como controladores PI, sem alterar a lei de
chaveamento projetada.

Os resultados mostraram que a estratégia proposta foi capaz de manter estabilidade em
malha fechada e promover seguimento satisfatorio das referéncias consideradas. As respostas de
velocidade apresentaram bom acompanhamento para perfis em degrau e em rampa, enquanto as
correntes no referencial a8 exibiram comportamento senoidal coerente com a formulagéo tedrica.
A resposta do torque eletromagnético acompanhou adequadamente a agdo da malha externa,
com ondulagdes compativeis com a operagdo por chaveamento direto. Destaca-se também que
a validagdo foi conduzida com diferentes motores, com parametros eletromecanicos distintos,
0 que evidencia a capacidade da metodologia de operar sobre diferentes plantas mantendo a
mesma estrutura de controle.

No que diz respeito a robustez, o uso do critério .77, mostrou-se adequado, pois permitiu

tratar explicitamente a influéncia de termos exégenos periddicos associados a dinamica do rotor
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como perturbagdes estruturadas no problema de sintese. Com isso, a lei de chaveamento foi
projetada ndo apenas para garantir estabilidade, mas também para limitar o efeito desses termos
sobre a dindmica do erro. Os ensaios de simulacdo confirmaram essa caracteristica, evidenciando
capacidade de readaptacdo frente a variacdes de torque de carga e manutencao da operacao
mesmo sob variagdes paramétricas ndo modeladas, como a reducdo de K,. Nesse caso, a robustez
se manifesta na preservagdo do funcionamento e do seguimento, ainda que acompanhada por
maior esforco de corrente.

Algumas caracteristicas da abordagem adotada merecem destaque quanto a implementa-
cdo. A frequéncia de chaveamento € varidvel, refletindo a 16gica da lei de comutagdo baseada em
Lyapunov, e foi controlada por mecanismos como tempo minimo de permanéncia e histerese.
Além disso, a validagdo foi conduzida em ambiente de simulacdo, considerando um modelo
continuo do sistema inversor—motor. Tais aspectos ndo constituem limita¢cdes do método, mas
particularidades da formulacao adotada, que preserva a natureza chaveada do problema e abre
espaco para investigacdes futuras em ambiente experimental.

Como continuidade natural deste trabalho, destacam-se a valida¢do experimental da estra-
tégia em bancada e a incorporacao explicita de incertezas paramétricas na sintese, por exemplo
por meio de extensdes politdpicas envolvendo parametros como K., resisténcia e indutancia.
Também € relevante investigar o compromisso entre desempenho dindmico e frequéncia de
chaveamento, bem como comparar de forma sistematica a abordagem proposta com estratégias
classicas de acionamento, como controle vetorial, DTC e controle preditivo. Adicionalmente,
pode-se explorar a inclusio de outros critérios de robustez na formulacao LMI, ampliando a
capacidade do método de lidar com incertezas estruturadas e variacdes operacionais mais amplas,
além de investigar a incorporacao formal de restricdes de dwell time nas condi¢des LMI para
conectar a garantia tedrica de estabilidade aos limites praticos de frequéncia de chaveamento.

De forma geral, os desenvolvimentos apresentados indicam que a lei de chaveamento
proposta constitui uma alternativa tecnicamente consistente para o controle de acionamentos
BLAC. Ao explorar diretamente a natureza chaveada do inversor e integrar, de forma coerente,
estabilidade, desempenho e robustez em uma unica formulagdo, o trabalho contribui para o
avango das abordagens baseadas em sistemas chaveados aplicadas a acionamentos elétricos. Em
particular, ajuda a suprir a lacuna identificada na literatura quanto ao uso de estratégias do tipo
arg max no controle de acionamentos inversor—motor BLAC com seguimento de referéncias

senoidais e incorporacdo explicita de um critério J7..
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