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RESUMO

Neste trabalho, apresenta-se um método para o projeto de leis de controle chaveado aplicadas a
sistemas afins. A abordagem é modelada no dominio do tempo continuo e implementada no tempo
discreto por meio de um conjunto de fun¢des do tipo max. Diferente das estratégias classicas
que buscam a convergéncia assintética estrita para o equilibrio, a técnica proposta direciona as
trajetorias de estado para um conjunto invariante atrator nas proximidades do equilibrio desejado,
estabelecendo um compromisso entre o erro residual dos estados e a eficiéncia de comutagao
do sistema. Desse modo, o estudo fundamenta-se no conceito de estabilidade pratica, em que
a formulacdo proposta cria uma regido de relaxacdo onde a fun¢do de Lyapunov nio necessita
decrescer monotonicamente, induzindo uma oscilag@o controlada em torno do ponto de operagao.
O problema de sintese € estruturado e resolvido matematicamente por meio de Desigualdades
Matriciais Lineares (Linear Matrix Inequalities — LLMIs) com o auxilio de ferramentas de
otimizagdo computacional. Por fim, o controlador proposto € validado via simulagdes numéricas
com um motor de corrente continua e um conversor buck. Posteriormente, sdo discutidos os
perfis de decaimento da funcdo de Lyapunov, a mitigacdo do fendmeno de chattering e a eficicia

geral da metodologia.

Palavras-chave: Sistemas chaveados. Desigualdades matriciais lineares. Estabilidade pratica.

Reducao de chattering. Projeto de lei de chaveamento.



ABSTRACT

This work presents a method for the design of switching rules applied to affine systems. The
approach is modeled in the continuous-time domain and implemented in discrete-time by
means of a set of max-type functions. Unlike classical strategies that pursue strict asymptotic
convergence to the equilibrium, the proposed technique steers the state trajectories toward an
attractor invariant set in the vicinity of the desired equilibrium, establishing an trade-off between
the residual state error and the system’s switching efficiency. Thereby, the study is grounded on
the concept of practical stability, in which the proposed formulation creates a relaxation region
where the Lyapunov function does not necessarily decrease monotonically, inducing a controlled
oscillation around the operating point. The synthesis problem is structured and mathematically
solved through Linear Matrix Inequalities (LMIs) with the aid of computational optimization
tools. Finally, the proposed controller is validated via numerical simulations with a direct current
(DC) motor and a buck converter. Subsequently, the decay profiles of the Lyapunov function, the
mitigation of the chattering phenomenon, and the overall effectiveness of the methodology are

discussed.

Keywords: Switched systems. Linear matrix inequalities (LMIs). Practical stability. Chattering

reduction. Switching rule design.
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1 INTRODUCAO

A evolucdo tecnolégica da humanidade estd intimamente vinculada a habilidade de
compreender a natureza ao seu redor e impor comportamentos desejados aos sistemas artificiais
por ela concebidos. No ambito da engenharia de controle, a busca constante por sistemas
capazes de operar com o maximo de eficiéncia e o minimo erro constitui um dos principais
motivadores que moldaram, historicamente, o refinamento de teorias e ferramentas para o projeto
de controladores (Bennett, 1993).

Todavia, grande parte dos dispositivos praticos ndo atua de forma puramente suave ou
linear (Utkin, 1977); pelo contrario, a natureza intrinseca de diversos componentes modernos
baseia-se em decisdes discretas de ativagdo e bloqueio, assemelhando-se ao comportamento de
comutagdo de um termostato rudimentar.

Diante dessa necessidade de modelar sistemas que operam por meio de dinamicas
descontinuas e decisOes discretas, destaca-se a classe dos chamados sistemas hibridos. Tais
estruturas caracterizam-se pela capacidade de alterar suas propriedades dindmicas continuas
a partir da ocorréncia de eventos discretos (Liberzon, 2003). Esse tipo de modelo ¢é ideal
para descrever sistemas praticos cujo comportamento muda repentinamente devido a agdes de
chaveamento, como a abertura e fechamento de vélvulas, o acionamento de relés ou a atuacao de
interruptores eletronicos.

Uma subclasse proeminente e de grande interesse pratico dentro dos sistemas hibridos é
a dos sistemas chaveados. Estes sistemas contam com um namero finito de subsistemas, cada
qual governado por uma dindmica continua propria, cujo funcionamento global é coordenado
por uma regra de comutagdo (switching rule) responsavel por ditar ativamente a alternancia entre
eles. Na literatura de automacao e eletronica de poténcia, os conversores estaticos e os sistemas
de acionamento elétrico surgem como os exemplos mais consolidados dessa subclasse, sendo
extensivamente empregados como benchmarks para o desenvolvimento e validacao de novos
algoritmos de controle (Trofino et al., 2009).

No cenério dos sistemas de engenharia modernos, esse ato de alternar abruptamente entre
diferentes modos de operagdo introduz desafios a modelagem matematica. O ideal tedrico de
alcancar uma convergéncia assintética estrita muitas vezes forca o sistema a oscilar fortemente em
frequéncias elevadas em torno da referéncia (Young; Utkin; Ozguner, 1999). Esse comportamento
indesejado evidencia que, para viabilizar solu¢des aplicadas a engenharia real, torna-se necessario
flexibilizar as exigéncias cldssicas de controle, abrindo espagco para conceitos que tolerem
pequenos erros residuais em troca da preservagao fisica e da eficiéncia do sistema.

A ampla aplicacao pratica dessas estruturas exige o projeto de regras de comutagao
que ndo apenas garantam a estabilidade matemadtica do sistema, mas que também considerem
as limitagdes reais dos dispositivos de chaveamento. E nesse contexto que se estabelecem as

justificativas para o desenvolvimento deste trabalho.
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1.1 MOTIVACAO

Embora a teoria cldssica de sistemas chaveados assuma a possibilidade de comutagdes
ideais e em frequéncia infinitamente alta para garantir a convergéncia estrita dos estados, a
transi¢do para o ambiente pratico impde a necessidade de restri¢des fisicas. Dispositivos de cha-
veamento reais, como transistores de poténcia (MOSFETs, IGBTs) ou relés mecanicos, possuem
tempos de comutacdo ndo nulos e limitagcdes operacionais que inviabilizam o comportamento
puramente continuo idealizado (Barbi, 2006). Quando um controlador projeta uma frequéncia de
chaveamento excessivamente elevada, o sistema entra no regime dindmico indesejado conhecido
como chattering.

A ocorréncia do chattering € um dos problemas mais criticos na implementagao préatica
de leis de controle chaveado, atuando de forma destrutiva em diferentes frentes da planta
dindmica. Sob a perspectiva eletromecanica, as rdpidas e continuas oscilagdes induzem um
estresse mecanico severo em partes moveis, além de causar fadiga estrutural e degradacio precoce
de atuadores e componentes, reduzindo drasticamente a vida ttil dos equipamentos (Utkin; Lee,
20006).

Além do desgaste fisico, o fendbmeno compromete diretamente a eficiéncia energética
do sistema. Cada acdo de abertura e fechamento de um interruptor eletronico envolve perdas
por comutagao (switching losses) causadas pela sobreposicao transitéria de tensao e corrente
no componente (Barbi, 2006). Consequentemente, o chaveamento em alta frequéncia eleva as
perdas por comutagdo, provocando o aquecimento excessivo dos semicondutores. Na pratica,
isso exige o uso de dissipadores de calor maiores, aumentando o custo de fabricacdo do projeto
além de reduzir a eficiéncia energética do circuito.

Outro fator de extrema relevancia no cendrio da engenharia moderna € o impacto do
chattering em termos de ruido eletromagnético. As comutagdes abruptas em alta frequéncia
geram taxas elevadas de variagdo de tensdo e corrente no tempo (dv/dt e di/dt). Esses transientes
répidos funcionam como fontes primadrias de Interferéncia Eletromagnética (EMI), propagando
ruidos tanto por condugao quanto por radiacdo. Esse fendmeno ndo apenas prejudica a precisao
dos préprios sensores de leitura do sistema, como também pode violar normas internacionais de
compatibilidade eletromagnética (EMC), afetando o funcionamento de equipamentos vizinhos
na rede elétrica (Mohan; Undeland; Robbins, 2003).

Diante desse cendrio, torna-se evidente que mitigar o chattering nio é apenas uma questao
de elegdncia matemdtica, mas um requisito crucial para viabilizar o uso de sistemas chaveados na
industria real. E essa necessidade de conciliar o desempenho do controle com a preservacio fisica,
o siléncio eletromagnético e a eficiéncia energética das plantas que motiva o desenvolvimento de
novas metodologias capazes de atenuar a frequéncia de comutacao sem impactar a precisao do
sistema.

Em particular, o escopo deste trabalho concentra-se no projeto de leis de controle para

sistemas chaveados afins descritos no tempo continuo. A metodologia proposta adota o conceito
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de estabilidade pratica para flexibilizar as exigéncias de decréscimo estrito das fungdes de
Lyapunov tradicionais em uma proximidade da referéncia. A partir dessa relaxacdo matematica,
obtém-se um problema de otimizacdo que molda as superficies de chaveamento a um formato
capaz de reduzir o efeito de chattering, ao induzir uma oscilagdo controlada e de amplitude
limitada no entorno do ponto de equilibrio.

A técnica proposta € aplicavel a sistemas chaveados afins nos quais seja vidvel definir
uma superficie de comutagdo projetada para induzir um ciclo limite estdvel (oscilacdo controlada

de amplitude limitada) em torno do ponto de equilibrio desejado.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

A presente dissertagdo estd organizada em 8 capitulos, estruturados da seguinte forma:

* Capitulo 2 — Conceitos Basicos: Apresenta os conceitos fundamentais sobre sistemas
dindmicos analisados nos dominios do tempo continuo e discreto. Sao introduzidas as
Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) e descritas as ferramentas computacionais e

os solvers de otimizacao utilizados para a sua manipulacao e solucao.

* Capitulo 3 — Sistemas Chaveados: Aborda a defini¢cdo formal de sistemas chaveados e
0s conceitos essenciais correlatos ao tema, tais como regimes de modos deslizantes e o
fendmeno de chattering (foco central deste estudo). Por fim, realiza-se a caracterizagdo

geométrica e matemdtica das condi¢des de equilibrio sob estruturas chaveadas.

» Capitulo 4 — Modelagem dos Sistemasa de Estudo: Dedica-se 2 modelagem matema-
tica e a obtencdo das representacdes em espaco de estados para sistemas chaveados das
plantas dinamicas utilizadas nas validagdes numéricas: um motor de corrente continua

(CC) e um conversor estatico buck.

» Capitulo 5 — Controle Chaveado para Sistemas Afins: Revisa uma técnica existente
na literatura baseada em funcdes do tipo max para o projeto de regras de chaveamento,
discutindo suas variagdes como o controle robusto e o emprego de filtros washout
para sistemas com equilibrio parcialmente desconhecido. Apresentam-se também os
fundamentos do controle chaveado discreto e o conceito de estabilidade prética, seguidos

de exemplos ilustrativos que aplicam as diferentes variacdes da metodologia estudada.

* Capitulo 6 — Controle Chaveado com Reducio de Chattering: Apresenta a principal
contribuicdo cientifica deste trabalho, que consiste em uma variagao da técnica de controle
chaveado classica fundamentada no conceito de estabilidade prética associada a uma
estratégia de otimizagdo. A abordagem confere flexibilidade ao projeto ao permitir o
crescimento local da funcdo de Lyapunov em regides de baixa energia, reestruturando
as superficies de comutacdo de modo a induzir uma oscilagao controlada dos estados e

mitigar o efeito de chattering.
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» Capitulo 7 — Resultados de Simulacao: Expde as validagdes numéricas da técnica
proposta sob diferentes cendrios e frequéncias de amostragem. S3o analisados os perfis
de decaimento da fun¢do de Lyapunov face aos efeitos de discretizagdo temporal, as taxas
de reduc@o de comutacdes obtidas e caracteristicas associadas a robustez paramétrica do

controlador projetado.

 Capitulo 8 — Consideracoes Finais: Apresenta as conclusdes gerais deste trabalho,
sintetizando o cumprimento dos objetivos propostos e correlacionando as contribuicdes
tedricas com os resultados praticos obtidos. Adicionalmente, discutem-se as limitacdes
da metodologia face aos efeitos de discretizacao temporal e sdo propostas diretrizes e

sugestoes para o desenvolvimento de trabalhos futuros.

Durante a elaboracdo deste trabalho, foi feito o uso da ferramenta de inteligéncia artificial
Gemini. O uso limitou-se estritamente a assisténcia na redagdo e na formatacao técnica do
documento. Especificamente, a ferramenta foi utilizada com o objetivo de auxiliar na revisao
gramatical, no refinamento da clareza e fluidez textual, bem como no suporte técnico para a
otimizacao de scripts de geracdo e formatacdo das figuras apresentadas.

Cumpre enfatizar que toda a fundamentacdo tedrica, a concep¢ao metodoldgica, o desen-
volvimento dos modelos e simulagdes, bem como a interpretacao e andlise critica dos resultados
cientificos contidos nesta dissertacdo constituem frutos de pesquisa original concebida e exe-
cutada exclusivamente pelo autor. A ferramenta ndo participou de nenhuma etapa de criagao
intelectual, geracdo de ideias ou condugdo dos experimentos. Apds o uso do modelo para os fins
de suporte textual e visual descritos, o autor revisou, editou e validou integralmente o conteido,

assumindo total responsabilidade pela integridade e exatidao do trabalho final.
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2 CONCEITOS BASICOS

Este capitulo apresenta os principais fundamentos e ferramentas tedricas que sustentam
o desenvolvimento desta dissertacdo. O entendimento rigoroso da modelagem de sistemas
dindmicos € o primeiro passo para garantir a execugao correta de processos, abrangendo desde a
etapa de projeto, passando por estratégias avangadas de diagnéstico e prevengdo de falhas e indo
até analise de desempenho e sintese de estratégias de controle avangado (Isidori, 2013).

Inicialmente, s@o introduzidas as nocdes fundamentais relacionadas a sistemas dindmicos,
tanto em representacdo por espaco de estados em tempo continuo quanto em tempo discreto.
Em seguida, aborda-se o conceito de Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs - Linear Matrix
Inequalities). Tais ferramentas matemdticas consolidaram-se na area de controle por permitirem
a tradugdo de requisitos de projeto complexos em problemas de otimizac¢do convexa, facilitando
a busca por garantias de estabilidade e robustez de forma numericamente eficiente (Boyd et al.,
1994).

Por fim, sdo discutidos os artificios matematicos e lemas necessarios para a formulagao
de condicdes de estabilidade fundamentadas no segundo método de Lyapunov. Esta abordagem ¢é
central para o trabalho, pois permite analisar a estabilidade de sistemas (incluindo os chaveados)
através do comportamento de fun¢des candidatas de Lyapunov, sem a necessidade de resolver

explicitamente as equagdes diferenciais do sistema (Khalil, 2002).

2.1 SISTEMAS DINAMICOS

Na natureza e na engenharia, diversas grandezas interagem de forma dinamica, como
a posi¢do e a velocidade de um veiculo, as tensdes e correntes em um circuito elétrico ou os
niveis em reservatorios acoplados. Tais fendmenos podem ser modelados por meio de equagdes
diferenciais ou de diferencas, que descrevem ndo apenas o estado atual do sistema, mas também a
sua evolucdo temporal em resposta a estimulos externos (Ogata, 2011). As varidveis fundamentais
que caracterizam esse comportamento sao denominadas varidveis de estado, e compdem a base
para os problemas modernos de modelagem, andlise e controle.

De forma geral, a formula¢do de um modelo depende da natureza temporal do processo.
Neste trabalho, a énfase recai sobre a representacdo em espaco de estados, uma abordagem que
oferece uma descri¢do compacta e robusta, sendo particularmente adequada para o tratamento de
sistemas chaveados e para a formulacdo de critérios de estabilidade via LMIs (Chen, 2009). Esta
representacao facilita a extensdo do controle cldssico para sistemas multivaridveis e sistemas

com parametros variantes, temas centrais para o desenvolvimento desta dissertacao.

2.1.1 Sistemas continuos

Sistemas em tempo continuo sdo aqueles cuja dindmica evolui de forma ininterrupta no

tempo, sendo tipicamente descritos por equagdes diferenciais ordindrias. Em uma formulagao
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geral por espaco de estados, a evolugdo do sistema pode ser modelada como:

x(t) = f(x(2), u(t),1), ()

onde x(r) € R” representa o vetor de estados e u(r) € R™ denota o vetor de entradas.
Entretanto, para fins de anélise de estabilidade e projeto de controle via LMIs, este
trabalho foca em uma classe especifica de sistemas lineares invariantes no tempo com termos

afins. Tais sistemas sdo representados pela equagao:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + b, (2)

em que A € R ¢ a matriz de estados, B € R"*"" é a matriz de entrada e b € R” € um vetor
de termos constantes (ou entradas exogenas) (Hespanha, 2018). A inclusdo do termo afim b
¢é essencial para a modelagem fiel de conversores estdticos e maquinas elétricas sob carga,

permitindo que o ponto de equilibrio do sistema seja deslocado da origem (Dezuo, 2010).

2.1.2 Sistemas discretos

Sistemas discretos sdo aqueles cuja dindmica modelada evolui ndo através de equacdes
diferenciais, mas sim de equagdes de diferencas, pois representam os valores dos estados em
instantes de tempo discretos. No contexto de espaco de estados, essa dinamica geral pode ser

representada por:
x[k+1] = f(x[k], ulk]), 3)

onde x[k|] € R" representa o vetor de estados no instante discreto &, e u[k] € R™ o vetor de
entradas.
De forma andloga ao caso continuo, sistemas lineares afins discretos podem ser descritos

por:
x[k+ 1] = Agx[k] + Bgulk] + by, 4)

onde Ay, By e by sdo obtidos a partir da discretizacdo do sistema continuo, considerando um
periodo de amostragem 7 adequado a dinamica do processo (Franklin; Powell; Workman,
1990). Uma abordagem comum consiste em assumir a entrada constante entre os instantes de
amostragem, técnica conhecida como segurador de ordem zero (zero-order hold), resultando em
(Astrém; Wittenmark, 2013):

T
Ag=e"T, By= ( /0 e“dr) B, 5)

sendo b, obtido de forma andloga através da integragdo do termo afim continuo.

Embora o foco deste trabalho esteja em sistemas continuos, a representacao discreta é
relevante no contexto da formulacio de algumas condi¢des baseadas em desigualdades matriciais
lineares. Em particular, a discretizacdo do sistema pode ser empregada na constru¢@o de condicdes
auxiliares utilizadas no projeto do controle, sem alterar a natureza continua da implementacao

considerada.
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2.2 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

As LMIs constituem uma ferramenta computacional e matematica amplamente utilizada
na analise e no projeto de sistemas de controle moderno. Uma de suas principais vantagens
reside na capacidade de formular requisitos de desempenho e estabilidade na forma de problemas
de otimizagdo convexa (Boyd et al., 1994). Essa caracteristica garante que, caso uma solugao
exista, ela possa ser encontrada de maneira eficiente por meio de métodos numéricos de tempo
polinomial, como os algoritmos de pontos interiores (Gahinet et al., 1995).

No contexto deste trabalho, as LMIs sdo empregadas na obtencdo de condicdes sistemati-
cas para o projeto do controle chaveado e na andlise das propriedades de robustez do sistema
em malha fechada. Para a compreensao das formulagdes propostas nos capitulos subsequentes,
torna-se necessario apresentar sua definicao formal, suas principais propriedades e as ferramentas

algébricas utilizadas em sua manipulacao.

2.2.1 Definicao

As LMIs sdo desigualdades matriciais lineares ou afins em relacdo a um conjunto de
varidveis de decisdo. Devido as suas caracteristicas algébricas, elas definem um conjunto de
restricdes convexas sobre essas varidveis, o que garante que problemas formulados nesta estrutura
possam ser resolvidos por solvers numéricos visando tanto a viabilidade (obtencao de qualquer
solucdo que satisfaca a desigualdade) quanto a otimizac¢ao de um indice de desempenho (Boyd
et al., 1994).

De forma geral, uma LMI pode ser escrita na forma F(g) > 0, onde:

q
Flg) = Fo+ Y, giFi >0, (©)
i=1
em que g = [g1 &2 ... &) € RY & o vetor de varidveis de decisdo a serem determinadas, e
Fo,Fi,...,F; € R"™" sdo matrizes reais e simétricas conhecidas.

O simbolo “>" indica que a matriz resultante F(g) deve ser definida positiva, ou seja,
todos os seus autovalores devem ser estritamente maiores que zero, o que € equivalente a dizer
que X'F(g)x > 0 para todo x € R", x # 0. Analogamente, utilizam-se os simbolos “>", “<”
e “<” para representar restricdes de matrizes semidefinidas positivas, definidas negativas e
semidefinidas negativas, respectivamente.

Um exemplo cldssico de LMI € a estabilidade de Lyapunov para sistemas lineares

x(t) = Ax(r). O sistema é estdvel se existir uma matriz P que satisfaca:
P=P >0, A'P+PA <0, (7

onde os elementos da matriz simétrica P sdo as variaveis de decisio.
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2.2.2 Propriedades

As LMIs apresentam propriedades algébricas e geométricas fundamentais que justificam
seu amplo uso em problemas de andlise e projeto de sistemas de controle moderno.

A principal caracteristica das LMIs € a convexidade do seu conjunto de solucdes. For-
malmente, o conjunto de vetores g que satisfazem uma LMI da forma F(g) < 0 € um conjunto
convexo. Isso implica que, dadas duas solugdes vidveis g, € gp, qualquer combinagdo convexa
entre elas, definida por ag, + (1 — at)g, com 0 < o < 1, também serd uma solugdo vélida para a
mesma desigualdade (Boyd et al., 1994).

Além disso, a interse¢do de multiplas LMIs também define um conjunto convexo. Essa
propriedade é de extrema relevancia préatica, pois permite impor simultaneamente diversas
restricdes de projeto — como estabilidade, limites de sinal de controle e taxas de decaimento —
sobre as mesmas varidveis de decisdo, preservando a natureza convexa do problema e a garantia
de convergéncia para um 6timo global (Nesterov; Nemirovskii, 1987).

Outra propriedade relevante estd na estrutura afim da fungdo F(g), que garante que as
desigualdades permanecam lineares em relagdo as varidveis de decisdo. Essa caracteristica é
o que viabiliza a aplicacdo de solvers numéricos eficientes, baseados em métodos de pontos
interiores, que possuem complexidade computacional de tempo polinomial.

Para além da simples verificacdo de factibilidade (busca por qualquer g que satisfaca
F(g) < 0), as LMIs sdo frequentemente empregadas em problemas de otimizagdo convexa.
Nestes casos, o objetivo é determinar o vetor de varidveis de decisdo g que minimize uma fun¢do

custo linear ¢’g, sujeita a um conjunto de restricdes matriciais:
minc'g sujeitoa  F(g) <O. (8)
g

Como o dominio de busca definido pelas LMIs é convexo, qualquer minimo local
encontrado é também o minimo global do problema. Essa caracteristica € explorada em problemas
de sintese de controladores, nos quais se busca ndo apenas assegurar a estabilidade do sistema,
mas também otimizar critérios de desempenho H.., rejeicdo de perturbacdes ou minimizacao de

esforco de controle.

2.3 FERRAMENTAS DE MANIPULACAO DE LMIS

Nesta secdo, sdao apresentadas ferramentas algébricas fundamentais para a manipulacdo
e transformagdo de LMIs. O uso dessas ferramentas € motivado pela necessidade de converter
problemas de controle originalmente ndo lineares, ou que apresentam acoplamento entre as
varidveis de decisdo, em formulagdes convexas passiveis de resolu¢cdo numérica.

Tais artificios permitem reescrever condi¢des de estabilidade e desempenho em formas
equivalentes ou, em certos casos, em representacdes mais conservadoras, porém computacio-

nalmente trataveis. A escolha da ferramenta adequada depende da estrutura do sistema e dos
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objetivos de projeto, buscando-se sempre o equilibrio entre o rigor matemadtico e a viabilidade da
implementagdo via solvers de otimizagdo (Boyd et al., 1994), (Gahinet et al., 1995).

Ao longo das subsecdes a seguir, serd adotada a notacao de blocos simétricos, em que
o simbolo * denota elementos que podem ser deduzidos por simetria, visando a concisao das

expressdes matriciais.

2.3.1 Mudanca de variaveis e Transformaciao de Congruéncia

A mudanga de varidveis combinada com a transformagio de congruéncia constitui
uma técnica fundamental para transformar desigualdades matriciais ndo lineares em LMIs.
Em diversos problemas de controle, a interacao entre as matrizes do sistema e os ganhos do
controlador resulta em termos bilineares nas varidveis de decisdo, o que inviabiliza a resolucao
direta por otimizacdo convexa (Boyd et al., 1994).

Para ilustrar o método, considere o sistema linear invariante no tempo:
x(t) = Ax(t) + Bu(t), u(t)=Kx(t), )

onde o objetivo é determinar a matriz de ganho de realimentacdo K que estabilize o sistema em

malha fechada. A dinamica resultante € descrita por:
x(t) = (A+BK)x(t). (10)

Utilizando uma fun¢@o candidata de Lyapunov quadrética V (x(z)) = x(¢)'Px(t), com

P =P’ > 0, a condi¢do de estabilidade assintdtica é dada pela desigualdade:
(A+BK)'P+P(A+BK) <0. (11)
Ao expandir os termos, obtém-se:
A'P+PA+K'B'P+PBK <0. (12)

Nota-se que os termos K'B'P e PBK sio bilineares, pois envolvem o produto das varidveis
de decisdo K e P. Para eliminar esse acoplamento e linearizar a expressio, utiliza-se o artificio
de uma transformacao de congruéncia. Matematicamente, duas matrizes simétricas M e N sao
ditas congruentes se existe uma matriz ndo singular 7' tal que N = T’MT. Assim, define-se

Q = P! > 0 e multiplica-se a desigualdade anterior 4 esquerda e a direita por Q:
QA'P+PA+K'B'P+PBK)Q <0, (13)
o que, considerando que PQ = QP = I, resulta em:
QA'+AQ+ QK'B'+BKQ < 0. (14)

Apesar da transformacao, a bilinearidade persiste entre K e Q. Pode-se entdo utilizar uma
mudanca de varidvel, definindo uma varidvel auxiliar Y = KQ. Substituindo na desigualdade,

obtém-se:

QA'+AQ+Y'B +BY < 0. (15)
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Esta tltima expressao € estritamente uma LMI em relacio as novas varidveis de decisdo
Q e Y. Uma vez obtidas as solu¢des numéricas Q > 0 e Y, o ganho de realimentacdo original do

sistema é perfeitamente recuperado por K =Y Q™.

2.3.2 Complemento de Schur

O complemento de Schur € uma ferramenta algébrica fundamental que permite trans-
formar desigualdades matriciais ndo lineares, que envolvem inversas de matrizes, em LMIs
equivalentes de dimensao superior. Essa técnica ¢ amplamente utilizada para linearizar condicdes
que surgem naturalmente em problemas de desempenho e robustez (Boyd et al., 1994).

Considere matrizes simétricas M| (g) e M»(g), e uma matriz M3(g) de dimensdes apro-

priadas, todas dependentes afins do vetor de varidveis de decisdo g. A condic@o ndo linear:

Mi(g) — M3(g)'Ma(g) 'M5(g) >0, com Ma(g) >0, (16)

€ equivalente a LMI:

17
* M>(g) 4

Mi(s) M3<g>'] o

Onde o simbolo * denota o bloco transposto por simetria. Como exemplo de aplicacao,
considere a restricdo de que o estado x de um sistema pertenca a um elipsoide definido por
x'Px <1, com P > 0. Esta condi¢do quadrética em x pode ser reescrita via complemento de
Schur como a LMI:

x P!

| ]
>0, (18)

0 que permite incluir restricdes de amplitude de estado ou sinal de controle diretamente no

problema de otimizagao.

2.3.3 Procedimento-S

O procedimento-S (S-procedure) é uma técnica matemadtica utilizada para avaliar a
validade de uma desigualdade sujeita a uma restricdo de outra desigualdade. No contexto
de controle, essa ferramenta é fundamental para tratar sistemas com incertezas limitadas ou
restricoes de estado, permitindo converter condi¢des condicionais em LMIs tnicas (Boyd et al.,
1994).

Considere uma fungio quadratica F(§) = £'F& e uma restrigdo dada por T (§) =E'TE >

0, com F e T matrizes simétricas. O objetivo é garantir que:

E'FE>0, VE#O0talque&'TE >0. (19)
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Uma condig¢do suficiente (e, em certos casos com uma Unica restricdo, necessaria) para

que a afirmacdo acima seja verdadeira € a existéncia de um escalar ndo negativo 7 > 0 tal que:
F—1T > 0. (20)

O conservadorismo da técnica surge quando existem multiplas restri¢oes 7;(&) > 0, caso
em que a condicdo andloga com multiplos escalares 7; torna-se apenas suficiente (Polik; Terlaky,
2007).

Exemplo: Considere que se deseja garantir a estabilidade de um sistema apenas dentro
de um setor do espago de estados definido por £'T'E > 0. Mesmo que a matriz de Lyapunov
original F nao seja definida positiva em todo o espaco R", o procedimento-S permite encontrar

um acoplamento via T que satisfaca a condicdo de estabilidade restrita aquela regido de interesse.

2.3.4 Lema de Finsler

O Lema de Finsler € uma ferramenta fundamental para o tratamento de problemas de
controle com restricdes estruturais. Ele estabelece condi¢des equivalentes para que uma forma
quadrética seja negativa em um subespaco definido por uma restri¢do linear. Tal ferramenta é
amplamente utilizada para eliminar varidveis de controle de desigualdades matriciais ou para
introduzir varidveis de folga que reduzem o conservadorismo em sistemas com parametros
variantes.

Considere uma matriz simétrica F(g) = F(g)" € R"*" e uma matriz de restri¢do C € R"*".

As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. ¥F(g)x<0, Vx=#0 tal que Cx=0;
2. B F(g)B, <0, onde B, éuma base para o nicleo (null space) de C;
3. 3o e Rtal que F(g) —oC'C < 0;

4, L e R tal que F(g) + LC+C'L’' <O0.

A ultima equivaléncia é particularmente ttil no projeto de controladores, pois a matriz
L, frequentemente chamada de multiplicador de Finsler ou varidvel de folga, prové graus de
liberdade adicionais para a linearizagdo de condi¢des bilineares.

Exemplo: Suponha que se deseje verificar a estabilidade de um sistema x(¢) = Ax(¢) onde
o estado estd restrito a um plano Cx = 0. Em vez de testar a estabilidade em todo o espago R", o
Lema de Finsler permite formular uma LMI que busca uma matriz L que satisfaca a condi¢ao
(4). Se tal L for encontrada, o sistema € estavel dentro do subespaco de interesse, mesmo que a

matriz F(g) original possua autovalores positivos fora dele.
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3 SISTEMAS CHAVEADOS

Sistemas chaveados representam uma classe de sistemas hibridos que combinam dinami-
cas continuas com eventos discretos de comutagdo. Neste Capitulo, fundamenta-se a represen-
tacdo matematica desses sistemas e os fendmenos decorrentes da alternancia entre diferentes
modos de operacgdo, estabelecendo a base necessdria para o projeto de leis de controle baseadas

em funcdes de Lyapunov.

3.1 DEFINICAO DE SISTEMAS CHAVEADOS

Os sistemas chaveados compdem uma subclasse dos sistemas hibridos e podem ser defi-
nidos como sistemas dindmicos no tempo continuo que possuem multiplos modos de operagao,
governados por uma regra de decisdo. Um motor de corrente continua (CC), por exemplo, acio-
nado por meio de uma chave eletronica ou uma ponte H, é um representante tipico desta classe.
Nestes casos, a topologia do circuito muda conforme o estado de condugao dos semicondutores,
alterando a dindmica das varidveis de estado. Dessa forma, a dindmica global do sistema é
definida pela ativagdo de um modo especifico em cada instante de tempo, sendo esta escolha
determinada por uma lei de chaveamento.

De forma geral, um sistema chaveado em tempo continuo pode ser representado matema-

ticamente por:

X(t) = fou)(x(1), o) €A :={1,...,m}, (21)

onde x(¢) € R" representa o vetor de estados, f;(-) define a dindmica associada ao modo i, e .#
representa o conjunto finito de indices dos modos de operagdo possiveis. Assim, a trajetoria do
sistema € composta por segmentos de trajetorias dos subsistemas individuais.

Em diversas aplicacOes praticas, como em conversores estdticos e maquinas elétricas, os
subsistemas podem ser representados por dindmicas lineares com termos afins. Nesse cendrio,

cada modo i € .# é descrito como:
X(1) = Aix(t) + by, (22)

com A; € R"" sendo a matriz de estados e b; € R" o vetor de termos afins associados ao modo i
(Liberzon, 2003).

A transi¢@o entre os subsistemas ¢ ditada por uma fun¢do de chaveamento o(r), respon-
sdvel por determinar qual modo deve estar ativo a cada instante. Formalmente, essa funcao é

definida como um mapeamento do espaco de estados ou do tempo para o conjunto de indices:
ox(t)):R"— .. (23)

A lei de chaveamento pode depender explicitamente do tempo, do estado do sistema ou de

ambos. No contexto deste trabalho, as leis dependentes do estado sdo de especial interesse,
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pois permitem o projeto de controladores robustos baseados na parti¢cdo do espaco de estados.
Exemplos tipicos desta modelagem incluem um motor CC acionado através de um inversor e
o conversor CC—CC do tipo buck, que serao detalhados como plantas de estudo nos capitulos

subsequentes.

3.2 MODOS DESLIZANTES

Os modos deslizantes (sliding modes) ocorrem quando a lei de chaveamento forcga a
trajetdria do sistema a permanecer sobre uma superficie de comutagdo .7, restringindo a dinamica
a uma variedade de dimensao inferior. A Figura 1 ilustra os dois comportamentos possiveis

quando o estado atinge a interface entre dois modos de operag@o, f](x) e fa(x).

Figura 1 — Exemplo das trajetérias de um sistema chaveado com dois modos de operacgao.

&= f1(x) &= fa(x)

X

O\ 7
)
------- /
S\

(a) Cruzamento da superficie de comutacdo. (b) Modo deslizante.

Fonte: Adaptado de Scharlau (2013).

Na Figura 1(a), observa-se que, embora o sistema atinja a superficie vindo da regido
azul (f1(x)), o campo de vetores da regido vermelha (f>(x)) aponta para fora da superficie,
resultando no simples cruzamento da fronteira. Em contraste, a Figura 1(b) apresenta a condi¢ao
de existéncia do modo deslizante: os campos de vetores de ambos os subsistemas apontam em
direcdo a superficie .. Nesse cendrio, o estado fica “aprisionado” na interface, e a dinamica
resultante € definida pela combinacdo convexa dos campos de vetores originais, conforme a

teoria de solucdes de Filippov (Utkin, 1992).
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Matematicamente, para um sistema com dois modos, a dinadmica deslizante (X;) pode ser

descrita por:

Xg =vfilx)+ (1 =7 k), 0<y<lI, (24)

onde Y representa o ciclo de trabalho (duty cycle) implicito necessdrio para manter o estado sobre
a superficie. Note que caso ¥ fosse 1 ou 0, ndo seria um modo deslizante propriamente.

A partir dessa formulacdo, observa-se que o modo deslizante permite que o sistema
apresente um comportamento dindmico que ndo pertence a nenhum dos subsistemas isolada-
mente. Na prdtica, entretanto, as limitacdes fisicas dos componentes de hardware impedem
o comportamento ideal continuo, dando origem ao chattering, que serd explorado na secao

seguinte.

3.3 CHATTERING

Quando dois ou mais campos vetoriais apontam em direcao a superficie de chaveamento,
para que o sistema apresentasse a dindmica convexa ideal, seria teoricamente necessdria uma
taxa de comutacdo infinita. Na préatica, a impossibilidade de atingir tal frequéncia e a presenca
de atrasos de computagdo ou limitacdes de hardware resultam no fendmeno conhecido como
chattering.

Do ponto de vista tedrico, esse comportamento ocorre quando os campos vetoriais dos
subsistemas em ambos os lados da superficie possuem componentes que convergem para a
interface. Nessa condi¢do, cada subsistema tende a conduzir a trajetdria para o lado oposto da
fronteira, resultando em sucessivas e rapidas transi¢des entre os modos de operacao.

No cendrio ideal, esse processo ocorreria com frequéncia infinita, caracterizando o modo
deslizante ideal. Sob essa hipétese, a trajetdria evoluiria exatamente sobre a superficie, seguindo
a dinamica equivalente descrita pela combinacdo convexa de Filippov. Entretanto, em sistemas
fisicos, a frequéncia de chaveamento € finita, o que faz com que o estado oscile em um movimento
de “zigue-zague” em torno da dinamica média desejada.

Essas oscilacdes de alta frequéncia podem impactar severamente o desempenho do
sistema, aumentando as perdas por comutagdo em conversores estiticos, causando desgaste
prematuro em atuadores mecanicos e excitando dindmicas ndo modeladas (como ressonancias
estruturais). Apesar de frequentemente indesejado, o chattering pode ser interpretado como uma
aproximacgao pratica da dindmica média associada ao modo deslizante, sendo essa perspectiva

fundamental para a andlise de estabilidade proposta neste trabalho.

3.4 EQUILIBRIO DE SISTEMAS CHAVEADOS

Diferentemente de sistemas lineares convencionais, nos quais o ponto de equilibrio é
determinado unicamente pela solucdo de Ax + b = 0, em sistemas chaveados o equilibrio pode

ocorrer em pontos que nao sao o repouso natural de nenhum dos subsistemas isoladamente.
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Partindo do sistema linear afim definido em (22), com a lei de chaveamento dada pelo mdximo de
um conjunto de fun¢des de Lyapunov, a dindmica pode ser interpretada por meio da combinagdo
convexa entre os subsistemas, conforme a formulacao de Filippov (Liberzon, 2003).

Essa abordagem descreve que, em regime de modos deslizantes, a dindmica resultante é
uma composi¢do das dindmicas associadas a cada modo ativo. Tal representacdo pode ser escrita
como:

m
i(r) = Y 6i(x(0)) (Aix(t) + bi), (25)
i=1
onde os coeficientes 6; representam a proporcao instantanea de ativagdo de cada modo. Como
esses coeficientes indicam a fra¢do de tempo de permanéncia em cada modo, sua soma deve ser
unitdria, definindo o simplex unitario ©:
m
©:={0€eR":) 6,=1,6>0,. (26)
i=1
A formulacdo em (26) permite interpretar a dindmica do sistema como pertencente ao
invélucro convexo dos subsistemas. Em particular, no ponto de equilibrio do sistema chaveado

(%), a taxa de variac@o do estado deve ser nula, o que implica:

0=Y 6,(x)(Ax+b). (27
i=1
Definindo k;(X) = A;X + b; como o vetor de direcdo associado ao i-ésimo subsistema

avaliado no ponto X, a condi¢do de equilibrio pode ser reescrita de forma compacta como:
m
Y 6iki(x) =0. (28)
i=1

Portanto, conclui-se que podem ser considerados pontos de equilibrio de um sistema
chaveado apenas aqueles para os quais exista um vetor de pesos 6 € ® tal que a combinagao
convexa dos vetores k;(X) resulte no vetor nulo. Fisicamente, isso significa que o equilibrio é
mantido por um chaveamento de alta frequéncia que cancela as tendéncias de movimento de
cada modo individual, permitindo que o sistema estacione em uma posi¢ao de interesse para o
projeto (Dezuo, 2010).
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4 MODELAGEM DOS SISTEMAS DE ESTUDO

Neste capitulo, sdo apresentados os modelos dindmicos das plantas de estudo utilizadas
para validar as estratégias de controle propostas neste trabalho. A modelagem ¢ fundamentada na
representacao em espaco de estados, permitindo descrever as variagcdes estruturais da dindmica
decorrentes do acionamento de chaves eletronicas de poténcia.

Inicialmente, detalha-se o modelo de um motor de corrente continua (CC) operando por
meio de uma chave eletronica. Esse sistema € caracterizado por dois modos de operagdo distintos,
correspondentes aos estados de condugdo e bloqueio da chave. Na sequéncia, apresenta-se a
modelagem de um conversor CC—CC do tipo buck, também definido por dois modos de operagdo
associados ao ciclo de chaveamento do semicondutor de poténcia.

Tais modelos representam sistemas lineares afins chaveados, nos quais o objetivo de
controle € a regulacdo de varidveis de saida em torno de pontos de operagdo especificos. Es-
sas plantas servirdo como base para o projeto, simulagdo e andlise comparativa das leis de

chaveamento que serdo exploradas nos capitulos subsequentes.

4.1 MOTOR CC

Motores de corrente continua (CC) sdo dispositivos que convertem energia elétrica
em energia mecanica, sendo amplamente aplicados em sistemas industriais, robdtica mével e
eletrodomésticos. Seu principio de funcionamento baseia-se na intera¢do entre 0s campos mag-
néticos gerados no estator e no rotor, produzindo torque eletromagnético e, consequentemente,
movimento rotacional.

Neste trabalho, considera-se um motor CC de imds permanentes. Nessa configuracio, o
campo magnético do estator € constante, o que simplifica 0 modelo dindmico, pois a corrente de
campo deixa de ser uma varidvel de estado. O controle da poténcia entregue ao motor é realizado
por meio de uma chave eletronica de poténcia em série com o circuito da armadura, conforme

ilustrado no modelo elétrico da Figura 2.

Figura 2 — Modelo elétrico de um motor CC controlado por uma chave.
) S L i
s N —
1 R
Vpoc D

Fonte: Adaptado de Lima (2019).

O sistema apresenta dois modos de operacdo distintos:

* Modo 1 (Conducao): A chave esté fechada, aplicando a tensdo da fonte Vp¢ aos terminais

do motor.
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* Modo 2 (Bloqueio): A chave estd aberta. A corrente da armadura continua a circular
através de um diodo de roda livre (D), devido a energia armazenada na indutancia da

armadura.

As varidveis de estado escolhidas sdo a corrente da armadura i(¢) e a velocidade angular
do eixo w(t). Os pardmetros do modelo incluem a indutincia L, resisténcia R, momento de
inércia J, constante de torque k;, constante de forga contraeletromotriz Ay, coeficiente de atrito
viscoso By, tensdo de alimentagdo Vpc € o torque de carga 7.

Aplicando a Lei das Tensoes de Kirchhoff ao circuito da armadura, obt€ém-se as equacoes
dinamicas para cada modo:

Modo 1 - Chave em conduc¢io:

di di R V

L% +Ri(t) +o(t) =Vpe = ;(tt) = _Zi(t)_%w(t)+%~ (29)
Modo 2 - Chave em bloqueio:
di(t) _ B dit) _ R, . Ao

LT +Ri(t)+Lo(t) =0 = el Ll(t) 7 o(t). (30)

A dindmica mecanica, regida pela Segunda Lei de Newton para sistemas rotacionais, €
independente do estado da chave e descrita por:

do(t)

J
dt

:TM—BfCO(l)—T. (3D

Sabendo que o torque eletromagnético proporcionado pelo motor € proporcional a corrente
(Ty = ksi(1)), tem-se:

do(t) k.

Bf T
dt Jlm T

Definindo o vetor de estados x(z) = [i(r) @(¢)], o sistema € representado na forma afim
chaveada x(t) = Ax(t) + b;, com i € {1,2}, onde:

_R _ Xl Ve 0
A= &L _é , b= _Lz , by= | (33)
J J J J

4.2 CONVERSOR BUCK

Conversores CC—CC sao amplamente utilizados em sistemas eletronicos para realizar
a adaptacdo de niveis de tensdo continua. Entre as diversas topologias existentes, 0 conversor
buck ¢ empregado quando o objetivo de projeto € obter uma tensao de saida inferior a tensio de
entrada.

O circuito elétrico equivalente do conversor buck considerado neste trabalho € apresentado
na Figura 3. Ele é composto, em sua forma bésica, por uma fonte de alimentagdo V;,, uma chave

eletronica de poténcia S, um diodo de roda livre D e um filtro passa-baixas de segunda ordem,
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Figura 3 — Modelo de um conversor do tipo buck controlado por uma chave.

L 'L
—>

’ S
™

Voc D / C.——V, RV,

Fonte: Adaptado de Lima (2019).

formado por um indutor L e um capacitor C que alimentam uma carga resistiva R. O controle da
tensdo de saida € realizado por meio do acionamento da chave, que alterna entre os estados de
conducio e bloqueio, definindo os dois modos de operagdo do sistema.

As varidveis de estado escolhidas para a modelagem séo a corrente no indutor iz (¢) e a
tensdo no capacitor ve(z), que também representa a tensdo de saida na carga. Os pardmetros do
modelo sdo a indutancia L, a capacitancia C, a resisténcia de carga R e a tensao de entrada Vj,.
As equacdes dindmicas para cada modo sao apresentadas a seguir:

Modo 1 — Chave em conducio: Neste estado, a chave conecta a fonte de entrada ao
filtro LC. Aplicando-se as leis de Kirchhoff, obtém-se:

dir (t) dif(t) 1 Vin

L 7 Vip —ve(t) = 7 —Zvc(t) + (34)
d d 1 1
C%(f) (1) — Vclgt) — ng’ ) _ it = ave(t). (35)

Modo 2 — Chave em bloqueio: Quando a chave € aberta, a continuidade da corrente no

indutor € garantida pelo diodo de roda livre, e as equagdes tornam-se:

di di 1

L chlt(t) =—ve(t) = chl[(t) = —Zvc(t), (36)
d d 1 1

Py 2 DLy, @)

Ao definir o vetor de estados x(r) = [ir.(t) vc(2)]', o sistema pode ser representado na
forma afim chaveada x(¢) = Ax(t) + b;, com i € {1,2}, onde:

b= |~ by = . (38)
1 ) )
—rC 0 0

Assim como no caso do motor CC, o conversor buck € descrito por uma estrutura de

(en)

A=

al—

sistema chaveado, cujo ponto de equilibrio de interesse serd determinado pela lei de chaveamento

aplicada.
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S CONTROLE CHAVEADO PARA SISTEMAS AFINS

Neste capitulo, apresenta-se o estado da arte referente ao projeto de leis de chaveamento
para sistemas chaveados afins. O objetivo principal € estabelecer as condi¢des de estabilidade
para o sistema em malha fechada utilizando fun¢des de Lyapunov multiplas e LMIs.

Inicialmente, define-se a formulac@o do problema de controle e a reescrita da dindmica
em termos do erro de seguimento. Na sequéncia, sdo descritas as leis de chaveamento baseadas
na maximizag¢ao de fungdes auxiliares e variagdes que permitem o tratamento de incertezas
paramétricas e o uso de filtros washout. Por fim, as técnicas apresentadas sao aplicadas aos
modelos de estudo deste trabalho para avaliacdo de desempenho. Essa se¢do ndo traz novidades,

apenas o estado da arte na literatura.

5.1 LEI DE CHAVEAMENTO BASEADA EM max(v;(t))
Considere um sistema chaveado composto por m subsistemas afins, descrito por
x(t) =Ax(t)+b;, i€ A :={1,...,m}, (39)

onde x(¢) € R" € o vetor de estados, enquanto A; € R"*" e b; € R" sdo as matrizes e vetores
constantes de cada modo. A evolucdo temporal do sistema é determinada por uma lei de
chaveamento o (¢) € ./, que indica o subsistema ativo a cada instante.

O objetivo do controle € projetar o(¢) de forma que o sistema em malha fechada apresente
estabilidade global assintética em torno de um equilibrio desejado X € R". Para facilitar o projeto,

define-se o erro de seguimento como

e(t) :=x(t) —7x, (40)
0 que permite reescrever a dindmica (39) como

é(t) =Aje(t)+ki, ki=AX+b;. 41)

Dessa forma, a estabilizacdo de x(¢) em X torna-se equivalente ao problema de conduzir
o erro e(t) a origem.

Para resolver este problema, uma abordagem comum na literatura (Dezuo, 2010) utiliza
multiplas fungdes auxiliares de Lyapunov, uma associada a cada subsistema. Neste trabalho,
serd abordado o caso particular de uma lei de chaveamento definida pela escolha do modo de
operagdo que apresenta o maior valor entre as fungdes auxiliares v;(e(t)) associadas a cada modo,

na forma:
o (e(r)) := argmax{vi(e(r))}. (42)

Esta lei, dependente dos estados, visa garantir a estabilidade da origem mesmo diante

da ocorréncia de modos deslizantes. A funcdo de Lyapunov candidata para o sistema em malha
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fechada €, portanto:
V(e(r)) = max{vi(e(r))}- 43)
icH
E considera-se que as fungdes auxiliares v;(e(t)) € €' possuem a seguinte estrutura

particular, composta por termos quadraticos e lineares:
vi(e(t)) = e(t) Pe(t) +2e(t)'S;, (44)

onde P, = Pi’ € R™" e §; € R" sdo matrizes a serem determinadas.

Para a formulacio das condicdes de projeto, utilizam-se os vetores auxiliares 6,0 € R™,
onde eg = O e, 6; € ® (conforme (26)) e 0; é definido conforme a Nota 1. Sejam Xg o
anulador linear de 6 e o; > 0 constantes de projeto conforme a Nota 2. Definem-se as matrizes
auxiliares (45-49):

A=Ay o Anls K=k ok (45)
P=|P o Bl S=Si o Sl (46)
m
a=lahy o ouly|, Pi=Y 0P, @7
i=1
(A'P+PA .
VYr = ; (43)
K'P+SA K'S+SK
o/ (P—PL)+ (P —I'P)a
&y — ( a) + (P = I,P) | (49)
25'a Opscm

As condig¢des de projeto para a lei de chaveamento sdo sumarizadas no Teorema 1.

Teorema 1 (Trofino et al. (2011)). Seja X o equilibrio desejado para o sistema afim (39).
Supondo a existéncia de 0 € O e utilizando as notacoes (45-49), se existirem matrizes P, S e L

que satisfacam as seguintes condicoes:

P >0, (50)
Y 68 =0, (D
i=1

Q. (¥ + @1+ LCp, (0) +Cp, (0)'L')Qap <0, VO € 9(0), (52)

onde Q. é a base do espago nulo de C,, = [lemn 1,,4 eCp, (0)=|Xg®1, Omxm}, entdo
a origem do erro sob a lei de chaveamento (43) é globalmente assintoticamente estdvel e V (e(t))

é uma fungdo de Lyapunov para o sistema em malha fechada.
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Demonstragcdo. A prova divide-se em duas etapas: primeiro, demonstra-se que a escolha de
vi(e(t)) satisfaz os requisitos de positividade da funcdo candidata de Lyapunov V(e(t)), em
seguida, verifica-se que sua derivada ao longo das trajetdrias do sistema € negativa.

Considere que a funcdo de Lyapunov pode ser expressa como uma combinagdo convexa

das funcdes auxiliares v;(e(r)):

V(e(r)) = max{vi(e(r))} = i 6i(e(1))vi(e(r)), (53)

icH =

onde 6; =0se j ¢ o(e(t)). Para garantir a positividade de V (e(z)) de forma menos conservadora
do que exigir que cada v;(e(¢)) individual seja positiva, utiliza-se a condi¢iio para 8 = 6. Assim,

com a notacdo de (44) e as condi¢des LMlIs (51), tem-se:
V(e(t)) >V(e(t)) =e(t)'Pe(t) >0, Ve(t)#O0. 54

Como P > 0, V(e(t)) é positiva definida e radialmente ilimitada. Além disso, existem

fungdes de classe e que limitam V (e(¢)) superior e inferiormente:
Aanin(P)[le(@)|* < V (e(1)) < max{Bi(fle(r)l)}, (55)

onde Bi(|le(t)]]) := ||Bi||le(t)||> +2||S:||||e(?)]|, garantindo que a fungdo ndo apresente singulari-
dades.
Na sequéncia, é demostrada a obtengdo da desigualdade (52). A funcdo (43) serd decres-

cente se houver uma combinagdo convexa de 6; tal que
m
Z 0;(e(r))vi(e(t)) <O. (56)
i=1

Como 6;(e(t)) é incerto, porém estd contido no simples ®, assumimos que serd necessario

resolver a LMI mdltiplas vezes. A seguir, substituindo v;(e(t)), temos:

6; (¢(1) Pe(t) +e(r) Pe(t) +é(1)'Si+ Sié(r)) <O. (57)

on

1

Substituindo a dindmica é(t) = Age(t) + Kg, definidos de acordo com:

1

m m
Ag:=) BA;, Kg:=) 6k (58)
i=1 =1

obtém-se:

on

6; ((Age(t) +K9)/Pi€(l‘) —|—€(I)IPI'(A9€(I) +Kg) + (Age(r) —i-Kg)/Si —{-S;(Age(l‘) +K9) <0,
1

~

(59)
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que ao aplicar a propriedade matricial de reversao do produto resulta em:

I n

6; ((e(r)'Aly + Kg)Pe(t) +e(t) P(Age(r) + Kg) + (e(t)' Ay + Kp)Si + Si(Age(t) + Kg) <0,
1

~

(60)

€ por sua vez:

6; (e(t) (AP, +PAg)e(r) + (Ko P+ SiAge(t) +e(r) (PiKg +ApS;) + Ky Si +SiKg) < 0.

(ngE

1

(61)
Por fim, considerando a seguinte notacao:
m m
P@ = Z eiPi; Se = Z eiSi7 (62)
i=1 i=1
a LMI pode ser reescrita como
!/
)| |ApPy+ PoA * t
e(r) ?9 ?e / / e(r) <0. (63)

Entretanto, exigir que esta condi¢ao valha para qualquer combinacéo de v;(e(t)) é conser-
vador. Como o interesse reside apenas no decrescimento da fun¢do méaxima V (e(z)), a condi¢do

anterior precisa ser satisfeita apenas quando

m m
Y Owile(t) = V(e() 20—} 6i(e()'Pre(t) +2e(2)'S;) — e(t) Pe(t) 2 0. (64)
i=1 i=1
Aplicando o Procedimento-S com as constantes de relaxacdo o, define-se otg =Y. | 6;0;
para obter:

/

A/9P9 + PyAg +20y (Pg —]3) *

el(?)
1 KyPy+SyAg+2Sp09  KySe +SyKy

e<t>] <0. (65)

Neste ponto, adota-se uma postura conservadora ao tratar 0 (e(¢)) como um pardmetro
variante no tempo 6, livre no simplex unitdrio ®, ignorando sua dependéncia explicita de e(7).

Utilizando a notacdo compacta de (45-49), a desigualdade acima € reescrita como:

!
€9
0

Considerando K0 = 0 devido 2 condigdo (28) e S8 = 0 devido 2 (51), é possivel verificar

ol" o
e |2 =o.

(A+a)P+P(A+a)—o'Pl,—I'Pa *
K'P+SA+25a K'S+SK

€0

66
0 (66)

que
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Desta forma € possivel reescrever (66) como

/ !
€9 €p €p €9
v = | ¥ —| <. 68
Com C,,;,Cp,(0) em (69) tais que
€0 €0
C =0, ¢,.(6 | =o. 69
aT[Q—G bT( )[9_0] (69)

Aplicando o Lema de Finsler é possivel reescrever (68) inserindo a matriz Cp, (6) que

contém os anuladores lineares como

60—-0

[ e"_] (Wr +LCp, (6)+Cp, (6)'L) [96"5] <0 (70)

para qualquer matriz L de dimensdes adequadas. Considerando o espaco nulo de Cy, € aplicando
novamente o Lema de Finsler, € possivel obter a LMI em (52) como uma condicao suficiente

para a estabilidade do sistema chaveado.
[

Nota 1. Para o problema apresentado neste capitulo, A’ePg + PgAg +20tg(Py — P) < 0 é uma
condi¢iio necessdria para que (65) seja satisfeita. Como 6 € @, isso implica que no caso 8 = 6,

que Algpg + PgAg <0, e portanto que Ay deve ser Hurwitz estdvel pois Py = P>0.

Nota 2. Embora as constantes ¢; ndo entrem linearmente na LMI, sua escolha pode ser orientada
pela dindmica dos subsistemas. Observe que A’ePe + PyAg +209(Py — P) < 0 pode ser reescrita
como (Ag + agl,) Py + Po(Ag + agl,) — 209 P < 0. E portanto recomenda-se 0 < o < |A,],
onde A, ¢ a parte real do autovalor estdvel de A; mais préximo do eixo imagindrio, aproximando

o requisito ao desempenho exponencial.

5.2 ROBUSTEZ

Devido a propriedade de convexidade caracteristica das LMIs, qualquer combinagao
convexa entre solucdes de uma LMI também serd uma solugdo vélida. Isso significa, portanto
que para um caso como ilustrado na Figura 4, que representa uma incerteza politopica de duas
dimensdes (9; e &), a resolugdo simultanea da LMI em todos os vértices de um politopo, garante
que a solucdo seja vélida para qualquer ponto em seu interior.

Esta propriedade permite realizar a andlise de estabilidade de forma robusta, o que € fun-
damental em aplicacdes praticas onde os parametros variam dentro de limites conhecidos ou ndao
podem ser medidos com precisdo. Um exemplo comum € a tolerancia em componentes passivos,
como indutores, cujos valores nominais podem apresentar variacdes significativas (Mohan et al.,
1999).
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Figura 4 — Representacdo de incertezas 6 em duas dimensoes.

T

Sl.mina 82max I 62max 51 max 82max

51 1in 511

I(U%

L] L]
6lmin 62min |52min almux 82min

Fonte: Do préprio autor.

Para exemplificar, considere um sistema chaveado afim com dois modos de operagdo e
uma incerteza paramétrica 6 € [Omin, Omax|- Para garantir a estabilidade robusta, a LMI de projeto

deve ser resolvida simultaneamente para os quatro vértices do problema:

1) 61=1, 6,=0, Ounin, (71)

2) 61 - 17 62 - 07 6max; (72)

3) 61=0, 6=1, Onin, (73)
c

4) 61=0, 6=1, S (74)

Note que, embora existam dois parametros 0, eles estdo vinculados de forma convexa
(6, = 1—0;) pelo Simplex definido em (26). Isso significa que o nimero de LMIs cresce
linearmente com o nimero de modos do sistema chaveado. Apesar disso, para cada incerteza do

sistema o ndmero de vezes que a LMI (52) precisa ser resolvida dobra.

5.3 VARIACAO COM FILTRO WASHOUT

Uma variacdo importante da técnica apresentada na Se¢do 5.1 pode ser aplicada em

sistemas onde parte da condi¢ao de equilibrio é desconhecida, como em sistemas descritos por:
x(r) = Ai(8)x(t) + bi(5) (75)

Um exemplo de sistema que apresenta esse comportamento € um inversor do tipo buck,

operando com carga desconhecida, o que resulta em uma corrente de equilibrio indefinida. Para
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contornar esse problema, utiliza-se um filtro washout, que consiste em um filtro passa-altas de
primeira ordem. Dado que este filtro elimina a componente continua de um sinal (tendendo a zero
em regime permanente), ele permite que o controle seja computado para atingir a origem de um
conjunto de varidveis conhecidas em conjunto ao estado nulo do sinal filtrado, independentemente
do valor real da varidvel de equilibrio desconhecida.

Considere que o vetor de saidas y(¢) é composto por varidveis com equilibrios conhecidos

ye(t) e desconhecidos y;(t):

y(t) = [Mt)] : (76)

ya(t)

que podem ser presentados como

va(t) = Cyx(t) € R™, (717)
Ve(t) = Cex(t) e R, (78)
E portanto
C:= gc (79)
d

O filtro washout possui a funcao de transferéncia dada por:

S

yr(s) = s w)’d(s)» (80)

onde @ € a frequéncia de corte a ser definida pelo projetista, y;(7) é o sinal a ser filtrado e
yr(t) € R™ & o sinal resultante. O sistema aumentado, que combina a dindmica incerta (75) com

a do filtro (80), € representado no espago de estados por:

Xa(t) = A (8)x4(t) + by, (5), (81)
Ye(t) = Caxa(t) . yf(t) = Ca_f-xa(t>a (82)

onde

xalt) = [x(t ) ] , (83)

vy (1)
_ | Ai(8)  Ouxny _ | bi(d)
Aa®) =1 o) —wznj  Pal®)= cdb,-(a)] ’ ®

Co, = [Cc o(ny_nd)xnd] e Cy= [Ondm I,,d}. (85)
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Neste caso, as estruturas das matrizes P; e S; sdo compostas conforme (86), e hd a

necessidade de matrizes auxiliares Q; € R ™ e R; € R™.
P=P+C'QC, Si=Sy+CR; Vic.. (86)

Considerando que o objetivo € levar o sistema original ao equilibrio X(8) e que ys(¢)

deve anular-se em regime permanente, o ponto de repouso do sistema aumentado é

) = [’;(’)] )= Fé‘”] ,

o erro de seguimento é definido como e,(z,8) = x,(t) —X,(8). Note que, ao calcular o erro de
saida g,(1), o termo referente a variavel desconhecida y; desaparece da lei de controle, uma vez

que o filtro garante que ys tenda a zero quando y, atinge qualquer patamar constante.

Cy,

£a(t) i= [y"(t)_yc — Coea(t,8), Co= 87)

yr(t)

afr

Dessa forma, a técnica de controle chaveado pode ser aplicada diretamente sobre o
sistema aumentado, garantindo a estabilidade da origem de e,(¢,8) e, consequentemente, o
rastreamento das referéncias desejadas mesmo sem o conhecimento prévio de todos os termos

afins do sistema original.

5.4 CONTROLE CHAVEADO EM SISTEMAS DISCRETOS

Além da formulacdo em tempo continuo, abordagens baseadas em sistemas discretos s@o
amplamente utilizadas no contexto de controle chaveado. Nesses casos, a dinamica do sistema é

descrita por equacdes a diferencas, na forma
xk+1] =Aixlk|+b;, i€ A, (88)

em que k € Z* representa o instante discreto de amostragem. De maneira andloga ao caso
continuo, o sistema evolui segundo uma lei de chaveamento o [k] que determina o modo ativo a
cada passo, podendo também ser definida como uma fun¢ao dos estados.

Trabalhos como o de (Weise, 2019) exploram esta abordagem para sistemas chaveados
afins utilizando a formulacdo discreta e multiplas funcdes de Lyapunov. O projeto baseia-
se na maximiza¢do da fun¢do de Lyapunov para derivar as condi¢Oes de estabilidade. De
forma semelhante, autores como (Deaecto et al., 2010) abordam o problema em tempo discreto
utilizando uma func¢do quadritica comum a todos os modos, mas empregando uma lei de
chaveamento baseada na escolha do modo de operagdo que resulta na menor variacdo da func¢do

de energia, ou seja:

O (x[k]) := arg min{AV;(x[k]) }. (89)
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Nesta configuracdo, a comutacdo € realizada selecionando-se o0 modo que proporciona
a maior taxa de decaimento para a funcdo de Lyapunov no instante atual, tendo em vista a
expectativa de que o AV; seja negativo.

A principal diferenca em relacio ao caso continuo reside na forma como a estabilidade
¢ analisada, sendo baseada na variacdo das fun¢des de Lyapunov entre instantes consecutivos,
isto é, na diferenca V (x[k + 1]) — V(x[k]). Além disso, a natureza discreta do tempo elimina
a ocorréncia de fendmenos como chattering no sentido cldssico, uma vez que as comutagdes
ocorrem apenas em instantes bem definidos.

Por outro lado, a formulagdo discreta pode introduzir desafios quanto a escolha do
periodo de amostragem 7 e a fidelidade da aproximacgdo da dindmica continua. Em particular, a
discretizacdo exige ajustes nas LMIs de projeto: como o sistema permanece confinado a um tinico
modo durante todo o intervalo 75, podem ocorrer situacdes em que a fungdo de Lyapunov cresca
temporariamente antes da préxima decisao de chaveamento, especialmente nas proximidades da
origem. Para tratar esse fendmeno, sdo incorporadas condi¢des adicionais que garantem que as
trajetdrias convirjam para uma vizinhanga limitada do equilibrio. Consequentemente, o objetivo
de controle deixa de ser a estabilidade assintdtica pontual e passa a ser a estabilidade pratica.

Neste trabalho, embora o foco esteja na formulacao continua, elementos da formulacao

discreta sdo utilizados como suporte para a constru¢do de algumas condi¢des de projeto.

5.5 ESTABILIDADE PRATICA E REGIAO DE CONVERGENCIA

Em sistemas chaveados afins, especialmente na formulacdo discreta, a estabilidade
assintotica global em dire¢dao a um ponto de equilibrio X pode ser inviabilizada quando este ndo
coincide com o ponto de repouso natural de nenhum dos subsistemas individualmente. Nesses
casos, busca-se garantir a denominada “estabilidade pratica”, assegurando que as trajetdrias
do sistema convirjam para uma vizinhanca limitada do equilibrio, definida como regido de
convergéncia A (Weise, 2019).

Considere o erro de rastreamento e[k] = x[k] —X. A regido de convergéncia é definida
como um conjunto invariante baseado em uma fun¢do de Lyapunov, tal que, para qualquer
estado fora de A, a variagdo da fungdo de Lyapunov seja negativa (AV < 0). Matematicamente, o

conjunto é delimitado pelo nivel unitdrio da fun¢do candidata:
A= {elk] e R": V(e[k]) < 1}. (90)

A condigdo para que o sistema se encontre fora da regido de convergéncia, V (e[k]) > 1,

pode ser escrita na forma quadratica aumentada:

k] [P+ ] [eln]

> 0. 91
1| ]S, —1f |1 Ob

Para incorporar essa restri¢do ao problema de otimizagdo, associam-se as matrizes P e S a

escalares positivos f3; e By, definidos pelo projetista, assim como os escalares o; e 0. Utilizando
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uma combinagio convexa fBg = Y. | 6;; e aplicando o Procedimento-S, € possivel relaxar a
condi¢do de estabilidade original. Ao introduzir varidveis de folga L via Lema de Finsler para

tratar as incertezas paramétricas e a lei de chaveamento, chega-se a LMI de estabilidade prética:

/
€9 €9

00| (Pw+Pw+Q+LC, (0)+Cy, (6)'L') |6 -6 <0, (92)
1 1

Q.. (Pw +Pw +Q+LCp, (0) +Cp,, (8)'L') Oy, < 0. (93)
Onde Q, que incorpora o termo de relaxagdo baseado em f3 € definido conforme (94).

0,58'P+0,5P'B * =+
Q= S'B 0 x|, Bi= [ﬁlln o Bl (94)
0 0 —Be

Na sintese do controlador, o objetivo é minimizar o volume desta regido para reduzir
o erro de regime permanente. [sso € feito utilizando-se como funcao custo a maximizagao do
determinante de P (ou minimizagdo de —Indet(P)), o que equivale a reduzir o elipsoide de
convergéncia (Boyd et al., 1994).

No entanto, conforme observado em (Weise, 2019), a execugdo dessa otimizacao consi-
derando apenas essas condi¢des € ilimitada. Isso faz com que a drea de convergéncia decresca
excessivamente, deixando fora dessa regido, inclusive, valores de estado que seriam alcancados
imediatamente depois que o sistema entrasse na zona de equilibrio. Para evitar esse encolhi-
mento ilimitado e garantir o confinamento adequado, a seguinte restri¢do de invariancia deve ser

imposta:
1—vi(kj) >0, Vi,je. . (95)

garantindo que, uma vez que a trajetdria entre em A, qualquer chaveamento futuro mantera o
estado confinado em seu interior conjunto. Esta estratégia permite maximizar a precisao do

regime permanente sem comprometer a estabilidade do sistema em malha fechada.

5.6 EXEMPLOS DE CONTROLE CHAVEADO

Nesta se¢do serdo apresentados trés exemplos simples do controle de sistemas chaveados,
com as plantas descritas na Se¢ao 4.2 e 4.1. Um caso do controle convencional, como o proposto
em 5.1, um caso com um parametro dentro de um politopo, como a se¢do seguinte, € um caso com
uma carga indefinida, demandando o uso da técnica com washout. O propésito das simulagdes
consiste na obtencao de dados exemplo, mais simples, que serdo posteriormente comparados na
secdo que desenvolve as técnicas aqui propostas. Essa secdo traz somente exemplos ilustrativos
do que j4 existe na literatura. As simulacdes foram estruturadas no MATLAB, utilizando o parser

Yalmip em conjunto com o solver Mosek. Os cddigos estdao disponiveis no GitHub.
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5.6.1 Exemplo 1: Controle de um motor simples

Para ilustrar o comportamento das técnicas fundamentadas no estado da arte, esta secao
apresenta a simulagdo de um motor de corrente continua monofasico, utilizando o modelo
dinamico discutido na Secdo 4.1. O objetivo deste exemplo é observar o desempenho da lei de
chaveamento ao conduzir o sistema do repouso até o ponto de equilibrio desejado.

Os parametros nominais do sistema utilizados para este exemplo de simulacdo estdao

detalhados na Tabela 1, eles sao parcialmente baseados em (Pinto, 2015).

Tabela 1 — Parametros do motor CC para o Exemplo 1.

Parametro Simbolo Valor
Resisténcia da armadura R 3Q
Indutancia da armadura L 0,3H

Momento de inércia J 0,05 kg - m?
Coeficiente de atrito viscoso By 0,4N-m-s/rad
Constante de torque k; 1,2N-m/A
Constante f.c.e.m. Ao 0,25V -s/rad
Torque de carga T —1N-m
Tensdo de alimentagdo Vbe 15V

As condi¢des de operacgdo para a simulag@o e os parametros de ajuste utilizados na sintese

do controle sdo apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 — Parametros de simulacdo e projeto para o Exemplo 1.

Parametro Simbolo  Valor
Frequéncia de chaveamento Fyy 100 kHz
Tempo total de simulagcdo T otal 2s
Referéncia de velocidade WDes 10 rad/s
Referéncia de corrente Il des 2,5A
Parametros de ajuste LMI ap, 0 5

A solugdo das LMIs descritas na Secao 5.1 resultou nas matrizes P; e S; apresentadas
em (96) e (97).

3,7790 1,2899 3,6462 1,3198

P = P = (96)
1,2899 1,3576 1,3198 1,2048
—0,1871 0,3741

Sy = S = CH)
—2.3891 4,7781

Nas trajetorias da Figura 5, observa-se que a velocidade angular apresenta um compor-
tamento subamortecido antes de atingir o regime permanente. Diferentes desempenhos, com
respostas mais rapidas ou lentas, poderiam ser obtidos mediante a escolha de distintos pardme-

tros ;. Cabe ressaltar que, devido a configuracio nativa do ambiente de simulagdo utilizado
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(MATLAB), as ilustracdes apresentadas ao longo deste trabalho adotam o ponto como separador
decimal. Simultaneamente, verifica-se na Figura 6 que o valor méximo das func¢des de Lyapunov

decresce de forma consistente durante o transiente, conforme o esperado por projeto.

Figura 5 — Dinamica dos estados no tempo.

x1(ir) [A]
xo(w) [rad/s]|

Amplitude

| | | | | | | | |
0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).

O comportamento da lei de chaveamento e o respectivo modo ativo podem ser visualiza-
dos na Figura 7. Nota-se que, inicialmente, o sistema opera em modos especificos por intervalos
maiores até se aproximar da superficie de comutacdo, momento em que a frequéncia de chave-
amento se eleva. Esse fendmeno € evidenciado no retrato de fase da Figura 8, onde € possivel
identificar a mudanga na dindmica ao cruzar as regioes de operacdo. Apds aproximadamente

0,4 s, o sistema atinge a condi¢do de regime em modos deslizantes.



V(e(®)

Modo Ativo

Figura 6 — Valor das fun¢des de Lyapunov dos diferentes modos no tempo.

0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).

Figura 7 — Modo ativo da lei de chaveamento no tempo.

0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).
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xo(t) [rad/s]

0,5

Figura 8 — Retrato de fase do sistema.

1 1,5 2 2,5
z1(t) [A]
Fonte: Do préprio autor (2026).

3,5
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5.6.2 Exemplo 2: Conversor Buck com Indutancia Incerta

Este segundo exemplo ilustra a aplicacdo de leis de chaveamento em um conversor
CC—CC do tipo buck, considerando um cendrio de incerteza paramétrica. Diferente do exemplo
anterior, o projeto das LMIs € realizado de forma robusta, garantindo a estabilidade do sistema
para variacdes na indutincia do filtro de saida, conforme discutido na Sec¢do 5.2.

O objetivo do controle € a regula¢do da tensdo de saida v¢ () em um valor desejado,
mesmo sob a variagdo do parametro L. Os parametros nominais do sistema e os limites de

incerteza do indutor estido detalhados na Tabela 3.

Tabela 3 — Parametros do conversor buck para o Exemplo 2.

Parametro Simbolo  Valor
Tensao de entrada Vi 15V
Tensdo de saida desejada Vout 10V
Resisténcia de carga R 30 Q
Capacitancia C 100 uF
Indutiancia nominal Lo 30 mH
Indutincia minima Luin 25 mH
Indutiancia maxima Liax 35 mH

As condicdes de simulacdo e os pardmetros de ajuste para a sintese do controle robusto

sao apresentados na Tabela 4.

Tabela 4 — Parametros de simulagdo e projeto para o Exemplo 2.

Parametro Simbolo  Valor
Frequéncia de chaveamento Fy, 100 kHz
Tempo total de simulagcdo T otal 0,1s

Referéncia de corrente iLref 0,3333 A
Referéncia de tensao VCref 10,0V
Parametros de ajuste LMI oy, 0 3

Diferente da abordagem anterior, as leis de chaveamento foram sintetizadas de forma
robusta, considerando os vértices do politopo que define as incertezas paramétricas do indutor.
O projeto fundamenta-se em funcdes de Lyapunov dependentes do modo, resultando em um
conjunto de matrizes P; e vetores de folga S; que satisfazem as condi¢Oes de estabilidade para
todo o intervalo de operag@o L € [Lyin, Linax|. Por questdes de concisdo, os valores numéricos
destas matrizes sao omitidos, focando-se na andlise do desempenho dindmico e na robustez do
sistema.

Os resultados da simulacdo numérica sao apresentados nas Figuras 9 a 12. Na Figura 9,
observa-se que, apesar da incerteza na indutincia, a tensdo de saida v¢(f) converge para a
referéncia desejada de 10 V, em cerca de 5 ms, apds um overshoot. A Figura 10 confirma a
estabilidade robusta do sistema, uma vez que a func¢io de Lyapunov ativa, determinada pela lei

de chaveamento o (e(t)) = argmax;{v;(e(t))}, permanece estritamente positiva e decrescente ao
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longo de toda a trajetéria, mesmo frente as incertezas paramétricas. H4 dois momentos onde as
fungdes se cruzam, sugerindo um aumento na V, mas, na pratica, isso se deve a discretizagcdo do

chaveamento.

Figura 9 — Trajetdria temporal dos estados para o conversor buck.

T T T

ol in(t) [A]
ve(t) V]
8 r i
O
2 o1 T
£
3
4 - -
21 i

Ob\f 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).

A transi¢do para o regime permanente pode ser observada na Figura 11, onde o sistema
entra em modo deslizante apds o transiente inicial. O retrato de fase na Figura 12 ilustra a
trajetdria dos estados no plano iy, X v¢, onde € possivel identificar o comportamento do sistema
ao atingir a superficie de comutacdo e manter-se na trajetoria desejada, evidenciando a eficicia

da estratégia de controle robusto.



V(e(t))-10?
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Figura 10 — Evolugdo das fun¢des de Lyapunov para o Exemplo 2.

U1
V2

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).

Figura 11 — Modo ativo da lei de chaveamento robusta para o Exemplo 2.

0

0,01 002 003 004 005 006 007 0,08 0,09 0,1
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).



vo(t) [V]

Figura 12 — Retrato de fase e superficies de comutacdo para o Exemplo 2.

-0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
ir(t) [A]
Fonte: Do préprio autor (2026).

1,2
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5.6.3 Exemplo 3: Conversor Buck com Carga Incerta e Filtro Washout

Neste ultimo cendrio de simulacdo, aborda-se o controle do conversor buck sob uma
condicdo de incerteza na resisténcia de carga R. Como a carga é desconhecida, o ponto de
equilibrio do sistema torna-se incerto, impossibilitando o calculo direto do erro de estado e das
referéncias de corrente necessdrias para a lei de chaveamento convencional.

Para solucionar este problema, a estratégia de controle € projetada com base no emprego
de um filtro washout, conforme a fundamentagao tedrica apresentada na Secao 5.3 deste capitulo.
O filtro atua sobre a varidvel de estado da corrente para remover sua componente de regime
permanente, permitindo que a lei de chaveamento opere sobre sinais que representam puramente
a dinamica transiente e a tensdo real da saida, independentemente do valor final da carga.

Os parametros nominais do sistema e os limites de incerteza para a resisténcia de carga

sdo apresentados na Tabela 5.

Tabela 5 — Parametros do conversor buck para o Exemplo 3.

Parametro Simbolo  Valor
Tensdo de entrada V; 15V
Tensdo de saida desejada  vc rer 10V
Capacitancia C 100 uF
Indutancia L 30 mH
Resisténcia nominal Ro 30 Q
Resisténcia minima Ryin 25 Q
Resisténcia maxima Roax 35Q

As condicdes de simulagdo e os pardmetros de ajuste para o controle robusto com filtro
washout constam na Tabela 6. Note que, devido a estratégia adotada, a referéncia de corrente é
omitida do projeto direto.

Tabela 6 — Parametros de simulacdo e projeto para o Exemplo 3.

Parametro Simbolo  Valor
Frequéncia de chaveamento F, 100 kHz
Tempo total de simulagdo Tiotal 0,1s

Parametros de ajuste LMI oy, 0 1

Diferente de uma implementacdo prética, assume-se nesta andlise uma condi¢do de
“Estado Ideal” para fins de verificacdo da estabilidade. Embora a lei de chaveamento opere
estritamente sobre os sinais filtrados e as matrizes de projeto, as funcdes auxiliares de Lyapunov
vi(e(t)) sdo calculadas, neste contexto, utilizando o erro real em rela¢do ao ponto de equilibrio
nominal. Esta abordagem permite monitorar de forma fidedigna o decaimento da energia do
sistema, confirmando se a estratégia baseada no filtro washout efetivamente conduz as varidveis
fisicas ao equilibrio desejado, validando assim a robustez da técnica proposta.

Os resultados obtidos para o conversor buck com filtro washout sdo apresentados nas

Figuras 13 a 16. Na Figura 13, observa-se que o sistema atinge a tensdo de referéncia de 10 V,
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embora apresente um tempo de acomodagao superior (cerca de 3 vezes) quando comparado ao
exemplo anterior. Esse comportamento € esperado, visto que a dindmica do filtro introduz um

atraso inerente na percepg¢ao do erro pelo controlador.

Figura 13 — Resposta temporal das variaveis de estado com filtro washout.

(\’ in(t) [A]
10 ve(t) [V] -

8 i
[}
E
Z 6r 1
Q.
g
<
4_ -
2 H i

O % | | | | | | | | |

0,01 0,02 003 004 005 006 007 0,08 0,09 0,1
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).

A estabilidade do sistema € confirmada pela Figura 14, onde a func¢do de Lyapunov ativa
(calculada sobre o estado ideal) decresce de forma consistente até a estabiliza¢cdo. O compor-
tamento da lei de chaveamento, ilustrado na Figura 15, demonstra a ocorréncia caracteristica
de modos deslizantes durante o regime permanente, mantendo a varidvel de saida na referéncia
projetada mesmo sob a incerteza da carga R.

No retrato de fase apresentado na Figura 16, as trajetdrias convergem para o ponto de
equilibrio definido em [10 0]'. E importante ressaltar que, devido 2 utilizacdo do filtro washout,
a referéncia de corrente fisica iy € substituida por uma referéncia nula para o sinal filtrado. Assim,
o espaco de estados reflete a convergéncia da tensdo para 10 V e a anulagdo do erro dindmico
processado pelo filtro, evidenciando que a estratégia € eficaz para contornar o desconhecimento

do valor exato da resisténcia de carga.
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Figura 14 — Fung¢do de Lyapunov ativa para o sistema com carga incerta.

T T T T T T T T T
6 mh
V2
4{ .
2_ -
O—L
2 _

| | | | | | | | |
0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).

Figura 15 — Comportamento da lei de chaveamento o(e(t)) = argmax;{v;(e(z))}.

0 0,01 002 003 004 005 006 007 0,08 0,09 0,1
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).
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Figura 16 — Retrato de fase para o controle robusto com filtro washout.

0 2 4 6 8 10
vo(t) [V]
Fonte: Do préprio autor (2026).
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6 CONTROLE CHAVEADO COM REDUCAO DE CHATTERING

Este capitulo introduz uma variante da técnica de controle chaveado apresentada ante-
riormente, voltada a atenuacdo do chattering. A metodologia fundamenta-se na reestruturagao
da etapa de projeto como um problema de otimizagdo. Para validar a proposta, apresentam-se
resultados de simulacao acompanhados de uma discussao sobre o desempenho e as restri¢des

inerentes ao método desenvolvido.

6.1 MOTIVACAO

As condig¢des de projeto apresentadas no capitulo anterior permitem garantir a estabilidade
de sistemas chaveados afins por meio de leis de chaveamento baseadas em fun¢des de Lyapunov
multiplas. No entanto, tais condi¢des ndo impdem restri¢des diretas sobre o comportamento do
sinal de chaveamento.

Na prética, a auséncia dessas restricdes pode resultar em regimes com alta frequéncia de
comutacdo — o fendmeno de chattering — que impacta negativamente a eficiéncia energética e
aumenta o esforco dos componentes semicondutores. Esse efeito € particularmente critico em
aplicacoes de eletronica de poténcia e acionamentos elétricos, onde perdas por comutacdo e
interferéncia eletromagnética sdo gargalos de projeto (Utkin; Lee, 2006).

Dessa forma, além da garantia de estabilidade, torna-se fundamental incorporar ao
problema de sintese critérios que moderem a atividade da lei de chaveamento. O objetivo é
mitigar a taxa de comuta¢@o do sistema em malha fechada sem a necessidade de filtros externos
ou compensacoes a posteriori.

Nesse contexto, este capitulo apresenta uma modificacdo nas condi¢des baseadas em
LMIs, visando a reducao do chattering ja durante a etapa de projeto, sem comprometer as

propriedades de estabilidade.

6.2 AJUSTE DO PROJETO COM OTIMIZACAO

A resolugdo dos problemas LMIs para controle chaveado, seguindo a técnica proposta
na se¢do anterior acaba por resultar em divisdes do hiperplano R” do retrato de fase do sistema
em diferentes regides de operagdo. Um exemplo seria um problema simples de apenas dois
modos e duas varidveis de estado. Neste caso, o espaco de estados poderia ser representado
como um plano cartesiano R?, e a regidio onde cada modo estaria ativo seria delimitada pela
superficie de chaveamento. Devido ao formato das candidatas Lyapunov de cada modo, conforme
Equacio (44), seria uma elipse ou reta.

Ainda, conforme comentado na Nota 2, os parametros ¢; sdo escolhidos pelo projetista, e
estdo associados a taxa de decaimento da func¢do de Lyapunov V (e(¢)), e portanto a performance

exponencial de atingimento da referéncia. Na pratica, a selecdo de valores mais elevados para o;
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potencialmente leva a respostas transitérias mais rapidas, enquanto uma reduc@o no parametro
leva a respostas transitérias mais lentas, e por vezes sub amortecidas.

Conectando essas ideias, percebe-se que € possivel escolher pardmetros que imponham
uma maior taxa de decrescimento de um modo do que de outro, visando for¢ar dados formatos
para a superficie de chaveamento. Assim, também é possivel otimizar as LMIs para obter
resultados desejados, mas sem interferir no comportamento que permite que o sistema possua
solucdes validas.

Imagine a aplicacdo da estabilidade pratica, de forma similar a proposta na Secao 5.5,
através da adicdo da Matriz Q e da maximizagdo do determinante de P (uso de —Indet(P)
como fungdo custo), mas agora para um sistema discreto. Inicialmente, observa-se que as LMIs
adicionais de invariancia nao seriam mandatdrias, pois estando em um sistema continuo sem
impor restri¢cdes de tempo entre chaveamentos, o esperado é que com uma resposta vdlida, o
valor da fun¢do de Lyapunov apresente um continuo decaimento. Contudo, sua adi¢do permite a
criagdo de uma direcao onde a matriz P ndo conseguird ser otimizada. Caso essa direcado seja
muito proximo a tangente da superficie de chaveamento para o ponto de equilibrio, isso permite
que o sistema oscile em torno desse ponto.

Cabe ressaltar que, devido as caracteristicas estruturais do solver MOSEK utilizado via
YALMIP, a fungéo objetivo original —Indet(P) é reformulada internamente para a maximizacao
do termo geométrico det(P) /7 em que Y= 2Mlog> (dim(P))| Embora essa transformacio modifique
o valor numérico final da fun¢do custo reportado pelo solver, ela é geometricamente equivalente
para fins de otimizag¢do, convergindo para a mesma matriz P ideal e garantindo, de forma andloga,
a minimiza¢do do volume do elipsoide.

A metodologia proposta se baseia no sistema reescrito em funcao do erro, conforme
em (41), fazendo também uso da informacao das direcdes para as quais os campos vetoriais dos
modos apontam na condicdo de equilibrio como condig¢do auxiliar. Nesse contexto, propde-se
a obten¢do dos vetores K., que seriam similares ao k;, porém na versao discreta. Tais vetores
representam o quanto os estados se deslocam durante um tempo de ac¢do de controle 7§, partindo
da referéncia, conforme definido na Se¢do 5.4. Para assegurar o desejado formato para a superficie
de chaveamento, € proposto entdo a adi¢cdo de LMIs para que o valor da Funcao de Lyapunov
possua um valor minimo nessas direcoes - a condi¢do de invariancia - e por fim, realizar um
ajuste nos pardmetros & e B que permita a formagao desse ciclo limite. Assim, as condi¢des de

projeto para a lei de chaveamento sdo sumarizadas no Teorema 2.

Teorema 2. Seja X o equilibrio desejado para o sistema afim (39). Supondo a existéncia de
0 € O e utilizando as notagées (103-108), se existirem matrizes P, S e L que satisfacam as

seguintes condigcoes:
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P>0, (98)
m J—

) 6:Si=0, (99)
i=1

QL (¥+D+Q+LCy(0) +Cp(0)L)04 <0, V6 € B(®), (100)
1—vi(kq,) >0, Vi,je A, (101)

sujeitas a condigcdo de minimizacdo:
min —IndetP, (102)

onde Q, é a base do espago nulo de Cy = |15 1m O} e Cp(0) = [N oL, Omxm Omxt|s
entdo o sistema em malha fechada sob a lei de chaveamento (43) é globalmente praticamente
estdvel, garantindo o confinamento das trajetorias do erro em um conjunto invariante residual
em torno da origem, e a depender dos parametros selecionados, o sistema estabelece um ciclo
limite que atua na reducdo do chattering.

As matrizes auxiliares, por sua vez, possuem as seguintes estruturas, similares as da

Secdo 5.1, porém aumentadas para ¥, ® e Q.

A=[A1 Am:|7 K=[k1 km:|7 (103)

P=|P o Pl S=Si o Sl (104)

a:[alln amlni|7 B:[ﬁlln ﬁmln]7 (105)
[A’P+P'A * *

Y= |K'P+SA K'S+SK x |, (106)
L 01><mn 0l><m 01><1
[o/(P—PL)+ (P —I'P)oc *

b= 28 o Omxm  * |, (107)
L 01 xmn Orxm O1x1
[0,58’P+0,5P'B % = "

Q= S'B 0 * |, P:=) 6P (108)
] 0 0 —Po i=1

Demonstragdo. Partindo da LMI (66), reescrita como (109) segundo a formulacgao original,

€
0

/

(W+o) |°

<0, VOeBO), (109)
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podemos adicionar uma nova linha e coluna de zeros as matrizes ¥ e ®, para posteriormente

podermos somar a matriz €2 (94):

/
€g €g

0| (W+d)| 0| <0, VOecvO), (110)
I 1

E importante notar que a inicial simples inclusdo de linhas e colunas nulas 2 estrutura
(¥ + @) resultaria em uma matriz apenas semidefinida, impossibilitando a verificagdo de que toda
a matriz fosse estritamente menor do que zero. No entanto para a fundamentacao tedrica completa
€ necessdria a adicdo da matriz de relaxagdo  tal que a soma aumentada seja estritamente

negativa, assim temos:

/

€9 €9
0| (W+@+Q)|0| <0, Voecv(O), (111)
1 1

A partir daqui, serao executados passos similares aos da Secdo 5.1, para a adicao dos anu-
ladores C,, Cp, e Q,, assim como a matriz L. Inicialmente, como K6 = 0 devido a condicao (28)

e S8 = 0 devido a (51), é possivel verificar que

/

0 0
6| w|o| =0. (112)
0 0

E portanto € possivel reescrever (111) como

/
€9 €9

0-0| (P+P+Q)|6-6| <0, VOecv(O). (113)
1 1

Com C,,Cp(0) em (18) tais que

€9 €9
C,|6—6| =0, C,(08)|6—6| =0, (114)
1 1

e aplicando o Lema de Finsler, € possivel reescrever (113) como:

/
€9 €9

0—-0| (P+P+Q+LC,(0)+Cp(8)L)|6—-6| <0 (115)
1 1
para qualquer matriz L de dimensdes adequadas. Considerando o espaco nulo de C, e aplicando

novamente o Lema de Finsler, € possivel obter a LMI em (100) como uma condi¢do suficiente

para a estabilidade do sistema chaveado. 0
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Nota 3. Para que seja possivel o projeto com a otimizacdo para reducdo do chattering, é
necessdrio que a superficie de chaveamento acabe se posicionando de forma quase que paralela
aos vetores K, e para tanto, costuma ser necessario a aplicacdo de um parametro o de valor
pequeno, o que pode resultar em um transiente lento ou sub amortecido. Isso contudo ndo impede
a utilizacdo da técnica, uma vez que ela pode ser aplicada para o controle apds o sistema atingir
a referéncia desejada, caso velocidade seja de extrema importincia.

Nota 4. Devido a estratégia de otimizagao proposta, quando a dire¢cdo da dinadmica tende a
uma condigio de paralelismo em relagio as superficies de chaveamento, o termo V (e(t)) atinge
valores negativos infinitesimais, tornando o decréscimo da funcio sensivel ao erro de truncamento
numérico inerente a discretizacdo temporal (passo de integracdo dr). A utilizacdo de passos
dt menores na simulacdo, permite a observagdo de que a funcdo de Lyapunov realmente esta

decrescendo nessas condi¢des, conforme apresentado na Figura 17.

Figura 17 — Representa¢do de tangéncia descrita na Nota 4.

A
€2

Modo 1

Simulation) _—"|

Real

€1

Modo 2

Fonte: Do préprio autor (2026).
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7 RESULTADOS DE SIMULACOES

Neste capitulo, sdo apresentados exemplos numéricos que ilustram a aplicacio da técnica
desenvolvida no Capitulo 6. Os resultados obtidos simulando a técnica proposta sdo comparados
aqueles alcancados pela abordagem convencional, apresentada na Secdo 5.1. Além disso, o de-
sempenho e os limites da metodologia proposta sdo avaliados diante da inser¢ao de perturbacdes
externas no sistema.

Os trés primeiros exemplos utilizam plantas similares as descritas no Capitulo 5.1, com
pequenos ajustes paramétricos. O primeiro cendrio considera o sistema com parametros nominais
conhecidos. O segundo e o terceiro exemplo abordam sistemas sujeitos a incertezas paramétricas,
avaliando o impacto de variacdes na indutincia e na carga, respectivamente. Por fim, apresenta-se
uma simulacdo executada sob condi¢des imprevistas de operagdo, na qual o modelo considerado

no projeto do controlador estd incorreto em relag@o a planta real utilizada na simulacao.

7.1 CONTROLE DE UM MOTOR CC

Neste primeiro resultado, apresenta-se a simulagdo do controle de um motor CC com
parametros similares aos do modelo introduzido na Sec¢ao 5.6.1 nas Tabelas 1 e 2. O objetivo é
comparar o comportamento do sistema sob duas frequéncias distintas de simulagdo e atuacgao:
10 MHz e 30 MHz, respectivamente. Na pratica, essas frequéncias sdo excessivamente altas e
pouco habituais, mas para essa se¢do, servem para ilustrar alguns dos efeitos do uso de diferentes
frequéncias.

Os vetores K., por sua vez, foram definidos para uma frequéncia de discretizagio do
sistema de 10 kHz, e portanto, um passo de 100 us. Isso implica que o resultado do controle
projetado € o mesmo, independente da frequéncia de controle que serd aplicada, o que muda é
apenas a precisdo do controle ao atuar. Em uma aplicacdo real, a diferenciagc@o entre o comporta-
mento dessas duas condi¢des exigiria conversores analdgico-digitais (AD) com resolucdes de

dezenas de bits para que tais variagdes fossem perceptiveis.

7.1.1 Resultados gerais do controle

Nesta sec¢do, sdo utilizados apenas os resultados obtidos com a frequéncia de atuacao
de 10 MHz, pois, de forma geral, o comportamento dinamico € semelhante para ambas as
frequéncias. Na Figura 18, € possivel observar que, apesar do comportamento subamortecido,
os estados convergem para o equilibrio desejado. Como esperado, enquanto o sistema busca o
equilibrio, a fun¢do de Lyapunov (Figura 19) decresce de forma consistente.

O comportamento da lei de chaveamento e o respectivo modo ativo podem ser visua-
lizados na Figura 20. Inicialmente, o sistema opera em modos especificos por intervalos de
tempo maiores até se aproximar da superficie de comuta¢do, momento em que a frequéncia de

chaveamento se eleva. Esse fendmeno é evidenciado no retrato de fase da Figura 21, onde é



62

possivel identificar a mudanca na dindmica ao cruzar as regioes de operacdo. Adicionalmente,
as marcagdes em ciano na Figura 21 indicam as dire¢des dos vetores kg, revelando o proposto
quase-paralelismo entre esses vetores e a superficie de chaveamento. Apds aproximadamente
0,5 s, o sistema alcancga valores de estado proximos aos desejados e entra no regime de oscilagdo

controlada proposto neste trabalho.

Figura 18 — Dindmica dos estados no tempo.

T T T T T

10F T T T T
1(iz) [A]

9L Zo(w) [rad/s]|

8r i

7r i

Amplitude
(9]

| | | | | | | | |
0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).

Figura 19 — Valor das funcdes auxiliares de Lyapunov dos diferentes modos no tempo.

10 .

V(e(t) (x10°)

20 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
Tempo (s)

Fonte: Do préprio autor (2026).
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Figura 20 — Modo ativo da lei de chaveamento no tempo. (Nota: Por questdes de limites de
renderizacgdo, essa figura retrata o resultado da simulagcdo com 100 kHz).

Modo Ativo

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1.4 1,6 1,8 2
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).

Figura 21 — Retrato de fase do sistema com vetores da dire¢do de otimizacdo.
12

10

xo(t) [rad/s|

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35 4
1(t) [A]
Fonte: Do préprio autor (2026).
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7.1.2 Resultados a respeito da frequéncia de controle

De forma geral, o sistema apresenta um comportamento semelhante para as frequéncias
de 10 MHz e 30 MHz. No entanto, préximo as condi¢des de equilibrio, o aumento da frequéncia
de controle influencia a dinamica do chattering. Com a estratégia proposta para a reducdo desse
efeito, o sistema consegue manter uma trajetéria menor no entorno do ponto de equilibrio a
medida que a frequéncia se eleva. Esse comportamento também pode ser verificado diretamente
no valor de regime permanente atingido pela funcdo de Lyapunov do sistema.

Além disso, é importante destacar o instante em que a fun¢do de Lyapunov cessa o seu
decréscimo devido aos efeitos de discretizacdo, comportamento verificado em ambos os cendrios
e ilustrado na Figura 22. Observa-se ainda que, no momento em que ocorre a troca de modo de
operacao, a respectiva variacdo da func@o de Lyapunov (AV) € saturada em zero. Ao analisar o
valor da funcdo de Lyapunov nesses instantes, constata-se que, sob as condicdes de simulagdo
adotadas, a funcao interrompe o seu decréscimo antes de atingir o valor unitdrio.

Contudo, nota-se que o aumento da frequéncia de controle posterga esse fendmeno:
para a frequéncia de 10 MHz, o decréscimo cessa em aproximadamente 0,98 s, enquanto para
30 MHz, esse ponto € deslocado para cerca de 1,02 s. Esse comportamento evidencia o impacto
da discretizacdo temporal da simulacdo sobre o sistema, conforme discutido na Nota 4 no
capitulo anterior, sendo justificado pela grande variagdo de amplitude entre o valor inicial e o
final da fun¢do de Lyapunov, que atinge cerca de seis ordens de grandeza. Para assegurar que o
limite numérico onde a fun¢do deixasse de decrescer ocorresse apenas para valores inferiores ao
unitario, seriam necessdrias frequéncias de controle tendendo ao infinito, o que € invidvel em

simulagdes digitais.

Figura 22 — Valores da fun¢do de Lyapunov e sua derivada para o resultado 1.

.
0
20 20
S i HHH“_I >;
s i a0
0,95 1 1,05 0,95 1 1,05
Tempo (s) Tempo (s)
(a) Resultado com 10 MHz. (b) Resultado com 30 MHz.

Fonte: Do préprio autor (2026).
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7.1.3 Resultado com menor frequéncia de chaveamento

Diferentes frequéncias de atuacdo podem ser utilizadas para o controle do motor. Para
esta secdo, adotou-se uma frequéncia com caracteristicas mais praticas do que as apresentadas na
secdo anterior, estabelecida em 100 kHz. O objetivo aqui € avaliar a frequéncia que efetivamente
¢ aplicada ao motor devido a oscilacdo introduzida pela técnica proposta.

Na parte superior da Figura 23, observa-se o comportamento das varidveis de estado apds
o0 sistema atingir o regime permanente, enquanto a parte inferior apresenta a resposta da funcao
de Lyapunov nessa mesma condicdo. E perceptivel o comportamento oscilatério da fungio de
Lyapunov, o que reduz indiretamente a frequéncia efetiva de chaveamento percebida pelo motor.

A partir da andlise dos intervalos de comutagao, verifica-se que o tempo de permanéncia
no Modo 1 em regime é de aproximadamente 5,8 ms, enquanto no Modo 2 é de cerca de 1,16 ms.
Essa dinamica equivale a uma frequéncia média de chaveamento de apenas 143,6 Hz. Esse
resultado € obtido ao custo de uma velocidade de rotacdo menos de 0,1% inferior a desejada,
apresentando uma oscilacao menor que 0,2%. Por fim, o valor residual da fun¢do de Lyapunov
nesta secdo mantém-se bem superior a unidade, o que decorre diretamente da limitacdo imposta

pela menor frequéncia de comutagdo utilizada.

Figura 23 — Estados do sistema em equilibrio, e fungdo de Lyapunov.
2,55 ! ! :

U1
V2

1,9 1,905 1,91 1,915 1,92
Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).

7.2 CONTROLE DE UM CONVERSOR BUCK

Nesta secdo, apresenta-se a simulagdo de um conversor buck com caracteristicas similares

as do modelo introduzido na Secdo 5.6.2 nas Tabelas 3 e 4, com exce¢do do valor da induténcia,
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que segue as especificacdes descritas na Tabela 7 sob uma abordagem de projeto robusto. Um
aspecto particular desta andlise decorre da existéncia de dois limites para os vetores K., 0 que
exigiu que a LMI (101) fosse resolvida para os cendrios extremos (maximo e minimo) das
tolerancias associadas a indutancia.

Para a validacdo do método, as simulacdes foram executadas sob duas condi¢des distintas
de frequéncia de atuagdo: a primeira a 10 MHz, com o objetivo de avaliar o limite numérico em
que a fun¢do de Lyapunov interrompe o seu decréscimo, e a segunda a 100 kHz, com o intuito

de ilustrar o comportamento do conversor sob uma condi¢cdo operacional mais prética.

Tabela 7 — Parametros do conversor buck para o Resultado 2.

Parametro Simbolo  Valor
Indutancia nominal Lo 30,0 mH
Indutancia minima Lin 28,5 mH

Indutincia maxima Linax 31,5 mH

7.2.1 Simulacdo em alta frequéncia

Na parte superior da Figura 24, apresenta-se um detalhe do comportamento da fungao
de Lyapunov, enquanto o gréfico inferior ilustra a respectiva variagdo de V. Sob essa condi¢do
de simulacdo, com frequéncia de atuacao de 10 MHz, observa-se que a derivada nao assume
valores positivos enquanto a fungao de Lyapunov estiver acima do valor unitério.

Particularmente, neste exemplo, constata-se que a func@o decresce continuamente em
direcdo a zero. Esse comportamento indica que, sob tais condi¢des, a trajetoria de oscilagao
controlada proposta neste trabalho nao se estabelece. Uma hip6tese para a ocorréncia desse

fendmeno € que ele esteja associado a frequéncia de controle utilizada.
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Figura 24 — Valor da funcdo de Lyapunov e da variacao de V para o resultado 2.
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Fonte: Do préprio autor (2026).

7.2.2 Simulacdo em frequéncia usual

Na Figura 25, apresenta-se a dindmica dos estados do sistema sob uma frequéncia
de amostragem mais convencional, de 100 kHz. Nota-se que, apesar da oscilagdo durante o
transiente, as varidveis de estado convergem para o entorno da referéncia desejada.

Por meio do comportamento da fun¢do de Lyapunov, ilustrado na Figura 26, constata-se
o efeito da estratégia proposta: o sistema permanece no mesmo modo ativo por intervalos de
tempo significativamente maiores do que na abordagem convencional, visto que a fun¢ao oscila
de forma controlada em torno do valor de referéncia estabelecido. Nesta simulagdo, os tempos
de permanéncia nos modos foram de aproximadamente 560 us e 280 us, o que equivale a uma
frequéncia média de comutacdo de apenas 1,19 kHz.

Essa drastica redug@o no chaveamento € obtida ao custo de uma oscilagdo inferior a
50 mV na tensdo de saida. Esse nivel de oscilagdo € perfeitamente aceitavel para circuitos que
atuam como primeiro estdgio de conversao, nos quais comumente se emprega um regulador
linear de baixa queda (Low-DropOut — LDO) para realizar a regulacdo fina posterior de tensoes
inferiores. Por fim, um detalhe da dindmica dos estados pode ser observado no retrato de fase da

Figura 27, no qual ficam evidentes as oscilagdes em torno do ponto de operagdo desejado.
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Figura 25 — Dinamica dos estados no tempo.
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Fonte: Do préprio autor (2026).

Figura 26 — Valor dos estados e funcdo de Lyapunov em regime.

0,4 T T T T

2 T T T T
5 J—
| X
1
~ -
-2 | I
0,095 0,096 0,097 0,098 0,099 0,1

Tempo (s)
Fonte: Do préprio autor (2026).



Figura 27 — Detalhe da trajetdria dos estados em regime em um diagrama de fase.
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Fonte: Do préprio autor (2026).

69



70

7.3 BUCK COM CARGA INDEFINIDA

Nesta secdo, apresenta-se a simula¢do de um conversor buck com caracteristicas similares
as do modelo introduzido na Secdo 5.6.3 nas Tabelas 5 e 6, mas com resisténcia seguindo as
especificacdes descritas na Tabela 8, ou seja, também sob uma abordagem de projeto robusto.
De maneira andloga ao caso anterior, a existéncia de dois limites para os vetores K; — que
desta vez apontam em direcOes diferentes — exigiu que a LMI (101) fosse resolvida o dobro de
vezes, contemplando os valores mdximos e minimos das tolerancias da carga. Para este cendrio,
a simulagdo foi executada apenas uma vez, adotando-se a frequéncia de atuacdo de 100 kHz, de

forma similar as se¢des anteriores.

Tabela 8 — Pardmetros do conversor buck para o Exemplo 3.

Parametro Simbolo  Valor
Resisténcia nominal Ry 30,0 Q2
Resisténcia minima Ryin 29,7 Q

Resisténcia maxima Riax 30,3 Q

O comportamento dinamico das varidveis de estado sob a frequéncia de atuacdo de
100 kHz pode ser observado na Figura 28. Nota-se que, apesar da oscilag¢ao inicial na tensao,
os estados convergem para o entorno das referéncias estabelecidas — neste caso, 10 V para a
tensdo de saida e valor nulo para a corrente filtrada.

A partir do comportamento da funcdo de Lyapunov, ilustrado na Figura 29, verifica-se
o efeito da estratégia proposta: as oscilacdes controladas permitem que o sistema permanecga
no mesmo modo ativo por intervalos de tempo maiores do que na abordagem convencional,
operando em torno do valor de referéncia. Nesta simulacio, os tempos de permanéncia nos
modos foram de aproximadamente 170 us e 330 us, o que equivale a uma frequéncia média de
comutacao de apenas 2,0 kHz. Essa reducdo € obtida ao custo de uma oscilacdo (ripple) inferior
a 20 mV na tensdo de saida.

Por fim, o retrato de fase destacado na Figura 30 detalha a trajetéria das varidveis do
sistema, tornando visivel o confinamento das oscilagcdes no entorno do ponto de operagao

desejado.



Figura 28 — Dindmica dos estados no tempo.
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Figura 29 — Valor dos estados e func¢do de Lyapunov em regime.
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Fonte: Do préprio autor (2026).



Figura 30 — Detalhe da trajetéria dos estados em regime em um diagrama de fase.
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Fonte: Do préprio autor (2026).
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7.4 ANALISE DE PERTURBACOES

Esta secao apresenta uma andlise de desempenho baseada em uma variacao do Resul-
tado 1. Para avaliar o impacto de erros de modelagem na lei de controle, adotou-se um cendrio
de simulacdo no qual os parametros reais da planta divergem dos valores nominais utilizados no

projeto do controlador. Esse descasamento paramétrico é detalhado na Tabela 9.

Tabela 9 — Parametros do motor CC para o Exemplo 1.

Parametro Simbolo  Valor Projeto  Valor Simulado
Indutancia da armadura L 0,3H 0,5H
Momento de inércia J 0,05 kg - m> 0,01 kg - m?

Coeficiente de atrito viscoso By 0,4N-m-s/rad 0,3N-m-s/rad

Sob essas condicdes, a resposta transiente do sistema é apresentada na Figura 31. E
possivel observar que a velocidade de rotacdo converge para a referéncia desejada, embora a
varidvel de corrente apresente um desvio permanente em relacio ao comportamento nominal.
Esse comportamento € esperado, visto que a discrepancia entre os parametros de projeto e os
simulados altera o ponto de equilibrio da planta, impedindo a anulag@o simultanea de ambos os
erros de estado sob a lei de controle nominal.

A andlise em regime permanente, ilustrada na Figura 32, mostra que a fun¢do de Lyapunov
permanece em um nivel residual afastado de zero, o que decorre diretamente do erro de regime
introduzido pelo descasamento paramétrico. Apesar desse deslocamento, constata-se que a
estratégia de otimizacdo manteve-se eficaz, visto que o comportamento oscilatério controlado —
projetado para a mitigacdo do chattering — persistiu. Para esse caso, os tempos de permanéncia
nos modos foram de 1,06 ms e 3,19 ms, o que resulta em uma frequéncia média de chaveamento

de aproximadamente 235 Hz.
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Figura 31 — Comportamento transiente do Resultado 4.
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Fonte: Do préprio autor (2026).

Figura 32 — Detalhe dos estados e valor da fun¢do de Lyapunov para o Resultado 4.
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7.5 COMPARACAO COM A LEI DE CHAVEAMENTO ORIGINAL

Uma comparagdo entre os resultados obtidos com e sem a aplica¢do da técnica proposta
permite observar que a resposta dinamica sem a estratégia proposta apresenta um tempo de

assentamento levemente melhor para parametros o similares. No caso do controle original, é
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possivel ainda otimizar o tempo transiente se o parametro & for ajustado para um valor maior.
Por outro lado, na técnica proposta, o parametro ¢ deve ser mantido em valores baixos, ja que o
aumento desse parametro prejudica a oscilagdo desejada.

Dessa forma, a técnica se mostra eficaz para ser aplicada em sistemas chaveados afins
nos quais seja vidvel definir uma superficie de chaveamento que induza um ciclo limite estavel
(oscilacao controlada) em torno do ponto de equilibrio desejado.

Apesar da perda de desempenho transiente, a abordagem proposta foi desenvolvida com
foco no comportamento em regime permanente. Nessa condi¢do, ela conduz as trajetérias do
sistema a uma oscilag¢do controlada em torno da origem, aceitando um pequeno acréscimo no
erro em troca de uma grande redug@o no nimero de chaveamentos da planta.

Essa caracteristica fica evidente ao analisar os resultados numéricos do Exemplo 1 e
do Resultado 1. Utilizando as fracdes de tempo 8; = 1/3 e 8, = 2/3 e uma frequéncia base
de 100 kHz, o sistema com o controle original opera com uma frequéncia efetiva préxima a
33,33 kHz em regime permanente. Isso ocorre porque o controlador tradicional precisa alternar
os modos continuamente para manter o equilibrio, permanecendo no Modo 1 durante um terco
do tempo e no Modo 2 nos outros dois tercos. Em contrapartida, com o uso da técnica proposta,
essa frequéncia se reduziu para cerca de 143,6 Hz, confirmando a eficicia do método em atenuar

o chattering com baixo impacto no erro final do sistema.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, abordou-se o controle chaveado no tempo continuo e propds-se uma
variacao da técnica cldssica, a qual permite a atenuacdo do efeito de chattering. Isso € alcancado
por meio da sintese de condi¢des que favorecem uma oscilacdo controlada dos estados em torno
do equilibrio desejado. Para a estruturacao desta dissertacdo, o texto foi organizado como segue:
o Capitulo 2 apresenta os conceitos fundamentais sobre sistemas dindmicos continuos e discretos,
LMIs e as ferramentas computacionais para sua manipulacao.

O Capitulo 3 aborda a definicao de sistemas chaveados e conceitos essenciais relacionados
ao tema, tais como regimes de modos deslizantes, o fendmeno de chattering — foco central
deste estudo —, além da caracterizagcdo de condi¢des de equilibrio em sistemas chaveados.

No Capitulo 4, os modelos em espago de estados para sistemas chaveados sdo deduzidos
para as plantas utilizadas nas valida¢cdes numéricas: um motor de corrente continua (CC) e um
conversor estatico buck.

O estado da arte é apresentado no Capitulo 5, destacando-se uma das técnicas existentes
na literatura que emprega funcao do tipo max. Discutem-se também variacdes aplicadas a técnica,
tais como o controle robusto, o uso de filtros washout para sistemas com equilibrio parcialmente
desconhecido, ideias por trds de controle chaveado em sistemas discretos bem como conceitos
necessarios para isso, como o de estabilidade pratica e exemplos aplicando algumas das técnicas.

No Capitulo 6, propde-se a principal contribui¢do deste trabalho: uma variacio da técnica
de controle chaveado fundamentada no conceito de estabilidade prética (oriundo de sistemas
discretos) associada a uma estratégia de otimizacao. Esta abordagem permite o projeto do
controlador conferindo flexibilidade para que a fun¢do de Lyapunov cresca em regides de baixa
energia. Isso estabelece uma geometria das superficies de chaveamento que induz a oscilagdo dos
estados em torno do equilibrio, promovendo uma reducio expressiva no nimero de comutagdes
e, consequentemente, mitigando o chattering.

No Capitulo 7, a técnica proposta é submetida a diferentes cenarios de simula¢do numérica

para a validacao do seu desempenho, cujos principais resultados sao destacados a seguir:

* Analise em alta frequéncia e efeitos de discretizacdo: Em cendrios de teste com
elevada taxa de amostragem, observou-se o decréscimo mondétono da funcdo de Lyapunov
até as proximidades da regido residual unitaria (V =~ 1). Constatou-se que, devido a
discretizacao temporal intrinseca ao solver de simulagdo, a fun¢dao de Lyapunov cessa
o decréscimo estrito em valores proximos, porém superiores a esse limiar; contudo, o
aumento da frequéncia de execucao estende a convergéncia para valores inferiores da

func¢do, evidenciando experimentalmente o regime de estabilidade prética.

* Comportamento em frequéncias reduzidas: Ao executar o controle sob frequéncias
de amostragem menores, verificou-se a convergéncia das trajetérias de estado para a

referéncia, com uma oscilacdo em torno da condicao desejada.
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* Reduciao do nimero de comutacgoes: O algoritmo proposto foi eficaz em reduzir a
frequéncia de chaveamento observada pela planta em centenas de vezes no primeiro
cendrio de testes (Exemplo 1) e em até 28 vezes no segundo cendrio (Exemplo 2),

comprovando a viabilidade da técnica na mitigacdo do esforco de controle.

* Deslocamento de valor médio (offset): Identificou-se que, a depender da condi¢cdo
de equilibrio e da razdo ciclica média (6;) em cada modo, o sistema pode apresentar
uma oscilagdo com valor médio levemente deslocado em relagdo a referéncia. Como
solucdo de projeto, sugere-se a compensacao desse efeito por meio do ajuste preditivo

das referéncias reais.

* Analise de robustez paramétrica: Sob condicdes de incertezas paramétricas severas,
observou-se que a dinamica de oscilagdo tende a ndo ocorrer, conforme a amplitude
da incerteza utilizada no projeto aumenta, conduzindo o sistema a um comportamento
convergente que se assemelha a técnica original do estado da arte. Apesar disso, a
utilizacdo de um controle fora das especificacdes, pode acabar levando a oscilacdes dos

estados.

Tendo em vista as contribui¢des e limita¢des identificadas neste trabalho, consideram-se relevan-

tes os seguintes topicos para o desenvolvimento de estudos futuros:

* Investigacao do trade-off entre desempenho transitério e mitigacao de comutacoes:
Desenvolvimento de critérios de projeto que otimizem o balanco entre a velocidade de

convergéncia na dindmica transitdria e a eficicia na reducdo do efeito de chattering.

* Andlise analitica do impacto da amostragem na amplitude de oscilacdo: Mapeamento
matematico e formalizacdo de como a escolha da frequéncia de chaveamento digital afeta
quantitativamente a amplitude do ciclo limite ou da oscilagdo residual no entorno da

referéncia do sistema.

» Ampliacao dos limites de robustez paramétrica: Investigacdo de modificagoes estru-
turais ou leis de adaptacdo que estendam a aplicabilidade da técnica proposta frente
a incertezas paramétricas de maior magnitude, sem que a caracteristica de oscilacdo

controlada seja anulada.

* Unificacao de critérios via otimizacao multiobjetivo: Desenvolvimento de formula¢des
baseadas em superficies de custo unificadas, permitindo a integracdo simultanea das
técnicas de relaxacdo de Lyapunov aqui propostas com outras metas de otimizacao de

desempenho do sistema (como minimizagdo do esfor¢o de controle ou do erro integral).

* Aumento no nimero de modos: Avaliar a a possibilidade de utilizacdo da técnica em

sistemas com mais de dois modos de operacdo, investigando se os estados permanecem
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“rodando* em torno da referéncia, e possiveis variacdes para que seja possivel otimizar o

sistema nessas condigdes.

Implementacao e validacao experimental: Aplicacdo pratica da técnica proposta em
uma plataforma de testes real. J4 existem resultados na literatura de aplicagdes praticas
de técnicas de controle chaveado com leis de chaveamento do tipo max, mas para esse
caso, seria interessante avaliar se o chattering realmente conseguiria ser mitigado, devido
a erros de amostragem e medi¢cdes. Assim, o objetivo seria confrontar as previsdes
tedricas aqui obtidas com o comportamento pratico do sistema, analisando os efeitos das

dindmicas ndo modeladas e limitacdes do hardware sobre o ciclo limite.
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