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RESUMO

O ajuste ou reconstrucdo de superficies € ainda um problema sem uma solugdo definitiva, o qual
atrai atencao pela sua diversidade de aplicacdes, tais como design auxiliado por computador,
manufatura auxiliada por computador e engenharia reversa. Superficies paramétricas como
B-Splines sdao amplamente utilizadas nesta tarefa, otimizando seus parametros de forma e
localizagao com base na minimizagdo do erro de ajuste. A quantidade de pontos de controle,
0s quais regem a superficie paramétrica, € um dos principais parametros relacionado com a
qualidade e simplicidade do resultado. Como estimar tal valor € dificil, muitos métodos ja
vém utilizando abordagens adaptativas para encontrar uma faixa de valores adequados para
este parametro. Nesta direcdo, este trabalho apresenta um novo método de ajuste de multiplas
superficies B-Splines, o qual escolhe de modo adaptativo a quantidade de pontos de controle,
baseado em um algoritmo de divisdo e conquista com utilizacdo de um limiar de erro tolerdvel.
Quatro procedimentos primarios compdem o método: uma etapa de divisdo e conquista, que
subdivide e ajusta iterativamente os subconjuntos da nuvem de pontos; reparametrizagcdo, que
tenta melhorar os parametros de localizacdo dos retalhos de superficies gerados; simplificacao,
que busca reduzir a quantidade de pontos de controle empregados; e a combinagao, a qual conecta
os retalhos com continuidade C!, utilizando os principios das superficies de Gregory. Diversos
experimentos foram realizados com nuvens de pontos organizadas e ndo organizadas para
verificar a viabilidade, eficiéncia e eficicia do método proposto. Foram testados e comparados
também trés métodos de particionamento da nuvem de pontos — bisse¢do, ponto de maior
curvatura e ponto de menor curvatura. O método desenvolvido se mostrou capaz de ajustar
superficies de forma eficiente, gerando resultados com qualidade e simplicidade. Assim, o
método proposto ndo exige parametros adicionais, escolhe automaticamente a quantidade de
pontos de controle, particiona a nuvem de pontos sem auxilio manual e pode ser utilizado mesmo
para nuvens de pontos com grande quantidade de amostras, casos nos quais o método pode ser
ainda mais rapido do que um ajuste por uma tnica superficie com a mesma quantidade de pontos

de controle.

Palavras-chave: Ajuste de superficies. Reconstru¢do de superficies. B-Splines. Algoritmo de

divisdo e conquista. Retalhos de Gregory



ABSTRACT

Surface fitting or surface reconstruction is still an open problem without an ultimate solution,
which attracts attention from many applications, such as computer-aided design, computer-
aided manufacturing, and reverse engineering. Parametric surfaces such as B-Splines are widely
used in this complex task, optimizing their shape and localization parameters based on fitting-
error minimization. The number of control points, which rules the parametric surface, is one
of the prime parameters related to fitting quality and simplicity. As guessing such a value is
difficult, many methods are currently using adaptive approaches to find a range of suitable values.
This work presents a new multiple B-Spline surface fitting method, which adaptively chooses
the number of control points based on a divide-and-conquer algorithm using a tolerable error
threshold. The method is composed of four primary procedures: a divide-and-conquer step, which
iteratively subdivides and fits patches on point cloud subsets; reparameterization, which tries to
improve the patches’ localization parameters; simplification, which tries to reduce the number
of control points for each patch; and the combination, which connects the patches together
with continuity C!, using Gregory’s patch principles. Several experiments were performed with
organized and unorganized point clouds to verify the feasibility, efficiency, and effectiveness
of the proposed method. Three point cloud partitioning methods — bisection, greatest curvature
point, and smallest curvature point — were also tested and compared. The developed method
proved to be able to fit surfaces efficiently, generating results with quality and simplicity. Thus,
the developed method does not require any additional parameters; it automatically chooses the
number of control points; and partitions the point cloud without manual assistance. The method
can be used even for point clouds with a large number of samples, in which case it can be even

faster than a single-surface fit with the same number of control points.

Keywords: Surface fitting. Surface reconstruction. B-Splines. Divide and conquer algorithm.

Gregory patches.
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1 INTRODUCAO

A aproximacgdo ou ajuste de curvas e superficies sob um conjunto de pontos discretos —
uma nuvem de pontos — € um tema central na area de design auxiliado por computador (CAD —
Computer-Aided Design), na qual se estudam formas robustas e eficientes de modelagem geo-
métrica (STROUD, 2006; IGLESIAS; GALVEZ, 2014). Apesar da sua conexdao com o CAD, o
problema de ajuste também possui aplicacdes multidisciplinares, tendo participagdo significativa
em estatistica e principalmente em 4reas envolvendo computacdo para aplicacdes industriais,
como na drea de manufatura auxiliada por computador (CAM — Computer-Aided Manufactu-
ring), engenharia reversa, prototipagem rapida, robdtica, visdo computacional, reconhecimento
de padrdes e processamento de imagens (POTTMANN; LEOPOLDSEDER; HOFER, 2002;
AFSHAR; SORYANI; RAHMANT, 2011; CURKOVIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018). Devido
a esta ampla atenc¢do e utilizagao de métodos geométricos para o ajuste de curvas e superficies,
existe uma vasta literatura que abrange esta temdtica (POTTMANN et al., 2005; JAVIDRAD,
2012; RODRIGUEZ, 2017).

A necessidade por prototipagem rdpida nas industrias e o desenvolvimento e barateamento
de tecnologias de digitalizacdo contribuiram para o aumento da notoriedade do processo de ajuste
de superficies com finalidade em reconstru¢do de objetos (BERGER et al., 2017). Na engenharia
reversa, por exemplo, pode-se modelar, visualizar, analisar e testar superficies ajustadas de
objetos antes mesmo de manufatura-los. Isto permite melhor qualidade e eficiéncia de design,
andlise e manufatura de produtos (VARADY; MARTIN; COX, 1997; BENIERE et al., 2013).

As operagdes de ajuste podem ser classificadas em abordagens de interpolacdo ou aproxi-
macao. Para muitas aplicacdes, um ajuste por aproximagao costuma ser mais atrativo, especial-
mente quando a nuvem de pontos apresenta problemas como auséncia de dados, ruido ou outliers
(BERGER et al., 2017). Ja com relagdo as diversas formas de ajuste possiveis, a utilizacao de
modelos paramétricos recebe significativa atengc@o nas pesquisas devido as suas caracteristicas e
propriedades (GALVEZ; IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012; YOSHIMOTO; HARADA; YOSHI-
MOTO, 2003). Estes modelos costumam ser representados por meio de parametros de forma
(I) e localizag@o (7). Os principais modelos utilizados s@o as curvas ou superficies de Bézier e
B-Spline (ZHANG et al., 2016; IGLESIAS; GALVEZ; COLLANTES, 2018), as quais sao defi-
nidas por dois componentes principais: as fun¢des de mistura (blending functions) e um poligono
ou poliedro de controle — definidos por um conjunto de p pontos de controle P = [Py, ... ,Pp_l]T
(PIEGL; TILLER, 1997; POTTMANN; LEOPOLDSEDER; HOFER, 2002; MORTENSON,
2006; ZHENG et al., 2012; BERTOLINO et al., 2021). Se por um lado modelos de dominio mais
abrangente sio capazes de representar mais geometrias, por outro, a otimiza¢do do seu maior
nimero de varidveis torna o problema de ajuste mais complicado e custoso.

Algumas abordagens de ajuste costumam utilizar uma formula¢do de minimos quadrados,
buscando a minimizagdo do erro entre os pontos da nuvem e o modelo de ajuste resultante
(POTTMANN; LEOPOLDSEDER; HOFER, 2002; JAVIDRAD, 2012). Também ¢ desejavel
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que o modelo resultante seja conciso, utilizando a menor quantidade possivel de varidveis.
Além disso, como nem todas as varidveis que definem os modelos paramétricos possuem uma
relacdo linear com o erro residual, pode-se atacar este problema de duas maneiras: a primeira é
fixar valores pré-definidos a todos os elementos que nao possuem uma relacdo linear e resolver
0 problema como um sistema de equacdes lineares; a segunda € resolver o problema como
um sistema de equagdes ndo lineares, fixando eventualmente alguns dos valores das varidveis
envolvidas. Neste trabalho, denominaremos como ajuste tradicional de superficie, o ajuste no
qual uma tnica superficie paramétrica € utilizada e todas as suas varidveis que ndo possuem uma
relagdo linear com o erro sdo pré-definidas com valores tipicos e o problema € resolvido como
um sistema de equagdes lineares.

Quando sdo utilizadas nuvens de pontos com um nimero reduzido de amostras, o
problema de minimizac¢do de erro em ajustes paramétricos pode ser resolvido de forma ripida
pelos métodos tradicionais que utilizam uma tnica superficie. Por outro lado, a resolucdo com
base nestes mesmos métodos pode demandar muitos minutos ou até mesmo muitas horas caso
sejam utilizadas instancias com uma quantidade abundante de amostras (BARHAK; FISCHER,
2001; KRAGIC; CURKOVIC; VUéINA, 2018). Outro complicador € a escolha da quantidade
de varidveis de controle a serem utilizadas, a qual costuma ser escolhida manualmente, com base
empirica em uma abordagem de tentativa e erro, mas que também pode ser escolhida através de
um processo automatizado.

Apesar dos ajustes de curvas e superficies paramétricas apresentarem caracteristicas
semelhantes, o ajuste de superficies € uma tarefa mais complexa (PIEGL; TILLER, 1997). Um
exemplo desta dificuldade adicional no ajuste de superficies pode ser ilustrado pela impos-
sibilidade de realizar um ajuste de um unico retalho de superficie Bézier ou B-Spline sobre
determinadas topologias de objetos, sendo necessdria a utilizacdo de multiplos retalhos (MOR-
TENSON, 2006). De acordo com Curkovié, Curkovié e Vudina (2018), este tipo de abordagem
de ajuste com multiplos retalhos €, atualmente, a forma dominante em se descrever e representar
as formas de objetos. Entretanto, ao adicionar multiplos retalhos de superficies, cria-se uma ne-
cessidade de juncdo entre eles, preferencialmente com a obtengdo de certo grau de continuidade
e evitando a criacdo de caracteristicas geométricas indevidas ou indesejadas.

Considerando as caracteristicas e complicadores envolvidos no problema de ajuste de
superficies, o uso de métodos de ajuste que utilizam uma estratégia de divisdo e conquista
para resolvé-los pode ser um caminho promissor e eficiente. Diversos algoritmos baseados
em divisao e conquista ja sdo utilizados para a resolugdo eficiente de problemas como: busca
(busca bindria), ordenacdo (mergesort e quicksort), multiplicacdo de matrizes (algoritmo de
Strassen), multiplicacdo de nimeros inteiros grandes (algoritmo de Karatsuba) e transformada
rapida de Fourier (Cooley-Tukey FFT) (CORMEN et al., 2009). Ademais, a possibilidade e
disponibilidade de uso de multiplos nicleos de processamento nas arquiteturas computacionais
atuais, combinada com o potencial de paralelizacdo apresentado pelos algoritmos que seguem tal

estratégia, podem permitir uma melhora significativa no tempo de execugdo.
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1.1  PROBLEMA

Considere uma nuvem de pontos N = [Ny, ... ,N,]T composta por n amostras
de uma superficie, possivelmente pré-processadas com operacdes como registro (jungdo e
alinhamento dos dados oriundos de multiplos processos de digitalizacdo), e remog¢ao ou redugdo

de ruido e outliers. O ajuste de superficies paramétricas pode ser expresso como um problema

de minimizagdo de distancia entre pontos, baseado em uma otimiza¢do de minimos quadrados.

O objetivo € calcular e ajustar uma superficie paramétrica s(u,v) sobre N, minimizando cada

erro residual & entre os pontos da nuvem e seus pontos correspondentes na superficie ajustada.

Assim, o problema pode ser formalizado como (IGLESIAS et al., 2018; MAO et al., 2018):

min <Zn:8,~> = nrurn (iIINi—s(ui,w)Hz)

i=1 i=1

onde || - || representa a fungdo de distincia euclidiana e a minimizagéo ocorre através dos
conjuntos de parametros I" e 7 relacionados a superficie. Os pardmetros de forma I" — como graus
da superficie, fun¢des de mistura, quantidade e posicao dos pontos de controle — estdo implicitos
na notag@o s(u;,v;), enquanto que os pardmetros de localizagdo 7 sdo denotados pelos valores
paramétricos associados aos pontos de N: T = [(u1,v1), .. , (tn,vn)]”.

Apesar do objetivo do problema ser a minimizacao do erro, a obteng¢do de um erro de
ajuste total igual a zero representa um caso de interpolacdo da superficie resultante sobre os
pontos da nuvem. Assim, buscando evitar a interpolacao dos pontos, € comum a adi¢ao de
termos de suavizacdo na formulacdo de minimos quadrados, ou a utilizagdo de uma tolerancia
pré-estabelecida como um erro méaximo tolerdvel (&,;) (YANG; WANG; SUN, 2004; WANG;
POTTMANN; LIU, 2006; KRAGIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018).

As principais métricas de erro de ajuste também se baseiam no erro residual, tomado como
a distancia euclidiana entre a i-ésima amostra da nuvem de pontos e seu ponto correspondente
na superficie paramétrica, de acordo com a parametrizacao utilizada. Elas sdo baseadas na soma
(Integral Square Error — ISE), média (Mean Square Error — MSE; € Root-Mean-Square Error
— RMSE) ou no maior valor entre os erros residuais (Maximum Error — ME) (EBRAHIMI;
LOGHMANI, 2018; DUNG; TJAHJOWIDODO, 2017; IGLESIAS; GALVEZ; LOUCERA,
2015). Embora representem apenas uma aproximacao da diferenca entre a nuvem de pontos e
o0 modelo paramétrico ajustado, tais valores fornecem meios para a realizacdo de comparagdes
quantitativas que podem ser complementadas com uma comparagao visual subjetiva (BERGER
et al., 2013).

Além da minimizacdo do erro de ajuste, a reducdo da quantidade de elementos que
compdem o conjunto de varidveis I' também pode ser considerada na otimizagdo como um
segundo objetivo (YANG; WANG; SUN, 2004). A quantidade de varidveis de representacdo da
superficie desempenha um papel fundamental no balanceamento entre qualidade de ajuste e sua
simplicidade (HASEGAWA; TORMENA; PARPINELLI, 2014). A escolha da quantidade de

varidveis para representar a superficie resultante, no entanto, ndo € uma tarefa simples. A escolha
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manual deste valor pode se tornar uma tarefa dificil e tediosa, exigindo inlimeras tentativas de
ajuste até obter o resultado desejado. A quantidade destas varidveis também € especifica para cada
situacao, dependendo das caracteristicas do objeto que estd sendo ajustado. Com isto, diversas
pesquisas (EBRAHIMI; LOGHMANI, 2017; YOSHIMOTO; HARADA; YOSHIMOTO, 2003;
PARK; LEE, 2007; ZHENG et al., 2012; BERTOLINO et al., 2021) estao atacando este problema
com uma abordagem de escolha adaptativa para este valor.

Como as nuvens de pontos relacionadas ao problema de ajuste de superficies contém
usualmente milhares ou até mesmo milhdes de pontos, alguns métodos podem se tornar invidveis
para aplica¢des que demandam um menor tempo de resposta. Métodos de ajuste que otimizam
varidveis nao lineares, ou até mesmo a solucdo de ajuste tradicional, podem demandar um
tempo de computacdo significativo (FENG; TAGUCHLI, 2017). Com o intuito de contornar este
problema, pode-se fazer uso de solugdes baseadas em ajustes lineares por meio de multiplos
retalhos de superficie. Ao fazer isto, no entanto, surgem novos complicadores, como a escolha
do particionamento da nuvem de pontos em subgrupos e a realiza¢ao da junc¢ao das superficies
com algum nivel de continuidade (BERTOLINO et al., 2021). Uma alternativa para viabilizar a
obtenc¢do de continuidade entre diversos retalhos de superficies € a utilizagdo dos principios dos
retalhos de Gregory (GREGORY, 1974; CHIYOKURA; KIMURA, 1983).

Considerando que algoritmos baseados em uma estratégia de divisdo e conquista sdo
utilizados para diversos problemas computacionais, pode-se investigar se esta técnica pode ser
utilizada no ajuste de superficies paramétricas de forma eficaz — reconstruindo superficies de boa
qualidade — e eficiente — reconstruindo superficies tdo rdpido quanto, ou mais rapido que outros
métodos de ajuste equivalentes. O problema de ajuste se encaixa conceitualmente neste tipo de
técnica, sendo que uma nuvem de pontos que representa uma superficie pode ser iterativamente
dividida em subconjuntos de pontos menores, os quais podem ser ajustados individualmente,
gerando diversos retalhos de superficie, e posteriormente combinados — utilizando os principios
dos retalhos de Gregory — em uma Unica superficie que reconstrdi o objeto de interesse original.
Além disto, este tipo de método pode ser combinado com diversos critérios (por exemplo, uma
medida de erro de ajuste) para definir automaticamente uma quantidade sub-6tima de pontos de

controle.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Desenvolver um método com base em uma estratégia de divisao e conquista para o ajuste
de miiltiplas superficies B-Spline conectadas com continuidade C!, utilizando uma escolha adap-
tativa da quantidade de pontos de controle, validando e comparando a qualidade, simplicidade e

eficiéncia do ajuste.
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1.2.2 Objetivos Especificos
Como objetivos especificos, tem-se:
a) Investigar estratégias e técnicas utilizadas no ajuste de curvas e superficies paramétricas;

b) Desenvolver um método de ajuste baseado na estratégia de divisdo e conquista, que
viabilize o uso de muiiltiplos retalhos de superficies com principios de retalhos de Gregory,

buscando por solugdes sub-6timas com base em limites pré-estabelecidos de erro;

c) Testar, analisar e comparar a influéncia de trés abordagens distintas de métodos de
particionamento da nuvem de pontos em relagdo aos principais procedimento do método

e aos resultados obtidos;

d) Comparar os resultados obtidos pelo método proposto com resultados encontrados na

literatura;

e) Comparar os resultados de métricas de erro e tempo de computagdo do método proposto
com o método tradicional de ajuste de superficie para uma nuvem de pontos com grande

quantidade de amostras.

1.3 ESCOPO

Como argumentado por Pottmann et al. (2005), e Afshar, Soryani e Rahmani (2011),
o estudo do problema de ajuste por meio de uma perspectiva de otimizacdo pode trazer mais
beneficios do que uma investigacdo voltada a uma aplicacdo especifica. Ao elaborar métodos
genéricos, estes podem ser utilizados para resolver uma ampla variedade de problemas de
aproximacdo de superficies com poucas ou até mesmo nenhuma alteragdo. Todavia, em face da
amplitude do problema de ajuste e sua vinculagdo com etapas prévias como obtenc¢do e filtragem
dos dados, limitagdes de escopo foram aplicadas para este trabalho.

Primeiramente, o intuito deste trabalho nao € desbravar problemas e questdes relativas
a operagdo de registro, logo, sdo utilizadas apenas nuvens de pontos que possam ser, ou ji
estejam, alinhadas como uma unica nuvem de pontos. De modo semelhante, este trabalho nao
busca explorar novas formas de computar uma ordenag@o ou parametrizacio para uma nuvem de
pontos, sendo que, nos casos em que uma ordem ou organizacao dos pontos nao for especificada,
sdo empregados algoritmos amplamente discutidos na literatura a fim de gerar esta informacao.

Apresenta-se neste trabalho uma abordagem de ajuste baseada em muiltiplos retalhos de
superficie B-Splines compostos por quatro bordas, que € o modelo predominante nos trabalhos
de reconstrugdo de objetos. Sao utilizados os principios dos retalhos de Gregory para viabilizar
a juncdo com continuidade paramétrica entre os retalhos. Apesar do foco deste estudo estar
direcionado ao ajuste de superficies paramétricas, ideias e técnicas empregadas no ajuste de
curvas foram utilizadas como base ou inspira¢do. Assim, os trabalhos de ajuste de curvas também

foram incluidos na revisdo de literatura apresentada.
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Os resultados obtidos pelo método proposto neste trabalho foram avaliados e comparados
em relacdo ao seu erro de ajuste (qualidade) e quantidade de varidveis necessdrias para a
representacdo (simplicidade ou compressdo), utilizando as principais métricas da literatura. O
tempo de execugdo também foi mensurado para fins de andlise e comparacao entre as etapas do
método proposto e o tempo de execug¢do do método tradicional. Todavia, a comparacdo direta
com outros resultados apresentados na literatura nao pdde ser validada com isonomia, visto que
0 ambiente computacional de testes ndo é o0 mesmo.

Como o ajuste de superficies costuma envolver a utilizacdo de nuvens de pontos com uma
quantidade expressiva de amostras, a andlise de complexidade de algoritmos € relevante neste
contexto. Consideragdes sobre este assunto sdo utilizadas para fundamentar o método proposto
mas, ndo faz parte do escopo deste trabalho realizar uma andlise de complexidade do método
apresentado e dos demais métodos encontrados na literatura. Além disso, apesar de uma das
motivagdes do método proposto ser a possibilidade de execucdo com processamento paralelo,

ndo faz parte do escopo deste trabalho apresentar uma versao multiprocessada deste método.

1.4 METODOLOGIA

Inicialmente foram utilizadas pesquisas bibliogréficas para as etapas iniciais e planeja-
mento deste projeto, com o intuito de conhecer o estado da arte nos problemas de ajuste de
curvas e superficies, assim como no problema mais amplo de reconstru¢ao. O mesmo tipo de
pesquisa também foi utilizado para identificar benchmarks utilizados na literatura, assim como
métricas quantitativas de avaliacdo referentes a qualidade de ajuste. Na sequéncia foi realizada
uma pesquisa exploratéria, buscando por uma estratégia de resolu¢do adequada para o problema
de ajuste, considerando as caracteristicas almejadas, as contribui¢des e abordagens adotadas
pelos trabalhos encontrados no levantamento bibliografico. Considerando as propriedades e a
existéncia de diversos algoritmos eficientes baseados em uma estratégia de divisao e conquista,
adotou-se tal estratégia para nortear o desenvolvimento de uma solucao. Foi elaborado primei-
ramente um método de ajuste por multiplas curvas paramétricas, o qual foi validado e testado
previamente, e entdo adaptado para o problema de ajuste de superficies, o qual € apresentado
neste trabalho.

Com o método proposto devidamente implementado, foi realizada uma pesquisa experi-
mental com uma abordagem quali-quantitativa. O algoritmo proposto foi testado e comparado
com outros métodos da literatura utilizando as métricas e os benchmarks apropriados que foram
identificados na pesquisa bibliogréfica. Sao analisados e discutidos também o comportamento
e as propriedades observadas no algoritmo proposto, considerando as diferentes propriedades

geométricas das superficies ajustadas.
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1.5 ESTRUTURA TEXTUAL

A fim de apresentar a pesquisa realizada, o texto deste trabalho foi organizado em
seis capitulos da seguinte maneira. O segundo capitulo apresenta a fundamentacao tedrica das
temadticas envolvidas, englobando aspectos geométricos, os principais modelos paramétricos de
superficies, além de questdes de ajuste e de representacdo de superficies. No terceiro capitulo é
apresentada uma revisdo do estado da arte, englobando trabalhos voltados para o ajuste superficies
e curvas paramétricas, além de um levantamento de bibliotecas e ferramentas voltadas para o
ajuste de superficies. O quarto capitulo apresenta o método proposto, trazendo uma discussao
sobre suas caracteristicas e detalhes de funcionamento. No quinto capitulo sdo apresentados os
resultados obtidos, assim como comparacdes entre 0 método proposto, 0 método tradicional de
ajuste de superficies e métodos da literatura. No sexto capitulo sdo apresentadas as consideracoes

finais do projeto, seguidas pelas referéncias.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

O ajuste de curvas e superficies paramétricas € um processo que pode ser explorado de
diversas maneiras. Grande parte dele € fundamentado e envolve aspectos geométricos e topold-
gicos, sendo que diversos termos e conceitos desta drea de estudo sao utilizados na literatura
cientifica. Em face destes fundamentos e relacdes, as secdes deste capitulo tem como intuito
apresentar as terminologias, conceitos e notagdes que estdo associados ou que serdo utilizados
neste trabalho. Sao apresentados os conceitos basicos referentes aos aspectos geométricos, for-
malizacdo e detalhes sobre as superficies paramétricas utilizadas neste trabalho e os fundamentos

do processo de ajuste de curvas e superficies.

2.1 FUNDAMENTOS GEOMETRICOS

Existem dois focos principais no estudo de ajuste de curvas e superficies. Um deles tange
as questdes geométricas atreladas ao posicionamento espacial e a forma do objeto, i.e. adquirir
uma curva ou superficie que aproxime da melhor forma possivel o objeto de estudo; e outro
tange os aspectos topoldgicos atrelados a estrutura e conexao do objeto, i.e. adquirir uma curva
ou superficie que aproxime da melhor forma possivel a topologia do objeto de estudo. Apesar de
relacionados, um método de ajuste geralmente se relaciona mais estreitamente com um deles.
Entre eles, o aspecto geométrico costuma ser o objetivo mais almejado pelas pesquisas praticas
(BOISSONNAT; CHAZAL; YVINEC, 2017). Nas proximas subsecdes sdo apresentados alguns

aspectos geométricos utilizados neste trabalho.

2.1.1 Funcoes de Distancias

Uma funcio ou métrica de distancia da sobre um conjunto Y é um mapeamento entre
pares de elementos em nimeros nao negativos que representam a sua distancia relativa, i.e.
dp Y XY — [0,+00). Considerando trés pontos, p, g e r, tal fungdo deve satisfazer as seguintes
relagdes basicas (BOISSONNAT; CHAZAL; YVINEC, 2017; SAMET, 1984):

1. Imagemem RT: da(p,q) >0 € da(p,q) =0 seesomentese p=gq;

2. Simetria: dx(p,q) = da(q, p);
3. Desigualdade triangular: da(p,r) < da(p,q) +da(q,r);

Entre o conjunto de métricas de distancias, algumas se destacam em relacao ao seu uso.
Considerando um espago k-dimensional, no qual dois ponto p e g sao definidos por k valores
cada: (py,...,pr) € (q1,---,q1), a métrica de distancia euclidiana entre estes dois pontos é definida
como (BOISSONNAT; CHAZAL; YVINEC, 2017; SAMET, 1984):

de(p,q) = llp—4ql = (1)
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2.1.2 Vetores

Um vetor pode ser entendido como um conjunto ordenado de nimeros que denotam uma
flecha ou uma linha finita, através dos quais sao expressadas propriedades de direcao, sentido e
magnitude (ou comprimento) (LEON, 2018). Na literatura em inglés, no entanto, se usa apenas
os termos de direcdo e magnitude, o que foi adotado na escrita deste texto. Considerando um

espaco tridimensional, a forma tradicional de sua representacao é:
v=vid+vj+vk

onde i, j e k representam os vetores de base (MORTENSON, 2006). Por simplificacdo, quando
os vetores de base sdo bem definidos, um vetor € representado com a seguinte notacao:

v:[vl V2 V3]

A magnitude, comprimento ou norma de um vetor € um valor real denotado como
|B|l = \/P - P, onde o operador - representa o produto escalar (dot product). Considerando dois
vetores, p e ¢, ambos compostos por n valores, o produto escalar € um valor definido como
(GRAY; ABBENA; SALAMON, 2006; LEON, 2018):

n
ﬁﬁZZpiqi (2)

Vetores que possuem magnitude igual a 1 sdo denominados como vetores unitdrios. Note

que qualquer vetor ndo nulo possui um vetor unitdrio que aponta para a mesma direcdo e sentido.

O angulo 6 entre dois vetores p e g pode ser calculado como (GRAY; ABBENA; SALAMON,
2006; LEON, 2018):
pP-q

cosf =
pllllgll

3)

O operador de produto escalar pode ser utilizado para determinar a perpendicularidade
entre dois vetores: se p-g = 0 entdo p € perpendicular a § (MORTENSON, 2006). Outro
operador utilizado entre vetores € o produto vetorial (cross product ou vector product), denotado
pelo simbolo x. O resultado de um produto vetorial € outro vetor com a mesma quantidade de
elementos e que é perpendicular aos outros dois vetores. Considerando dois vetores j e § em R,
o produto vetorial é definido como (GRAY; ABBENA; SALAMON, 2006):

ik
pxqg=det|p; pr p3 4)
g1 92 g3

Este operador pode ser utilizado para verificar a propriedade de paralelismo entre dois vetores:
se p x ¢ =0 entdo p é paralelo a § (MORTENSON, 2006).
Um vetor tangente pode ser identificado como uma flecha com origem em um ponto p

e outra extremidade em p + v. Ao considerar curvas tridimensionais, um vetor € denominado
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tangente se ele é tangente a um determinado ponto p da curva. De modo semelhante, um vetor é
dito normal em relagdo ao mesmo ponto p se ele estd contido no plano normal, um plano que
¢ perpendicular ao vetor tangente deste mesmo ponto. Dentre os vetores normais, um vetor €
denominado como vetor normal principal, pois sua dire¢ao aponta para o centro de curvatura da
curva em relacdo ao ponto p e sua magnitude pode ser tomada como uma medida de curvatura
(GRAY; ABBENA; SALAMON, 2006; MORTENSON, 2006). A Figura 1 ilustra um exemplo
de vetor tangente 7 e de um vetor normal principal 7 em relacdo a um ponto p de uma curva

bidimensional ¢, destacando também o centro de curvatura r deste ponto e seu circulo osculador.

Figura 1 — Ilustrag@o dos vetores tangente e normal em relacdo a um ponto p de uma curva.

t

Fonte: Adaptado de Gray, Abbena e Salamon (2006)

2.1.3 Medidas de Curvatura

Considere uma superficie tridimensional s € um ponto p qualquer desta superficie.
Diferentemente do caso das curvas, cada ponto p de s possui um plano tangente. Com base neste
plano, infinitos planos normais — 0s quais sdo ortogonais ao plano tangente — podem ser gerados,
mas apenas dois deles possuem os valores maximo e minimo para a curvatura normal resultante.
Estes dois planos normais especiais sdo denotados como planos de curvatura principal e sao
ortogonais entre si. Os valores maximo e minimo de curvatura sdo denominados de curvaturas
principais (kK7 € k») € os vetores unitdrios relacionados a estas curvaturas sdo chamados de
vetores principais (k1 e k). A Figura 2 apresenta estes elementos sobre um ponto central da
superficie de sela.

Duas medidas de curvatura bem conhecidas sdo definidas com base nos valores de
curvatura principal: a curvatura Gaussiana (K), que € uma medida intrinsecas definida pelo
produto das curvaturas principais, i.e. K = k7 - K»; e a curvatura média (H), que € uma medida
extrinseca de curvatura definida pela média das curvaturas principais, i.e. H = (k] + k»)/2
(GRAY; ABBENA; SALAMON, 2006; BOTSCH et al., 2010). Estas medidas de curvatura
estdo relacionadas ao campo de geometria diferencial, no qual as superficies sdo definidas por

equacodes que sao diferencidveis. Em computacao grafica, no entanto, € comum a utilizagao de
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Figura 2 — Ilustracdo do plano tangente, dos planos de curvaturas principais e do vetor normal
em relacdo a um ponto de uma superficie de sela.

Fonte: Adaptado de GABA (2006)

representacao por malhas triangulares. Uma malha de tridngulos é uma cole¢do de triangulos
sem uma estrutura matemadtica particular, na qual cada triangulo define um pedaco de uma
superficie. A malha costuma ser representada por um conjunto de vértices e um conjunto de
faces triangulares que conectam estes vértices (BOTSCH et al., 2010).

Definicdes de operadores diferenciais discretos sao utilizadas como alternativas para
calcular curvatura em malhas triangulares, considerando que estas malhas podem ser interpretadas
como uma aproximacao linear por partes de uma superficie suave. Diversas abordagens ja foram
propostas na literatura, sendo comum a utilizagdo da discretizagdo do operador de Laplace-
Beltrami (Ay) para este propésito (BOTSCH et al., 2010).

Miyazaki et al. (2021) apresenta um método para uma aproximagao discreta de curvatura
para uma malha triangular que utiliza o operador de Laplace-Beltrami juntamente das informa-
¢oes das normais dos tridngulos e dos vértices. A normal de um tridngulo 7' qualquer (n(7)), da

malha de tridngulos de s, pode ser calculado como:

n(T) = (pj—pi) x (P — pi) 5)

1(pj = pi) % (P — pi)|
onde p;, p;j e pi representam os vértices do tridngulo T. Considerando que a drea do tridngulo T
pode ser calculada como A7 = ||(pj — pi) % (px — pi)||, a normal de um determinado vértice p;
pode ser aproximada através da drea e normal dos tridngulos que possuem o ponto p; como um

de seus vértices (esses tridngulos sdo denotados por 7),):

ZTeTpiAT -n(T)
rer, Ar (D]

Ja o operador de Laplace-Beltrami de um vértice qualquer p; pode ser calculado através da

n(pi) = | (6)
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discretizacdo uniforme do operador de Laplace-Beltrami (BOTSCH et al., 2010):

Y. ek (p)(Pj— Pi)
As i) — ] 7
P ="k, () "

onde E|(p;) representa o conjunto de vértices com uma aresta de distancia de p;, i.e. os de-

mais vértices dos tridngulos 7),, e |[E1(p;)| representa a quantidade destes vértices. Por fim, a

aproximacao discreta da curvatura normal média em um vértice p; € calculada como:

curv(pi) = n(pi) - As(pi) (8)

Os valores obtidos para cada vértice devem ser normalizados (MIYAZAKI et al., 2021).

2.1.4 Continuidade em Curvas e Superficies

O uso de um tunico retalho de superficie muitas vezes nao é suficiente para representar
adequadamente formas geométricas complexas. Uma alternativa € representar tais formas através
da combinagdo de multiplos retalhos de superficies de menor complexidade. Nesta abordagem,
entretanto, deve-se levar em consideracao a harmonia desejada nas unides feitas, isto €, o grau
de continuidade nos pontos de jun¢do. Esta continuidade pode ser considerada por critérios
geométricos ou paramétricos (PIEGL; TILLER, 1997; MORTENSON, 2006; STROUD, 2006).

Considerando um cendrio tridimensional, diz-se que dois retalhos de superficie pos-
suem continuidade geométrica G~! ou paramétrica C~! caso eles estejam desconexos, sem
uma extremidade em comum. Caso contrdrio, se os retalhos de superficie apresentarem uma
extremidade em comum, garantindo que os fragmentos ndo sejam descontinuos, diz-se que estes
retalhos possuem continuidade geométrica G° ou paramétrica C°. Esta também é denotada por
continuidade posicional (STROUD, 2006).

J4 para que uma jungio entre retalhos de superficie tenha continuidade geométrica G' é
necessario que, além da restri¢do de G, as tangentes em cada ponto desses extremos em comum
apontem para a mesma dire¢do. J4 para uma continuidade paramétrica C', além de apontar para
a mesma direcdo, as tangentes destes extremos devem ter a mesma norma — i.€. as primeiras
derivadas nestes extremos devem ser iguais. Este tipo de continuidade € denotado também por
continuidade tangencial (MORTENSON, 2006; STROUD, 2006).

Com C', a unificagdo de retalhos de superficie ja possui um aspecto suave, todavia, para
algumas aplicagdes podem ser necessdrias restrigdes ainda mais rigidas. Assim, para que uma
unificagio de superficies tenha continuidade geométrica G2, além de mesma diregdo de tangente
(G), os extremos em comum precisam ter o mesmo raio de curvatura. J4 para obter continuidade
paramétrica C?, exige-se também que as derivadas de segunda ordem nestes extremos tenham
a mesma norma. Isso garante maior suavidade e uma curvatura homogénea na drea de juncao
dos fragmentos de superficie. Tal grau de continuidade também é denotado por continuidade
de curvatura (STROUD, 2006). De forma semelhante, outros graus superiores de continuidade

exigem condicdes cada vez mais restritivas nas dreas proximas a juncdo. O terceiro grau de
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continuidade por exemplo, G3 e C3, sdo relativos a continuidade de um maior nivel de curvatura,
denotado também por tor¢ao (PIEGL; TILLER, 1997; MORTENSON, 2006; STROUD, 2006).

A Figura 3 ilustra exemplos de jun¢des com continuidade geométrica entre superficies.

Figura 3 — Graus de continuidade geométrica entre retalhos de superficie

Fonte: AUTODESK (2017)

2.2 CURVAS E SUPERFICIES PARAMETRICAS

Curvas e superficies podem ser representadas de forma exata ou aproximada por diversos
modos, sendo que cada um deles possui suas caracteristicas e possiveis limitagdes. Equacgdes
explicitas (e.g. y = f(x,z)), nas quais existe uma ou mais varidveis dependentes, possuem limita-
¢Oes para representar superficies fechadas, por exemplo. Tal limitacdo pode ser evitada com o
uso de equagdes implicitas (e.g. f(x,y,z) = 0), nas quais todas as varidveis sdo independentes
entre si. Todavia, tanto equacdes explicitas quanto implicitas ndo sdo equacdes intrinsecas, i.e.
elas sdo dependentes a algum ponto de referéncia ou eixo, sendo que a escolha do sistema de
coordenadas pode afetar a facilidade na representacao de curvas e superficies. Equacoes para-
métricas (e.g. s(u,v) = [x(u,v), y(u,v), z(u,v)]), por sua vez, utilizam um espaco paramétrico e
sdo equacOes intrinsecas (MORTENSON, 2006). Ambas as formas implicita e paramétrica de
equacdes possuem suas vantagens complementares em relacdo a operagdes geométricas, sendo
possivel converter uma representaciio na outra na maioria dos casos (UNSALAN; ERCIL, 1999).

Uma vez que a descrigdo e ajuste dos coeficientes algébricos de uma equacao de curva
ou superficie ndo € uma das formas mais intuitivas de entender sua geometria, os modelos
paramétricos de Hermite e Bézier propuseram a utilizacdo de elementos de controle, como
pontos e vetores, para definir curvas e superficies de modo geométrico. Estes elementos de
controle sdao ponderados e utilizados por fun¢des de mistura (blending function) — também
denominadas de fun¢des de base (basis function) — as quais geram efetivamente o tracado
da geometria (PIEGL; TILLER, 1997; MORTENSON, 2006). O conjunto de elementos que

influenciam as fungdes de mistura é descrito como parametros de forma (I').
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Uma superficie paramétrica pode ser definida por uma func¢do vetorial de dois pardmetros,
s(u,v), representando o mapeamento ou deformacao de um plano paramétrico uv sobre o espago
tridimensional euclidiano. Dentre os diversos esquemas possiveis para se representar superfi-
cies, o produto tensorial é um dos mais amplamente utilizados em aplicagdes de modelagem
geométrica. Sao utilizados os dois parametros u € v do espago paramétrico, um conjunto de
elementos geométricos de controle e fun¢des de mistura bivariadas (PIEGL; TILLER, 1997).

Os parametros u e v, utilizados na representag¢do por produto tensorial, definem o plano
de base da superficie. Ja os elementos de controle, também denominados de pontos de controle,
sdo organizados topologicamente em uma malha bidirecional de tamanho |P,|-|P,|, usualmente
representada por uma matriz, onde |P,| representa a quantidade de linhas e |P,| representa a
quantidade de colunas. Assim, os pontos de controle P de uma superficie paramétrica s(u,v)
}, sendo P j =

(Xij , yij » 2i,j) as coordenadas geométricas do ponto de controle da i-ésima linha e j-ésima

podem ser definidos como: P={P; | ieN, i<|P,|, jeN, j<|P,

coluna da matriz de controle. De acordo com a defini¢do apresentada, os pontos de controle tem
sua indexacdo iniciada pelo niimero zero. Para simplificar a representacdo da tltima linha e dltima
coluna de pontos de controle sdo utilizados os termos p, € p,, respectivamente. Deste modo, tem-
se que: ’Pu’ =pu+1, ‘PV’ =p,+leP= {P070, co s Popy PLO s PLpys -3 P00y - - - ’Ppmpv}‘
Devido as suas caracteristicas, o conjunto de pontos de controle também é denominado como
poliedro de controle.

As funcdes de mistura bivariadas utilizadas na representacio de superficies paramétricas
sdo construidas como produtos de dois conjuntos de fun¢des de mistura univariadas: f;(u)
e g;j(v), ponderando a influéncia dos pontos de controle sobre as fun¢des de mistura (PIEGL;

TILLER, 1997). Assim, uma superficie definida por produto tensorial pode ser escrita como:

Pu Dv

s(u,v) = (), y(u,v), 2(uv)) = Y ¥ (P fi(u) - 8;(v))

i=0 j=0
)
Pj=(xij,Yij,j)

0<u,v<l1

onde:

A Figura 4 ilustra um exemplo de superficie paramétrica na qual sdo evidenciados alguns
de seus elementos principais. O retalho de superficie € influenciado pelas esferas amarelas, que
denotam os pontos de controle, e delimitado pelos parametros normalizados u e v. As linhas
de cor laranja e vermelho, que ligam os pontos de controle, indicam o poliedro ou matriz de
controle, evidenciando também as relacdes de vizinhanca entre eles. Ja a indicagc@o dos vetores
direcionais (# e V) expressa o uso de dois conjuntos de funcdes de mistura distintos para cada

direcdo dos pontos de controle e distingue a dire¢do das linhas e colunas do poligono de controle.
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Figura 4 — Exemplo de uma superficie paramétrica e seus componentes

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

2.2.1 Funcoes de mistura

As fungdes de mistura bivariadas utilizadas na representacdo de superficies paramétri-
cas podem empregar as mesmas funcoes de mistura univariadas das representagdes de curvas
paramétricas. A partir desta possibilidade surge a relacdo entre as definicdes de curvas e superfi-
cies paramétricas. As duas principais fun¢des de mistura univariadas utilizadas em superficies
paramétricas sdo provenientes das defini¢des das curvas de Bézier e B-Spline.

As curvas de Bézier empregam a familia de polindmios de Bernstein (B; 4(u)), que possui
a caracteristica de ndo realizar a interpola¢do dos pontos de controle, com excecdo dos extremos,
que sdo representados pelo primeiro e ultimo ponto de controle. O grau d da curva é determinado
pela quantidade de pontos de controle, sendo definido como: d = p, para uma curva constituida
por p—+1 pontos de controle (PIEGL; TILLER, 1997; MORTENSON, 2006). A familia de
polindmios de Bernstein é definida como:

Bat) = (4 )at (1-uy- (10)

i

Devido a defini¢cdo da familia de polindomios de Bernstein, as curvas de Bézier possuem a
caracteristica de controle global. Assim, mudangas em qualquer elemento de controle da curva
afetam todo o segmento de curva, com maior ou menor intensidade. De modo semelhante, os
polindmios de Bernstein podem ser utilizados para representar superficies com a mesma caracte-
ristica de controle global. Esta forma de representacao pode ser suficientemente boa para curvas

e superficies simples. No entanto, pode se tornar numericamente instavel e computacionalmente
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menos eficiente para representar formas complexas que exigem a utiliza¢do de muitos elementos
de controle, o que produz um polindmio de alto grau (PIEGL; TILLER, 1997).
Uma maneira de contornar o problema do controle global e do vinculo entre a quantidade

de pontos de controle e o grau do polindmio resultante € utilizar splines. Na matematica, as

splines sdo entendidas como fung¢des determinadas por polindmios que sao definidos por partes.

Na area de computacao grafica, costuma-se estender este conceito a fim de definir curvas ou

superficies compostas, que sao constituidas da juncao de curvas ou superficies paramétricas

individuais, nas quais a continuidade € controlada nas regides de juncdo (MORTENSON, 2006).

Neste contexto, as B-Spline, ou Basis Spline, foram criadas como uma generalizacdo das
curvas de Bézier, sendo uma forma simplificada de expressar por uma tnica equacao paramétrica
a criagdo e junc¢do de diversos segmentos de curvas, de um determinado grau, em uma curva
continua. Com estas caracteristicas, uma B-Spline permite o controle local sobre a curva, onde
alteracdes em um ponto de controle ndo afetam necessariamente toda a curva.

Curvas B-Splines sao definidas de modo similar a uma curva de Bézier, utilizando pontos
de controle e fun¢des de mistura. Estas curvas sdo compostas por p+ 1 pontos de controle e
um grau d pré-determinado, o qual estd associado a ordem da curva k, sendo k=d+1 e tendo
como restricdo d < p. Além disso, B-Splines utilizam uma funcdo base distinta, a qual costuma
ser denotada por N; 4 na literatura. No entanto, para evitar conflito com a notag¢ao utilizada
na representacdo das amostras da nuvem de pontos, optou-se por utilizar a mesma notagao ja
apresentada B; 4. Estas fun¢Oes de mistura fazem uso de um componente denominado de vetor
de nés (knot vector) T, constituido por m valores, i.e. |T|=m,onde m = p+k+ 1. Os nés
sdo utilizados para ajustar as fun¢des de mistura implicitamente, definindo a influéncia relativa
dos pontos de controle sobre a curva (PIEGL; TILLER, 1997; MORTENSON, 2006).

O vetor de nés compde o conjunto de parametros de forma (I') das B-Splines e € composto
por valores reais que nao podem ser decrescentes. A sua sequéncia de valores pode ser classificada
em: periddica — cada valor € incrementado por um valor fixo em rela¢do ao n6 anterior — nao
periddica — os k primeiros nés possuem os mesmos valores assim como os k dltimos nds — e
nao uniforme — os nds ndo sdo igualmente espacados e podem ter qualquer composi¢ao nao
decrescente. O termo uniforme aberto, ou clamped, também pode ser encontrado na literatura
denotando um vetor de nés que € uniforme, mas possui o mesmo valor para os k nds de cada
extremidade. Fazendo uso destes elementos, as fungdes de mistura univariada das B-Splines é
dada pela equacdo (PIEGL; TILLER, 1997; MORTENSON, 2006):

(u—1;) (tid+1 —u)
Bi a(u) = ——— B; 41 (u) +—————— By 4-1(1)
livd =1 livd+1 —liv1 (11)
T = [to; HEPN S tp+k} Onde: B;o(u)=1 se 4 <u<tip]
sendo: fi 1>t Bi o(u) =0 caso contrario

As fungdes de mistura das B-Splines podem ser escritas de diversas formas, sendo
denotada na Equacdo 11 pela férmula recursiva de Cox-deBoor. Para esta funcao base podem

ocorrer situacdes em que o denominador seja igual a zero, casos nos quais deve-se considerar
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x/0 = 0. Assim, é possivel perceber que as fungdes de mistura sdo as mesmas para todos
os pontos da curva, mas apenas algumas — quantidade relacionada ao grau e ordem da curva —
sdo nao-nulas e influenciam na curvatura em um determinado ponto paramétrico, garantindo a
propriedade de controle local. Em outras palavras, cada ponto de controle possui uma influéncia
local sobre a curva resultante, que € diretamente impactada e relacionada a um subconjunto do
vetor de nds. A Figura 5 mostra um exemplo da variacio de influéncia das funcdes de mistura de
uma curva B-Spline de segundo grau (k = 3) com uso do seguinte vetor de nés ndo uniforme
T =10; 0; 0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 0,8; 1; 1; 1], em relac@o aos diferentes valores paramétrico
normalizados. O eixo vertical denota a influéncia da fun¢do de mistura (quanto maior o valor,
maior a influéncia) e o eixo horizontal denota os valores paramétricos considerados. Note ainda
que nesta figura utilizou-se a notag¢do padrao para as fungdes de mistura de B-Splines, as quais

sdo representadas pelo simbolo N; ; ao invés de B; ;.

Figura 5 — Exemplo da distribuicao de influéncia das fun¢des de mistura de uma curva B-spline
em relacdo aos valores paramétricos normalizados.

Fonte: Adaptado de Piegl e Tiller (1997)

O intervalo entre os valores de dois nés consecutivos do vetor de nés é denominado de
extensdo de né (denominado como knot span na literatura) e se utiliza o termo multiplicidade de
nds para indicar a quantidade de nés consecutivos de mesmo valor, i.e. com uma extensiao de né
igual a zero. As B-Splines sdo infinitamente suaves no interior de um intervalo de n6s diferente
de zero. J4 a continuidade sobre um né esta diretamente associada a composi¢do do vetor de nos
e ao grau da curva, sendo que um trecho de segmento de curva com grau d e multiplicidade de
nés r apresentard pelo menos uma continuidade local C4=" (XIE; QIN, 2001).

As fungOes de mistura univariadas das B-Splines apresentam a caracteristica de serem
invariantes sob transformagdes afins (translacdo, rotacao, escalonamento e cisalhamento). Isto é,
computar os pontos em uma curva B-Spline e entdo aplicar uma transformacao afim, produz o
mesmo resultado que aplicar a transformagdo afim sobre os pontos de controle e entdo computar
os pontos desta curva. Além disso, também apresentam a caracteristica de serem invariantes sob
transformacdo de parametros — e.g. o espaco paramétrico ndo precisa se restringir ao intervalo
unitdrio [0, 1], podendo assumir qualquer intervalo [a,b] (MORTENSON, 2006).

Outra propriedade das fungdes de mistura univariadas das B-Splines € a particdo da
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unidade, através da qual cada ponto da curva, relacionado a um ponto paramétrico, é representado
por uma combinacdo unitdria da influéncia dos pontos de controle. Isto é, Zf:o Biq(u) =1
para qualquer u (fp < u < f,). Para uma enumerag¢@o mais detalhada das propriedades destas
funcdes de mistura e das B-Splines, recomenda-se a leitura do material de Piegl e Tiller (1997).

Além das funcdes de mistura univariadas empregadas nas curvas de Bézier e B-Splines,
existem também outras variagdes que sdo utilizadas em curvas paramétricas com caracteris-
ticas semelhantes, mas que incluem outras propriedades especificas, como as Beta Splines,
Catmull-Rom Splines e P-Splines, para citar algumas. As fun¢gdes de mistura das Beta Splines é
definida sobre um vetor de nés uniforme e adiciona dois pardmetros extras: 1 e 3;, que repre-
sentam as propriedades de tendéncia e tensdo, respectivamente. Alterar o valor de B afeta os
vetores tangentes dos pontos de controle, ao passo que alterar o valor de 3, afeta a proximidade
da curva em relacdo ao poligono de controle (MORTENSON, 2006). As fungdes de mistura das
Catmull-Rom Splines, por sua vez, possuem a propriedade de interpolarem todos os seus pontos
de controle da curva paramétrica com suavidade (CATMULL; ROM, 1974). J4 as fun¢des de
mistura das P-Splines, ou Penalized B-Splines, provindas de estudos na drea de regressdo, trazem
a ideia do uso de uma funcao de penalidade que visa evitar o sobre-ajuste (overfitting) da curva
gerada sobre a nuvem de pontos (EILERS; MARX, 1996).

2.2.2 Definicao de Superficies de Bézier e B-Spline

Como consequéncia da representacdo de superficies por produto tensorial através da
composi¢cao de dois conjuntos de fun¢des de mistura univariadas, uma relacionada ao valor
paramétrico u e outra relacionada ao valor paramétrico v, os parametros de forma (I') sdao
duplicados. Isto €, cada conjunto de fun¢des de mistura apresenta seu préprio grau (d, € d,)
e ordem (k, e k,) de curvatura, assim como um vetor de nés préprio (T, e T,), quando este
¢ utilizado. As restricdes sobre estes elementos sdo as mesmas aplicadas sobre as fungdes de

mistura univariadas individualmente: d, < p,, d, < p,, k,=d,+1, k,=d,+ 1, |T,|=m,

onde m, =p,+k,+1,e |T,|=m, onde m, = p,+k,+ 1. Ademais, o i-ésimo elemento dos
vetores de nés 1, e f, € representado neste trabalho, respectivamente, como: 7, ;y € 1, (),
sendo que a restricao de nés em ordem nao decrescentes se aplica a ambos os vetores de nods:
ui1) 2 L (i) © Doit1) = Do)
Com base nas funcdes de mistura univariadas apresentadas, pode-se definir as superficies
paramétricas de Bézier e B-Spline como (PIEGL; TILLER, 1997):

Pv
Z Bj a4,(v)-P.)) (12)

1 M;a

Estas superficies paramétricas estdo em sua forma nao racional e por isso apresentam algumas
limitacOes de representacdo ao serem utilizadas individualmente (MORTENSON, 2006). Entre-
tanto, estas mesmas superficies podem ser representadas também através de polindmios racionais,

de forma semelhante a suas estruturas originais. As splines racionais podem ser entendidas como
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uma projecdo perspectiva de um produto tensorial 4D. De modo alternativo, pode-se considerar a
consequéncia direta desta proje¢do, que € a utilizagdo de um ponderador ou peso w; ; sobre cada
ponto de controle P; ; (PIEGL; TILLER, 1997, MORTENSON, 2006). Assim, uma superficie
B-Spline racional pode ser expressa como:

2o Yo (wij-Pij-Bi a,(u) Bj a,(v))

2o Yo (wij-Bi g, () Bj a,(v))

s(u,v) = (13)

As superficies racionais possuem a caracteristica de invariancia as transformacoes afins
e também as projecdes paralela e de perspectiva. Tanto as superficies de Bézier quanto as
superficies B-Splines com vetor de nds ndo periddicos aberto (clamped), sejam elas racionais ou
ndo, apresentam a caracteristica de interpolar em qualquer condi¢do os quatro pontos extremos
do poliedro de controle. A Figura 4 denota estes pontos como Py, Py, 0, Fo,p, € Pp, p,-

Destaca-se em particular o0 modelo de superficie B-Spline racional com utilizagcdo de
vetor de nés ndo-uniforme (Non-Uniform Rational B-Spline), abreviado como NURBS (PIEGL;
TILLER, 1997; MORTENSON, 2006). Sendo composta por um conjunto de tamanho adaptavel
de pontos de controle, pesos, conjunto de nds e um grau para cada conjunto de func¢des de mistura
univariadas, as NURBS sdo um dos modelos paramétricos mais versateis para representagao de
superficies. Entretanto, exatamente o mesmo fato de ser definida por uma quantidade consideravel
de parametros constitui uma de suas principais desvantagens, que é a complexidade em se definir
apropriadamente tais parametros de modo a representar uma superficie desejada (COSTA;
MONTEMURRO; PAILHES, 2018).

2.2.3 Insercao e Refinamento de Nos

As curvas e superficies paramétricas de B-Spline viabilizam a realiza¢do de operagdes
de adicdo de novos pontos de controle — e por consequéncia a mesma quantidade de elementos
no vetor de nés — mantendo a mesma geometria. Tal tipo de operacao possui seus beneficios,
entre eles, o aumento de flexibilidade no controle da geometria, util para aplicagdes de design
interativo (PIEGL; TILLER, 1997). A nomenclatura utilizada diferencia a operacao de adi¢ao
de um tunico ponto de controle como operacdo de insercao de nd, da operacdo de adi¢ao de
multiplos pontos de controle, a qual é denominada como refinamento de nos.

Devido as propriedades das curvas de Bézier e B-Splines, durante uma operacao de
inser¢do de nd € necessario apenas o ajuste da posi¢ao de, no maximo, d pontos de controle,
incluindo o novo elemento adicionado (PIEGL; TILLER, 1997). A Figura 6 ilustra um exem-
plo de inser¢do de n6 em uma curva B-Spline cubica, composta por oito pontos de controle
P={Py,...,P;}, destacando a curva resultante e o poligono de controle. A nova configuragdo
de pontos de controle é denotada por @ = {Qy,...,Qg} e apenas os pontos de controle P; e Py
foram alterados, além da inclusdo do novo ponto de controle Qy.

A adi¢cdo de multiplos n6s pode ser realizada através de inser¢do de nds consecutivas,

no entanto, esta estratégia costuma ser diferenciada da operacao de refinamento de nds porque
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Figura 6 — Exemplo de uma operagao de inser¢ao de no.

Fonte: Piegl e Tiller (1997)

existem métodos mais eficientes para esta finalidade. Mais detalhes este procedimento e os
algoritmos utilizados sdo apresentados por Piegl e Tiller (1997). No caso de operacdes de
insercdo ou refinamento de nés em superficies de Bézier e B-Spline, o procedimento € similar
ao caso de curvas, no entanto, se faz necesséria a adi¢do de uma ou multiplas linhas ou colunas
completas de pontos de controle, devido a sua estrutura matricial rigida (PIEGL; TILLER, 1997).
Assim, ambas as operagdes ndo fornecem um meio de realizar um refinamento local da superficie,

exigindo a adi¢ao de pontos de controle com propdsito meramente estrutural.

2.3 JUNCAO DE SUPERFICIES PARAMETRICAS

Nem todos os objetos podem ser representados adequadamente com uma unica superficie
paramétrica Bézier ou B-Spline. Determinadas superficies de género (ou genus) arbitrario s
podem ser representadas adequadamente através da juncdo de superficies (SEDERBERG et al.,
1998; BERTOLINO et al., 2021). Todavia, tal juncdo deve levar em consideragdo os aspectos de
continuidade nas bordas envolvidas, isto €, em relacdo a uma dire¢do relacionada com os valores
paramétricos (u e v) de cada retalho. Usualmente estas bordas sdo unidas de forma integral, isto
€, as bordas de contato coincidem — ou s@o for¢adas a coincidir — totalmente.

Considerando o caso da juncdo por uma borda integral, uma jun¢do simples, com con-
tinuidade CO, é obtida nas superficies ndo-racionais de Bézier ou B-Spline (com vetor de nés
aberto) fazendo coincidir os pontos de controle de uma linha ou coluna dos extremos da matriz
de controle, referente a borda que serd compartilhada. Com isso, obtém-se uma juncdo entre duas
superficies mas, sem garantia de suavidade. Para garantir alguma suavidade, deve-se buscar por
niveis de continuidade geométrica ou paramétrica maiores. De modo geral, uma continuidade
paramétrica C' é obtida através da igualdade entre as i-ésimas derivadas parciais das equagdes
paramétrica envolvidas. Estas derivadas parciais sao calculadas com base na dire¢ao do valor

paramétrico associado a juncdo entre as superficies (PIEGL; TILLER, 1997).
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Assim, para obter uma juncio com continuidade C', é necessério aplicar a derivacdo
parcial no sentido em que a ligacdo dos retalhos de superficies ird ocorrer. Deste modo, existem
duas possiveis equagdes que podem ser utilizadas dependendo da extremidade do retalho que serd
unida. As derivadas parciais costumam ser denotadas por: %s(u,v) = s (uy) = s,(u,v)
e %s(u,v) = sOD(u,v) = s,(u,v). Além das derivadas parciais em relacio a uma das
direcOes da superficie, Piegl e Tiller (1997) mostram ainda a derivada parcial dupla (relaci-
onada a tor¢do) aplicada a ambos os valores paramétricos u e v, que corresponde a variagao
combinada de u e v no retalho de superficie. Esta derivada pode ser utilizada para garantir
a continuidade diagonal dos cantos de retalhos de superficies unidos, sendo denotada por:
%s(u,v) = s () = sul(u,v).

A fim de diferenciar as ordens de derivacdo parcial nas duas dire¢des, indicadas por
simbolos sobrescritos envolvidos por parénteses, foram utilizados os simbolos k e t, onde
o primeiro representa a ordem da derivada parcial em relacdo ao parametro u e o segundo
representa a ordem da derivada parcial em relacdo ao pardmetro v. Assim, as derivadas parciais

de superficies paramétricas ndo racionais, podem ser escritas como (PIEGL; TILLER, 1997):

L py
sult,v) = Z Z( u)-8j.p,(v) - P (14)

sy(u,v) =

i M"s

Z (ﬁ p()-8j p-1(v)- P,-(,?’l)) (15)

sl = £ T (081,001 a6

P, j sek=1=0
(k-1,1) (k-1,1)
P. = P
(1, 1) (p—x+1) g o se k>0
onde: P = W (i+dy+1) — L (i+1) (17)
P.(K.?l_l) _ '(K'vl_l)
(g—1+1) iRAS o set >0
. Ly (i+d,+1) — by (i+1)

Considerando superficies B-Splines ndo racionais, com suas fun¢des de mistura, res-
tricdes, consideracdes e notagdes j4 mencionadas, suas derivadas parciais de primeira ordem
s, € sy, assim como sua derivada s,,,, podem ser escritas, respectivamente, da seguinte forma
(PIEGL; TILLER, 1997):

pu—1 py Pl _Pl
(u,v) =d, ZZ<,d_1 ‘B 4,(v)- (Fevr.j = Pij) ) (18)

i=0 j Ly (i+d,+1) — lu (i+1)

Pu Pv—1 (Pz i1 _Pi )
sy(u,v) =d, 2‘6 ZO (Bi,du(u)-Bj’dv_l(v)-t s 2] (19)
1=0 j=

v (j+dy+1) —h (j+1)
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~1py-

Suw(u,v) = dy d, Z Z i,dg-1(0) Bj g,-1(v)- C(i,j))

Pz+1, jH1—bB jr1— Py, j— B
(tu (idut1) — tu (i+1)) * (B (rdy+1) =B (1)

(20)
onde: Ci

Pode-se perceber que a derivada de uma superficie paramétrica € outra superficie paramé-
trica de menor grau relativo a orientacdo da deriva¢do. De modo similar, as derivadas parciais de
primeira ordem das superficies apresentadas também podem ser analisadas como infinitas curvas
paramétricas — fixando-se um dos parametros (e.g. u = 0), pode-se criar uma curva paramétrica
para cada valor vdlido do outro parimetro (e.g. v € [0,1]). A Equagao 21 expressa isto para
a derivada parcial de uma superficie B-Spline na dire¢do do parametro u onde, através da
organizagdo dos elementos, encontra-se a derivada parcial de uma curva paramétrica C;(u) para
cada indice de coluna () da matriz de pontos de controle. O mesmo processo pode ser aplicado

para a derivada parcial na orientacdo v.

Suluy) = ﬁ)(Bj,dv<v> (;ZO(B 0 P))) = % (a0 (F0m) ) en

Considerando o objetivo de continuidade na jungdo de superficies paramétricas, deve-se
analisar as derivadas parciais nas suas bordas, i.e. s,(0,v), s,(1,v), $,(u,0) e s,(u,1). Com a
designacdo de um valor fixo para o pardmetro relacionado a dire¢ao da derivada parcial, pode-se
perceber — especialmente pela combinacio da Equacao 14 e da Equacdo 17 — que hd influéncia
de apenas um subconjunto de duas linhas da matriz de pontos de controle, no caso da derivada
no sentido do parametro u; ou duas colunas da matriz de controle, no caso da derivada no sentido
do parametro v.

As quinas das superficies paramétricas sdo casos particulares da borda, sendo que em
superficies de Bézier e B-Spline com vetor de nds aberto, as derivadas parciais de primeira
ordem nestas posi¢des sao influenciadas por apenas dois pontos de controle (PIEGL; TILLER,

1997). As equagdes a seguir apresentam estes casos especiais:

d, d
54(0,0) = P (P1,0—Po,0) su(1,1) = (1_—2)) (P, po = Ppy-1, p)
d, dy
Su(0a1> = td 41 (P17PV_P07PV) Su<170) = (l—tw> (PPqu_PPu‘LO)
dy d,
SV(O,()) = ta 1 (PO,I_PO,0> Sv(171) = (1—ta)v) ( Pus Pv Dus Pv— ) (22)
d, d,
sv(1,0) = — (Pp, 1= Fp,,0) 5v(0,1) T 0-1) (Po.p, = Fo, py-1)
onde: w,=my;—d,—1 w,=m,—d,—1
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A derivada parcial para os demais pontos da borda da superficie depende de mais pontos
de controle da regido de vizinhanga. Isto ocorre devido ao comportamento das fun¢des de mistura
univariadas que estdo relacionadas com o parametro ndo fixado, no qual a propriedade da particdo
de unidade € fragmentada em mais de um valor. Isto €, as fun¢des de mistura ndo apresentam
um Unico valor unitdrio para um determinado indice, mas diversos valores decimais para um
grupo de indices e, a soma desses valores decimais constituem a unidade. Assim, a posi¢ao dos
pontos de controle pode ser calculada através da resolucao de um sistema de equacdes lineares
de modo a garantir as propriedades de continuidade C'. Os niveis de continuidade C?, e outros
mais rigorosos, exigem derivagdes parciais de maior ordem. Isto implica no fato de que mais
pontos de controle possuem alguma influéncia sobre a continuidade e que as expressdes geradas
se tornam mais complexas e extensas (PIEGL; TILLER, 1997).

2.3.1 O Problema da Compatibilidade de Torcao e os Retalhos de Superficie de Gregory

Apesar das féormulas de derivadas apresentadas, algumas dificuldades adicionais surgem
ao realizar a unido de multiplos retalhos de superficies paramétricas com continuidade. As
derivadas parciais — ao longo das linhas coordenadas de u ou de v — nas arestas de borda
envolvidas em uma unido sao utilizadas para o ajuste dos pontos de controle envolvidos na
jungd@o com continuidade. No entanto, ao tomar duas unides, por exemplo, uma em cada direcdo
base de uma das superficies — uma em u e outra em v — ocorre uma dependéncia entre duas
derivadas direcionais: a derivada parcial misturada %s(u,v) ou ﬁs(u,v). Considerando
uma unidio com continuidade C!, esta dependéncia delimita a posicdo de um ponto de controle
sob duas igualdades distintas, uma em relacdo a dire¢do do parametro u e outra em dire¢ao
ao parametro v. Esta dependéncia dupla, todavia, nem sempre pode ser coincidida para as
superficies envolvidas. Este problema é denominado de inconsisténcia de vértice ou problema da
compatibilidade de tor¢ao (CHIYOKURA; KIMURA, 1983; HETTINGA; KOSINKA, 2008).

Uma modificagdo sugerida por Gregory (1974) e posteriormente generalizada e adaptada
para retalhos de Bézier por Chiyokura e Kimura (1983) surgiu como uma alternativa para resolver
o problema de compatibilidade de tor¢do (HETTINGA; KOSINKA, 2008). O retalho de Gregory,
como ficou conhecido, ndo exige a correspondéncia entre as derivadas parciais misturadas nas
quinas das superficies que estdo sendo unidas, removendo a dependéncia entre as derivadas
direcionais (LOQP et al., 2009). Na proposta deste modelo de retalhos, uma superficie Bézier
bicubica (d, = d, = 3) € definida normalmente, com exce¢io dos pontos de controle Py 1, P 1,
Py e P 5, 08 quais sdo definidos como pares. Em cada um destes pares, um valor geométrico
estd vinculado ao parametro u e outro ao parametro v. Neste trabalho, denominaremos de forma
simplificada estes pontos como pontos de Gregory.

A Figura 7 ilustra um exemplo de um retalho bicubico de Gregory, na qual os pontos
de Gregory sdo destacados, assim como sua relagdo com um dos parametros, podendo ser
entendidos como pontos de controle direcionais. Estes pontos sdo utilizados juntamente de

fun¢des de mistura racionais para definir os pontos de controle de uma superficie Bézier na
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diagonal das quinas da superficie, isto é: Pp = {P; 1,Pi2,P>1,P>2}. Neste caso, os pontos de
controle em Pp sdo definidos pelas seguintes funcdes (HETTINGA; KOSINKA, 2008):

Figura 7 — Exemplo de um retalho quadrilatero de Gregory como uma superficie Bézier
bicubica.

Fonte: Adaptado de Hettinga e Kosinka (2008)

VP 1y + uPii, Py = (1=v)Poyu+ubPry,
u+v ’ u+(1—v)

(1—\/) Pl-,l-,u + (l—u) Pl,l,v
(I—u)+(1—v)

P=

(23
P vPioy + (1—u)Pioy )

Py =

Através desta forma de representag@o, os pontos de controle podem ser entendidos como
sendo moveis, apresentando uma posi¢do geométrica especifica — possivelmente diferente — para
cada ponto do dominio paramétrico (LOOP et al., 2009). Com a utilizacio desta representacao,
os pares que determinam os pontos de controle em Pp podem ser posicionados de tal modo
que uma continuidade C' seja obtida entre as superficies resultantes (HETTINGA; KOSINKA,
2008).

De modo semelhante, uma superficie de Bézier biquintica (d,, = d,, = 5) pode ser utilizada
com as mesmas estratégias a fim de possibilitar jungdes entre retalhos com uma continuidade
C? (HERMANN, 1996). A superficie proposta, no entanto, amplia a quantidade de pontos de
controle representados por pares. A Figura 8 ilustra um exemplo desta superficie destacando
os elementos da matriz de controle. Assim, para este tipo de retalho de superficie existem 16
pares de pontos de controle direcionais que sdo utilizados em conjunto de uma nova fungio de
mistura racional para definir os pontos de controle regulares da superficie de Bézier, i.e. P, j,
onde 1 <i,j <4. A Equacdo 24 apresenta esta nova funcio (HERMANN, 1996):
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Figura 8 — Exemplo de um retalho quadrilatero de Gregory sob a forma de uma superficie de
Bézier biquintica.

Fonte: Adaptado de Hermann (1996)

(

2 2
u”-Piju + v -Pjy ; i
e se (i € [1,2];7€1,2]),
1— 2P 2P
( u) l?]71/l2+ \’2' L],V se (l c [3,4];‘] c [1,2]),
(I—u)?+v
PRI =Y g+ (1—v2-r .
“Biju — V)" Pijy : .
1,2]; 3,4]),
i se (i€ [1,2):j € [3,4)
2J LR 1 2; 3,4
(U B Lo e ie 12 e 3.4)

2.3.2 Juncoes Integrais e Parciais

As juncgdes entre superficies paramétricas apresentadas ocorrerem de forma integral, isto
¢, as bordas envolvidas na unido coincidem totalmente. Além disso, os retalhos costumam ser
unidos com a utilizacao dos mesmos parametros de forma (I'). Caso estes valores ndo sejam
compatibilizados ou a juncao seja realizada apenas com parte do segmento de borda, é possivel
que surjam fendas entre as bordas de juncao. Visualmente, dependendo de sua intensidade,

tais defeitos podem nio ser muito significativos por se tratar de uma aproximagdo de um
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objeto. Todavia, este defeito gera uma alteracio topoldgica (criacdo de um furo) a qual pode ser
inapropriada para determinadas aplicacOes, como simulacdes ou impressao 3D.

Caso as quantidades de pontos de controle das bordas envolvidas na jun¢do ndao tenham
correspondéncia, pode-se utilizar operacdes de inser¢ao de nds ou refinamento de nés (PIEGL;
TILLER, 1997). No entanto, os modelos de superficies Bézier e B-Spline possuem uma estrutura
rigida e ndo permitem a adi¢do de um tnico ponto de controle, sendo necessdrio adicionar linhas
ou colunas inteiras por necessidade meramente estrutural. Por conta destes impasses, outros
modelos de superficies paramétricas foram sugeridos na literatura, almejando — dentre outros
objetivos — adaptacdes ou modelos que permitem um refinamento local mais eficiente (FORSEY;
BARTELS, 1988; SEDERBERG et al., 2003).

Dentre os novos modelos propostos na literatura, como as B-Splines Hierdrquicas (FOR-
SEY; BARTELS, 1988) e as B-Splines Hierdrquicas Truncadas (GIANNELLI; JUTTLER;
SPELEERS, 2012), as quais permitem a sobreposi¢ao de uma cobertura mais refinada sobre uma
superficie, destaca-se o modelo de T-Splines — Tensor Product B-Spline Surfaces with T-junctions
(SEDERBERG et al., 2003). As T-Splines possuem uma estrutura menos rigida de pontos de
controle, que viabiliza o mesmo poder de representacio de NURBS, mas pode ser mais compacta
do que este modelo, possibilitando as juncdes parciais, denominadas também como jungdes do
tipo T (SEDERBERG et al., 2003).

Se por um lado as T-Splines podem representar o mesmo que NURBS de forma mais
compacta, por outro, sua defini¢do global requer o seu recdlculo completo a cada alteragdo no
conjunto de pontos de controle, justamente pela flexibilizacdo da sua estrutura. Além disso, dife-
rente das demais propostas, as T-Splines foram patenteadas (nimero 7.274.364) em 2007, sendo
que tecnologias relacionadas ao seu uso foram inicialmente comercializadas pela T-Splines Inc.
Em 2011 porém, os direitos de comercializagdo foram adquiridos pela empresa Autodesk, a qual
comercializava esta tecnologia através da ferramenta Rhinoceros — que nasceu como um plug-in
para o software AutoCAD e posteriormente se tornou um software independente — e passou
a ser comercializada de forma integrada na ferramenta Autodesk Fusion 360 (AUTODESK,
2020). Como o vencimento desta patente deve ocorrer apenas em 2024 (SEDERBERG, 2003),

tal tecnologia possui limitacdes de uso e distribuicdo, as quais devem ser consideradas.

2.4 AJUSTE DE SUPERFICIES PARAMETRICAS

O ajuste de curvas e superficies paramétricas é um problema classico, com vasta literatura
em CAD, mas que também se estende a diversos outros dominios como computacido grafica,
CAM, modelagem geométrica, realidade virtual, visualizacdo de dados e compressdo de dados,
para citar alguns (HASEGAWA; TORMENA; PARPINELLI, 2014; COSTA; MONTEMURRO;
PAILHES, 2018; KRAGIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018). O objetivo no ajuste de superfi-
cies paramétricas € obter uma superficie que aproxima um conjunto de dados que representa

algum objeto ou forma, buscando minimizar o erro de representacdo e, a0 mesmo tempo, ser
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representada da forma mais compacta possivel (JAVIDRAD, 2012; COSTA; MONTEMURRO;
PAILHES, 2018).

Dada uma nuvem de pontos N = {N 1y ooy Nn}, composta por n pontos, que representam
as amostras de uma superficie de interesse — com possiveis erros — deseja-se encontrar uma
superficie paramétrica s(u, v) que passe proxima aos pontos de N, minimizando o erro quadratico
em relacdo a eles. Para cada ponto N; de N, denotados como pontos alvo, deve existir um valor
de pardmetro (u;,v;), denotado como pardmetro de localiza¢do, que gera a menor distdncia
entre o ponto N; e o ponto da superficie paramétrica s(u;,v;), sendo este dltimo rotulado como
foot point (JAVIDRAD, 2012; EBRAHIMI; LOGHMANI, 2017). J4 a distancia entre um
ponto alvo e seu respectivo foot point € denominada como distancia ou erro paramétrico. A
Figura 9 ilustra um exemplo de ajuste destacando os elementos mencionados, na qual os pontos
alvo sdo representados pelos quadrados N,_1, Ny € N,y1, os parametros de localizacdo sdo
denotados pelos pares (uy—1,Vx—1), (thy, Vx) € (Ux11,Vr+1), 08 foot points sdo representados pelos
circulos s(uy—1,vx—1), S(thx,vx) € S(Urt1,Vx11), € 08 erros paramétricos sdo denotados pelas

linhas tracejadas vermelhas e,_1, ey € x4 1.

Figura 9 — Representacdo dos principais elementos no processo de ajuste de superficies

paramétricas
[] N,
o
N s(uy, vx) D NX+ 1
x-1 / €x+1
|:l e S
\. S(ux+1, Vx+l)
’ S(ux-l, VX-])

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Considerando o erro residual de ajuste da superficie como a soma das distancias ou erros

paramétricos, o problema de ajuste pode ser formulado como:

n
min Zez :IFi? ZiHSF,r(“hVi)_MHZ (25)
9’ l:

A Equagdo 25 mostra que a minimizacdo ocorre através de dois conjuntos de varidveis: I' e 7.

O primeiro deles representa o conjunto de parametros de forma da superficie paramétrica — i.e.

seu grau, ordem, fun¢do de base, quantidade e posi¢do dos pontos de controle, entre outros — ao
passo que a segunda representa o conjunto de valores paramétricos associados aos pontos da
nuvem N, i.e. o conjunto de parametros de localizacgao.

De modo genérico, isto €, sem fixar algum valor para as varidveis da equagdo, o ajuste
de curvas e superficies € um problema de otimizag¢ao ndo linear de minimos quadrados, pois a

influéncia dos valores do vetor de nds (no caso de B-Splines), dos pesos associados a cada ponto
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de controle (no caso das superficies racionais) e dos valores de parametrizacdo, por exemplo, ndo
apresentam uma relagdo linear com o erro. Este tipo de problema costuma apresentar diversos
minimos locais, sendo um problema que dificilmente é resolvido de forma 6tima em tempo
aceitdvel (SHAO; ZHOU, 1996; MADSEN; NIELSEN; TINGLEFF, 2004).

Se por um lado otimizar todas as varidveis atreladas torna o problema dificil de ser
resolvido de forma 6tima, por outro lado, com a fixagdo de algumas das varidveis — uso de um
vetor de nds de composi¢do e tamanho constante e um determinado conjunto de valores para a
parametrizacdo, por exemplo — o problema de ajuste de superficies pode ser simplificado a um
problema de otimiza¢do linear de minimos quadrados. Considerando uma B-Spline ndo racional

paramétrica, pode-se expressar o problema de minimiza¢do como:

2
n Pu Dy
min Y (Z Y Bi g, (un) By, a,(vi) -Pi,j> — Ny (26)
h=1 i=0j=0

Como a tnica varidvel de otimizacao € o conjunto de pontos de controle (P), pode-se minimizar
tal equacdo fixando como zero o valor das derivadas parciais em relag@o a cada ponto de controle,

ie. 8(3'%2,0 =0, ..., a‘?,giv =0, a‘a,ffo =0, ..., 3 g}im =0, e através disto obter um sistema linear
com (p,+1)-(py+ 1) equagdes (SHAO; ZHOU, 1996).

Outra maneira de estabelecer a mesma minimizacdo pode ser feita através de uma

equacao matricial. Considerando Q como o vetor de pontos de controle da superficie paramétrica

proveniente do achatamento da matriz de controle, isto é:

T T
Q:[P0707 7P07pV7P1707 7P1,pv7 cet Ppu,()u 7Ppu,pv] :[Q07 cet Qq]
onde: ¢ = (pu+1)-(py+1)—1
e tomando E como o vetor de erros ou residuos do somatério, N como o vetor de pontos da nuvem

e B como uma matriz de elementos das fun¢des de mistura da superficie, pode-se reescrever a

expressao de erro da seguinte forma:

n

S=|Y e |=E"-E=(N-B-Q)"-(N-B-Q) (27)
i=1
E=lei, ..., e))"
N=|[Ny, ... ,Nn]T
Bo, 4,(u1)-Bo, 4,(v1) Bo, a,(u1) B1, a,(v1) ... Bp, da,(u1) Bp, a,(v1)
g |Boalu2) Bo.a(v2) Boa(u2) -Bra(v2) - Bp, a(u2) Bp, 4,2)
Bo, 4,(un) - Bo, a,(vn) Bo, d,(tn) - B1, a,(va) ... Bp, d,(tn) Bp, 4,(Vn)

Note que na matriz B cada linha possui os valores das funcdes de mistura com relagdo a um
respectivo parametro, sendo que cada linha é composta por um pardmetro de localizac¢do distinto

associado aos pontos da nuvem. Como o objetivo é a minimizacao de S e os pontos de controle
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sd0 a Unica varidvel de otimizagdo, pode-se fixar como zero o valor da derivada parcial com
relacdo a este vetor Q, obtendo a expressdo matricial (GOLUB, 1965; SHAO; ZHOU, 1996;
IGLESIAS et al., 2018):

s _
00

Em ambos os casos de desenvolvimento do problema de minimizagdo, obtém-se um

0 .. B'BO=B'N - Q=(B'B'B'N (28)

sistema linear. Caso n > p, pode-se obter um sistema linear determinado e utilizar algum método
de resolugdo de sistemas lineares — por exemplo, métodos newtonianos, decomposi¢ao LU
(Lower-Up) ou decomposicao em valores singulares (Singular Value Decomposition - SVD) —
para encontrar os valores posicionais 6timos para os pontos de controle de modo a minimizar o
erro de ajuste. Assim, a resolu¢do do sistema linear pode ser efetuada com uma complexidade de
tempo O(np?), onde p = |P| = |Q| (GOLUB; LOAN, 1996; EBRAHIMI; LOGHMANI, 2018).
Para mais detalhes sobre andlise de complexidade, o leitor pode consultar o livro de Cormen et
al. (2009). Existe ainda a possibilidade de ocorréncia de sistemas lineares mal-condicionados, o
que pode implicar em problemas de precisdo na computacdo de solu¢des (GOLUB, 1965).

Ao utilizar apenas os pontos de controle como varidveis de otimizag@o, garante-se apenas
uma solucao 6tima considerando os valores fixados para as demais varidveis, como o vetor de
nds e parametrizagdo. Isto ndo implica que a soluc@o encontrada seja um 6timo global para o
problema, uma vez que a escolha de valores diferentes para as demais componentes da superficie
podem conduzir a solu¢des ainda melhores. Apesar desta simplificacdo ndo garantir uma solu¢ao
6tima global, pode-se iterativamente adaptar as demais varidveis do problema e resolver um
sistema linear a cada iteracdo (SHAO; ZHOU, 1996; AGUILAR et al., 2018).

Embora o objetivo seja a minimizac¢ao da funcdo de erro apresentada, deve-se levar
em consideracio que, devido as caracteristicas usuais de imprecisdo das nuvens de pontos, a0
minimizar o erro a valores significativamente baixos, pode-se gerar superficies com oscilagdes
indesejadas, que interpolam os pontos da nuvem. A fim de evitar este tipo de resultado, pode-se
utilizar um termo de carenagem, suavizagdo ou regulariza¢do, denotado por Fyjring, para compor
a funcdo de erro como um elemento de compensacao. Essa fung¢do costuma ser usada com a
conjectura de que a superficie é continua, ponderando entre os aspectos de tangéncia e curva-
tura da superficie paramétrica (YANG; WANG; SUN, 2004; JAVIDRAD, 2012; EBRAHIMI,;
LOGHMANI, 2017). A Equagao 29 apresenta uma forma de quantificar o erro com este termo
de suavizagcdo (ZHENG et al., 2012; EBRAHIMI; LOGHMANI, 2017), expondo também uma

funcdo de exemplo para este termo, a qual foi utilizada por Ebrahimi e Loghmani (2018).

n n
min (Z ez> = IILIITH ( Hsl"(uiyvi) - NiH2 + Ffairing> (29)
i=1 ’ =1

i
Ffairing = //(Siu +2s§v +s121v> du dy

Outra forma de tentar evitar o problema da interpolacdo dos pontos da nuvem € a

utilizacdo de um valor predefinido de erro tolerdvel referente a alguma métrica de erro qualquer
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(GALVEZ; IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012). Assim, este limiar ndo precisa estar atrelado a func¢ao
de minimizag¢do, podendo ser comparado com a média de erros paramétricos ou 0 maior erro
paramétrico, por exemplo. Esta alternativa costuma ser utilizada em trabalhos que iterativamente
alteram a quantidade de pontos de controle (YANG; WANG; SUN, 2004; MAO et al., 2018;
SHANG et al., 2018).

Do ponto de vista de minimizacao da Equacgdo 25 ou da Equagdo 26, o ajuste de superfi-
cies costuma ser classificado em trés tipos (ZHENG et al., 2012; JAVIDRAD, 2012; EBRAHIMI,
LOGHMANI, 2017; EBRAHIMI; LOGHMANI, 2018): minimiza¢ao de distancia de pontos
(Point Distance Minimization - PDM), minimizacao de distincia tangencial (Tangent Distance
Minimization - TDM) e minimizag¢ao de distancia quadratica (Squared Distance Minimization -
SDM). A abordagem de PDM — utilizada principalmente nas dreas de computacdo graficae CAD
— € fundamentada na utilizacdo das distancias quadraticas entre os pontos /V; de uma nuvem de
pontos e 0s seus respectivos foot points s(u;, v;). Os métodos TDM — utilizados principalmente
pela comunidade de visdo computacional — s@o similares, mas se baseiam no uso das distancias
quadrdticas entre os pontos N; e as linhas tangentes sob os respectivos foot point s(u;, v;). Por
fim, os métodos SDM sao baseados na curvatura, sendo utilizada uma aproximacao quadratica

das distancias quadraticas entre os pontos N; e uma superficie de ajuste.

2.4.1 Meétricas de Erro

Com o intuito de avaliar o resultado de um ajuste de superficie, uma ou mais métricas
podem ser utilizadas para quantificar algum critério da representacdo da geometria resultante.
Em problemas de aspecto continuo, o indice integral do erro quadratico (Integral Square Error —
ISE) € utilizado como um meio de quantificar o erro de ajuste. No contexto discreto, tal indice
costuma ser representado como o somatoério das distancias quadréticas entre as amostras N; de
uma nuvem de pontos N, composta por n elementos, € os seus pontos associados no modelo
paramétrico ajustado s(u;,v;), sendo o par (u;,v;) o parAmetro da superficie relacionado a i-ésima
amostra da nuvem (AFSHAR; SORYANI; RAHMANI, 2011):

ISE(N,s) =Y (INi — s(ui, vi 1 (30)
=1

~.

Uma caracteristica do indice ISE, neste contexto discreto, € que o tamanho da nuvem de
pontos, isto é, a quantidade de pontos que a constitui, influencia diretamente em seu valor. Caso
isto ndo seja desejavel, existem as alternativas do indice de erro quadratico médio (Mean-Square
Error — MSE) e o indice de raiz quadrada do erro quadratico médio (Root-Mean-Square Error —
RMSE), as quais ponderam a quantidade de pontos na nuvem analisada (GALVEZ; IGLESIAS,
2013; DUNG; TJIAHIOWIDODO, 2017). Estas métricas sdo calculadas como:

ISE(N,s)

MSE(N,s) = "

RMSE(N, s) = \/MSE(N, 5) (31)

Além dos erros integrais ou médios, outro indice de mensuragdo utilizado € o erro maximo

(Maximum Error — ME), o qual destaca o maior erro paramétrico entre o resultado e a nuvem de
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pontos (DUNG; TJAHJIOWIDODO, 2017).
ME(N,s) = max |[|N; —s(u;,v;)|| (32)
ieln

Ressalta-se que os quatro indices apresentados: ISE, MSE, RMSE e ME, nao sio di-
retamente comparaveis entre si devido a diferente natureza de suas grandezas. Além disso, a
comparagdo através de um mesmo indice relacionado a diferentes nuvens, também nado pode ser
realizada, pois tais indices sdo dependentes de escala. Estas métricas também desconsideram a
influéncia da simplicidade de representacdo, na qual a quantidade de pontos de controle utiliza-
dos ndo possui influéncia nestas métricas. Deste modo, melhores métricas de erro podem ser
alcancadas a custa de uma maior quantidade de variaveis.

Com o intuito de ponderar a quantidade de varidveis envolvidas, as métricas Akaike
Information Criterion (AIC) e Bayesian Information Criterion (BIC) também sao utilizadas na
literatura no contexto de ajuste de curvas e superficies paramétricas. Ambos sdo critérios tedricos
utilizados na busca por um melhor modelo de aproximacgao para dados verdadeiros, ponderando
entre fidelidade e simplicidade. No ajuste de curvas e superficies, estas métricas sdo formalizadas
como (YOSHIMOTO; MORIYAMA; HARADA, 1999; GALVEZ; IGLESIAS, 2013):

AIC =n log, (E) + 2K BIC =n log, (E) +«x log, (n) (33)

onde n representa o nimero de amostras da nuvem de pontos, E representa o erro de ajuste e K
representa a quantidade de pardmetros de otimizagdo utilizada.

Outra forma comum de avaliagc@o de qualidade dos resultados obtidos, porém subjetiva, é
a comparacao visual. Através deste tipo de inspecdo pode-se detectar problemas como sobre-
posic¢do de superficie, problemas de topologia e detectar mais facilmente quais caracteristicas
da superficie nao foram corretamente ajustadas, especialmente se existe um modelo real a ser
comparado (BERGER et al., 2013). Mapas de calor também sao utilizados como um meio de
observar visualmente a distribui¢io dos erros locais de ajuste (KRAGIC; CURKOVIC; VUCINA,
2018; CURKOVIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018). Esta técnica de visualizacdo de dados pode
simplificar a identificacdo dos principais problemas na superficie ajustada.

Além das métricas tradicionais para a avaliacdo do ajuste, existem também outras técnicas
que ainda ndo sdo amplamente utilizadas na literatura. Cignoni, Rocchini e Scopigno (1998), por
exemplo, apresentam um método (Metro) para calcular a diferenca entre malhas triangulares,
através de uma abordagem de Monte Carlo. O Metro gera amostras proporcionais as areas da
malha triangular da superficie e calcula as menores distincias destas amostras até o objeto de
referéncia. Assim, pode ser utilizado para estimar o erro no ajuste de superficies paramétricas,
desde que exista um modelo virtual de referéncia do objeto digitalizado e nao apenas sua
nuvem de pontos. De modo semelhante, mas voltado a superficies suaves, Berger et al. (2013)
apresentam um método com a mesma estratégia para comparar superficies paramétricas com
superficies implicitas. A partir do mapeamento das menores distancias sao calculadas quatro
medidas: a distincia de Hausdorff, a distincia média, e seus andlogos em relacdo a diferenca

entre as normais dos pontos mapeados.
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2.4.2 Caracteristicas das Nuvens de Pontos

No ajuste de curvas ou superficies ¢ fundamental considerar quais tipos de informacao
estdo disponiveis na nuvem de pontos. No minimo, as amostras devem possuir os dados geomé-
tricos, mas outros dados também podem acompanhar estes valores. Por exemplo, cada ponto
pode vir acompanhado de um vetor normal, que pode ser util na inferéncia de curvatura, ou um
valor referente a cor do ponto, que pode ser util para o processo de registro e geracdo de textura.
Informacdes do dispositivo de digitalizacao utilizado também podem acompanhar uma nuvem
de pontos, através das quais se pode estimar e prever possiveis problemas caracteristicos no
processo de captura (FREDERIC; JOACHIM, 2004; BERGER et al., 2017).

Outra informacao relevante, que € inclusive utilizada como um parametro de classificacao,
€ a sequéncia ou vizinhanca dos pontos. Uma nuvem de pontos € dita organizada se existe
alguma informacao de vizinhanga entre os pontos e é denominada como nao organizada caso
ndo apresente relagdo alguma de ordem ou organizagdo. As nuvens organizadas podem ser
distinguidas ainda em duas categorias de acordo com a forma em que os dados estao dispostos.
Eles podem estar organizados em linhas e colunas, na forma de uma matriz, ou eles podem estar
semidispersos (quasi-scattered), existindo apenas o dado da ordem na leitura dos pontos que
pode ser utilizado para agrupa-los em linhas. Nuvens de pontos semidispersas costumam ser
produzidas por dispositivos de digitalizacdo que fazem a coleta de amostras em linhas de leitura,
isto &, por se¢des transversais (JAVIDRAD, 2012). Este tipo de nuvem de pontos € comum
em problemas envolvendo ramos da medicina e engenharia biomédica (GALVEZ; IGLESIAS;
PUIG-PEY, 2012). Devido a sua estrutura, nuvens organizadas podem ser mais facilmente
ajustadas por superficies, uma vez que ja existe alguma informacao intrinseca de vizinhanga
(RUSU; COUSINS, 2011; JAVIDRAD, 2012; MAO et al., 2018). A Figura 10 ilustra este tipo
de classificacdo entre as nuvens de pontos, na qual as linhas tracejadas indicam a relacdo de um
dado de vizinhancga entre duas amostras.

Figura 10 — Classificacdo de nuvens de pontos de acordo com a distribui¢do das amostras

(a) Amostras matriciais (b) Amostras semidispersas (c) Amostras dispersas
Fonte: Adaptado de Mao et al. (2018)

Existem caracteristicas e problemas que sdo comuns aos processos de digitalizacdo e
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geracdo de nuvem de pontos, em maior ou menor propor¢do, sendo possivel antecipar que dados

errados implicam na geracao de resultados errados. Entender os principais problemas das nuvens

de pontos € importante para que filtros e algoritmos de ajuste possam combater as imperfei¢des

previstas, minimizando os erros no resultado final (BERGER et al., 2017). As imperfei¢des

mais comuns nas nuvens de pontos adquiridas, quanto ao aspecto geométrico e decorrentes dos

problemas préticos na sua coleta, sdo representadas em 2D na Figura 11, e s3o as seguintes
(VARADY; MARTIN; COX, 1997; BERGER et al., 2017):

Figura 11 — Caracteristicas usuais nas nuvens de pontos — representacao 2D

SN IS

a)

b)

d)

(a) Superficie original (b) Amostragem nao uniforme (c) Dados com ruido
.C .
(d) Qutliers (e) Dados desalinhados (f) Auséncia de dados

Fonte: Adaptado de Berger et al. (2017)

Amostragem nao uniforme: caracterizada pela existéncia de ma distribui¢do dos
pontos na nuvem — regides muito densas e regides com poucas amostras. A densidade
da amostragem € importante para uma boa reconstrucao das geometrias locais de uma
superficie, formando uma vizinhanga de pontos bem definida. Pode ser tratado através
da reducdo de amostragem onde ha muitos pontos e do aumento de amostragem onde
existem poucos pontos (ALEXA et al., 2003);

Ruido: caracterizado por pontos que nao representam fielmente as superficies do
objeto real, mas estdo muito proximos. Pode ocorrer tanto em relagdo ao aspecto
posicional, quanto ao vetor normal dos pontos da nuvem (KAZHDAN; BOLITHO;
HOPPE, 2006). Costuma-se tratar este problema através de filtros, ajustes por aproxi-
magcao ou através de técnicas de suavizacdo da superficie resultante;

Outliers: problema caracterizado por pontos que ndo representam e estdo longe das
superficies do objeto real. Geralmente possuem densidade menor em relagdo as
amostras regulares. Este tipo de amostragem costuma ser descartado com a utilizacao
de técnicas que fazem uso da relacdo entre funcdes de distancia e probabilidade
de medidas antes do ajuste de superficies (CIGNONI et al., 2008; BOISSONNAT;
CHAZAL; YVINEC, 2017). Técnicas de ajuste por aproximac¢do ajudam a amenizar
os reflexos deste tipo de problema na superficie gerada;

Dados desalinhados: problema caracterizado por pontos deslocados sobre as superfi-
cies do objeto real. Ocorre principalmente por imperfei¢cdes no processo de registro
mas, também podem ocorrer devido a erros de calibragdo no caso de digitalizagao de
objetos reais (ZHANG; XU, 2018);
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e) Auséncia de dados: caracterizada pela inexisténcia de amostras em determinadas
regides, criando uma lacuna entre uma sequéncia de pontos. Pode-se tentar inferir
pontos ficticios adicionais para essas regides, interpolando entre os dados geometri-
camente mais proximos, mas este € um dos problemas mais complicados a se tratar,
exatamente pela caracteristica de auséncia de informagdo (BERGER et al., 2014;
ZOLLHOFER et al., 2018).

A classe de algoritmos aproximadores costuma apresentar maior tolerancia a dados
ruidosos, podendo gerar resultados satisfatérios mesmo na presenga deste problema (BERGER
et al., 2017; BOISSONNAT; CHAZAL; YVINEC, 2017). Este tipo de métodos apresenta
também um maior grau de flexibilidade de reconstru¢do, produzindo eventualmente resultados
satisfatérios, mesmo com a existéncia de outros problemas (até certo nivel) como eventual falta
de uniformidade e incompletude (BERGER et al., 2013).

2.4.3 Benchmarks no Ajuste de Superficies

Por vezes, algoritmos e métodos computacionais podem ter sua eficiéncia garantida e
comprovada matematicamente. No caso de problemas de reconstrucio de curvas e superficies,
entretanto, isso geralmente nao € possivel devido aos problemas e as caracteristicas do processo.
Para estes casos e em situacdes similares, a avaliagdo de qualidade dos resultados de um
algoritmo € usualmente verificada através de estudos empiricos com benchmarks e métricas
bem definidas e utilizadas na literatura. Deste modo € possivel testar a eficiéncia e eficidcia dos
algoritmos, tentando entender melhor o desempenho relativo, suas vantagens e desvantagens
(ZHENG et al., 2012). Apesar de ndo atestarem a eficiéncia geral do algoritmo testado, através da
realizacdo de experimentos € possivel verificar o comportamento e caracteristicas do algoritmo
para determinados casos e contextos.

Os benchmarks de ajuste de superficies podem ser classificados através da natureza da
nuvem de pontos utilizada, a qual pode ser real ou sintética. As nuvens de pontos reais sao
capturadas através de algum dispositivo ou procedimento de digitalizagdao. Com a vasta e diversa
demanda por digitalizacao 3D, existem repositdrios publicos que oferecem diferentes tipos de
dados, como por exemplo o repositério de escaneamento 3D de Stanford!, que disponibiliza
modelos densos e de complexidade diversificada e o arquivo digital de Michelangelo?> (LEVOY
et al., 2000), um repositério com digitalizacdes de alta resolucao das obras de Michelangelo.
Com a maior disponibilidade e acessibilidade de dispositivos de digitalizacdo RGB-D, os quais
capturam imagens com informag¢do de profundidade de cada pixel, repositorios compostos por
este tipo de digitalizagdao também j4 estdo disponiveis. Para citar alguns exemplos, um repositério

¢ indicado por Choi et al. (2016)? (mais de 10.000 digitalizacdes de objetos do cotidiano) e

The Stanford 3D Scanning Repository homepage: <http://graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep/>
The Digital Michelangelo Project Archive homepage: <http://graphics.stanford.edu/data/dmich-public/>

3 A Large Dataset of Object Scans homepage: <http://redwood-data.org/3dscan/index.html>
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outro por Lai et al. (2011)* (300 objetos digitalizados em ambiente controlado) e o repositério
BigBIRD?” indicado por (SINGH et al., 2014) (125 objetos com fotos de alta resolucio, nuvens
de pontos RGB-D individuais e registradas, malhas de reconstrucdo e mais).

Apesar da criacdo de nuvens de pontos reais estar mais acessivel atualmente, para fins de
estudo comparativo € importante a utilizacdo de modelos bem conhecidos da area. Neste sentido,
existem repositdrios que fornecem conjuntos de nuvens de pontos que podem ser utilizados para
propdsitos de avaliacdo de reconstrucdo. Entretanto, tais repositérios ndo costumam oferecem
os modelos exatos (verdadeiros) dos objetos digitalizados, pois tratam-se de objetos do mundo
real e a mensuracao de suas superficies pode ser complicada e passivel de erros de medicao,
dificultando ou afetando a avaliacdo da qualidade de digitalizacao.

Devido aos problemas e dificuldades advindos do escaneamento de objetos reais, a
utilizacdo de superficies e nuvem de pontos sintéticas € comum na realizagdo de experimentos
na drea de ajuste (LEE, 2002; GALVEZ; IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012; BERGER et al., 2013).
Deste modo, € possivel definir um objeto virtual, com todas as suas medidas conhecidas e avaliar
o resultado de ajuste com precisdo. Nestes casos, a nuvem de pontos € obtida através da superficie
original, a qual usualmente € representada por meio de equacdes implicitas e paramétricas, ou
através de uma malha triangular.

Nuvens de pontos geradas por equacdes podem amostrar superficies suaves de maneira
precisa, podendo representar diversos aspectos geométricos. Nuvens geradas desta forma podem
ser relativamente simples (LEE, 2002; MAO et al., 2018), mas também podem representar formas
mais rebuscadas (GALVEZ; IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012; MAO et al., 2018). Estas nuvens de
pontos costumam representar um Unico objeto, relativamente pequeno € com pouca variacdo de
detalhes geométricos. Em contrapartida, nuvens de pontos geradas a partir dos vértices de malhas
triangulares podem representar praticamente qualquer tipo de objeto de maneira mais simples do
que equacgdes. A discretizacdo de objetos em uma malha de tridngulos, todavia, possui limitacdes
na representacdo de aspectos suaves. Diversos trabalhos (KINERI et al., 2012; WANG; ZHENG,
2013; ZHANG et al., 2016; BERTOLINO et al., 2021) utilizam este tipo de nuvem de pontos.

Existem também estudos dirigidos a geracao de nuvens sintéticas, através de amostragem
ou simulagdo do processo de captura. Kazhdan (2005), Manson, Petrova e Schaefer (2008) e
Siibmuth, Meyer e Greiner (2010), por exemplo, utilizam modelos com malha triangular como
referéncia e geram nuvens de pontos sintéticas através da aplicacdo de amostragem aleatdria
de pontos sobre as superficies dos tridngulos. Buscando por uma semelhanca mais proxima a

digitalizacao real, uma superficie sintética é submetida a um processo de digitalizacao virtual,

gerando uma nuvem sintética que pode conter inclusive os problemas tipicos de digitalizacao.

Hoppe et al. (1992) e Haar et al. (2005) produzem nuvens de pontos sintéticas a partir de malhas

triangulares utilizando algoritmos de ray tracing ou z-buffering sobre a malha, simulando o

processo de digitalizagdo com dispositivos baseados em visdo, laser ou tecnologias similares.

4 RGB-D Object Dataset homepage: <http://rgbd-dataset.cs.washington.edu/index.html>
> Big Berkeley Instance Recognition Dataset homepage: <http://rll.eecs.berkeley.edu/bigbird/>
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Essa abordagem produz dados mais realisticos, podendo ser utilizada para testar e avaliar a
qualidade de algoritmos de reconstrucao e de registro.

Se por um lado nuvens de pontos obtidas por um processo de digitalizacdo real sdo
interessantes para avaliar o comportamento e as capacidades de um algoritmo, por outro lado, a
utilizacdo de nuvens sintéticas permite a realiza¢do de avaliacio de qualidade da reconstrucdo de
forma mais simples e precisa. Ambos os tipos de dados sdo utilizados na literatura, sendo que os

dados sintéticos costumam ser mais utilizados nas comparagdes entre métodos.

2.4.4 Consideracoes sobre Parametrizacao

A parametrizacio € o processo em que se mapeia uma nuvem de pontos — no espago
geométrico — a um conjunto de valores escalares — no espaco de pardmetros — por meio de um
conjunto de fungdes. Estes valores escalares, ou valores paramétricos, definem a organizacao
das amostras da nuvem de pontos e podem ser entendidos como o tempo que se leva para o
deslocamento da origem da curva ou superficie até o ponto determinado. Nesta abordagem,
considerando o ajuste de superficie paramétrica, cada ponto N; de uma nuvem de pontos N é
associado a um par de valores paramétricos (u;, v;) no vetor de pardmetros de localizag¢do T
(GALVEZ; IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012; KRAGIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018). Assim, o
problema de parametrizacao estd relacionado aos dados de organiza¢cdo da nuvem, sendo que
no caso de nuvens ndo organizadas, deve-se determinar pelo menos uma relacio de vizinhanca
entre as amostras.

Nos casos de nuvens de pontos organizadas ou quando € possivel calcular uma organi-
zagdo, trés métodos primdrios de parametrizagdo costumam ser mencionados e utilizados na
literatura: uniforme, comprimento de corda e centripeto. O método uniforme € o mais simples
entre os trés, atribuindo valores igualmente espagados ao vetor de parametros de localizacao
7. Esta estratégia costuma nao produzir resultados bons, uma vez que as nuvens de pontos
costumam apresentar dados com espagamento variado. J4 os métodos de comprimento de corda
e centripeto utilizam a distancia entre os pontos da nuvem como referéncia para o espagamento
dado aos valores de 7, sendo que ambos apresentam resultados similares (PIEGL; TILLER,
1997; HASEGAWA; TORMENA; PARPINELLI, 2014; DUNG; TJAHIOWIDODO, 2017). A
Equacdo 34, proposta por Lee (1989), generaliza estes métodos de parametrizacao para o caso
de curvas paramétricas atribuindo valores normalizados no intervalo [0, 1] ao vetor 7, sendo que
n representa o nimero de pontos da nuvem e N; representa o i-€simo ponto da nuvem:

u1:0

N6
[Ni =N | ke (34)

i INj=Njalls T

Uy = Up_1+

Através da Equacdo 34, pode-se obter o modelo uniforme utilizando & = 0, o modelo de
comprimento de corda utilizando £ = 1 ou 0 modelo centripeto utilizando & = 0,5. Esta mesma
equacdo pode ser estendida para o caso de superficies paramétricas, aplicando-a isoladamente

para os valores de u e v no vetor de parametrizacdo 7.

57



55

O uso isolado dos métodos primarios de parametrizacdo, entretanto, ndo costuma ser
apropriado para nuvens de pontos com caracteristicas complexas (BARHAK; FISCHER, 2001).
Nesse sentido, existem trabalhos que propdem o uso de abordagens iterativas, nas quais inicia-se o
vetor T com uma estimativa de parametros e tenta-se reduzir o erro de aproximacao (Equagao 25)
a cada iteracdo do algoritmo. Este tipo de operacdo € denotado como reparametrizacdo, ja que a
associacdo dos valores paramétricos com as amostras da nuvem de pontos € alterada. Note que
a reparametrizacdo em si nfo altera a geometria da curva ou superficie, sendo necessario um
novo ajuste por minimizagao, por exemplo, para efetivamente alterar a geometria (HASEGAWA;
TORMENA; PARPINELLLI, 2014; EBRAHIMI; LOGHMANI, 2017; EBRAHIMI; LOGHMANI,
2018; UEDA et al., 2020).

As abordagens iterativas que empregam reparametrizacdo costumam utilizar estratégias
baseadas em gradiente, heuristicas ou meta-heuristicas. Os métodos baseados em gradientes
podem apresentar uma rapida convergéncia, mas requerem uma estimativa inicial para o conjunto
de parametros 7 e, dependendo do valor utilizado, podem apresentar problemas na convergéncia,

ficando presos em 6timos locais. Por outro lado, heuristicas e meta-heuristicas costumam

explorar mais o espaco de busca, tendo maior probabilidade de convergéncia a minimos globais.

Todavia, estes métodos, especialmente as meta-heuristicas, costumam requerer maior nimero de
iteragdes e tempo de execugdo, sendo computacionalmente mais custosos (RODRIGUEZ, 2017;
COSTA; MONTEMURRO; PAILHES, 2018; DUNG; TJAHJOWIDODO, 2017; CURKOVIC;
CURKOVIC; VUCINA, 2018).

Quando a nuvem de pontos nio € organizada e ndo € possivel distribuir seus elementos
de forma matricial, € necessario determinar pelo menos uma relagdao de vizinhancga entre as
amostras da nuvem. Isto pode ser feito através de um procedimento de triangulagao das amostras,
gerando uma ou mais malhas triangulares. Nao faz parte do escopo deste trabalho estudar as
formas de triangula¢do de uma nuvem de pontos mas, destacam-se dois algoritmos tradicionais
da literatura: o algoritmo de alpha shapes (ou o-shapes), um dos primeiros métodos utilizados
na 4rea de reconstru¢do de superficies (EDELSBRUNNER; KIRKPATRICK; SEIDEL, 1983), e
o algoritmo de pivotamento de bola — Ball-Pivoting Algorithm — que é conceitualmente simples
e eficiente (BERNARDINI et al., 1999).

As técnicas de parametrizacao de superficies com base em uma malha triangular tém
suas raizes na drea de computagdo gréfica, especialmente nas aplicacdes de mapeamento de
textura sobre um modelo 3D (REMACLE et al., 2010). Tendo uma malha triangular, na qual os
vértices sdo os pontos da nuvem N, o processo de parametriza¢do pode ser realizado como um
mapeamento um-para-um, no qual valores paramétricos dnicos sdo atribuidos a cada ponto de
N. No caso de superficies, o mapeamento deve ocorrer sobre R2 pois, cada elemento (u;, v;) do
conjunto de parametros € constituido por uma tupla de dois elementos, e deve-se ainda manter
um aspecto quadrilateral devido as propriedades das fungdes de base das superficies paramétricas
(FLOATER; HORMANN, 2005; REMACLE et al., 2010). Isto €, no caso da parametriza¢ao

de superficies € necessario definir os pontos de borda, sendo que esta escolha pode influenciar
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significativamente no processo (KRAGIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018). A Figura 12 mostra
um exemplo do mapeamento de uma nuvem de pontos triangulada em um plano que representa o
espaco paramétrico unitario. Foram sinalizadas sete referéncias — os pontos a, b, ¢ e d, as bordas
de angulo agudo SE| e SE;, e a cuspide SP — para facilitar a correspondéncia entre a nuvem de

pontos e 0s pontos no espago de pardmetros.

Figura 12 — Exemplo de parametriza¢cdo de superficie com mapeamento um-para-um

Fonte: Kragic, Curkovié e Vutina (2018)

O procedimento de mapeamento pode ser unico e direto, projetando os pontos em
um vetor ou plano paramétrico, ou pode ser realizado de maneira indireta, sendo realizado
inicialmente um mapeamento para um espago k-dimensional com uma topologia qualquer
— como esferas ou hiper-cubos — e posteriormente efetuando um novo mapeamento para as
varidveis paramétricas da superficie (KRAGIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018). Indiferentemente
desta escolha, durante a associatividade da malha geométrica com o espago de parametros, as
técnicas de parametrizacdo de superficies por mapeamento quase sempre geram distor¢coes nos
angulos e nas dreas dos tridngulos. Isso ocorre porque mapeamentos isométricos — i.e. que
preservam as distancias entre os pontos — s6 ocorrem em casos especificos, quando € possivel
preservar tanto os angulos como as dreas triangulares envolvidas. Por consequéncia, a topologia
da curva ou superficie reconstruida pode ndo ser preservada durante o processo de parametrizagao
(BARHAK; FISCHER, 2001; DESBRUN; MEYER; ALLIEZ, 2003; FLOATER; HORMANN,
2005; LAIL; HU; POTTMANN, 2006).

Como um mapeamento isométrico pode ndo ser viavel, os algoritmos de parametrizacio
de superficies buscam entdo objetivos intermediarios. Uma projecao conforme (conformal map)
procura preservar os angulos originais — i.e. minimizar a sua distor¢do — a custa das areas
dos triangulos. J4 uma projecdo equiareal, também denominada de homalogréfica ou authalic,
procura preservar as areas originais dos tridngulos a custa de seus angulos. Outros métodos
podem optar ainda por um balanceamento entre estes dois aspectos (DESBRUN; MEYER;
ALLIEZ, 2003; FLOATER; HORMANN, 2005).
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Outros algoritmos de parametrizacao utilizam abordagens envolvendo a minimizagao de
energia. Nestes métodos, uma borda deve ser fornecida de alguma forma — seja manualmente
escolhida ou através de algum algoritmo — e a solucdo € calculada com base na resolugao de
sistemas de equacdes lineares (DESBRUN; MEYER; ALLIEZ, 2003; KRAGIC; CURKOVIC;
VUCINA, 2018). O método spring-mesh mapping, por exemplo, transforma a malha da nuvem
de pontos em uma malha de molas e gera uma solucao de parametrizacao através da tentativa de
alcancar as posicdes de equilibrio para cada ponto, minimizando a energia do sistema (KRAGIC;
CURKOVIC; VUCINA, 2018). O método de coordenadas de valor médio, ou Mean Value
Coordinates (FLOATER, 2003; FLOATER; Ké6S; REIMERS, 2005) otimiza cada vértice interno
do espago de parametros como uma combinacio convexa dos seus vértices vizinhos utilizando o
teorema de valor médio ou teorema de Lagrange. Existem também as abordagens de mapeamento
harmdnico que sdo baseadas na minimizacao da energia de Dirichlet, minimizando a deformagao
da malha (REMACLE et al., 2010; KRAGIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018). Os principais
métodos de mapeamento utilizados como parametriza¢do, no entanto, apresentam a significativa
limitacao de que s6 podem ser aplicados para superficies que podem ser decompostas em retalhos
sem dobras — isto é, uma planificacdo sem sobreposi¢ao. Para os casos nos quais isto nao é

possivel, a utilizacdo de multiplos retalhos pode ser uma solu¢do (BERTOLINO et al., 2021).

2.4.5 Consideracoes sobre Ajuste

O problema de ajuste de superficies paramétricas € um dificil problema de otimiza¢do nao
linear, continuo, multivaridvel e multimodal. E dito ser continuo por apresentar a caracteristica
de que uma alteracao nos valores de parametros ou na posi¢ao dos pontos de controle afeta de
maneira proporcional o resultado obtido, ndo havendo um salto descontinuo nestes casos. E dito
ser multivaridvel pois usualmente envolve um nimero considerdvel de varidveis desconhecidas.
Por fim, € dito multimodal devido a caracteristica da funcao objetivo — a minimizag¢ao do erro
entre a superficie gerada e os pontos da nuvem — que pode apresentar multiplas solucdes locais e
globais (GALVEZ; IGLESIAS, 2013)

De forma geral, as caracteristicas visadas durante o processo de reconstru¢do de superficie
costumam ser: maior velocidade, baixo consumo de memoria, uso de aproximagdo do modelo
paramétrico a partir dos dados ao invés de interpolagdes, representagao fiel de caracteristicas
como detalhes pontiagudos ou suavidade, e robustez contra as possiveis imperfei¢cdes durante a
aquisi¢do da nuvem, como oclusdo e baixa amostragem (OHTAKE et al., 2003).

Os métodos de reconstrucao de superficies encontrados na literatura podem ser subdividi-
dos em duas macro abordagens de resolu¢do. Em uma, a nuvem de pontos € ajustada por uma
ou multiplas superficies paramétricas, ao passo que na outra, multiplas curvas paramétricas sao
ajustadas e posteriormente combinadas a fim de gerar a superficie resultante. Esta ultima macro
abordagem € denominada de Surface Skinning e € utilizada em nuvens de pontos organizadas em
matriz ou semidispersas e que representam objetos com uma topologia que possa ser representada
desta forma (LI et al., 2015; MAO et al., 2018).
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Independentemente da macro abordagem adotada, existem técnicas de ajuste que reque-
rem a parametrizacao das amostras da nuvem de pontos e outras que a omitem. As técnicas sem
parametrizacdo utilizam a estratégia de mover iterativamente uma curva ou superficie em dire¢ao
aos pontos da nuvem, a partir de uma aproximacao inicial, a qual é fornecida pelo usuério ou
computada através de algum método (POTTMANN; LEOPOLDSEDER; HOFER, 2002; YANG;
WANG:; SUN, 2004). A movimentacao iterativa do modelo geométrico ocorre através de um
procedimento de otimizagdo baseado na minimizacao da Equacgdo 25, adaptando a localizagao
e quantidade de pontos de controle. A velocidade de convergéncia deste tipo de método esta
relacionada ao niimero e a posicao inicial definida para os pontos de controle, sendo necessério
que a forma inicial seja semelhante a forma objetivo (POTTMANN et al., 2005; JAVIDRAD,
2012; EBRAHIMI; LOGHMANI, 2018; KRAGIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018).

Ainda ndo existe um método padrdo para especificar uma estimativa inicial para o nimero
de pontos de controle a ser utilizados. Assim, a defini¢do deste valor costuma ser realizada de
forma empirica, como um parametro de entrada (EBRAHIMI; LOGHMANI, 2018). A escolha
manual desta quantidade e até mesmo outras varidveis envolvidas pode ser dificil e tediosa,
exigindo vdrias tentativas até se obter um resultado desejavel. Um numero adequado de pontos
de controle é especifico para cada caso, dependendo da quantidade e do aspecto das amostras
da nuvem de pontos. Este valor desempenha um papel fundamental na relagdo entre quali-
dade e simplicidade de um ajuste de superficie (HASEGAWA; TORMENA; PARPINELLI,
2014). Considerando estes aspectos, uma escolha adaptativa deste valor é recomendada, permi-
tindo maior flexibilidade na representacdo das formas (GALVEZ; IGLESIAS, 2013; COSTA;
MONTEMURRO; PAILHES, 2018; EBRAHIMI; LOGHMANI, 2018)

A defini¢do iterativa da quantidade de pontos de controle costuma ser feita por heuristicas,
meta-heuristicas, ou com base em operagdes de inser¢do ou remog¢ao de nés (WANG; ZHENG,
2013; BERTOLINO et al., 2021). Com este tipo de abordagem, os resultados podem melhorar
significativamente, porém, agrega-se a utilizacdo de termos ou parametros adicionais — como
medida de tolerancia de erro, fator de suavizagdo e funcdes de custo, por exemplo — 0s quais
geralmente sdo definidos de forma subjetiva. Além disso, a estratégia de inser¢cdo ou remogao
de nds possui a inconveniente alteracdo de dimensionalidade do problema a cada iteragdo,
impossibilitando o uso de métodos de otimizagdo baseados em gradiente (GALVEZ; IGLESIAS,
2013; CURKOVIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018).

Aguilar et al. (2018) sugerem uma distincdo em quatro categorias para os métodos de
definicao iterativa da quantidade de pontos de controle:

a) Iterativos globais: realizam a geracdo iterativa e recursiva de curvas ou superficies
paramétricas baseadas no objetivo de reduzir uma métrica geral de erro estabelecida.
Devido a geragdo de curva e célculo de erro a cada iteragdo, podem ser custosos;

b) Iterativos locais: realizam computacdo iterativa dos atributos da curva ou superficie

em subconjuntos de dados restritos, sem gerar a forma paramétrica completa a cada

iteracdo e, por isso, podem ser significativamente menos custosos do que os globais;
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¢) Heuristicas e meta-heuristicas: utilizam regras definidas pelo usudrio que estabelece
o processo de escolha da quantidade de pontos de controle. O valor também pode ser
otimizado pelos préprios métodos junto das demais varidveis de otimizagao;

d) Guiados por curvatura: métodos que dependem e utilizam dados de curvatura para
alocar a quantidade de pontos de controle, assumindo que regides de maior curvatura
devem receber mais nds do que regides com pouca varia¢ao de curvatura.

Os métodos que computam e estimam a quantidade de pontos de controle podem se
basear em limiares de erro aceitdveis, sendo que a quantidade de nds € fixada quando o erro entre
um segmento de curva gerado e os pontos da nuvem associados € menor do que o limiar escolhido.
A recomendagdo € utilizar um limiar de erro préximo ao valor do nivel de ruido incidido sobre o
processo de aquisi¢do da nuvem de pontos, sendo que, um valor de limiar muito abaixo ao ruido
da nuvem gerard pontos de controle em excesso e, um valor de limiar muito acima ao ruido da
nuvem ocasionard a supressao de pontos de controle (DUNG; TJAHJOWIDODO, 2017). Deste
modo, a escolha do limiar de erro aceitdvel estd diretamente associada a relacdo de qualidade e
simplicidade do modelo paramétrico resultante.

Além de consideragdes em relacdo a defini¢dao da quantidade de pontos de controle, outro
aspecto relevante ao ajuste de curvas e superficies paramétricas € a escolha da quantidade destes
modelos paramétricos a serem utilizados, sendo distinguidas em abordagens que utilizam um
unico elemento ou multiplos elementos. Por um lado, ao utilizar uma abordagem com uma
Unica superficie paramétrica, pode ser dificil ou até mesmo invidvel representar determinadas
formas dependendo da sua topologias. Por outro lado, ao utilizar mdltiplas curvas ou superficies,
existe maior flexibilidade na representacdo de geometrias e topologias mas, em contrapartida, é
necessdrio realizar juncdes entre elas a fim de garantir algum nivel de continuidade geométrica
ou paramétrica. A estratégia de usar multiplas superficies também pode ser ideal para geome-
trias com partes simétricas, cantos agudos e outras regides que podem ser simplificadas com
particionamento (FLOATER; HORMANN, 2005; CURKOVIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018).
O uso de multiplas superficies, aliado a escolha adaptativa da quantidade de pontos de controle,
pode ser utilizada para controlar e direcionar a concentragcdo dos pontos de controle em regides
de maior curvatura como pontos de tor¢ao, bordas afiadas, cumes e vales, regides que costumam
requerer maior refinamento (JAVIDRAD, 2012; BERTOLINO et al., 2021).

2.4.6 Premissas dos Algoritmos de Ajuste

Os algoritmos de ajuste podem ser classificados de diversas maneiras. Uma forma usual
de classifica-los € baseada na caracteristica de determinismo. Neste sentido, abordagens de
reconstrucdo podem ser agrupadas em algoritmos deterministicos, os quais sempre retornam um
mesmo resultado para uma mesma entrada, e algoritmos estocdsticos, os quais possuem alguma
aleatoriedade no processo, o que conduz a resultados possivelmente diferentes a cada execucao.

Berger et al. (2017) apresentam observagdes sobre sete suposi¢des principais assumidas

pelos métodos de ajuste de superficies. Estas suposi¢cdes podem ser utilizadas isoladamente
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ou em conjunto. As trés primeiras suposi¢des e com vasta literatura utilizam a premissa da
necessidade de suavizagdo, que pressupde que a nuvem de pontos representa um objeto com
superficie suave, com existéncia de amostras ruidosas. Esta premissa de suavizacao € classificada
em local, global e por partes.

A abordagem de suavizagdo local procura gerar superficies suaves proximas aos pontos
detectados, suavizando as partes dos objetos, mas nio necessariamente o todo. A utilizagdo de
método de minimos quadrados mdveis para tentar aproximar os pontos da nuvem através de
polindmios, equacdes implicitas e fun¢des de base radial sdo exemplos deste tipo de abordagem
(ALEXA et al., 2003). Os métodos de suavizagdo global, por sua vez, pressupdem também que a
nuvem de pontos do objeto de interesse estd completa, buscando gerar suavizacao mais expressiva
e em escala maiores, reconstruindo um tnico objeto com superficies herméticas (KAZHDAN;
BOLITHO; HOPPE, 2006). Fun¢des de base radial, fun¢des indicadoras e métodos de segmen-
tacdo volumétrica sao representantes desta classe de métodos (BERGER et al., 2017). Por fim,
os métodos de suavizagdo por partes pressupdem a existéncia de regides com caracteristicas
agudas, buscando identificar tais caracteristicas e evitar a suavizagdo destas. Estes métodos
geralmente sdo especificos para objetos que possuem tais caracteristicas. Métodos baseadas em
particionamento, campos de normais (AVRON et al., 2010) e diciondrio de aprendizagem sao
exemplos de técnicas que utilizam esta abordagem (BERGER et al., 2017).

O segundo tipo de pressuposto principal indicado por Berger et al. (2017) € a premissa
de visibilidade. Ela indica que os métodos pressupdem algumas caracteristicas sobre o espaco
externo aos objetos de interesse e como elas podem auxiliar no tratamento das imperfei¢des
das nuvens de pontos. Esta abordagem pode ser adequada para a reconstru¢do de um objeto
individual hermético que apresenta ruido. Também € indicada para configuracdes interativas de
reconstru¢do, nas quais os dispositivos s@o mantidos préximos da superficie do objeto (ZACH,;
POCK; BISCHOF, 2007; BERGER et al., 2017).

O terceiro tipo de pressuposto principal € a premissa de suavizagdo volumétrica, a qual
impde a suavizacdo em relagdo as variagdes de volume do objeto de interesse, admitindo que
ndo ocorreu uma aquisicao bem distribuida da nuvem de pontos. Esta premissa pode contribuir
no ajuste de nuvens de pontos com auséncia de dados significativa (TAGLIASACCHI; ZHANG;
COHEN-OR, 2009; BERGER et al., 2017).

O quarto tipo de pressuposto principal é a premissa de que a geometria do objeto
de interesse, amostrado pela nuvem de pontos, pode ser gerado por um conjunto de formas
geométricas simples, como paralelepipedos, esferas, cilindros e planos. Tal proposicao € plausivel
para diversas situagdes, visto que os objetos manufaturados sdo construidos por pecas que
possuem semelhanca com alguma forma geométrica simples (LI et al., 2011; LANKVELD;
KREVELD; VELTKAMP, 2013).

O quinto tipo de pressuposto principal € a premissa de que a nuvem de pontos representa
um objeto ou um ambiente com algum nivel de regularidade na sua composi¢do. Por exemplo,

as fachadas de prédio com a mesma estrutura, ou salas de aula com vdarias mesas e cadeiras
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do mesmo modelo. Técnicas que utilizam esta abordagem podem admitir auséncia de dados,
replicando as regularidades detectadas para estes espacos, sendo Uteis para tratar escaneamentos
desalinhados (LI et al., 2011).

O sexto tipo de pressuposto principal € a premissa de que um ou multiplos objetos de
interesse sdo amostrados na nuvem de pontos e podem ser reconhecidos através de padrdes.
Presume-se que eles pertencem a uma classe de objetos que estdo armazenados em uma base
de dados de modelos 3D. Dessa maneira, mesmo que a nuvem de pontos apresente ruidos
ou auséncia de dados, é possivel procurar e utilizar um modelo da base de dados que melhor
corresponde a nuvem de pontos (PAULY et al., 2005; BRADLEY; NOWROUZEZAHRALI;
BEARDSLEY, 2013). Logo, os resultados desta abordagem podem ser tdo bons quanto os dados
armazenados, o que ressalta o seu poder de reconstru¢do, mas também a importancia da aquisi¢do
e armazenamento de uma grande quantidade de dados (BERGER et al., 2017).

Por fim, o sétimo tipo de pressuposto principal € a presuncdo de que o usudrio pode
auxiliar no processo de reconstru¢do de superficies. Métodos que utilizam esta premissa esperam
que o usudrio informe algumas pistas que auxiliem no processo de reconstrucdo. Esta interacao
pode se estender desde a indicacdo de parametros de entrada, como bordas de limite do objeto,
ou a topologia do objeto, até uma participacao ativa, indicando regularidades, repeticdes de
objetos e suas partes, ou selecionar grupos de pontos e apontar seus problemas, por exemplo
(YAN et al., 2014; YIN et al., 2014; BERGER et al., 2017).

2.5 DISCUSSAO DO CAPITULO

Foram apresentadas neste capitulo algumas no¢des de aspectos geométricos relevantes ao
problema de ajuste de superficies, assim como modelos de representacdo de curvas e superficies
paramétricas que podem ser utilizados. Também foi apresentada a definicdo matematica do
problema de ajuste de superficies como um processo de minimizagao de erro, destacando os
principais aspectos envolvidos e as principais suposi¢des utilizadas pelos métodos de resolugao
encontrados na literatura.

De acordo com Dung e Tjahjowidodo (2017), em um primeiro momento, o principal
objetivo da utilizacdo de métodos de ajuste de superficies paramétricas era encontrar melhores
maneiras de representar, de forma suave, um conjunto de dados ou fun¢des complexas. J4 com
as recentes pesquisas em aplicagOes de engenharia reversa e outras dreas, passou-se a estudar
nao somente como representar objetos de forma suave, mas também como representar aspectos
ndo triviais, como descontinuidades, tor¢des, pontas e quinas, por exemplo.

O ajuste de curvas ou superficies paramétricas sob uma nuvem de pontos usualmente
¢ tratado como um problema otimiza¢do, no qual a minimizagao de erro costuma ser atrelada
a resolucdo de sistemas de equagdes lineares ou nao lineares. Estes costumam ser resolvidos
com abordagens deterministicas, heuristicas ou técnicas de inteligéncia artificial, sendo que
uma solugdo 6tima para o problema nao € garantida (IGLESIAS; GALVEZ, 2014). Além
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disso, diversas outras particularidades devem ser consideradas, como a defini¢do das varidveis
do problema, a eventual parametriza¢dao, método de resolucdo e a decisdo de outros valores
eventualmente fixados.

Dentre os parametros dos modelos paramétricos, a definicao da quantidade de pontos de
controle, ou nds, € um dos principais elementos que influenciam na qualidade e simplicidade
do modelo resultante (HASEGAWA; TORMENA; PARPINELLI, 2014). A otimizagao deste
valor evita a necessidade de tentativa e erro na sua escolha, mas exige algum critério de parada,
sendo comum a utilizacdo de um termo de suavizagao (KRAGIC; CURKOVIC; VUCINA, 2018)
ou um limiar de erro maximo tolerdvel de ajuste (MAO et al., 2018). Apesar das dificuldades
envolvidas no processo, o ajuste de multiplas superficies paramétricas vem sendo utilizado como
uma forma mais flexivel para representar superficies com diversas caracteristicas topoldgicas
(BERTOLINO et al., 2021).
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3 REVISAO DE LITERATURA

Os temas de ajuste de curvas e superficie paramétricas recebem ampla atencao na lite-
ratura cientifica. Existe uma diversidade de trabalhos que tratam deste assunto com diferentes
objetivos, propostas e areas de aplicagdo (POTTMANN et al., 2005; JAVIDRAD, 2012; RO-
DRIGUEZ, 2017). A possibilidade de usar miiltiplas curvas combinadas, uma ou multiplas
superficies paramétricas, diversos tipos de modelos paramétricos com caracteristicas e propri-
edades distintas, além das diversas varidveis que podem ser otimizadas, abrem um leque com
diversas possibilidades de atacar o problema.

Neste capitulo € apresentada uma revisdo de literatura sobre algoritmos de ajuste de
curvas e superficies paramétricas. Foram exploradas principalmente as abordagens e algoritmos
encontrados na literatura cientifica com proposta de otimizagao e viés de suavizagdo, de acordo
com a classificacdo de Berger et al. (2017). Também foi realizada uma busca em varias fontes a
fim de identificar ferramentas e bibliotecas que envolvem operagdes de ajuste de superficie, sendo
que as ferramentas possuem uma interface com o usudrio para realizar este tipo de operagdo e as

bibliotecas fornecem operagdes atreladas ao ajuste para uso na criacao de software.

3.1 ALGORITMOS DE AJUSTE DE CURVAS E SUPERFICIES

Os métodos desenvolvidos para ajuste de curvas ou superficies paramétricas geralmente
estdo associados a um processo de minimizacao de erro ou energia. Estas medidas sdo empregadas
para guiar o processo de ajuste e defini¢do das varidveis envolvidas no problema e geralmente
estdo atreladas a aspectos geométricos. Existe uma grande diversidade de propostas envolvendo
ajuste de curvas e superficies na literatura cientifica, sendo que muitas delas sdo apropriadas
para alguns tipos especificos de problemas e seus dominios (AFSHAR; SORYANI; RAHMANI,
2011). Elas variam de propostas especificas para curvas, superficies ou ambos; variam na escolha
de modelo paramétrico utilizado, nos pardmetros ajustados, na distribuicdo ou caracteristica
das amostras da nuvem de pontos e na entrada de dados requerida ao usudrio, para citar alguns
aspectos. Além destes fatores, um divisor marcante entre as técnicas encontradas € o uso ou a
omissdo do processo de parametrizacdo das amostras da nuvem.

Apesar das curvas paramétricas e de seu ajuste sobre uma nuvem de pontos ser semelhante
em diversos aspectos as superficies paramétricas e seu ajuste, existem consideracdes adicionais e
obstaculos préprios vinculados a este segundo caso, especialmente com relagdo a jungdo entre
superficies. Existem também os métodos de Surface Skinning para o ajuste de superficie, os
quais ajustam e combinam multiplas curvas paramétricas a fim de gerar uma superficie resultante.
Este tipo de método é frequentemente utilizado com nuvens de pontos semidispersos, nas quais
as amostras estdo distribuidas em secOes transversais (GALVEZ; IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012).
Além desta classe de métodos, as ideias e métodos utilizados no ajuste de curvas podem ser
utilizados ou adaptados para o ajuste de superficies. Isto refor¢ca a importancia de revisar também

a literatura de ajuste de curvas paramétricas.
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A seguir serdo mencionados diversos algoritmos deterministicos e estocdsticos (ndo
deterministicos). Como o objetivo deste trabalho ndo é se aprofundar em detalhes sobre o
funcionamento destes métodos, indica-se os livros de Nocedal e Wright (2006), e Kochenderfer
e Wheeler (2019) como referéncias sobre os métodos de otimizagdo deterministicos. J4 para os
métodos de otimizagdo estocdsticos, indica-se os livros de Gonzalez (2007) e Luke (2013).

Dentre os algoritmos estocdsticos, as inspiragdes da drea de inteligéncia computacional
sao amplamente exploradas na literatura, destacando-se o uso de meta-heuristicas. Estas sao
utilizadas como ferramentas genéricas para problemas de otimizagdo, especialmente otimizagao
nao-linear. Possuem caracteristica de maior exploracdo do espaco de solugdes, apresentando
boas chances de convergir em solu¢des 6timas globais, mas que geralmente exigem alto poder
computacional, o que na prética torna tais algoritmos mais demorados do que os métodos
deterministicos (GALVEZ; IGLESIAS, 2013; DUNG; TJAHJOWIDODO, 2017; CURKOVIC;
CURKOVIC; VUCINA, 2018).

3.1.1 Ajuste de Curvas com Parametrizacao

Uma ampla variedade de métodos para o ajuste de curvas paramétricas € encontrada na
literatura. No caso das curvas, as principais varidveis de otimizacao sdo: o vetor da posi¢ao dos
pontos de controle (P), o vetor de valores paramétricos associados a cada ponto da nuvem (U), o
vetor de n6s (T'), no caso dos modelos de curvas que utilizam este conceito, o vetor de valores de
peso associados a cada ponto de controle (W), no caso de curvas racionais, o grau da curva (d) e
a quantidade de pontos de controle utilizada (p). Para otimizar algumas ou todas estas varidveis,
tanto métodos deterministicos como métodos nao deterministicos sdo empregados.

No caso das abordagens deterministicas, métodos de otimiza¢do ndo lineares e iterativos
— newtonianos e quase-newtonianos — fazem parte do repertério encontrado. Para otimizar os
vetores P e U em ajuste com B-Spline ciibicas, por exemplo, Speer, Kuppe e Hoschek (1998)
utilizaram o método iterativo de Gauss-Newton, requerendo o cdlculo da matriz jacobiana e sua
inversa a cada iteracdo, o que pode se tornar uma tarefa custosa. De forma semelhante, Zheng et
al. (2012) utilizaram uma variante do método de otimizagao iterativo BFGS (Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno), denominada como L-BFGS (Limited memory BFGS) para otimizar os vetores
P e U. O método L-BFGS, poupa a computacio e armazenamento da aproximag¢ao para a matriz
hessiana e sua inversa, reduzindo significativamente o tempo de cada itera¢do. A otimiza¢do por
L-BFGS ocorre apds a computacdo preliminar dos parametros de localizacdo com base em uma
curva inicial definida pelo préprio usuério.

O método de Gauss-Newton, combinado com a metodologia de regido de confianga,
foi utilizado por Carlson e Gulliksson (2008) para otimizar os vetores P, U, T e W em curvas
NURBS cubicas. De modo similar, Laurent-Gengoux e Mekhilef (1993) utilizaram o algoritmo
de gradiente conjugado de Polak-Ribiere para otimizar os mesmos vetores e também utilizando
curvas NURBS cubicas. Neste tltimo, a fun¢do de custo utiliza uma ponderagdo entre o erro

quadratico do ajuste e a soma das distancias quadraticas entre pontos de controle adjacentes.
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Nos casos de abordagens nio deterministicas, as meta-heuristicas vém sendo exploradas
em problemas de ajuste de curvas. O algoritmo genético, por exemplo, foi utilizado por Sarfraz,
Hussain e Irshad (2013) em conjunto com fun¢des racionais quadraticas. Neste método, o con-
torno de uma imagem € segmentado, detecta-se entdo os pontos de quina e uma parametrizacao é
calculada para os pontos de borda. Os parametros de forma sio entdo otimizados pelo algoritmo
genético e os pontos dos segmentos que apresentam uma medida de erro superior a um limiar
preestabelecido sdo utilizados para dividir os segmentos. Os novos segmentos sao entao ajustados
por novas fungdes racionais quadréticas. Irshad et al. (2016) utilizaram a mesma abordagem,
mas empregando fun¢des racionais cuibicas no ajuste das curvas.

De modo semelhante, Pandunata e Shamsuddin (2010), e Hasegawa, Rosso e Tsuzuki
(2013) usaram o algoritmo de evolucao diferencial para o ajuste de uma dnica curva de Bézier
otimizando o vetor P, empregando a parametrizacdo de comprimento de corda em ambos os
casos. A diferenca na proposta de Hasegawa, Rosso e Tsuzuki (2013) estd na paraleliza¢do do
procedimento, aplicando uma estratégia de subdivisdao em grupos de popula¢des com o uso de
uma etapa adicional de migracdo de individuos (representacido de solu¢des) entre os grupos.
Com a mesma finalidade, a meta-heuristica de recozimento simulado (também descrita como
témpera simulada) foi utilizada por Ueda et al. (2020), com versdes mono-objetivo e biobjetivos,
otimizando o vetor P e os pontos de jun¢do no ajuste de multiplas curvas de Bézier. As fungdes
objetivo utilizadas neste trabalho levam em consideracdo o comprimento da curva e o erro
quadratico aproximado entre as amostras da nuvem de pontos e as amostras da discretizacdo do
modelo de curva resultante. A versao mono-objetiva pondera entre estes dois critérios, ao passo
que a versao biobjetiva utiliza ambos, isoladamente.

Em outra abordagem, Gélvez e Iglesias (2013) empregaram a meta-heuristica do algo-
ritmo da coldnia de vaga-lume a fim de otimizar tanto o vetor P quanto o vetor T, ajustando uma
curva B-Spline quadratica ou cubica sobre a nuvem de pontos. Na proposta, os valores iniciais
do vetor de nds sdo definidos aleatoriamente, entao sao distribuidos uniformemente e ordenados
de forma crescente. Galvez e Iglesias (2013) testaram quatro funcdes objetivo de minimizacao
de modo isolado, para comparagdes, utilizando como critério bdsico o erro quadratico entre
as amostras e a curva gerada. Com a mesma proposta, Galvez e Iglesias (2016) empregaram a
meta-heuristica de otimizac¢do por enxame de particulas comparando os resultados da utilizacdo
de parametrizacio uniforme, comprimento de corda e centripeta. Neste caso, porém, o vetor T é
otimizado pelos mecanismos da meta-heuristica e o vetor P é determinado através do método de
minimos quadrados com a resolucdo de sistemas lineares.

Também com proposta de otimizagdo dupla, Hasegawa, Tormena e Parpinelli (2014)
utilizaram curvas de Bézier e combinaram o algoritmo evolutivo biobjetivo com a resolucao
de sistemas lineares, onde o primeiro € utilizado para otimizar o vetor U e o segundo para
determinar os valores de P. A fun¢do objetivo utilizada neste caso é a minimizagao de erro
e do comprimento de curva. Durante o procedimento sdo armazenadas as melhores solugdes

encontradas (os pontos de pareto) considerando os dois aspectos de otimizac@o e uma resposta €
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selecionada através de um algoritmo decisor que pondera entre os dois objetivos.

Sarfraz et al. (2006) utilizaram o mesmo principio de otimizag@o dupla mas, neste caso,
com o uso de multiplos segmentos de curva, delimitados por amostras da nuvem de pontos
detectadas como pontos significativos. Foram escolhidas curvas NURBS (comd = p — 1), as
quais tém seu vetor P determinado pelo método de minimos quadrados e o vetor W otimizado
pela meta-heuristica de evolucao simulada. Foi utilizada uma parametrizac¢do centripeta e cada
segmento de curva possui p = d + 1. Como func¢do de erro, € utilizada uma relagdo entre o erro
quadratico e o comprimento do vetor de nds de cada segmento de curva.

Ebrahimi e Loghmani (2017) utilizaram o método diagonal approximation BFGS — uma
variante do método de otimizacao iterativo BEGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) — com o
objetivo de ajustar uma curva B-Spline ctbica sobre uma nuvem de pontos com otimizagdo da
quantidade de pontos de controle p e dos vetores P e U. O algoritmo diagonal approximation
BFGS faz uso da diagonal da aproximagao da matriz hessiana, ao invés de computar e usar a
matriz completa. A convergéncia pode ser mais lenta, mas o algoritmo nao exige o calculo de
sistemas lineares a cada iteracao e pode ser implementado com menos operagdes e alocacoes
de memoria. Para seus experimentos, Ebrahimi e Loghmani (2017) utilizaram um nimero
inicialmente pequeno de pontos de controle, um vetor de nds ndo-periddico e fixo e uma
parametrizacdo inicial uniforme. A computacdo de P é realizada pelo método de minimos
quadrados com base na parametrizacao inicial e, na sequéncia, € aplicado o algoritmo diagonal
BFGS. Caso necessério, novos pontos de controle sao adicionados, individualmente, na regiao
de maior erro, reiniciando o algoritmo.

Com os mesmos principios basicos, Ebrahimi e Loghmani (2018) utilizaram o método
Scaled BFGS (SBFGS). Neste caso porém, uma técnica prépria foi utilizada para determinar a
quantidade e posicao inicial dos pontos de controle, baseada na defini¢do inicial de um parametro
de comprimento. Este parametro € utilizado para computar distancias associadas a curvatura,
sendo que a quantidade e posi¢ao dos pontos de controle sdo extraidas pelos picos de maximo.

Outra abordagem que mescla a inser¢ao de pontos de controle com posterior otimiza¢ao
dos pontos de controle € apresentada por Dung e Tjahjowidodo (2017). Com a parametrizacio e
o nivel de ruido da nuvem de pontos estimados, a etapa de inser¢do de nds tem como objetivo
gerar um conjunto preliminar de nés, sendo iniciada pela aplicagao de uma variante paralela do
método da bissecdo para subdividir os pontos da nuvem e associar cada grupo a um segmento
de curva B-Spline cubica. Esta etapa possui trés partes: subdivisdo — ocorre sempre que um
segmento nao atende ao critério de erro estabelecido e estd atrelado a um nimero minimo
de amostras; juncdo — segmentos vizinhos sdo verificados a fim de encontrar e eliminar nds
redundantes; e deslocamento — segmentos maiores sao expandidos em direcdo a segmentos
menores. Na sequéncia € realizada uma etapa de otimizacdo desses nos em relagdo a sua posi¢ao
e multiplicidade, utilizando o método de Gauss-Newton e considerando simultaneamente o erro
quadrético e o angulo de dobra da curva de ajuste. Por fim, a posi¢cdao dos pontos de controle é

computada através do método de minimos quadrados.
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Outro método que aplica a estratégia de inser¢do de pontos de controle € apresentado
por Aguilar et al. (2018), o qual utiliza um processo de reajuste de P, com caracteristica de ser

localmente iterativo. A proposta funciona escolhendo inicialmente um conjunto de pontos de

controle preliminares, a partir da prépria nuvem de pontos e com base em critérios de curvatura.

Estes critérios também sdo utilizados, na sequéncia, para restringir o espaco de varredura de

adicdo de novos pontos de controle, os quais sdo inseridos nos segmentos de maior diferenga

de curvatura, escolhendo a posi¢ao 6tima local pela minimizacao da funcao de erro quadratico.

Assim, a inser¢do de pontos de controle € regida pela minimizacdo de uma funcdo objetivo de
erro local, de tal forma que ndo se faz necessdrio reavaliar toda a curva a cada nova inser¢do. O
método proposto emprega ainda um esquema de reajuste na vizinhanga de pontos de controle
recém incluidos, reaplicando o passo de otimizacdo, com o objetivo de evitar a formacao de
aglomerados e micro-oscilagdes locais na curva. As adi¢des de novos pontos de controle siao
realizadas até que um limiar de curvatura definido seja satisfeito em todos os segmentos. Quando
esta condi¢do € alcancada, P € calculado através do método de minimos quadrados.

A quantidade de pontos de controle também j4 foi utilizada como pardmetro de otimizagdo
em uma abordagem hibrida por Costa, Montemurro e Pailhes (2018). No método proposto, sdao
otimizados os parametros de forma d, p, P, T e W de um tnico segmento de curva NURBS, com
parametrizacdo de tamanho de corda. Para realizar tal tipo de operacdo com dimensionalidade
modificavel, utilizou-se a variante do algoritmo genético denominada como BIANCA, através
da qual s@o otimizados os valores de d, p e T. Na sequéncia, com uma solucdo sub-6tima
encontrada, utiliza-se o algoritmo deterministico baseado em gradientes para aperfeigoar a
solucdo otimizando T e W. Em ambas as etapas, P € calculado pelo método dos minimos
quadrados. Apesar do método proposto otimizar diversos parametros, exige-se a definicao inicial

de limiares maximos e minimos para restringir o espaco de busca do algoritmo genético.

3.1.2 Ajuste de Superficies com Parametrizacio

No ajuste de superficies paramétricas sobre nuvens de pontos, as varidveis de otimizacao
continuam sendo andlogas as utilizadas no ajuste de curvas: a matriz de posi¢des dos pontos
de controle (P); o vetor de pares de valores paramétricos associados a cada ponto da nuvem
(U); os vetores de nés (T = {T,, T,}), no caso dos modelos de superficies que utilizam este
conceito; a matriz de valores de peso associados a cada ponto de controle (W), no caso de
superficies racionais; os graus da superficie (d = {d, e d, }); e a quantidade de pontos de controle

(p) utilizada por linha (p,) e coluna (p,).

3.1.2.1 Métodos Deterministicos

Assim como realizado no ajuste de curvas, Laurent-Gengoux e Mekhilef (1993), e Carlson
e Gulliksson (2008) realizam também a otimizagdo das varidveis P, U, T e W empregando

superficies NURBS bicibicas. O método de Gauss-Newton combinado com a metodologia
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de Regido de Confianga foi utilizado por Carlson e Gulliksson (2008). Ja Laurent-Gengoux e
Mekhilef (1993) utilizaram o algoritmo de gradiente conjugado de Polak-Ribiere, empregando
uma funcdo de custo que pondera entre o erro quadratico do ajuste e a soma das distancias
quadraticas entre pontos de controle adjacentes.

Lai, Hu e Pottmann (2006) apresentam um método para o ajuste de superficies B-Splines
bicubicas, mantendo um vetor de nos fixo e ajustando os pontos de controle de modo a privilegiar
— com maior quantidade de pontos de controle — as regides de maior aspecto de curvatura. Baseado
no argumento de que os aspectos geométricos sdo caracterizados pela variacdo das normais da
superficie, Lai, Hu e Pottmann (2006) realizam a parametrizacao através de um mapeamento
da nuvem de pontos em um hiperplano R®, com base na posi¢io e na normal de cada ponto,
e convertem posteriormente para R?. Esta parametrizagiio é orientada sob a perspectiva de
mapeamento com preservacao de drea, utilizando os componentes de curvatura principal e o
suporte de uma fun¢ao gaussiana. Também sao utilizadas no mapeamento varidveis definidas
pelo usudrio, com o intuito de regular a magnitude e escala do aspecto de sensibilidade utilizado
na deteccdo e manipulacdo dos aspectos geométricos. Ja o ajuste da superficie, a qual tem o
numero de pontos de controle definido pelo usudrio, € realizado pelo método minimos quadrados
através de resolugdo de sistemas lineares, seguido por um pds-processamento com uma técnica
iterativa SDM, a fim de melhorar o resultado obtido.

Outra abordagem com objetivo de utilizar um maior espaco de pardmetros para regides de

interesse, concentrando mais pontos de controle sobre estas, € apresentada por Kragi¢, Curkovié

e Vucina (2018), através de uma reparametrizacao baseada em campos escalares arbitrarios.

Nesta proposta, a estimativa inicial da superficie € realizada pela técnica de mapas harmonicos
(REMACLE et al., 2010) para a parametrizacdo e pelo método de minimos quadrados para o
ajuste da superficie. Apds gerar a estimativa inicial, um processo de reparametrizagao iterativa
€ aplicado com uso de uma técnica hibrida composta por: mapas harmonicos e elastic springs
(GREINER; HORMANN, 1997). Este processo € conduzido pela ponderacao entre os gradientes
das regides e os ditos campos de relaxamento — campos escalares quaisquer no dominio de
parametros — com objetivo de aumentar a quantidade de pontos de controle nas regides de maior
erro. Superficies B-Splines foram utilizadas nos experimentos e a determinacdo de diversos
pardmetros de execucdo foram realizadas manualmente.

Ainda com uma estratégia similar de prover um aprimoramento em regides de curvatura,
Curkovié, Curkovié¢ e Vugina (2018) apresentam um método de ajuste de superficie utilizando
NURBS, com uma parametrizacdo organizada em forma de matriz, e com a proposta de modificar
a matriz de parametriza¢do, aumentando a densidade de elementos em regides com mudancas
significativas de curvatura. Para isto, utiliza-se uma parametrizagdo baseada na técnica de
projecao harmonica seguida por um secionamento da projecao. O ajuste inicial da superficie
é realizado com o método de Levenberg-Marquardt, otimizando P, U e W. A otimizagdo de
U, no entanto, possui a caracteristica de trabalhar apenas sobre dois vetores, um na dire¢ao

do parametro u e outro na dire¢ao do parametro v, mantendo os valores paramétricos em uma
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estrutura matricial alinhada. Com uma aproximacao inicial da superficie computada, € realizada
uma redistribuicdo na matriz de parametrizacdo com base em uma funcdo que relaciona as
coordenadas curvilineas e os autovalores das amostras da nuvem. Na sequéncia, um procedimento
de suavizag@o baseado em uma convolucio com distribui¢do gaussiana € aplicado, a fim de obter
uma redistribuicao suave de pontos e aumentar a sua participacdo nas areas de curvatura. Os
testes realizados com superficies majoritariamente suaves e detalhes agudos, mostraram que o
método efetivamente amplia a quantidade de pontos de controle sobre as regides de variagao
geométrica, mas possui limitagdes para representar geometrias complexas, as quais exigem uma
abordagem com multiplos retalhos.

Zhang et al. (2016) apresentam outra abordagem com foco em priorizar regides de
maior curvatura em um ajuste de superficies B-Spline bicubicas, com foco na quantidade e
na disposi¢do dos elementos de T. O algoritmo recebe uma nuvem de pontos parametrizada e
executa recursivamente um procedimento de refinamento de nés enquanto um limiar de erro
predefinido ndo € atingido. A cada iteracdo, uma quantidade fixa de elementos € adicionada
individualmente em cada vetor de nds, baseada nas medidas de erro local, dividindo o subdominio
(intervalo entre nds) de maior erro de ajuste. Na sequéncia, as posi¢des dos nds sao definidas
através de uma funcao objetivo baseada nas medidas de curvaturas principais e nos subdominios
criados através do posicionamento dos nds. A funcio objetivo é minimizada através do método
da descida coordenada (ou descida das coordenadas) e o vetor de pontos de controle é otimizado
através de minimos quadrados.

Também buscando privilegiar dreas com maior curvatura, Wang e Zheng (2013) apre-
sentam um método de ajuste de superficie T-Spline bictibicas sobre malhas triangulares com
otimizacao adaptativa da quantidade de pontos de controle. O método proposto realiza uma
parametrizacao inicial por coordenadas de valor médio e utiliza como fun¢do objetivo a mini-
mizagdo do erro quadrético entre os vértices da malha triangular até a superficie gerada, com
o acréscimo de um termo de suavizacdo. O processo principal iterativo € constituido por trés
etapas: reparametrizacdo, readaptacdo da estrutura de nds e ajuste por minimos quadrados. Na
primeira etapa € utilizada a reparametrizagao fiel (faithful reparameterization), que impede a
interseccdo entre as arestas de conectividade da malha triangular. Na segunda etapa, a estrutura
de nés € ajustada acrescentando novos nds nas regides de caracteristicas que sdo detectadas pela
curvatura, a qual é estimada pela variacao da normal na vizinhanga dos vértices. Apds o ajuste
por minimos quadrados em cada iteracdo, um limiar de erro tolerdvel € utilizado como critério
de interrupg¢ao, o qual é ponderado pela curvatura estimada de cada vizinhanca e pela drea da
malha triangular que forma a nuvem de pontos.

De modo semelhante, Feng e Taguchi (2017) apresentam o fastTfit, um método de
ajuste de superficie T-Spline bicubicas sobre uma nuvem de pontos, mas neste caso com foco
na velocidade do ajuste. Para tanto, o método emprega uma abordagem de ajuste baseada
em dividir-conectar-ajustar, na qual a nuvem de pontos € parametrizada uma unica vez pelo

método uniforme ou por um método baseado em andlise de componentes principais (Principal
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Component Analysis — PCA) e € iterativamente dividida e ajustada — pelo método de minimos
quadrados — com superficies Bézier ou B-Spline. Este processo € repetido até que um limiar de
erro seja alcancado para cada retalho criado, o que gera uma estimativa inicial para a topologia
de nés de uma T-Spline. Aspectos de continuidade entre os retalhos podem ser estipulados em
CY e C!, sendo considerados na inferéncia da malha de nés da T-Spline. Os pontos de controle
sdo entdo globalmente otimizados por fatoracdo QR (também chamada de decomposi¢do QR,
remete a decomposi¢do de uma matriz A em um produto A = QR, sendo Q uma matriz ortogonal
e R uma matriz triangular superior), ou por um método de gradientes conjugados.

Shang et al. (2018) também apresentam uma abordagem de ajuste de T-Splines bicubicas
mas, neste caso, voltada para a reconstrucdo de objetos fechados, relacionados a drea médica,
e que podem ser representados como uma malha tubular. O método recebe como entrada
um conjunto de imagens de tomografia computadorizada (CT), as quais sdo segmentadas,
transformadas em uma malha triangular e por fim parametrizadas por softwares terceiros. Para a
parametrizacdo, dois p6los devem ser escolhidos manualmente ou automaticamente, através dos
quais € tracado um caminho que delimita as bordas do plano de parametriza¢do. A otimizagdo de
P ocorre por minimos quadrados, sendo utilizado um fator de suavizacdo — que é calculado com
base numa distribui¢do proporcional ao tamanho da matriz de nds da T-Spline — e um vetor de
fatores locais de ponderacao da suavizagdo. O método proposto € constituido por duas etapas
principais. A primeira € a etapa de refinamento, na qual a superficie T-Spline € iterativamente
ajustada e tem sua estrutura de nés subdivida enquanto um valor de erro tolerdvel ndo € alcancado
para todos os subdominios (intervalos entre nés) da superficie. A segunda € a etapa de suavizagao,
na qual os fatores locais de ponderacdo da suavizacdo sdo incrementados iterativamente até que
todos os subdominios fiquem acima do limiar de erro tolerdvel e, na sequéncia, os fatores sao
decrementados iterativamente até que todos os subdominios fiquem com um erro ligeiramente
abaixo do limiar tolerdvel definido.

Em uma abordagem distinta, Kineri et al. (2012) apresentam um método de aproximagao
de superficies abertas com B-Splines bicubicas, baseado em um algoritmo de aproximacgao geo-
métrico iterativo. Inicialmente sdo criadas quatro curvas que aproximam os pontos das bordas do
objeto representado pela nuvem de pontos. Com base nestas curvas, uma superficie base € gerada
por interpolacdo bilinear dos pontos de controle, sendo tomada como uma primeira aproximagao
do resultado. Na sequéncia uma parametrizacdo inicial € feita projetando as amostras da nuvem
de pontos sobre a superficie B-Spline de base. Assim, a func@o objetivo é formulada como a
minimiza¢ao do erro quadratico com o acréscimo de um termo de suavizagao ponderado. A
superficie gerada € iterativamente adaptada movimentando os pontos de controle na dire¢ao dos
vetores de erro locais resultantes, sendo computada, na sequéncia, uma reparametrizacao com
base nas menores distancias entre as amostras da nuvem de pontos e a superficie. Este processo
¢ realizado iterativamente enquanto o erro médio e o erro maximo sejam superiores aos limiares
previamente estabelecidos. Se o erro ndo se tornar baixo o suficiente para alguma regido, uma

nova linha e coluna de pontos de controle € adicionada. O método proposto emprega também um
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mecanismo para preservar simetria baseada na defini¢do de um plano de corte.

Considerando a caracteristica peculiar das nuvens de pontos semidispersos, alguns traba-
lhos exploram a abordagem de reconstru¢do baseada em multiplas curvas. Shamsuddin, Ahmed
e Samian (2006) apresentam uma proposta de ajuste de superficies por meio de surface skinning
com NURBS bicubicas. O método propdem a utilizagdo da curva com mais pontos de controle
como referéncia, calculando uma média sobre o seu vetor de nds — através de um algoritmo de
parametrizacdo proposto — e removendo os pontos de controle enquanto um limiar de erro ndo
seja excedido. Na sequéncia, as demais se¢Oes de curvas recebem um refinamento de nés de
modo a compatibilizar a estrutura de nos entre elas.

O processo de compatibilizac@o entre vetores de nds € o principal motivo do aumento
da quantidade de pontos de controle necessarias nas representacdes por surface skinning. Em
uma tentativa de contornar este problema, Li et al. (2015) apresentam um método de ajuste por
surface skinning, com foco em objetos com caracteristica de forma tubular, também empregando
curvas NURBS bicubicas mas, gerando ao final, uma superficie T-Spline bictbica. O uso de
T-Splines evita o problema de incompatibilidade de nds entre as secdes transversais. O método
proposto consiste em cinco etapas: primeiro ocorre a inicializa¢cdo com o cdlculo dos vetores
de nds para cada secdo transversal; na sequéncia ocorre uma etapa de pré-processamento,
verificando a necessidade de refinamento nas sec¢Oes transversais, de modo a garantir uma
conectividade minima entre se¢des consecutivas; na terceira etapa ocorrem inserc¢oes locais de
secoOes transversais intermedidrias; na quarta etapa ocorre a interpolacio das secdes transversais,
gerando uma superficie; finalmente, na dltima etapa, o utilizador pode realizar modificagdes
manuais sobre as se¢Oes. Através desta estratégia € possivel realizar modificacdes locais sem
a necessidade de realizar consecutivas otimizagdes globais da superficie, o que poderia ser
computacionalmente custoso. Nesta proposta nao fica claro se a otimizacdo de P é realizada por
minimos quadrados ou outro método.

Também considerando nuvens de pontos semidispersos, Mao et al. (2018) propdem um
método de ajuste de superficie NURBS bictubicas que explora as caracteristicas deste tipo de
nuvem de pontos com uma abordagem semelhante ao surface skinning. O método proposto é
composto por trés passos principais: um ajuste de curva NURBS para cada linha de amostras da
nuvem de pontos; um procedimento de reamostragem da nuvem de pontos baseada nas curvas
ajustadas e considerando aspectos de curvatura, produzindo a mesma quantidade de amostras
para cada linha; e um procedimento de ajuste de superficie NURBS sobre os pontos reamostrados.
Os ajustes sao feitos por meio de minimos quadrados, otimizando P, e a parametrizacao inicial
de comprimento de corda € iterativamente refinada através de um algoritmo de uma projecao
iterativa baseado no método de Newton, otimizando U. O vetor de nds é calculado com base
em U, de modo a prover um sistema de equacgdes lineares bem condicionado. A interrup¢do do

processo iterativo de ajuste e reparametrizacdo é condicionada a um limiar de erro predefinido.
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3.1.2.2 Métodos Estocdsticos

As meta-heuristicas também sao amplamente utilizadas no ajuste de superficies, mas
costumam ser acompanhadas da utilizacdo de algoritmos deterministicos, especialmente o método
de minimos quadrados para o célculo das posicdes dos pontos de controle (P). Gélvez, Iglesias e
Puig-Pey (2012), por exemplo, utilizam o algoritmo genético juntamente do método de minimos
quadrados a fim de otimizar os vetores P, U e T em superficies B-Splines (grau escolhido
manualmente). O algoritmo genético € utilizado em dois passos do método: na otimizagao da
parametrizacdo — a qual é simplificada em estrutura matricial e € iniciada pelos métodos padrdes
(comprimento de corda e centripeta) ou de forma aleatdria — e na otimizacao do vetor de nds, o
qual € inicializado aleatoriamente. Com a parametrizagdo e vetor de nés definidos, os pontos de
controle tem suas posicdes calculadas por minimos quadrados através de SVD ou decomposic¢do
LU. As trés etapas de otimizacdo sdo repetidas até que uma quantidade de iteracdes seja atingida,
ou o erro ndo seja melhorado, ou ainda caso um limiar de erro seja satisfeito.

Barhak e Fischer (2001) apresentam outro método hibrido, que mistura algoritmos esto-
castico e deterministico, no ajuste de superficies B-Splines. O método € baseado em uma etapa de
reparametrizacdo composta por duas fases: uma parametrizagdo inicial 2D e uma parametriza¢ao
adaptativa 3D. Inicialmente ocorre a projecdo dos pontos de amostragem em um plano e é
realizada a constru¢do de uma matriz de parametrizacao 2D através de: equacdes diferenciais
parciais (técnica deterministica) e rede neural de mapas auto-organizéveis (técnica estocdstica).
Os dados amostrais sdo parametrizados sobre a matriz construida, gerando uma estimativa inicial
para os pontos de controle. Na sequéncia, o método utiliza passos de melhoramento adaptativo,
que sdo repetidos enquanto o erro de aproximagdo da superficie for maior do que uma tolerancia
aceitavel pré-definida. Este melhoramento adaptativo ocorre pela projecao da nuvem de pontos
sobre a superficie gerada, seguida pelo cdlculo da nova parametrizacdo e da correc@o no ajuste
da superficie B-Spline. Foram testadas trés abordagens, uma ndo iterativa (minimos quadrados) e
outras duas baseadas na aproximacao de malha de controle através de melhoramentos iterativos
nas posicdes dos pontos de controle. Neste ultimo caso, foram utilizados o algoritmo determi-
nistico de gradientes descendentes e o algoritmo de correcdo aleatdria do erro de superficies
(Random Surface Error Correction Algorithm), o qual € estocastico e se assemelha ao algoritmo
de rede neural utilizado na parametrizagao.

Iglesias, Galvez e Loucera (2015) também apresentam um método hibrido no ajuste de
superficies Bézier. O método proposto utiliza a meta-heuristica de recozimento simulado para
otimizar U e minimos quadrados para otimizar P. Para encontrar uma quantidade adequada de
pontos de controle, o método € executado com diversas combinagdes de valores para a quantidade
de linhas e colunas da matriz de controle da superficie utilizando-se da métrica de erro BIC para
ponderar entre qualidade e simplicidade do ajuste. De modo similar, Iglesias et al. (2018) utilizam
outra meta-heuristica bioinspirada: o algoritmo de busca cuco para ajustar uma superficie Bézier

sobre uma nuvem de pontos. Esta meta-heuristica € utilizada na otimizac¢do de U, o qual é
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iniciado com valores aleatdrios, juntamente de minimos quadrados que € utilizado para otimizar
P. Utiliza-se como funcdo objetivo o erro quadrético e emprega-se a técnica de Lévy flights para
promover maior diversidade entre as solu¢des encontradas durante o procedimento, evitando
estagnacao prematura. Com estratégia similar, Iglesias, Gélvez e Collantes (2018) adotam a
meta-heuristica do algoritmo do morcego para ajustar superficies de Bézier racionais sobre
nuvens de pontos. Neste método proposto, tanto U como W sdo otimizados individualmente
através da meta-heuristica, ao passo que P € otimizado por minimos quadrados.

Rodriguez (2017) apresenta um método de ajuste de superficies NURBS utilizando o
algoritmo genético com o objetivo de interpolar uma nuvem de pontos com perspectiva de
vista superior, obtida por um sistema de visdo. Com esta configuracdo, a proposta apresenta
dois aspectos incomuns: a quantidade de pontos de controle utilizada € igual a quantidade de
pontos da nuvem, e a otimizacido da posicao dos pontos de controle ocorre apenas sob uma
dimensdo — a profundidade. O método inicia com a geracao de uma superficie NURBS preliminar,
biquadratica e com nds nao periddicos, que € computada com base nos pontos da nuvem. Também
sdo calculados limiares maximos e minimos que sdo definidos para cada ponto na dimensao de
otimizac¢do, o que limita consideravelmente o espaco de busca da meta-heuristica. Apds isto,
as posi¢cdes dos pontos de controle e seus pesos associados sdo otimizados como um termo
unificado pelo algoritmo genético. Como fung¢do objetivo para o algoritmo genético € utilizada a
minimizagdo do erro quadritico médio entre a superficie gerada e a nuvem de pontos, € como
condi¢do de término € definido um nimero maximo de iteragdes e um limiar de erro aceitdvel.

Os trabalhos de ajuste de superficie mencionados até entdo ndo realizam otimizacao da
quantidade de pontos de controle (p), esperando-se que este valor seja fornecido como entrada
ao algoritmo. Considerando a importancia deste valor no balanceamento entre fidelidade e
simplicidade do modelo resultante, Yoshimoto, Moriyama e Harada (1999) propuseram o ajuste
de uma superficie B-Spline bictubica com a utilizacdo de um algoritmo genético para otimizar p
juntamente do método de minimos quadrados para otimizar P. Nesta proposta, o intervalo do
vetor de nds € subdividido em L intervalos que sdo codificados pelo algoritmo genético de forma
bindria (utilizar ou ndo um né em um dado intervalo) utilizando a métrica AIC. Esta estratégia
limita a disposi¢@o dos nés, caso o valor de L seja pequeno, em contrapartida, se o valor utilizado
for grande, serd necessario maior esforco computacional.

Em outra abordagem utilizando multiplas superficies, Bertolino et al. (2021) utilizam o
algoritmo genético ERASMUS (EvolutionaRy Algorithm for optimiSation of ModUlar Systems),
o algoritmo de conjuntos ativos e minimos quadrados para otimizar todos os parametros de forma
de NURBS. O ERASMUS permite a otimizacao estocéstica com altera¢do na dimensionalidade
do problema (i.e. alteracdes no valor de p). A dindmica do algoritmo ocorre em trés etapas. Na
primeira € realizada a parametriza¢do da nuvem de pontos utilizando-se do método de preservacao
de forma (FLOATER, 1997). Na segunda, o ERASMUS ¢ utilizado na busca por uma solucao
otimizando apenas p, d € T. A melhor solugdo encontrada € entdo utilizada como entrada para

a terceira etapa do método, na qual se utiliza o algoritmo de conjuntos ativos (deterministico)
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para otimizar primeiramente T e depois W. Nas duas ultimas etapas, P € otimizado através de
minimos quadrados. Como fung¢do objetivo, utiliza-se o erro quadratico acrescido de um termo
de suavizagdo. Apesar de otimizar todas as varidveis do problema, limites inferior e superior

devem ser definidos para algumas varidveis, como d e p.

Além de permitir o ajuste de superficies de género zero, o método de Bertolino et al.

(2021) também prevé uma dinamica para a reconstrucdo de superficies complexas com género
diferente de zero. Para tanto, o usudrio deve realizar uma segmentagdo manual dos retalhos de
superficies, determinando os pontos de borda de cada retalho e sua conectividade com outros
retalhos. Cada retalho é, entdo, otimizado individualmente mas, acrescenta-se uma estratégia
de mestre-escravo para a realizacao das junc¢des entre os retalhos resultantes com continuidade
CY e C'. Ambas as continuidades sdo impostas mantendo intacto o segmento selecionado como
mestre, e adaptando os pontos de controle dos segmentos vizinhos (escravos). Para viabilizar a

juncdo, a meta-heuristica mantém a mesma quantidade de pontos de controle entre os retalhos.

3.1.3 Ajuste de Curvas e Superficies sem Parametrizaciao

Além das abordagens de ajuste baseadas em algum tipo de parametrizagdo, existem
métodos que empregam novas maneiras de associar a nuvem de pontos com a curva ou superficie
gerada, evitando a etapa de parametrizacido. Apesar da remoc¢do de uma etapa nao trivial, sem a
associa¢do paramétrica entre os pontos da nuvem e os pontos do modelo gerado, deve-se buscar
por modos alternativos de se calcular o erro de ajuste, sendo que estes podem ser mais custosos
do que a prépria parametrizacdo. Usualmente, a férmula de erro dada pela Equacdo 25 € adaptada
de modo a utilizar a distancia entre os pontos mais proximos da nuvem e do modelo ajustado.

Trazendo a ideia de modelos de contorno ativos (active contour models) e conjuntos de
niveis (level set) das dreas de Visdo Computacional e Processamento de Imagens, Pottmann,
Leopoldseder e Hofer (2002), Pottmann et al. (2005) e posteriormente Wang, Pottmann e Liu
(2006) apresentam um método que emprega estas técnicas no problema de ajuste de curvas
e superficies. Nesta proposta, uma curva ou superficie cubica ativa € inicialmente definida
suficientemente proxima da nuvem de pontos e adaptada iterativamente com base em um método
de minimizacdo de erro quadratico. A cada iteracdo do algoritmo sdo computados e aplicados
deslocamentos relativos aos pontos de controle, de modo que o modelo ativo convirja em dire¢dao
a nuvem de pontos. Estes deslocamentos sdo guiados pelo novo termo de erro de ajuste proposto,
o chamado erro das distancias quadraticas (SDM), o qual € definido por uma aproximagao
quadrética, baseada na curvatura, das distancias quadradas entre a nuvem e o modelo.

Diferente dos outros termos de erro que mensuram as distancias entre pontos, ou pontos
e vetor tangente, o uso deste termo de erro proposto por Pottmann, Leopoldseder e Hofer (2002)
busca relacionar os pontos de controle e seus deslocamentos de ajuste a um termo de suaviza¢ao
ponderado e as aproximacodes locais quadréticas (férmula de Taylor) da fun¢do de distancia
quadrada entre os pontos da nuvem e o modelo de contorno ativo. Este termo de erro, aplicado

como fungdo objetivo, é quadratico em relagdo aos pontos de controle e pode ser computado
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como um sistema de equagdes nao lineares através de métodos quasi-Newton. Wang, Pottmann
e Liu (2006) mostram que, no contexto de ajuste de curva como um problema nao linear de
minimos quadrados, a abordagem por SDM é um método de resolu¢do quasi-Newton, no qual se
emprega uma aproximagao baseada em curvatura para a matriz Hessiana.

O método de ajuste de curvas ou superficies baseado em SDM costuma apresentar rapida
convergéncia e potencial para ser utilizado — com pequenas adaptacdes — em outras aplicagdes,
como registro entre nuvens de pontos, por exemplo (POTTMANN et al., 2005). Entretanto, assim
como diversos outros métodos, a aplicacdo deste método ndo permite mudangas topoldgicas no
modelo ativo durante sua execucdo. Pode ser necessdria também a utilizacao de uma func¢ao de
penalidade para evitar o encolhimento total da superficie ativa. Além disso, os resultados deste
método podem ser altamente sensiveis a definicao inicial do modelo ativo, sendo necessdrio
alocar uma quantidade suficiente de pontos de controle préximas a cada regido da nuvem de
pontos, uma vez que o método os adapta de forma local. Essa sensibilidade ao modelo ativo inicial
se aplica tanto no sentido de acurdcia, onde o modelo ativo pode ndo convergir integralmente
sobre a nuvem de pontos alvo, quanto no sentido de compressao, onde pontos de controle em
demasia ndo sdo removidos ou realocados em outras regides distantes.

Considerando os eventuais problemas advindos de uma inicializag@o deficiente do modelo
ativo no método baseado em SDM, Yang, Wang e Sun (2004) sugerem uma extensdo que faz
uso de uma técnica para ajuste automatico e iterativo de pontos de controle em curvas B-Spline
cubicas. A extensao projetada realiza uma combinacdo do ajuste de um modelo ativo sobre uma
nuvem de pontos, usando SDM, com uma posterior avaliacao de cada segmento do modelo ativo,
e eventual inclusdo ou remocdo — nesta ordem — de novos pontos de controle. Este processo se
repete iterativamente até que seja atingido um limiar de erro aceitdvel.

A estratégia de inser¢do de novos pontos de controle aplicada por Yang, Wang e Sun
(2004), tem como objetivo a reducdo de erro local de cada segmento da B-Spline ajustada, e
ocorrem sempre que um segmento da curva nao atinge o limiar de erro aceitdvel. Uma insercao de
ponto de controle sempre ocorre sobre um segmento que apresenta o maior erro, subdividindo este
em duas partes. Na sequéncia, as posi¢des dos pontos de controle que constituem os segmentos
envolvidos sdo ajustadas com base em uma otimizacdo de uma fungdo objetivo baseada em
SDM, através de um método guasi-Newton. J& a estratégia de remog¢ao de pontos de controle,
tem como objetivo a compressao da representacdo da curva ajustada, e € realizada através da
busca e eliminagdo de nds que sdo localmente redundantes. A busca por estes nds acontece por
testes de potencial de redundancia, e a efetiva eliminacao ocorre de forma individual, através da
redistribui¢do dos nds remanescentes de modo a minimizar o aumento de erro e ndo ultrapassar
um limiar de erro aceitavel pré-estabelecido.

No método apresentado por Yang, Wang e Sun (2004), também existe uma forte depen-
déncia entre o resultado e o modelo ativo inicial. Neste sentido, € apresentada também uma forma
de inicializa¢do de modelo ativo, sendo utilizada uma abordagem com parametrizacdo neste, €

somente neste, processo. Além disso, é proposta a pré-computacdo de campos de distancias para
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o0 modelo ou nuvem de pontos alvo com o objetivo de minimizar o tempo gasto na computacao
recorrente da associacao entre os pontos do modelo ativo e os pontos do modelo alvo. Por fim,
apesar das estratégias de ajuste de pontos de controle, os processos de inser¢cdo e remog¢ao de nos
unitdrios podem ser significativamente custosos caso precisem ser executados em demasia. De
modo semelhante, a computagdo da associacao entre os pontos do modelo ativo e os pontos do
modelo alvo pode ser custosa para modelos que exigem o uso de uma malha refinada.

Com uma estratégia diferente, Afshar, Soryani e Rahmani (2011) apresentam uma
abordagem de otimizag¢do para o problema de ajuste de curvas sem parametrizagdo, utilizando
multiplas curvas de Bézier, as quais sdo otimizadas por uma meta-heuristica de algoritmo
genético coevolutivo. Trata-se de um método composto por duas etapas principais: clusterizagcdo
dos dados e posterior otimizagdo da posi¢ao dos pontos de controle através da meta-heuristica.
A clusterizacao € utilizada para distinguir os componentes conexos € agrupar 0s seus pontos
por proximidade. Em seguida, um segmento de curva de Bézier cubico € ajustado sobre cada
agrupamento identificado, sendo que os extremos dos segmentos sao compartilhados entre os
agrupamentos considerados vizinhos. A otimizacao € entdo realizada através da meta-heuristica,
utilizando a posicdao dos pontos de controle como varidvel de otimizacdo, considerando o
compartilhamento dos pontos de controle dos extremos e ainda garantindo a condi¢do de
continuidade C'. Como funcfo objetivo para a meta-heuristica, utiliza-se a minimizacio de
erro (ndo quadratico) entre os pontos da nuvem e os pontos das curvas. A proposta de Afshar,
Soryani e Rahmani (2011) também apresenta a caracteristica de escolha inicial automatizada da
quantidade de pontos de controle a ser utilizada, que € fixada. Isso ocorre através do algoritmo
de agrupamento, o qual determina a quantidade de grupos e, por consequéncia, a quantidade de
segmentos de curvas de Bézier cubicas utilizadas.

Outra proposta com estratégia similar € apresentada por Javidrad (2012), a qual utiliza
uma variacdo da meta-heuristica de recozimento simulado para ajustar a posi¢do dos pontos
de controle e minimizar o erro de ajuste de uma curva B-Spline cubica. Esta variacdo da meta-
heuristica aplica uma adaptag@o no processo de resfriamento do algoritmo, no qual a temperatura
¢ alterada de modo dependente a evolu¢do na funcao objetivo. Esta dltima é composta por um
termo de minimizacdo das distancias entre os pontos da nuvem e a curva, € por outro termo
referente a suavidade da curvatura, os quais sdo multiplicados por um ponderador individual.
A quantidade inicial de pontos de controle é ajustada pelo usudrio, assim como um limiar de
movimento maximo por iteracdo, que € utilizado com o intuito de prevenir modificacdes demasi-
adamente bruscas de uma iterac@o para outra. O método proposto consegue lidar com formas

complexas fechadas ou abertas, mas tem problemas com curvas onde linhas se interceptam.

3.2 FERRAMENTAS E BIBLIOTECAS PARA AJUSTE DE SUPERFICIE

Além da busca por técnicas e abordagens de ajuste e reconstru¢cdo de superficies listadas

na literatura cientifica, também foram consultadas ferramentas (software pronto para uso) e
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bibliotecas (fornecem funcionalidades para simplificar a criacido de software) voltadas para este
proposito e suas caracteristicas. Além de resultados referentes ao objetivo da pesquisa, houve um
numero significativo de referéncias a publica¢des cientificas e relatérios técnicos relacionados a
temdtica, além de software que processam nuvens de pontos, mas ndo realizam a reconstrucao
de malha propriamente dita (e.g. Cloud Compare, 3DVEM, SURE e Phi.3D). Referéncias a
tais ferramentas podem ter sido apontadas devido a ambiguidade em determinados termos que
possuem significados sensiveis ao contexto de nuvens de pontos e reconstrucdo. Por exemplo, o
termo reconstrucao pode significar a geracdo de malha para um modelo 3D ou simplesmente
a geracdo de uma nuvem de pontos densa, e o termo triangulacdo pode ser entendido como
a geracdo de malha triangular para um modelo 3D ou como um processo de identificacdo da
posicdo relativa entre cAmeras (perspectiva em uma foto) e pontos identificados para a nuvem.

Apesar de muitas das paginas web encontradas ndo fornecerem uma listagem exaustiva
sobre os recursos ou informagdes técnicas das ferramentas, procurou-se coletar informacoes
basicas sobre os recursos, o funcionamento e a acessibilidade do software, identificando se este €
livre, modificdvel, multiplataforma, se gera modelos com superficies suaves e permite computa-
¢ao através da unidade de processamento grifico (GPU). Além disso, como foi identificado que
muitas ferramentas encontradas também suportam operacdes de geracao de nuvem de pontos
por fotogrametria, esta caracteristica também foi ressaltada. Uma sintese das peculiaridades de
cada ferramenta e biblioteca € apresentada no Apéndice A. Para sumarizar os pontos chaves das
ferramentas encontradas, apresenta-se a Tabela 1, excluindo a ferramenta Imag’Ing devido a
falta de informacdes fornecidas na sua pagina web, ndo sendo possivel concluir uma posicao em
relacdo a maioria das caracteristicas analisadas.

Com relacao aos resultados, pode-se observar que a maioria das ferramentas encontradas
nao sao livres e ndo podem ser modificadas ou adaptadas por seus usudrios, seja através de
alteragcdes no proprio cédigo fonte ou através de scripts que sdo interpretados. Dentre as ferra-
mentas pagas, apenas duas delas — 3D Reshaper e Halcon — possuem a caracteristica de serem
alterdveis pelos usudrios, e outras duas possuem planos especiais que permitem o seu uso de
maneira gratuita — 3DF Zephyr com uma licenga educacional que permite o uso completo para
fins ndo comerciais € a GOM Inspect com uma versao gratuita que pode ser utilizada mas possui
restri¢des de funcionalidades em relacdo a versdo paga. Além destes casos especiais, a maioria
das ferramentas pagas disponibiliza uma versao de teste limitada.

A caracteristica de portabilidade das ferramentas também esta elencada na Tabela 1, na
qual pode-se perceber que a maioria delas ndao ¢ multiplataforma, estando disponivel essencial-
mente para o sistema operacional Windows. As demais ferramentas podem ser utilizadas pelo
menos nos sistemas operacionais Windows e Linux, com excecdo dos software Context Capture
e Halcon, os quais nao se fazem claros sobre esta informacao.

Apesar de todas as ferramentas apresentadas serem capazes de realizar operacdes de
reconstrucao de superficies, somente parte delas permite o uso de superficies suaves. As demais

ou utilizam apenas malha triangular ou nio especificam claramente esta informacao. Em alguns
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Tabela 1 — Tabela comparativa entre caracteristicas e recursos de softwares de reconstrugao.

Software SL. CM. MP. SP GPU Fot.
3D Reshaper |
3DF Zephyr -
Agisoft PhotoScan
Alice Vision Meshroon
AutoDesk ReCap
CGAL

Context Capture
Geomagic Wrap

GOM Inspect

Halcon

JRC 3D Reconstructor
LibIGL

Mesh Lab

Mic Mac

Open3D

PCL

Pix4D

Point Fuse

PointCab

Polyworks Modeler
Revworks

Trimble Real Works
VR Mesh Reverse

Siglas: S.L. = Software Livre / C.M. = Cédigo Modificiavel / M.P. =
Multiplataforma / S.P. = Superficies Paramétricas / GPU = Realiza
computacdo com GPU / Fot. = Fotogrametria.

Legenda: B = atende a caracteristica / A = atende parcialmente a carac-
teristica / [J = ndo atende a caracteristica / - = ndo foi possivel determinar
se atende ou ndo a caracteristica.

RN REN N REEN
w0
cOd> il

[ N B Og:
» 1 B» [] '
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

casos, tal especificagdo foi encontrada apenas em féruns oficiais, ndo sendo identificada na
homepage do software. Além disso, as informacdes apresentadas nos conteidos oficiais das
ferramentas ndo expdem qual a técnica ou algoritmo utilizado para realizar a reconstru¢do, com
excecdo das ferramentas de cédigo aberto, nas quais € possivel analisar o c6digo utilizado.
Também foram analisadas as ferramentas que permitem a aceleracdo de determinados
procedimentos com o uso de placas graficas (GPU), visto que muitas operacdes no processo de
reconstru¢ao podem exigir poder computacional significativo. Neste sentido, pode-se perceber
que novamente muitas ferramentas ndo informam este recurso — ou pelo menos ndo o destacam
— em suas homepages ou em seus foruns oficiais. Dentre as seis ferramentas que suportam

este recurso, duas delas o atendem parcialmente pois, exigem o uso de placas grificas da
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desenvolvedora NVIDIA!, i.e. o recurso sé pode ser utilizado com hardware especifico.

Por fim, outro recurso analisado € a capacidade das ferramentas em trabalhar com
fotogrametria. Apesar de ndo ser a Unica forma de se obter nuvens de pontos, este recurso
¢é enaltecido pelas ferramentas que apresentam suporte a esta funcionalidade. Neste quesito,
pode-se perceber que, em sua maioria, sdo as ferramentas pagas que possuem este recurso, ao
passo que as bibliotecas ndo o incluem. Vale ressaltar ainda que alguns dos software encontrados
que possuem o recurso de fotogrametria parecem ser especificamente voltados para imagens
aéreas obtidas com o uso de drones, por exemplo.

Dentre as ferramentas e bibliotecas encontradas, trés foram utilizadas no decorrer desta
pesquisa para auxiliar no suporte a algumas operacdes. As bibliotecas CGAL e PCL foram
empregadas para desenvolver uma ferramenta que realiza os principais tipos de parametrizacao
da literatura. J4 a ferramenta Mesh Lab foi utilizada para realizar a visualizag¢do dos resultados

finais e intermedidrios do procedimento.

3.3 DISCUSSAO DO CAPITULO

Foi apresentada neste capitulo uma revisdo da literatura referente ao ajuste de curvas e
superficies paramétricas sobre nuvem de pontos, bem como um levantamento de bibliotecas e
ferramentas que podem ser utilizadas para este objetivo. Com o intuito de sintetizar os trabalhos
revisados, apresenta-se a Tabela 2 e a Tabela 3. S@o indicados nestas tabelas os seguintes dados:
os autores; o modelo paramétrico utilizado na otimiza¢do com seu respectivo grau, identificando
quando sao empregadas multiplas curvas ou superficies, e as abordagens por surface skinning; o
método de otimizacao utilizado, identificando se € uma abordagem deterministica, estocdstica
ou uma mistura de ambas, e especificando os principais algoritmos utilizados; as varidveis
otimizadas pelos métodos, de acordo com os simbolos utilizados neste trabalho; a especificacdo
se os métodos utilizam ou ndo parametriza¢ao; as métricas de erro utilizadas para avaliar os
resultados obtidos; e a origem das nuvens de pontos utilizadas nos experimentos.

Como todos os métodos que aparecem na sintese de superficies utilizam parametrizagdo,
esta coluna foi omitida na Tabela 3. Quanto a origem da nuvem de pontos, elas foram classificadas
em: proprias (quando ndo hd menc¢do de que a nuvem foi adquirida de algum repositério e a
nuvem nao foi utilizada em outros trabalhos revisados), chain code, equagdes (quando a nuvem
de pontos foi gerada através da discretizagdo de pontos com base em equagdes) e terceiras
(quando a nuvem de pontos foi adquirida em algum repositdrio publico, ou quando a nuvem
de pontos utilizada foi encontrada em outros trabalhos revisados). A classificacio do método
proposto neste trabalho foi adicionada ao final da Tabela 3. O uso do termo minimos quadrados
na coluna do método de otimizagao, refere-se a utilizagdo de algum método deterministico de
resolucgdo de sistemas lineares — como SVD ou decomposicdo LU — empregado na solugdo de

uma formulacdo de minimos quadrados, conforme apresentado na Equacdo 28.

' NVIDIA - Empresa desenvolvedora de placas graficas. Homepage: <https://www.nvidia.com>
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Tabela 2 — Sintese de trabalhos envolvendo ajuste de curvas paramétricas

(continua)
Pesquisa Curva Método de Otimizacio (‘)]?ill.liﬁ‘z];iisas pg's;n. g/iéﬁt]fsgs g{l;ge?: da
éf(;{l% Soryani e Rahmani Egil”;l) Bézier ?iithéStiCO: algoritmo genético coevolu- 5 Nio ISE g;l(;?;iiz :i:e
Agilareal, o1y (USSPl doeminisio: ergbes bacadiseman o op g RusE proprias
glggtgg\fg;“emum e Pai- \uUrBS ?éggdgéséggginlg ggiggtiigr?tgéNniﬁ{nﬁés_ .p. BT propria f&%@f&? e
quadrados eW

Do, isbiovidodo muld B-Spline Lo TN von e ey auadre. p.PeT sin WpUT cdutese
g%rla%imi e Loghmani E{:S%line %e;ggnénﬁ;;?goggfa%rgé glspproximation p,PeU Sim RMSE E%E%E%S
g%rlaél)imi e Loghmani E{:S%ine gsgeggl(iil(l)fsstico: Scalled BFGS e minimos p.PeU Sim RMSE i?ggﬁﬁag e
Galvez e Iglesias (2013) Elfzp 2%6;3) estocéstico: algoritmo do vaga-lume PeT Sim lli%éseEéI C propria
Galvez e Iglesias (2016) Elfff)hne gﬁrélrlfircliic)r;lglsgglrlietlglr(;élgsenxame de particulas PeT Sim ?rllg e pro- proprias
glfje(g;(\))%’) Rosso e Tsu- Bézier estocdstico: evolugao diferencial P Sim ISE propria
Hocgoys, Tomena o Par. Bérer - hibrido: algortm evolucondto Boble poy g 1sE equastes

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Tabela 2 — Sintese de trabalhos envolvendo ajuste de curvas paramétricas

(continuagdo)

Pesquisa Curva Método de Otimizacio (‘)]?ilr‘lirl{};’:iisas pzlli'szﬁn. g/iégjsgs 1(\I)fllvge(ilnn da
Irshad et al. (2016) g&%‘iggss racionais  egtocsticos algoritmo genético P Sim proprias proprias

B-Spline (d=3) (o
Javidrad (2012) Zingu(face Skin-  estocastico: recozimento simulado P Nio prépria Ea?lgggg ©
ga(;lld(;l)nata € Shamsuddin Eiézzliﬁrl) estocéstico: evolucao diferencial P Sim propria prépria
}PI%tft:;%ggin)e opoldseder Ei;sgine deterministico: otimiza¢do quasi-newton P Nio - préprias
Sarfraz et al. (2006) gggﬁ? g?a)ggso + evolugdo simulada minimos qua-  p . yy Sim ISE terceiras
(Szaggi)z, Hussain e Irshad ’(fllllllz%?giizzzionais estocdstico: algoritmo genético P Sim - terceiras
(Slp9e9e§’) Kuppe ¢ Hoschek Ei—jgline deterministico: método de Gauss-Newton PeU Sim ME terceiras
Ueda et al. (2020) Egilél) Bézier g%tj%(fvs éig%igiﬁgéi]rgento simulado mono- P Sim propria proprias
ggg%; Pottmann ¢ Liu ?&ESU) B-Splines  joterministico: otimizagdo quasi-newton P Ndo &%SE € proprias
Yang, Wang e Sun (2004) Egil’;l) B-Splines deterministico: otimizag¢do quasi-newton P Nao M]SEE © proprias
Zheng et al. (2012) B-Spline deterministico: L-BFGS PeU Sim RMSE terceiras

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Tabela 3 — Sintese de trabalhos envolvendo ajuste de superficies paramétricas

(continua)
: . 5 PP Variaveis = Métricas Origem da
Pesquisa Superficie Método de Otimizacao Otimizadas de Erro Nuvem
hibrido: (equagdes diferenciais parciais / rede
. B-Spline neural de mapas auto-organizdveis) + (minimos ME e mapa de préprias e
Barhak e Fischer (2001) (d=3) quadrados / gradiente descendente / algoritmo PeU calor terceiras
de correcao aleatdria do erro de superficies)
Bertolino et al. (2021) multi NURBS f;“gglgﬁﬁaggggm Genético ERASMUS e mini- 4. PP Us prépria terceiras
Carlson e Gulliksson NURBS deterministico: Gauss Newton com Regido de P,UTe¢e _. s
(2008) (d=3) Confianca W visual propria
2 LA 2 deterministico: projecdo harmonica, Levenberg- P
Curkovié, Curkovi¢ e = SR > 1 proprias ou
Vugina (2018) NURBS lgillealquuardt, convolugdo com distribui¢do Gaussi- P, U eW  mapa de calor terceiras
. T-Spline deterministico: fatoracdo QR ou gradientes con- RMSE e mapa préprias e

Feng ¢ Taguchi (2017) (d=3) jugados p.PUeT de calor terceiras
Gilvez, Iglesias e Puig-Pey  B-Spline hibrido: Algoritmo Genético e minimos quadra- equacdes e
(2012) (d=manual) dos P.UeT  MSEeME 60,
Laurent-Gengoux e Mekhi- NURBS deterministico: gradiente conjugado de Polak- P,UTe ME préprias ou
lef (1993) (d=3) Ribiere w terceiras
Iglesias, Galvez e Loucera . . hibrido: Recozimento Simulado e préprias ou
(2015) Bézier minimos quadrados PeU MSEeBIC (. Ceiras

. L. hibrido: algoritmo de Busca Cuco e proprias ou
Iglesias et al. (2018) Bézier minimos quadrados PeU ISEeRMSE ¢, ~0. e
Iglesias, Gilvez e Collan- Bézier racional hibrido: algoritmo do morcego e P.UeW ISE e RMSE terceiras

tes (2018)

minimos quadrados

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Tabela 3 — Sintese de trabalhos envolvendo ajuste de superficies paramétricas

(continuagdo)
: : 5 PSP Variaveis = Métricas Origem da
Pesquisa Superficie Método de Otimizacao Otimizadas de Erro Nuvem
.. B-Spli deterministico: aproximagao geométrica itera- MSE, ME )
Kineri et al. (2012) (o 3P) ne o p,PeU mapa de calos terceiras
L < o PSSP MSE, prépria P
Kragié¢, Curkovi¢ e Vucina Qal deterministico: minimos quadrados, mapas ’ préprias ou
(2018) B-Spline harmonicos e elastic springs PelU ?O;napa de ca- terceiras
Lai, Hu e Pottmann (2006) 21-:831?)11% Sg;z;n;irrgsstilg?\;[ minimos quadrados e técnica ba- P mapa de calor  terceiras
Surface Skinning: e ~ ~ .
Li et al. (2015) NURBS e T-Spline deter,mlnlstlco. insercdo e adaptacdo da malha p,PeT visual proprias ou
(d=3) de nés terceiras
deterministico: método de Newton, minimos ~
Mao et al. (2018) ?AS%BS quadrados e algoritmo de reamostragem base- Pe U MSE e ME Ie);lél;;;i(;es ©
ado em curvatura
Rodriguez (2017) NURBS estocdstico: algoritmo genético PeW RMSE proprias
ISn}ﬁIrln(s;ggér)l, Ahmed e Sa- ‘;%%%ess(]gzgng : deterministico: inser¢do e remocao de nés p, P visual prépria
T-Spline deterministico: minimos quadrados com fatores .
Shang et al. (2018) (d=3) locais de ponderagio de suavidade p,PeT RMSE e ME terceiras
T-Spline deterministico: minimos quadrados, reparametri- .
Wang e Zheng (2013) (d=3) zacao fiel e readequacgdo da estrutura de nds p.P.UcT MSEeME tercetras
Yoshimoto, Moriyama e B-Spline hibrido: Algoritmo Genético e minimos quadra- N
Harada (1999) (d=3) dos peP AIC equagio

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Tabela 3 — Sintese de trabalhos envolvendo ajuste de superficies paramétricas

(continuagdo)
. . < TP Variaveis = Métricas Origem da
Pesquisa Superficie Método de Otimizacao Otimizadas de Erro Nuvem
. S . ( RMSE, ME ¢
B-Spline deterministico: minimos quadrados e método da ’ .
Zhang et al. (2016) > : q p,PeT mapas de ca- terceiras
(d=3) descida coordenada lor
método Droposto g;leltiOB—S[;lticn}::ess deterministico: divisdo e conquista com minimos PelU RMSE, ME, equagdes e
prop ( d:g) vp quadrados P AIC e BIC terceiras

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Todos os métodos de ajuste encontrados utilizam uma estratégia iterativa, através da
qual o método realiza um procedimento de otimizacao repetidamente até que um ou multiplos
critérios de parada sejam alcancados. Os trés principais critérios de parada utilizados nestes
métodos sdo um nimero maximo de repeti¢des, o uso de um limiar de erro de ajuste e 0 nao
melhoramento do resultado apds uma sequéncia de iteracdes. Além disso, € comum que diversos
atributos de curva e superficie ou do proprio método de otimizacao sejam fornecidos como
entrada e estes valores costumam ser ajustados individualmente para cada caso de teste ou
experimento. No caso das meta-heuristicas inspiradas na natureza, a escolha dos parametros
influencia significativamente o desempenho do método (IGLESIAS et al., 2018). Em alguns
casos, mesmo os atributos otimizados requerem uma definicdo de um valor inicial, sendo que
este valor pode influenciar significativamente na qualidade do resultado obtido ou no tempo
computacional necessario.

Considerando que a varidvel p desempenha um papel fundamental no balanceamento
entre qualidade e simplicidade nos resultados obtidos, alguns métodos agregam estratégias de
alteracdo dinamica desta varidvel. A alteracdo dinamica da quantidade de pontos de controle
pode ser realizada através de inser¢ao de novos pontos de controle (EBRAHIMI; LOGHMANI,
2018; DUNG; TJIAHIOWIDODO, 2017; PARK; LEE, 2007) ou através de remoc¢ao de pontos
de controle (YOSHIMOTO; HARADA; YOSHIMOTO, 2003; GALVEZ; IGLESIAS, 2013;
GALVEZ; IGLESIAS, 2016). Como a insercdo ou remog¢ao de um tinico ponto de controle por
iteracdo € um procedimento custoso e que pode se tornar o gargalo no tempo de computagao, é
preferivel adicionar ou remover multiplos pontos de controle quando possivel.

Em vérios métodos propostos na literatura, percebe-se que p precisa ser determinado
com antecedéncia, como parametro de entrada. Apesar de complexa, uma maneira de nao
delegar a escolha da quantidade de pontos de controle ao utilizador é definir alguma forma
automatica de estima-la, mesmo que esta nio seja feita de maneira 6tima. Nesta estratégia,
geralmente se utiliza uma abordagem de inser¢ao ou remoc¢do de pontos de controle durante
a execugao do algoritmo, atribuindo algum limiar de erro mdximo ou compressao minima
aceitavel, sendo o primeiro o mais comum. A escolha automética de p pode ser realizada
com base na curvatura local estimada (AGUILAR et al., 2018), através de agrupamentos e
particionamento das amostras (AFSHAR; SORYANI; RAHMANI, 2011), ou com alteracdo
dindmica e adaptativa (EBRAHIMI; LOGHMANI, 2017), por exemplo. Desta forma, o algoritmo
executa iterativamente, melhorando o resultado no sentido de sua acurécia ou de sua compressao,
sendo vidvel o ajuste de um balanceamento desejado entre estes dois objetivos. Além disso,
pode-se notar que alguns métodos empregam uma parametrizagdo fixa, mas técnicas de corre¢ao
de parametrizagdo ja vem sendo adotadas com maior frequéncia. O uso destas técnicas permite a

obtenc¢do de melhores métricas de erro, no entanto, sua aplica¢io repetitiva em métodos iterativos

pode também aumentar significativamente o tempo de execucao do ajuste (KINERI et al., 2012).

Através da revisdo dos métodos, pode-se observar que P e U s@o as principais varidveis

otimizadas, ao passo que T e W sdo otimizadas com menos frequéncia, especialmente no caso
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de ajuste de curvas. Durante a pesquisa foi possivel detectar também que, em alguns casos,
apesar dos métodos alegarem o uso de curvas ou superficies racionais, as variaveis W eram
utilizadas com um valor fixo, sem otimizacdo, o que descaracteriza e torna desnecessario os
célculos especificos do modelo racional. Apesar das T-Splines serem o modelo mais genérico
para representacio, o modelo que se destaca por ser mais utilizado nos trabalhos revisados é
a B-Spline. Ademais, apesar da maioria dos trabalhos que otimiza p optar por um ajuste com
refinamento incremental de uma tnica curva ou superficie, ja existem abordagens que utilizam
multiplos segmentos de curva ou retalhos de superficie no ajuste. Este tipo de abordagem vem
sendo empregado nos trabalhos mais recentes, especialmente no caso do ajuste de curvas, onde
a jun¢do entre os segmentos € mais simples de ser realizada. No caso das superficies, no qual
existe o problema de compatibilidade de torc@o entre a juncdes de trés ou mais retalhos de
superficie, acredita-se que a utilizacao de B-Splines com os principios de retalhos de Gregory
podem contribuir para a uniao destes retalhos com continuidade paramétrica em todas as suas
bordas e quinas, criando superficies continuas.

Outra anélise pode ser feita em relagdo as métricas de erro utilizadas. Apesar das métricas
AIC e BIC ponderarem entre o erro de ajuste e a quantidade de varidveis empregadas na solucgdo,
elas foram menos utilizadas nos trabalhos do que as métricas tradicionais de erro (ISE, MSE,
RMSE e ME). Inclusive, nos diversos métodos encontrados que utilizam um limiar de erro
toleravel, este valor esta associado com a métrica de RMSE e ME na maioria dos casos. Além
do uso de métricas de erro, diversos trabalhos encontrados avaliam os resultados obtidos em
superficies ajustadas através de mapas de calor, diferenciando por cores as regides da superficie
que foram melhor ou pior ajustadas.

Outro aspecto que merece destaque € o fato de que grande parte dos trabalhos encontrados
utilizam nuvens de pontos préprias ou nao identificam sua fonte, dificultando ou impossibilitando
a reprodutibilidade dos resultados. Além disso, mesmo entre os trabalhos que empregam nuvens
de pontos sintéticas ou oriundas de repositorios abertos, existem aqueles que aplicam algum efeito
de ruido randdmico sobre a nuvem de pontos. Se por um lado, ao fazerem isso simulam dados
reais, por outro, inviabilizam a reprodutibilidade ou a compara¢do, uma vez que em nenhum
caso a nuvem gerada € disponibilizada. Outra dificuldade de comparacao € a constatacao da
auséncia de informacdes quantitativas de erro e de tempo de execucdo dos métodos apresentados

e testados, conforme mencionam Feng e Taguchi (2017).
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4 METODO PROPOSTO

As técnicas de divisdo e conquista resolvem diversos problemas de forma eficiente e
sdo utilizadas para diversas finalidades (CORMEN et al., 2009). Esta estratégia pode reduzir a
complexidade de tempo da resolug¢do de problemas e possui a caracteristica de que uma signifi-
cativa parcela das suas etapas de execucdo podem ser paralelizadas, com poucos procedimentos
seriais. Apesar do seu potencial, esta estratégia raramente € utilizada no ajuste de curvas e
superficies, com base nas pesquisas revisadas. Isto se deve, possivelmente, a dificil tarefa de
combinar diversos retalhos de superficie com continuidade geométrica ou paramétrica, evitando
o problema de compatibilidade de torcao, e simplificar sua representacao.

Algoritmos de divisdo e conquista possuem pelo menos trés etapas bem definidas: a
divisdo ou decomposi¢ao recursiva do problema em subproblemas menores de mesma natureza;
a conquista ou resolucdo destes subproblemas e; a combinagdo das respostas gerando uma
solucdo apropriada. Estes métodos, no entanto, ndo sdo aplicdveis a todo tipo de problema, pois
a condicao de particionar um problema em subproblemas nao se aplica para toda e qualquer
situagdo. Além disso, quando a condi¢do de monotonicidade — isto é, a relacdo crescente ou
decrescente entre as varidveis de otimizagdo e a funcdo objetivo — ndo se mantém durante toda
a otimizagao, ndo existe garantia da obten¢do de uma solu¢ao 6tima para o problema. Outro
possivel obstaculo € que as operagdes de divisdo, conquista e combinacdo podem ser mais
custosas do que solucionar o problema original de forma direta.

O problema de ajuste de curvas e superficies se adapta conceitualmente a proposta de
uma estratégia de divisdo e conquista. Por exemplo, uma nuvem de pontos que amostra um objeto
pode ser iterativamente dividida em subconjuntos, os quais sio ajustados individualmente e por
fim combinados em uma tnica solugdo. Neste trabalho, optou-se por combinar a estratégia de
divisdo e conquista com a utilizagao de um limiar de erro (&,;) que € utilizado como referéncia e
critério de escolha no processo de divisdo iterativa do problema, contribuindo também na escolha
automatizada da quantidade de pontos de controle (p).

Com a busca por um método eficiente, a otimizagao de varidveis ndo lineares em relacao
ao erro de ajuste foi evitada, uma vez que a resolucio de sistemas de equacdes ndo lineares
pode consumir um tempo significativo, especialmente ao utilizar nuvens de pontos com uma
grande quantidade de pontos de controle, e ndo encontra necessariamente uma solucao 6tima.
De fato, até mesmo a otimizagdo por resolucao de sistemas lineares gerado pelo método de
minimos quadrados pode requerer um tempo de computacdo considerdvel no caso de ajuste de
nuvens de pontos com muitas amostras e especialmente com muitos pontos de controle. Isto
porque os métodos de resolucio de sistemas lineares possuem complexidade de tempo O(np?),
onde n representa a quantidade de amostras da nuvem e p representa a quantidade de pontos de
controle (GOLUB; LOAN, 1996; EBRAHIMI; LOGHMANI, 2018). Tendo isto em vista, o uso
de uma estratégia de divisao e conquista busca realizar uma troca entre uma quantidade maior

de operagdes pela reducao do valor de ambas as varidveis envolvidas; em outras palavras, sao
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realizadas mais otimizagdes de menor custo.

4.1 METODO DE DIVISAO E CONQUISTA NO AJUSTE DE MULTIPLAS CURVAS

Considerando que o problema de ajuste de curvas € mais simples do que o ajuste de
superficies, optou-se por verificar inicialmente a eficécia e eficiéncia de um método de ajuste de
multiplas curvas paramétricas utilizando uma estratégia de divisdo e conquista. Assim, o método
de ajuste de multiplas curvas foi um precursor ao ajuste de superficies e a proposta apresentada a
seguir foi publicada por Buchinger e Rosso (2022). Nao € o foco deste trabalho se aprofundar no
problema de ajuste de curvas, mas diversas ideias, ponderacdes e mecanismos empregados nesta
proposta foram reaproveitados ou adaptados para o método de ajuste de superficies proposto.

O método de ajuste de uma nuvem de pontos N por multiplas curvas paramétricas B-
Spline € composto por trés etapas principais que sdo executadas recursivamente: conquista,
combinacdo e divisdo; além de uma etapa final de mesclagem. A Figura 13 ilustra um fluxograma
com pseudocddigo de alto nivel do método proposto para o ajuste de multiplas curvas e seu
funcionamento € descrito a seguir. Note que o método requer como entrada apenas uma nuvem
de pontos organizada, sendo que os demais pardmetros possuem valores padrdes preestabelecidos
e testados para os principais cendrios de ajuste. Os pardmetros utilizados pelo método serdo
descritos a seguir e seus valores padrdes, assim como um intervalo de valores sugeridos, sao
apresentados na Tabela 4. Apesar de terem valores sugeridos, os pardmetros podem ser ajustados
manualmente, na busca pelo aprimoramento dos resultados obtidos (parameter tunning).

Na etapa de conquista, todos os subconjuntos da nuvem de pontos (pcs) — inicialmente
um — sdo (re)parametrizados com um método ¢ e uma nova curva paramétrica de grau d €
ajustada para cada um deles através do método de minimos quadrados, otimizando os pontos
de controle P por sistemas lineares. O ajuste € realizado com uma quantidade fixa de y pontos
de controle e, para cada nova curva ajustada, calcula-se o erro de ajuste 8}3} baseado em uma
métrica . O célculo de erro, no entanto, utiliza um mecanismo de otimiza¢do que o interrompe
caso o valor parcial calculado ja ultrapasse o limiar &, pré-estabelecido. Isso € realizado pois
esta operagdo pode ser relativamente custosa e, caso o erro de ajuste seja maior do que o erro
tolerdvel, nao ha razdo pela qual calcular o seu valor exato. Por padrao, ¢ = comprimento de
corda; ¥ = max (2d, L\*/WW ); e Y= ME.

Na etapa de combinagdo, todos 0s novos segmentos de curva que foram ajustados com

um erro de ajuste menor do que um limiar pré-estabelecido em

sdo combinados com uma
continuidade adaptativa. Dois segmentos de curva vizinhos sdo ajustados através da resolucao
de outro sistema linear, no qual ¢ pontos de controle mais proximos da ponta de juncdo de
ambos os segmentos envolvidos sdo otimizados utilizando as restricdes para obtencdo de uma
continuidade CY e C!. Mais detalhes de como esta solucio é calculada sdo apresentados no
trabalho de Buchinger e Rosso (2022), explicitando as matrizes e vetores que sdo utilizados no

célculo de um sistema linear produzido com base no método de minimos quadrados. A solucdo
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Figura 13 — Fluxograma de alto nivel do método proposto para o ajuste de multiplas curvas

Etapa de Mesclagem
T para cada seg" em res:
Entrada & Parametros reparametrizar(seg", §)
No,dwy,y,8,, para cada seg® em res: 4
Praxs K> G5 A, O tentarMesclar(seg', €, )
atualizar res i res /
Inicializacdes v para cada seg" em res: ;
pes == [N] se seglll ndo esté combinado:
segmentos := [] N combinar(seg, o, ))
f:fl?‘jl[l].— ListaOrdenada(] Etapa de Divis§9 ~ _
o enquanto segFail ndo estd vazia.
PV Nl seglll := remove elemento com maior
l e em segFail
sep+wy>p ou NWnao pode ser dividido:
pes possui adicionar segl! em res
elementos? sendo:
NN = dividir(NU, x)
adicionar N'A1 ¢ NBl em pcs
atualizar p

Etapa de Conquista '
Etapa de Combinacio

limpar segmentos .
ara cada NI em oes: para cada seg'! em segmentos:
P pes: seglll <g -
0

i = novaCurva(d i .
:;:[% 5 1(1;};(; urva(d, ) combinar(seg®, o, A, €_)
ey eltl .= erroAjuste y(segll, NIl
ajustar(segll, Nl Uil > Ll ’

gltl = errodjuste y(segh, Ni) segl > € —
o, ’ adicionar (seg, N, glil) em segFail
adicionar seg em segmentos .
sendo:

limpar pcs

adicionar seg em res

Fonte: Adaptado de Buchinger e Rosso (2022)

com continuidade C? é escolhida somente caso o erro de ajuste com C! seja A vezes maior do

que o erro de ajuste com C?.

Por padrao, e‘m = MMD/2 — onde MMD representa a Média das Menores Distincias

.

entre cada ponto da nuvem e seus vizinhos — quando a nuvem nao apresenta ruido (& '; =
3MMD)/4 para nuvens de pontos produzidas por chain code, 8r[23 = 4MMD/3 no caso de nuvens
com pouco ruido e et[g/; = 3MMD no caso de nuvens com ruido significativo); c = y/2; A =4
para formas suaves e A = 2 nos demais casos. Na sequéncia, todos os segmentos de curva que

ndo obtiveram um ajuste com erro menor do que o el

7 S0 colocados em uma lista de candidatos

a divisdo (segFail), ao passo que os segmentos de curva que obtiveram ajuste menor do que 8}2
sdo adicionados em uma lista de segmentos de curva candidatos a solugdo (res).

Na etapa de divisdo, cada segmento da lista de candidatos a divisdo e seu respectivo
subconjunto da nuvem de pontos sdo analisados. Inicia-se pelos segmentos de curva com maior

erro de ajuste, verificando se existe um ponto valido para a divisdo e garantindo um nimero
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Tabela 4 — Lista de parametros para o método de ajuste por multiplas curvas

Parametro Intervalo Sugerido Valor Padrao
1) { umfor.me, centripeto, } comprimento de corda
comprimento de corda
d<y Bézier: y-1/B-Splines: 3
v d<y<|VIN| y = max (24, | /[N | )
y {RMSE, ME} ME
3-MMD/4 Chain Code
el el eRr MMD/2 Sem ruido
tol tol 4-MMD/3  Pouco ruido
3-MMD Muito ruido
pmax pmax Z w R
X {BS, EB, GC, SC} GC
o 3<o<vy/2 v/2
0 N (1 o+ (C',4) Forma suave
A HC ), (€L RN {(CI,Z) Forma ndo suave
0 1<6<100 10

MMD = Média das Menores Distancias entre cada amostra da nuvem e seus vizinhos

BS = Bise¢do / EB = Balanceamento de Erro / GC = Maior Curvatura /
SC = Menor Curvatura

Fonte: Adaptado de Buchinger e Rosso (2022)

minimo de amostras por ajuste. Também € verificado se a quantidade de pontos de controle
necesséria (p + y) — considerando todos os segmentos — ndo extrapola um limite maximo de
pontos de controle p,,,y. Se o subconjunto da nuvem N 11 ndo pode ser dividido, entdo ele é
adicionado a lista de segmentos de curva candidatos a solugdo (res). Caso contrério, o ponto de
divisdo do subconjunto da nuvem de pontos € selecionado por um método de particionamento ¥,
o qual pode ser baseado em bissecdo, balanceamento de erro, ponto de menor curvatura e ponto
de maior curvatura. Buchinger e Rosso (2022) apresentam mais detalhes sobre o funcionamento
dos métodos de particio utilizados. Por padrdo, p,;,.x = € X = ponto de maior curvatura. Note
que o valor padrao de p;,q ndo limita a quantidade maxima de pontos de controle, sendo um
mecanismo idealizado para situacdes especificas, nas quais se deseja obter um resultado que
nao ultrapasse uma quantidade de pontos de controle preestabelecida, garantindo um nivel de
simplicidade do modelo resultante.

As trés etapas recursivas sio executadas até que nenhum subconjunto da nuvem de pontos
seja dividido. Neste caso, uma ultima etapa de mesclagem € realizada. Inicialmente um procedi-
mento de reparametrizacdo € realizado, no qual todos os segmentos de curva sdo discretizados

com 0 - p amostras, as quais sdo igualmente espagadas no dominio paramétrico — onde é é um
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fator pré-definido, com valor padrdo & = 10. A nova parametrizacgdo é entdo escolhida com base
nas menores distancias encontradas entre as amostras da nuvem de pontos e 0s pontos discretos
dos segmentos de curva. Na sequéncia, com o intuito de reduzir a quantidade de pontos de
controle utilizada, aplica-se um procedimento de mesclagem. Neste, cada segmento de curva na
lista de candidatos a solucdo (res) € analisado juntamente com um de seus vizinhos e tenta-se
realizar uma fusao entre os dois segmentos. A nova curva gerada pela fusao € ajustada sobre a
unido destes dois subconjuntos da nuvem de pontos utilizando i = [0,75(y|, + ¥ ) | pontos
de controle, onde |, e Y representam as quantidades de pontos de controle dos segmentos
de curva vizinhos, antes da unido. Note que esta expressdo niao garante uma minimizacao dos
pontos de controle, mas se mostrou efetiva nos diversos experimentos realizados. Por fim, cada
segmento de curva que ndo se encontra unido com seus vizinhos é combinado compulsoriamente

pelo procedimento de combinagio para gerar uma tnica curva final.

4.1.1 Exemplo do funcionamento do método

A seguir € apresentado um exemplo que ilustra o funcionamento do método proposto
para o ajuste de multiplas curvas, utilizando o benchmark do semicircle (TEH; CHIN, 1989).
Foram utilizados os seguintes valores de entrada para melhor demonstrar alguns detalhes de
funcionamento do método: N =(nuvem de pontos semicircle normalizada), d =3, v =7,
¢=(comprimento de corda), y =ME, St[g?E] = 0,03, Prmax = 35, x =(bissecdo), 6 =3, 1 = (C',2)
e 0 = 10. Inicialmente o método cria e realiza o ajuste de um unico segmento de curva cs; com
grau 3 (d) e 7 (y) pontos de controle sobre a nuvem de pontos N parametrizada com o método
de comprimento de corda (¢). O ajuste otimiza apenas os pontos de controle do segmento de
curva cy| e o resultado € apresentado na Figura 14(a). Como o erro de ajuste obtido € maior
do que 0,03 (et[xE}) e P < Pmax, a nuvem de pontos € dividida em dois subconjuntos através do
método da bissecao.

Na segunda iteracao pelo lago de repeti¢do principal do método, os dois novos subcon-
juntos sdao parametrizados com ¢ e ajustados isoladamente por dois segmentos de curva cy, €

43, 08 quais possuem ambos 7 () pontos de controle e grau 3 (d). O resultado deste ajuste é
apresentado na Figura 14(b). Como a métrica ME de ambos os ajustes € superior a 0,03 (e‘t[g?E]),
a etapa de combinag¢do nao realiza alteracdo alguma nas curvas e, como nenhum critério de
impedimento de divisao € valido, tanto o subconjunto da nuvem de pontos de cg quanto de cu3
sdo subdivididos pelo método da bissecdo ().

Os quatro novos subconjuntos da nuvem de pontos sdo parametrizados e ajustados
independentemente por quatro novos segmentos de curva: cu, cas, Cug € cx7. Como resultado,
apenas 0s segmentos cus € c#g obtiveram um erro de ajuste inferior a 0,03 (et[g/l[E}). Assim, estes
dois segmentos de curvas foram combinados primeiramente com continuidade C° e depois C'.

Como o erro de ajuste dessa combinacio com C! ndo foi A vezes maior o que a combinacio com

C%—ie. eg\,/IE] <A- 8@1@]

apresentado na Figura 14(c).

— a solug@o com continuidade C! foi escolhida e o resultado geral é
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Figura 14 — Exemplo de funcionamento do método proposto para o ajuste de multiplas curvas
sobre o benchmark semicircle

Fonte: Adaptado de Buchinger e Rosso (2022)

Na sequéncia, como tanto cy € cx7 precisam reduzir seu erro de ajuste, apenas um deles
pode ser subdividido, uma vez que p = 24, e duas novas subdivisdes fariam p extrapolar P,,g;.
Deste modo, como cx7 possui o maior erro de ajuste, o seu subconjunto da nuvem de pontos
€ escolhido para ser subdividido. Os novos subconjuntos gerados sdo entdo parametrizados e

ajustados por dois novos segmentos de curva: cxg € cz. Como o erro de ajuste foi inferior a
¢ [ME]

., » & combinagdo entre cyg € cy foi testada, assim como a combinagio entre cyg € ca9. Em

ambos o0s casos uma combinago com continuidade C'! foi selecionada e o resultado parcial é
apresentado na Figura 14(d).

Por fim, como nenhum segmento de curva pode ser refinado, o lago de repeticao principal
termina e a etapa de mesclagem é executada, computando primeiramente uma reparametriza-
¢do para cada ajuste individual. Esta operacdo ndo altera a geometria do ajuste, mas refina a
aproximacdo do erro de ajuste. Apds esta operacdo, cada segmento de curva € testado com
uma opera¢do de mesclagem com seus vizinhos diretos. Inicialmente cys € testado com seu
vizinho cy4 e entdo cug, mas o erro de ajuste ap0ds estas operagdes de mesclagem € maior do que
et[Z[E}, entdo a mesclagem € descartada. Na sequéncia, cyg € testado e mesclado com sucesso

com seu vizinho direto cxg, gerando um novo segmento de curva cgjo que € composto por 10

pontos de controle (|0, 75(1//[#6] + ‘l/[#s]ﬂ) e que foi combinado com seus vizinhos cys € cx9 com
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continuidade C'. O resultado desta operacio de mesclagem é apresentado na Figura 14(e).

Os segmentos de curva cy4, a9 € cx19 foram testados para a operagcdo de mesclagem com
seus vizinhos, mas todas falharam por nao obter um erro de ajuste inferior ao limiar imposto e
foram descartados. Apds todas as verificacdoes por mesclagem, os segmentos de curva cy € cus,
e também os segmento de curva cy4 € cx1o foram combinados com continuidade C ! finalizando

o ajuste. O resultado final € apresentado na Figura 14(f).

4.1.2 Experimentos e Consideracoes sobre Eficiéncia

Em relacdo ao tempo de execucgdo, as operagcdes mais custosas do método proposto
sao os multiplos ajustes de curvas necessarios e, especialmente, a operacdao de mesclagem das
curvas. O método de ajuste de multiplas curvas foi testado com diversos benchmarks classicos
de curvas definidas por equagdes e por chain-code (TEH; CHIN, 1989), obtendo bons resultados
quantitativos e qualitativos, utilizando os pardmetros indicados por padrao (BUCHINGER;
ROSSO, 2022). Em especial, os quatro métodos de parti¢do foram testados e comparados e o
valor de 6 = 100 foi ajustado para os casos de comparagdo de resultado da métrica de erro, de
modo a permitir uma estimativa mais apurada do erro de ajuste real. O método de particionamento
da nuvem por maior curvatura resultou em melhores aproximacdes para aspectos de continuidade
em alguns benchmarks, mas nao ficou evidente que seus resultados sdo, em média, melhores do
que os demais métodos testados.

De modo geral, os resultados obtidos pelo método de ajuste por multiplas curvas foram
promissores, com a obtencdo de resultados tdo bons quanto e até mesmo melhores do que
os identificados na literatura (BUCHINGER; ROSSO, 2022). A Figura 15 apresenta alguns
destes resultados obtidos com a utilizagdo do método proposto, na qual cada tragcado de uma
cor representa um segmento de curva distinto. Os benchmarks apresentados, da esquerda para
a direita e de cima para baixo, sdo os seguintes: quadrifolium, heart shape, butterfly curve,
semicircle, duas variagdes do epicycloid, e uma imagem digital representando o contorno de
grande parte do continente americano, detalhando duas dreas especificas.

Note que ao utilizar a mesma quantidade de pontos de controle com o método tradici-
onal, o qual realiza o ajuste de uma unica curva B-Spline (monocurva), e utilizando a mesma
parametriza¢ao (comprimento de corda), este se torna mais eficaz, pois ndo hd necessidade
em alocar pontos de controle especificos para viabilizar jun¢des. Na pratica, no entanto, esta
quantidade de pontos de controle ndo é conhecida, ao passo que o método proposto calcula
de forma automatizada este valor. Além disso, ao testar o crescimento do tempo de execucao
da abordagem proposta (multicurva) e do método tradicional (monocurva) no experimento
do contorno do continente americano, uma nuvem de pontos composta por 34.159 amostras,
o ajuste de multiplas curvas B-Splines se mostrou assintoticamente mais eficiente do que o
método tradicional de ajuste por uma tnica curva B-Spline. Este resultado deixou em evidéncia o
comportamento de crescimento quadratico do ajuste tradicional e o comportamento logaritmico

do ajuste de maltiplas curvas.
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Figura 15 — Resultados obtidos com o ajuste de multiplas curvas

Fonte: Adaptado de Buchinger e Rosso (2022)

A Figura 16 apresenta a comparagao de tempo e erro de ajuste para o método tradicional
com uma unica curva (monocurva) e o método de ajuste de miltiplas curvas desenvolvido
(multicurvas), com base no experimento do contorno do continente americano. O eixo horizontal
se refere a quantidade de pontos de controle (p) empregada ao final do ajuste, que no caso do
método tradicional é escolhida manualmente e no caso do método desenvolvido, se refere ao
valor resultante do ajuste, apos todas as operagcdes de divisdo, conquista e mesclagem. Este
experimento foi realizado em um computador com processador AMD FX(tm)-8350 de oito
nucleos (4.00GHz) e 16GB de memoria RAM, sendo que ambos os métodos de ajuste foram

implementados na linguagem de programacéo Python!.

' Python v3.8.3 (<https://www.python.org/>)
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Figura 16 — Comparagdo de tempo e erro de ajuste entre o método tradicional de ajuste de
curvas e o método proposto para o ajuste de multiplas curvas para a nuvem de
pontos do contorno do continente americano

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

4.2 METODO DE DIVISAO E CONQUISTA NO AJUSTE POR MULTIPLAS SUPERFICIES

Com a verificagdo de que a estratégia de divisdo e conquista € eficaz e eficiente na
resolucdo do problema de ajuste de curvas por multiplos segmentos de curvas, 0s mesmos
principios e procedimentos foram utilizados e adaptados para uso no problema de ajuste de
superficies. Diversas especificidades deste segundo problema tiveram de ser consideradas e
exigiram adequacdes significativas no fluxo do método proposto. A visdo geral do método e o
detalhamento de cada uma das etapas principais serdo apresentados nesta secao. Além disso, para
assegurar um grau de continuidade entre os eventuais retalhos de superficie vizinhos, evitando o
problema da incompatibilidade de tor¢ao, foram empregadas superficies B-Spline com principios
de retalhos de Gregory. Deste modo, foi elaborado e implementado um algoritmo para ajuste
de superficies B-Spline com principios de retalhos de Gregory com uma estratégia de divisao e
conquista, e selecdo automdtica da quantidade de pontos de controle — a Divide-and-Conquer
algorithm for surface fitting with multi-Bspline-gregory-patches with Adaptive control points
selection: DCBA.

4.2.1 Superficies B-Spline com Principios de Retalhos de Gregory

Nao foram encontrados na literatura pesquisas que vinculassem as superficies de B-
Spline com os principios de retalhos de Gregory, apenas trabalhos que utilizam superficies de
Bézier com estes principios. Dentre as superficies utilizadas, foram identificados superficies
bictbicas, com matriz de controle 4x4 (HETTINGA; KOSINKA, 2008), utilizadas para garantir
continuidade C! nas bordas; e superficies biquinticas, com matriz de controle 6x6, utilizadas para
garantir continuidade C2. Estes modelos, no entanto, néio possibilitam a utilizacdo de superficies
bictibicas com matrizes de controle de tamanhos diferentes, devido a relacio direta entre o grau

da superficie e sua quantidade de pontos de controle.
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O modelo de superficie B-Spline com principios de retalhos de Gregory funciona com os
mesmos principios basicos aplicados sobre as superficies de Bézier, conforme apresentado na
Subsecao 2.3.1. Considere uma superficie B-Spline bictibica com matriz de controle de dimensao
mxn. Cada ponto de controle na diagonal das quinas, Pp = {P1 1,P1 n—2,Pn—2.1,Pn—2n-2}, €
representado por dois pontos de controle, um relacionado ao pardmetro u e outro relacionado ao
parametro v, os quais sdo ponderados por uma func¢io de mistura racional. A Figura 17 ilustra
a estrutura deste modelo de superficie destacando os elementos de controle mencionados, na
qual os pontos de controle direcionais, vinculados a um parametro especifico, sdo representados
pelos circulos vermelhos, e sua combinagdo pelas funcdes de mistura racional geram o ponto de
controle resultante denotado pelo circulo azul. Os demais pontos de controle apresentam seu

comportamento e estrutura padrdo de uma superficie B-Spline.

Figura 17 — Exemplo de um retalho quadrildtero de Gregory como uma superficie B-Spline
bicubica

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

As funcgdes de mistura racionais, que ponderam os pontos de controle direcionais, sao
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andlogas as apresentadas na Equacgao 23:

P VP 1y +uPry, P — (1=v) Py + uPsy,
N nh h utl-v) (35)
VPiay + (1—u)Pra, (1=v)Pyay + (1—u) Prg,

Pi=
L4 (1—u)+v

P4 =

(I—u)+(1—v)

Como uma implicagdo deste modelo, a superficie B-Spline com principios de retalhos de Gregory
pode ser ser entendida como uma superficie na qual os pontos de controle Pp possuem uma
posicdo possivelmente diferente para cada par de valor paramétrico utilizado. Pode-se perceber
que assim como ocorre nas superficies B-Spline regulares, alguns pontos de controle podem
nao influenciar no calculo das funcdes de mistura da superficie para determinados valores
paramétricos. Deste modo, os pontos de controle direcionais também mantém a caracteristica
de influéncia local. Por exemplo, considerando a Figura 17, os pontos de controle P 1, € Py 1,
(e por consequéncia Py | que € constituido por eles) ndo possuem influéncia sobre os pontos da
superficie préximos a quina da outra extremidade.

Através das caracteristica deste modelo de superficie proposto, pode-se evitar o problema
da incompatibilidade de torcao resolvendo cada condicdo de igualdade isoladamente. Por exem-
plo, o ponto de controle Py ; , da Figura 17 pode ser ajustado de tal forma a garantir as condi¢des
de C' com uma superficie que se liga na borda inferior, ao passo que o ponto de controle Py
pode ser ajustado garantindo as condi¢des de C' em relagdio a uma superficie que se conecta
na borda esquerda da superficie ilustrada. Através do efeito da fun¢do de mistura racional que
pondera entre estes dois pontos de controle direcionais, ao avaliar valores paramétricos proximos
a borda inferior, o ponto P; 1, terd maior influéncia sobre P 1, tornando-o compativel com a
condi¢do de continuidade desta borda. J4 ao avaliar os valores paramétricos préximos a borda
esquerda, o ponto Py ; ,, terd maior influéncia sobre P; i, tornando-o compativel com a condigio

de continuidade desta outra borda.

4.2.2 Definicao do Problema

Considere o problema de ajustar um conjunto conectado de r retalhos de superficies
paramétricas retangulares B-Spline, § = {SM’ N }, sobre uma nuvem de pontos N, composta
por n amostras, onde cada superficie sj; estd relacionada a um subconjunto N 1 da nuvem de

pontos com uma parametrizago 7/l = {(u[li],v[li]), o (u& ) ‘[N[, )}. Dado um limiar de erro
M

tolerdvel €., referente a uma métrica de erro ¥ — onde y € {RMSE,ME} — o objetivo é encontrar

um ajuste de superficie, usando a menor quantidade possivel de pontos de controle (p), de tal

[

forma que o erro de ajuste eV da métrica considerada seja menor do que o limiar € ﬂ . Ao utilizar

Y = RMSE, o objetivo € encontrar uma soluc¢io onde:

r N

ZZHN gl v < gRME (36)

ll]
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De forma similar, ao utilizar Y = ME, o objetivo é encontrar uma solu¢do onde:

Jmax N =g s el (37)

jel, Ny
Adicionalmente, pode-se estabelecer uma restri¢do para a quantidade méaxima de pontos
de controle (pqy) a ser utilizada no ajuste. Esta restricdo pode ser vista como um mecanismo de
compressao que garante um certo nivel de simplicidade no modelo resultante. No entanto, ao
utiliza-lo, pode-se impedir a obtencdo de uma soluc¢do que atenda ao objetivo de minimizacao de
erro proposto. Considerando que a notagao |p[i]| representa a quantidade de pontos de controle

da superficie s|; e r representa o nimero de retalhos, a restri¢do pode ser escrita como:
r -
YIPI < poar (38)
i=1

4.2.3 Visao Geral do Método

O método DCBA proposto para o ajuste de multiplas superficies recebe como entrada
dois valores: uma nuvem de pontos N representando um objeto com topologia homeomérfica a
um disco — ou que possua uma borda de corte que possa ser utilizada para planificar o objeto e

obter tal topologia — e sua parametriza¢do 7. No caso de nuvens organizadas, a parametrizacao

pode ser calculada de forma eficiente através do método de comprimento de corda, por exemplo.

Ja no caso de nuvens semi-organizadas ou ndo organizadas, os métodos de parametrizacdo podem
exigir um tempo de execucdo significativo, dependendo da quantidade de amostras da nuvem
de pontos. Tendo isto em vista, considerou-se adequado realizar um tnico procedimento de
parametrizagdo, diferentemente do que foi feito no caso do ajuste de multiplas curvas, uma vez
que sua execugao repetitiva poderia comprometer a eficiéncia do método DCBA. Ademais, ao
fazer isso, permite-se a desvinculac@o entre o procedimento de parametrizacdo e o ajuste de
superficie propriamente dito, e viabiliza a utilizacdo dos métodos que se julgam mais apropriados
para a realizacdo desta operacao.

Com os dados de entrada recebidos, o método DCBA calcula os parametros padroes a
serem utilizados na sua execugdo ou permite que estes sejam adaptados manualmente. Se por um
lado a dispensa da defini¢do de parametros simplifica o uso do método, por outro, a possibilidade
de adaptar manualmente parametros de execu¢do pode viabilizar o refinamento de resultados. Os
pardmetros ajustdveis do método proposto e seus respectivos simbolos sdo: o grau d = (d,; d,) e
a quantidade de pontos de controle inicial w? de cada retalho de superficie; um valor opcional
que estabelece uma quantidade médxima de amostras { para a realiza¢do de ajuste de superficies;
a métrica de erro ¥ e um valor de tolerancia relativo a esta métrica 8}23; uma quantidade maxima
de pontos de controle p,,; um método ) de particionamento da nuvem de pontos em dois
subconjuntos; um multiplicador de amostragem & empregado na discretizacéo dos retalhos de
superficie; e um fator de redugdo de pontos de controle @. A Tabela 5 lista estes parametros

apresentando o intervalo de valores sugeridos e uma lista com os valores padroes.
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Tabela 5 — Lista de parametros para o método de ajuste por multiplas superficies

Parametro Intervalo Sugerido Valor Padrao
(dus dy) 2<dy, dy <y (3;3)

v aevs[ VW] e (o)
¢ Y < <o y?
Y {RMSE, ME} ME

e el e R MMD*

Prmax Prmax > Y 00
X {PBS, PMaC, PMeC}** PBS
0 1<6<50 10
o 0,1<w<0,5 0,1

* MMD = Média das Menores Distincias entre cada amostra da nuvem e seus vizinhos

** PBS = Parti¢do por Bissecdo; PMaC = Parti¢cdo na Maior Curvatura;
PMeC = Particdo na Menor Curvatura

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Na sequéncia, inicia-se um laco de repeticao iterativo de conquista e divisao. No procedi-
mento de conquista, uma nova superficie B-Spline de grau d e y - v pontos de controle € criada
e ajustada para cada elemento de uma lista 11 de subconjunto da nuvem de pontos original N
e suas parametrizacdes. O conjunto de pontos de controle P! de cada superficie paramétrica
s(;) € otimizado através de minimos quadrados e o erro de ajuste 8[%4 € calculado para cada uma
destas superficies com base na métrica y. Todas as superficies s; sdo candidatas a superficies
resultantes, mas aquelas que ndo obtiverem um erro de ajuste tolerdvel sdo analisadas para
possivel particionamento. Assim, uma tupla (N 1, 8[[%4) ¢ adicionada em uma lista de candidatos

a particionamento (i), ordenada pelos valores do erro de ajuste, para toda superficie sj;) na qual

8[[1'7]/] > St[Z;

. Para finalizar o procedimento, todos os elementos da lista 17 sdo removidos.

O procedimento de divisao recebe a lista i, com os subconjuntos de N que ainda
nao foram ajustados abaixo do erro tolerdvel, e inicia iterando sobre os elementos desta lista,
escolhendo sempre a tupla (N 1, 8[[%/}) com o maior erro de ajuste calculado. O objetivo é
encontrar uma tUnica linha de divisdo no dominio paramétrico, a qual pode ser posicionada na
vertical ou na horizontal, e que ird cortar o subconjunto N ' da nuvem de pontos e também
outros possiveis subconjuntos interceptados. Primeiramente, para escolher a orientacdo de corte,
realiza-se uma varredura de todos os subconjuntos da nuvem que estdo na mesma linha vertical
ou horizontal do subconjunto escolhido N " no dominio paramétrico. Nesta varredura, somam-se
todos os erros de ajuste dos subconjuntos da nuvem de pontos que sdo interceptados pela linha

considerando a métrica Y. Escolhe-se entdo a orientacdo que somar o maior valor de erro.
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Com a escolha da orientacao realizada, um método de particionamento ) escolhe uma
posi¢cdo no espaco paramétrico para a linha de corte. Tanto o método } como a escolha da
posicao serdo discutidos adiante neste capitulo. Caso uma linha de corte nao possa ser definida
por alguma restri¢ao, o particionamento € descartado e o préximo elemento de maior erro na
lista de candidatos a particionamento U passa a ser analisado. Caso contrario, os subconjuntos da
nuvem de pontos tocados por esta linha sdo substituidos pelos novos subconjuntos gerados, os
quais tém sua parametrizacdo ajustada e sdo adicionados a lista 1. A etapa iterativa de conquista
e divisdo se repete enquanto a lista 1 ndo estiver vazia.

Note que diferentemente do método de ajuste de multiplas curvas, o0 método proposto
nao realiza um procedimento de combinacgdo entre as superficies ajustadas dentro do laco de
repeticdo principal. Esta decisdo foi tomada com base no custo temporal de execugdo deste
procedimento, que € significativamente mais elevado do que no caso das curvas. Isto ocorre
porque, ao invés do ajuste de apenas duas pontas, como necessario no caso das curvas, neste
problema € necessdrio ajustar todas as quatro quinas e as quatro bordas de cada superficie. Além
de uma quantidade maior de ajustes necessarios, o peso de cada um destes ajustes também é
superior, uma vez que a quantidade de amostras das nuvens de pontos e a quantidade de pontos
de controle costumam ser maiores. No entanto, esta decisdo traz também um impacto negativo na
tentativa de alcancar o objetivo de otimizag@o do problema. Ao deixar a combinagao fora do laco
de repeticdo principal, ndo € possivel garantir que o erro total de ajuste, apds as combinagdes
entre as superficies, continue abaixo do limiar de erro estabelecido. Apesar disto, percebeu-se
experimentalmente que a impossibilidade de divisdo da nuvem de pontos costuma ser o principal
motivo para a nao obten¢do de um erro de ajuste menor do que o limiar estabelecido, e 0 aumento
no erro de ajuste devido a combina¢ao tem menor impacto neste problema.

Com o término do lago de repeti¢do iterativo do algoritmo, tem-se como resultado parcial

um conjunto de superficies desconexas umas das outras, todas com Y - ¥ pontos de controle.

O préoximo passo poderia ser simplesmente a combinagdo destas superficies, mas desta forma
a quantidade de pontos de controle ndo estaria sendo efetivamente otimizada. Assim, antes
da realizacdo da operagdo final de combinacao entre as superficies, realiza-se primeiramente
um procedimento de reparametrizacdo das superficies, com base em um fator de discretizacao
0, para refinar os valores numéricos do erro de ajuste. Note que esta reparametriza¢do nao
altera a geometria das superficies, mas busca aprimorar a relacdo entre as amostras e seu

valor paramétrico associado. Na sequéncia, um procedimento de simplificacdo dos retalhos

de superficie € realizado através da tentativa de diminui¢dao de pontos de controle utilizados.

Esta reducdo € realizada selecionando as superficies de menor erro de ajuste, tentando reduzir
iterativamente a quantidade de pontos de controle baseado em um fator de redugdo . Isto € feito
para cada orientacao paramétrica possivel, de modo individual, afetando todas as superficies que
estdo na mesma linha horizontal ou vertical, possibilitando assim a obten¢do de uma matriz de
controle geral na qual o nimero de linhas e colunas nio seja necessariamente igual.

Com a finaliza¢do do procedimento de simplificacdo das superficies, inicia-se entao
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o procedimento final de combinagdo. Neste procedimento sdo realizados dois tipos distintos
de otimizacao por minimos quadrados: um para o ajuste individual de cada ponto de quina e
os pontos de controle adjacentes a eles em ambas as orientagdes; outro para o ajuste de cada
borda individual. Antes da realizacao destes ajustes, no entanto, todas as superficies recebem
os ditos pontos de Gregory, os quais viabilizam a combinacdo de superficies em ambas as
orientacdes paramétricas com uma continuidade C', evitando o problema da compatibilidade de
tor¢ao. Apds executar o procedimento de combinacdo para cada retalho de superficie, o método
proposto retorna um conjunto de retalhos de superficie que representam a nuvem de pontos
original, com nivel de continuidade C! para cada juncio de superficies e possivelmente — mas
nao necessariamente — com um erro de ajuste menor que el

tol’
complementar a descri¢do da visdo geral do método, apresenta-se a Figura 18, com as principais

ou um valor préximo a este. Para

etapas em forma de fluxograma com pseudocédigo de alto nivel.

Figura 18 — Visdo geral do método de ajuste por multiplas superficies — macro procedimentos

Reparametrizacio e Simplificacio Combinacio
para cada (s, Ny em Q: para cada s™ em Q.
reparametrizar(s', N1, §) || adicionaPontosGregory(s')

TEntrada & Parametros
N, 7, d, w, [E], v,

glp %o

B := Q em ordem crescente de g™
para cada s" em P:

para cada (s, Ny em Q:
ajustaQuinas(si, Nl

Inicializacées simplifica(s", , u) ajustaBordas(s", N1
n:=[N, 7] simplifica(s, @, v)
Q:= () -
p=] { ;—..
Divisao
enquanto |p| > 0:
Nl .= resgata e remove maior € em p

o0 := calculaOrientag¢doParti¢ao(NM)

L = calculaRetaParticao(N", o, x)

— A, p,,, := particionaNuvens(NW, )

para cada (N i, zl) em n: se (P, > P,,.) o4 (N ndo pode ser dividida):
st := Bspline(d, l"_’ v) - descarta particionamento A
ajustaSuperficie(si, NI, i) cendio-
adiciona (s, N') em Q
&M= errodjuste (s, N, 7fi)
se gin> glnt

adiciona (N, gf) em p

Conquista

descartaElementosParticionados(p, )
para cada NW em A:
Tl .= gjustaParametrizagdo(NU)
_ adiciona (N, Tll) em n
limpan saia do lago de repeticdo

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Na sequéncia deste capitulo, cada procedimento do algoritmo serd melhor detalhado. Se-
rdo abordadas as dificuldades enfrentadas em determinadas etapas, as motivagcdes que resultaram
em adaptagdes no método proposto e demais observagdes relevantes sobre os procedimentos.
Também serdo apresentados alguns mecanismos opcionais de acelera¢do que foram elaborados e

testados, com o intuito de melhorar a eficiéncia do método.
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4.2.4 Procedimento de Conquista

O procedimento de conquista foi uma das etapas que necessitou a menor quantidade
de alteracdes em relacdo ao que foi realizado no ajuste de multiplas curvas. O principio funda-
mental utilizado nesta etapa estd relacionado com uma observacao referente a uma andlise de
complexidade. Considere a complexidade de tempo referente a resolucdo de um sistema linear
para efetuar o ajuste de uma superficie otimizando os seus pontos de controle. Os principais
métodos da literatura podem realizar tal otimizacio com uma complexidade de O(np?), onde n
representa a quantidade de amostras da nuvem (n = |N|) e p representa a quantidade de pontos
de controle utilizados (GOLUB; LOAN, 1996; EBRAHIMI; LOGHMANI, 2018). O problema
em ajustes tradicionais de nuvens de pontos com uma grande quantidade de amostras € que, além
do maior valor de n contribuir linearmente no tempo de computacio necessario, as nuvens com
mais amostras costumam requerer uma maior quantidade de pontos de controle para obter um
resultado com um menor erro de ajuste. Essa maior quantidade de pontos de controle, por sua
vez, contribui de forma quadrética no tempo de computagdo. Para ilustrar este crescimento, a
Figura 19 apresenta este aumento quadratico em trés casos de exemplo: uma nuvem de pontos
com 25 mil amostras, outra com 50 mil amostras e uma terceira com 100 mil amostras. Em todos
0s casos os ajustes de superficies foram realizados de forma tradicional, com uma superficie
B-spline bictibica de mesmas dimensdes de linhas e colunas no poliedro de controle, totalizando

p pontos de controle.

Figura 19 — Anélise do tempo de ajuste de superficie utilizando o método tradicional

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Considerando os principios da estratégia de divisao e conquista, a divisao do problema
original em subproblemas menores, de mesma natureza, permite a reducdo de ambas as varia-

veis envolvidas no custo da operacgdo, especialmente a quantidade de pontos de controle. Por
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outro lado, quanto menor a quantidade de pontos de controle utilizada para cada ajuste de um
subproblema, maiores as chances do ajuste realizado nédo alcancar o erro de ajuste tolerédvel e,
por consequéncia, mais operacdes de divisdo e ajuste serdo realizadas. Com base nestes aspectos,
sugere-se a utilizagdo de um total de /n pontos de controle para cada superficie, onde n é a
quantidade de amostras da nuvem de pontos original. Em virtude da dificuldade em escolher a
melhor distribui¢io de linhas e colunas destes poliedros de controle e, considerando também a
necessidade de equivaléncia destes valores para as superficies que pertencem a mesma linha ou
coluna, optou-se por utilizar inicialmente apenas poliedros de controle quadrados. Isto implica
em uma matriz de controle com dimensdes Y - v, onde ¥ = [/n|. Assim, a complexidade de
tempo de execugdo de cada ajuste necessdrio serd reduzida para O(ny; V/n|), onde nj; € o tamanho
do i-ésimo subconjunto da nuvem de pontos. Além disso, a limitacdo estrutural da matriz de
controle neste procedimento nao se torna um empecilho para a simplicidade do resultado, uma
vez que este problema serd tratado adiante, na etapa de simplifica¢do das superficies.

Diferentemente do que € feito no método de ajuste de multiplas curvas, optou-se por
nao calcular uma nova parametrizacdo sempre que um subconjunto da nuvem de pontos é
dividido. Considerou-se inadequado fazer isto, visto que no caso de nuvens de pontos semi-
estruturadas ou ndo organizadas, os métodos da literatura consumiriam um tempo significativo
neste procedimento. Todavia, uma fun¢do de ajuste de parametrizacdo por requadramento é
utilizada logo apds o particionamento dos subconjuntos da nuvem de pontos. Esta funcao de
requadramento aloca as quatro amostras mais proximas das novas quinas do espago paramétrico
nestas posi¢cdes e ajusta os demais valores paramétricos das amostras por interpolacao da sua
posicdo atual em relacdo ao deslocamento das quatro amostras de quina.

Com relagdo aos parametros das superficies de ajuste, foram utilizadas somente super-
ficies bi-ctbicas, i.e. d = (3; 3), assim como na maioria dos métodos da literatura que fixam
os graus da superficie. Por fim, vale destacar ainda que, além do custo do ajuste das superficies
propriamente dito — que apresenta o maior impacto sobre o tempo do procedimento de conquista
— o custo do célculo do erro de ajuste € o segundo fator que mais contribui no aumento do tempo
de execugdo. No caso de ajuste de curvas, foi implementado um mecanismo de interrupgao
seletiva do erro de ajuste, que interrompe o calculo assim que o erro parcial extrapola o limiar de
erro tolerdvel estabelecido. No caso das superficies, no entanto, este mecanismo foi abolido ao
perceber que ele limitava a qualidade de escolha no procedimento de divisdo. Isto ocorre porque
no caso das curvas, a divisao de um segmento nao influencia diretamente na eventual divisao de
outro segmento. Ja no caso das superficies, como apenas um unico retalho é selecionado como
ponto central para o particionamento de possivelmente varios subconjuntos da nuvem de pontos,
esta escolha deve ser ter base em algum critério de selecdo, pois possui um impacto global no

particionamento.
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4.2.5 Procedimento de Divisao

O procedimento de divisdo necessitou diversas consideracdes e adaptacdes em relagdo
ao mesmo procedimento no ajuste de multiplas curvas. Um tempo significativo foi despendido
nesta etapa do trabalho, buscando encontrar uma solucao eficiente para este subproblema e
suas implicagdes no procedimento de combinacdo. A seguir é apresentado um breve resumo
da trajetdria de pesquisa nesta operagdo, visto que as dificuldades, consideragdes e ideias que
emergiram durante o processo podem ser tuteis de alguma forma para trabalhos futuros. A
argumentacao apresentada tem uma estreita relacdo com o procedimento de combinagdo, uma
vez que € através da forma com que a divisdo € realizada que se manifestam caracteristicas e
subproblemas nesta etapa subsequente.

Antes de apresentar o resumo de pesquisa sob este procedimento, deve-se enfatizar que,
no ajuste utilizando superficies paramétricas com uma estrutura de nds fixa, em forma de matriz
(como no caso de superficies de Bézier, B-Splines e NURBS), a divisdo ndo ocorre com base
em um ponto de referéncia sobre a nuvem de pontos, mas sim uma reta ou curva de corte no
espaco paramétrico, a qual subdivide a nuvem de pontos em duas partes. Por simplificacdo e,
considerando a estrutura retangular do espaco paramétrico das superficies utilizadas, optou-se
pela utilizagcdo de retas de corte somente nas orientacdes de base do espaco paramétrico — os
valores paramétricos u e v. Em uma analogia, sdo permitidos apenas cortes verticais e horizontais

no espago paramétrico.

4.2.5.1 Investida com Particionamento Local e Jungoes T

Ao realizar uma divisdo de apenas um subconjunto da nuvem de pontos que possui
relagdo de vizinhanca com outros subconjuntos, cria-se a necessidade de jungdes em T entre as
superficies, pois as bordas ndo sdo totalmente compartilhadas. Prosseguir com esta situagdo gera
um complicador no procedimento de combinagao, pois uma borda completa de uma superficie
deve ser compartilhada e combinada — com um grau de continuidade — com apenas um intervalo
de borda de outra superficie vizinha. Buscou-se por algum método na literatura que atingisse
o0 objetivo de ajustar uma curva completa sobre um subintervalo de outra curva, com a mesma
quantidade de pontos de controle, mas nenhum método foi encontrado.

Considerando que a borda completa de uma das superficies tem mais varidveis de
otimizacdo para se ajustar fielmente a um intervalo da outra borda, tentou-se obter continuidade
CY através de minimos quadrados, utilizando um vetor de nés uniforme aberto. Esta solugio se
mostrou valida, com um erro residual menor do que dez casas decimais para varios casos de
teste, mas em algumas situacoes, principalmente quando ha muitas inflexdes no inicio e no fim
do intervalo da curva de borda, a solu¢do ndo atinge o objetivo desejado. Identificou-se entdo, a
possibilidade de tornar as influéncias dos vetores de nds — sobre as fungdes de mistura de ambas
as curvas — o mais proximo possivel, através de uma alocacao adaptativa destes vetores.

Utilizando-se de um vetor de nés ndo uniforme, resolve-se um problema, mas outro é
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criado: nos casos de jun¢do T em ambas as bordas de uma mesma orientagdo paramétrica, o
vetor de nds precisaria ter um conjunto de valores em uma borda e outro conjunto de valores
na outra borda. A alternativa cogitada para resolver este problema foi sugerir um novo tipo de
superficie na qual existem quatro vetores de nés, um para cada borda da superficie, sendo que o
valor real do vetor de n6és empregado na fun¢do paramétrica da superficie seria obtido com uma
interpolacdo linear entre os vetores de ndés em uma mesma orientacdo. Com esta nova superficie
sugerida, o problema de ajuste com duplas jun¢des em T foi sanado e conseguiu-se obter uma
aparente continuidade C° para cada borda com erro desprezivel. Todavia, quando os vetores de
nods das duas bordas de uma orientagao sao muito diferentes, os resultados nao se mostraram

visualmente satisfatérios. Desta forma, optou-se por seguir uma estratégia ligeiramente diferente.

4.2.5.2 Meétodos de Particionamento sem Jungoes T

A abordagem escolhida para contornar o problema da geracio e posterior combinagdo
entre superficies com juncdes em T foi evitar a necessidade de tal tipo de juncdo. Para tanto,
decidiu-se que ao invés de realizar um corte de divisao horizontal ou vertical para uma tnica
superficie e seu respectivo subconjunto da nuvem de pontos, o corte de divisdo seria esten-
dido para todo o intervalo paramétrico. Em outras palavras, em um corte vertical, todos os
subconjuntos da nuvem de pontos da coluna selecionada sdo particionados; o mesmo ¢€ feito,
analogamente, para o caso de um corte horizontal. Assim, garante-se que todas as bordas sejam
compartilhadas integralmente entre superficies adjacentes. Para simplificar o procedimento de
divisao, ao considerar que multiplas nuvens de pontos podem ser particionadas por um tnico
corte de divisdo, decidiu-se limitar a um tnico corte por iteracdo, ja que multiplos cortes simul-
taneos poderiam particionar um mesmo subconjunto diversas vezes. A Figura 20 demonstra
alguns passos do processo iterativo de conquista e divisdo. As imagens da esquerda representam
o dominio paramétrico, ao passo que as imagens da direita representam o espaco R>, com as
nuvens de pontos e as superficies ajustadas a cada iteragdo.

Como mencionado na visao geral do método proposto, a lista it armazena os subconjuntos
com um ajuste de erro maior do que 8}3}, classificados em ordem decrescente pelo valor de
erro de ajuste na métrica y. Esta estratégia foi elaborada de modo a privilegiar a reducao do
maior erro de ajuste na iteracdo corrente e considerando também o caso em que um valor de
Pmax € definido, o que pode restringir o refinamento das superficies. Se um retalho de superficie
aleatdrio fosse escolhido, a superficie de maior erro local de ajuste poderia continuar sem ser
subdividida, resultando na conservacdo do pior erro de ajuste.

Ap6s a escolha do retalho de superficie candidato a divisdo, calcula-se primeiramente a
orientacdo de corte que serd utilizada. Esta anélise € feita no dominio paramétrico considerando
ambas as orientagdes (orientacio relacionada ao parimetros u e v). E escolhida aquela na qual
for encontrada a maior média da métrica de erro 7y, considerando a superficie analisada e as
demais superficies que se encontram na mesma linha ou coluna, dependendo da orientagdo. Note

que, ao utilizar a média, ndo se privilegia nem se desfavorece uma orienta¢do que possui maior
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Figura 20 — Demonstragdo de uma sequéncia iterativa de procedimentos de conquista e divisao

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

quantidade de retalhos de superficie.

Com uma orientacao valida e de maior média de erro para a reta divisora, o préximo
passo € determinar um valor paramétrico & para esta reta. Este valor € escolhido de modo que
cada subconjunto da nuvem de pontos N 1, cortados por esta linha no dominio paramétrico, seja
subdividido em dois novos subconjuntos N e N¥. No caso de uma reta divisora paralela a
direcdo do valor paramétrico v, N e composto por todos os pontos em N ] que apresentam valor
paramétrico na dire¢do do valor paramétrico # menor ou igual a &t e N k¢ composto pelos demais

pontos de N 1. Os pontos de N Ul e NM s30 escolhidos de forma andloga no caso de uma reta
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divisora paralela a direc@o do valor paramétrico u. Como € invidvel otimizar o valor de ¢, a fim
de obter a divisdo de subconjuntos da nuvem que gere o menor erro de ajuste, foram elaborados
trés métodos de particionamento similares aos utilizados no caso de ajuste de multiplas curvas,
os quais utilizam certos critérios para esta selecdo. Estes métodos seguem principios encontrados
na literatura e seus detalhes de funcionamento serdo apresentados a seguir.

Antes de um particionamento ser efetuado, o procedimento verifica se todos 0s novos
subconjuntos envolvidos possuem uma quantidade minima de amostras (7,,i,). Essa quantidade
foi fixada como: n,,;, = 101//2 e € justificada como um mecanismo que tenta evitar a ocorréncia

de overfitting e de um sistema linear mal condicionado, os quais t€m maiores probabilidades

de ocorrer quando ha poucas amostras e estas estdo mal espalhadas pelo dominio paramétrico.

Assim, se alguma nuvem de pontos ndo puder ser cortada por causa de alguma restricdo, ou se a
quantidade total de pontos de controle necessaria para ajustar os novos subconjuntos (gerados
pela divisdo) ultrapassar o limite p,,,, estabelecido, o particionamento € descartado.

Por fim, caso o particionamento seja vélido, realiza-se um ajuste de parametrizacao
por requadramento nos novos subconjuntos gerados. Neste processo, os valores paramétricos
sao normalizados dentro do quadrado unitdrio paramétrico (requadramento), € 0s pontos mais
proximos de cada quina do quadrado unitdrio sdo movidos para estas respectivas posi¢oes,
garantindo uma amostra em cada quina. Através deste procedimento, evita-se a ocorréncia de
transposi¢do entre vizinhos, o que altera a correspondéncia de vizinhanga e pode gerar artefatos
estranhos no ajuste posterior. Em contrapartida, diferentemente do que € realizado por Mao et
al. (2018), o simples requadramento utilizado ndo assegura que a0 menos um parametro seja
alocado para cada intervalo de nds, o que garantiria que a matriz gerada para o sistema linear
seja bem condicionada. Apds o ajuste de parametrizagdo, os novos subconjuntos (N Ul e NIk
da nuvem de pontos e suas respectivas parametrizagoes (tl) e 7l) s30 adicionados 2 lista n, 0s

quais serdo submetidos ao procedimento de conquista.

4.2.5.3 Métodos de Particionamento

Foram implementados e testados trés métodos de particionamento dos subconjuntos
da nuvem de pontos: 0 método de parti¢cdo por bissecdo (PBS), o método de parti¢do pela
maior curvatura (PMaC) e o método de particao pela menor curvatura (PMeC); cada um com
suas proprias motivagdes. O primeiro deles, o PBS, calcula a linha de particao (em uma dada
orientacdo paramétrica) de modo a particionar o subconjunto de amostras pela metade, tentando
manter a menor diferenca possivel de elementos nos novos subconjuntos resultantes. Este método
de parti¢do foi motivado pela busca por um bom balanceamento na quantidade de amostras do
retalho de superficie utilizado como referéncia. A divisdo pela metade também é guiada por
motivos de eficiéncia: os algoritmos de divisdo e conquista para ordenagdo conseguem obter o
melhor desempenho quando as divisdes sdo realizadas desta forma.

Os outros dois métodos de particionamento, como 0s proprios nomes ja sugerem, sao

calculados com base em um dado de curvatura. Para computar a curvatura, utilizou-se o método de
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aproximacao da curvatura média por amostra da nuvem de pontos, baseada no algoritmo utilizado
por Miyazaki et al. (2021) e apresentado na subse¢do 2.1.3. Como este valor é computado para
cada amostra da nuvem de pontos, pode-se utilizar este algoritmo uma tnica vez, armazenando e
reutilizando os valores de curvatura. Com os valores de curvatura computados, o método PMaC
utiliza o valor paramétrico da amostra (do subconjunto da nuvem de pontos) que possui 0 maior
valor de curvatura, ao passo que o método PMeC utiliza analogamente o menor valor de curvatura.
Para evitar a selecdo de maior ou menor curvatura proximas a borda dos retalhos de superficie —
0 que aumenta as chances de uma divisao invdlida, uma vez que existe maior probabilidade de
poucas amostras serem alocadas para um subconjunto e a maioria das amostras serem alocada
para outro subconjunto — estes métodos de particionamento utilizam uma margem de valores
ndo seleciondveis, limitando o espaco de valores paramétricos que podem ser escolhidos. Assim,
neste trabalho, considerando o espaco paramétrico normalizado (entre zero e um), os métodos
de particionamento baseados em curvatura consideram apenas o intervalo: 0,3 <u < 0,7 ou
0,3 <v<0,7, dependendo da orientacdo do corte.

A Figura 21 ilustra um exemplo de aplicacao dos métodos de particionamento imple-
mentados. A Figura 21(a) e Figura 21(b) ilustram uma nuvem de pontos, ja parametrizada, no
dominio paramétrico e na sua representacao geométrica, respectivamente. Ambas as imagens
destacam os valores de curvatura computados através do algoritmo de aproximacao utilizado.
Os valores de curvatura utilizam as cores destacadas na barra entremeio as duas imagens, sendo
que os maiores valores de curvatura sdo representados em vermelho, ao passo que os menores
valores de curvatura sdo representados em azul. O ponto de maior curvatura foi destacado por
uma estrela vermelha e o ponto de menor curvatura foi destacado por uma estrela roxa. Note
ainda que diversos pontos nao foram coloridos, pois nao estdo dentro do intervalo considerado
para o particionamento.

Ao utilizar os métodos de particionamento implementados e uma orientacdo de corte
horizontal no dominio paramétrico, foram geradas trés linhas de corte, uma para cada método,
conforme ilustrado na Figura 21(c). O método de PBS resultou em uma linha sobre o valor
u = 0,5066 (o parametro u € indicado na vertical e o parametro v € indicado na horizontal); a
linha verde na Figura 21(c). O resultado da particao pelo método de PBS no dominio geométrico
¢ apresentado na Figura 21(d). J4 o método de PMaC resultou em uma linha sobre o valor
u = 0,3063; a linha marrom na Figura 21(c), sendo que o resultado da parti¢io por este método
no dominio geométrico € apresentado na Figura 21(e). Por fim, o método de PMeC resultou
em uma linha sobre o valor u = 0,6155; a linha roxa na Figura 21(c), sendo que o resultado da

particdo por este método no dominio geométrico é apresentado na Figura 21(f).

4.2.6 Procedimento de Reparametrizaciao

A reparametrizacdo é o primeiro procedimento da segunda etapa do método proposto,
apos o ciclo de operagdes de divisdao e conquista. Esta etapa tem dois propdsitos fundamentais:

aproximar melhor o erro de ajuste e aprimorar a parametrizacao para futuros ajustes. A reparame-
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Figura 21 — Exemplo de divisao realizada pelos métodos de particionamento implementados

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

trizacao pode ser realizada de diversas formas e, para este trabalho, optou-se pela estratégia de

discretizacdo dos retalhos de superficie, de modo similar ao que foi feito por Ueda et al. (2020) e
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ao que foi realizado no método para ajuste de multiplas curvas.

Na reparametrizagdo utilizada, o pardmetro 0 é utilizado para determinar o detalhamento
da discretizagdo. Considere uma superficie paramétrica sj, que ajusta um subconjunto N 4] da
nuvem de pontos original. A superficie s4), composta por - ¥ pontos de controle, € inicialmente
discretizada por w? - § amostras com valores paramétricos uniformemente distribuidos. Na
sequéncia, calcula-se a menor distincia entre cada amostra de N 4 ¢ os pontos discretos da
superficie sj4}, associando os valores paramétricos da menor distancia encontrada. Ao final,
obtém-se novos valores paramétricos que sdo comparados a parametriza¢ao original, sendo
escolhida a alternativa de menor distancia, i.e. menor erro de ajuste.

A escolha do valor 6 impacta na qualidade e no tempo necessario para o calculo da
reparametrizagdo. Ao utilizar valores pequenos para 0, garante-se um menor tempo de célculo
mas, em contrapartida, a discretizagdo pode ndo ser suficiente para se encontrar melhores valores
paramétricos. Por outro lado, ao utilizar maiores valores para J, garante-se uma melhor discre-
tizacdo, aumentando as chances de identificar melhores associacdes de valores paramétricos,
no entanto, demandam uma quantidade significativamente maior de tempo de calculo. Valores

proximos a 10 apresentaram um equilibrio entre estes dois aspectos nos testes realizados.

4.2.7 Procedimento de Simplificacdo

A inclusdo de um procedimento de reducdo ou simplificacdo de superficies € outra
alteracdo significativa entre o método de ajuste de multiplas curvas e o método de ajuste por
multiplas superficies. Este procedimento foi inserido como um substituto para as operagdes
de mesclagem (merge), as quais apresentam um custo computacional considerdvel, mesmo no
ajuste de multiplas curvas. Um dos principais problemas na operacdo de mesclagem no ajuste de
superficies proposto € a impossibilidade de mesclar apenas dois retalhos de superficie vizinhos
sem evitar juncdes T, quando hé outras superficies na orientacdo perpendicular a mesclagem.
Neste caso, faz-se necessdria a mesclagem de todas as superficies que criariam uma juncao T.
Além de exigir a realiza¢do de mais operacdes, o que demanda mais tempo computacional, essa
necessidade diminui a probabilidade de se obter mesclagens com um erro de ajuste inferior ou
igual ao 8}2 A Figura 22 ilustra o caso de uma operacio de mesclagem entre dois retalhos de
superficie. Na imagem da esquerda (a) sdo apresentadas as superficies, destacando os retalhos
que se deseja mesclar. Na imagem do meio (b) mostra-se a criagao de juncdes T ao mesclar
apenas os dois retalhos desejados. Por fim, a imagem da direita (c) apresenta a solucao de
mesclagem multipla que evita a ocorréncia de juncdes T.

O procedimento de simplificacdo consiste na tentativa de diminui¢cdo de pontos de
controle dos retalhos de superficie. Neste caso, ndo hé a exigéncia de que todas superficies
continuem com uma estrutura de pontos de controle compativel pois, o retalho de superficie com
mais pontos de controle em uma determinada borda, poderia ser combinado com seu vizinho
através de operagdes de insercdo ou refinamento de nds. No entanto, como estas operagdes

alteram o vetor de nds, pode ocorrer o mesmo caso ja discutido na Subsecao 4.2.5.1, que trata
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Figura 22 — Demonstracdo de consideragdes sobre operacdes de mesclagem com superficies

| [ Superficies paramétricas o Pontos de controle

ONONONORONO O O O O O 0 O O O O O O

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

do procedimento de divisdo: a necessidade de um vetor de nds diferente para cada borda das
superficies. Assim, com o intuito de simplificar conceitualmente este procedimento, optou-se
por manter a estrutura de pontos de controle compativel. Isto implica na necessidade de reduzir a
quantidade de pontos de controle igualmente para toda uma linha ou coluna de superficies.
Com o objetivo de ndo se limitar apenas a superficies com um poliedro de controle
com mesmo numero de linhas e colunas, adotou-se uma estratégia de tentar reduzir tais valores
isoladamente. O algoritmo deste procedimento € parcialmente ilustrado na Figura 23 — na qual
as cores de fundo indicam se o erro de ajuste € menor do que o limiar e‘m (cor verde), ou maior
do que ele (cor vermelha) — e funciona da seguinte forma. Escolhe-se iterativamente, até se
esgotarem as opcoes, o retalho de superficie que possui o menor erro de ajuste, sendo este erro

necessariamente menor do que el

o7 € que a superficie ainda ndo tenha sido analisada durante o

procedimento. Note que a superficie com menor erro de ajuste € escolhida considerando que esta
tem maior probabilidade de ser reduzida com sucesso.

Considere, por exemplo, o retalho 5] — composto por uma matriz 7x7 de pontos de
controle e identificado na Figura 23a — como o retalho escolhido para anélise em uma dada
iteracdo deste procedimento. O algoritmo tentard reduzir iterativamente a quantidade de linhas
e depois colunas deste retalho e de sua vizinhanga orientada removendo a seguinte quantidade
de linhas ou colunas da matriz de controle, por iteragdo: max(1,[@- y]) . Note que o fator

de redugdo ® evita a reducdo unitdria de linhas e colunas no caso de superficies com maior

quantidade de pontos de controle, mesmo se utilizado com seu valor minimo sugerido (0,1).

A dita vizinhanga orientada se refere a todos os retalhos que compartilham a mesma linha de
retalhos ou coluna de retalhos, de acordo com o que se estd reduzindo.

Por exemplo, ao reduzir a quantidade de colunas da matriz de controle, todas as superficies
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Figura 23 — Exemplo do processo de reducao

S(e] S[a] Sy || St
7x7 7x7 7x5 7x7

S [ St Sid] | St Sia) | St
7x7 7x7 7x7 7x6 7x7 7x5
S || S S || St Sii
7x7 7x7 7x6 7x7 7x7
S || Swm S || Swm Sk || S

7x7 7x7 7x6 7x7 7x5 7x7

(a) (b) (c)

Sfa] || Sm1 || Sl S[a) S[e] Sl | Sl || Sid
6x7 6x6 6x7 5x7 5x7 6x7 6x6 6x7
Sid || Spe S || Siel
7x7 7x6 7x7 7x6
Sth) || S Sty || S Sth) || S
7x6 7x7 7x6 7x7 7x6 7x7
Sik] Sy Sik] S
7x6 7x7 7x6 7x7

(d) (e) (f)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

S(a] S || Sl S(a] Sip)
7x7 7x7 7x7 7x7 7x6

S || Spe
7x7 7x6

Sk || Sm
7x6 7x7

que se encontram na mesma coluna de retalhos serdo testadas para a redu¢ao — conforme ilustrado
na Figura 23b. O teste de redu¢do nada mais é do que uma nova operagdo de ajuste (conquista)
com a quantidade reduzida de pontos de controle. Se o erro de ajuste do teste de redugdo de
todas as superficies ficar abaixo ou igual a et[ﬁ,
e tenta-se aplicar uma nova redugdo. Por outro lado, caso ao menos um teste de reducgao resulte
em um erro de ajuste superior a e‘m, a reducdo € descartada, conforme ilustrado na Figura 23c,
caso em que as superficies sj, resultou em erro superior a sm. Outra restri¢do imposta que

como ocorrido na Figura 23b, a redugdo € aceita

interrompe a redugdo € a quantidade minima de linhas e colunas para os retalhos de superficie
que € determinado como 5 linhas e 5 colunas.

Os testes de redugdo ocorrem primeiramente em relagdo ao namero de linhas e poste-
riormente ao nimero de colunas. Note que antes mesmo de tentar aplicar o teste de reducao,
caso alguma superficie da dita vizinha orientada ja possua um erro de ajuste maior do que 8}33,
teste certamente fracassard e pode ser omitido — como ocorrido na Figura 23a e Figura 23f, por

(0]

exemplo. Todos os retalhos de superficies validos sdo analisados pelo algoritmo que finaliza com
um conjunto de retalhos possivelmente mais simples, isto €, com menos pontos de controle. No
exemplo apresentado na Figura 23, as imagens da linha superior apresentam os testes de reducio
realizados para a superficie 5|, e as imagens da linha inferior aprestam os testes de redugao

realizados para a superficie s;,). A menor reducdo obtida € ilustrada na Figura 23f.
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4.2.8 Procedimento de Combinacao

O procedimento de combinacdo adiciona um conceito chave para realizar a juncdo entre
todas as bordas e quinas dos retalhos de superficie e obter um grau de continuidade geométrica:
a utilizacdo dos principios das superficies de Gregory, com emprego dos ditos pontos de Gregory.
Isto significa que cada retalho de superficie B-Spline duplica seus pontos de controle diagonais
as quinas —i.e. os pontos Pp = {Py, 1, P .1, Pr-1 1 € Py 1}, em uma superficie com matriz de
controle composta por £+ 1 linhas e ¢ + 1 colunas — sendo que um ponto fica atrelado a dire¢ao
do valor paramétrico u e outro a direcdo do valor paramétrico v. Note que ao utilizar os mesmos
valores geométricos dos pontos originais para as duplicatas, as superficies continuam as mesmas.

Com todas as superficies B-Spline com principios de Gregory prontas, inicia-se um
procedimento iterativo de combinag@o de bordas na qual cada retalho € processado por vez, sem
uma ordem especifica. Bertolino et al. (2021) utilizaram uma estratégia de mestre-escravo para
determinar os pontos de controle — isto €, uma superficie € fixada e outra € ajustada de modo a
garantir um grau de continuidade — mas, ao adotar tal estratégia, percebeu-se que dependendo da
condicao geométrica da superficie mestre, a superficie escrava pode resultar em jun¢des com
aspecto geométrico estranho, como tor¢des consecutivas. No intuito de tentar evitar este tipo de
problema, optou-se neste trabalho pela otimizagao conjunta dos pontos de controle de duas ou
mais superficies distintas, simultaneamente, através do método de minimos quadrados. Nesta
estratégia, os pontos de controle de quina e seus vizinhos adjacentes sdo inicialmente otimizados
de modo a obter uma continuidade de quina C! nas orientacdes relacionadas a ambos os valores
paramétricos u e v. Na sequéncia, estes pontos otimizados sdo fixados e todos os outros pontos
de borda que impactam sobre a continuidade da juncao sdo otimizados. Estas duas microetapas
sdo detalhadas a seguir, mas antes disto, a fundamentacdo matemaética e as notagdes utilizadas
nas otimizacdes sdo explicadas.

Para apresentar a fundamentacao matematica e os principios basicos que serdo utiliza-
dos a seguir, serdo empregados alguns abusos de notacdo de modo a simplificar as equagdes
matriciais. Considere uma superficie B-Spline 57, e a seguinte equivaléncia entre a notagdo ori-
ginal do termo Bl[fl]du (ux) - B (vi), que multiplica o ponto de controle Pl-[a]

Js dV ) ]
Bl[a}j(’cia]). Perceba a omissdo dos graus d, e d, e a fusdo das fun¢des de mistura B e das varidveis

, € sua simplificagdo:

paramétricas uy e vi. Considerando as defini¢des apresentadas na Equagdo 27, a multiplicagdo
da matriz B9 - composta por £ + 1 linhas e ¢/ 4 1 colunas — pelo vetor coluna QM, pode ser

simplificada como:

-B([)Cf]o(fia]) B([)a}l(T{a]) BLa[c]z]’c[a](Tl[a})- [ Pé?}() ]
la] (. la] la] (. la] [a] [a] [a]
B T B T ... B T P
B[a]'Q[a] _ 0,0.< 2 ) 0,1( 2 ) . g[a]7c[iz]( 2 ) O,’l (39)
a . a a . a . a ' a M
_B([),}o(fr[t ]) B([),]l (’L’,L ]) BL[JI]_‘ clal (’L’,£ })_ _Pg[a], cla |

considerando que estes elementos estdo atrelados a superficie sy, a qual € ajustada sobre o
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subconjunto N [ — [Nl[a], ce N,La]]T da nuvem de pontos original. Por fim, considere também a

notagdo para uma matriz nula com « linhas e 3 colunas, denotada por Z,,. B-

4.2.8.1 Ajuste Multiplo de Quinas

Na microetapa de ajuste multiplo de quinas, cada quina € computada isoladamente. Como
este ajuste considera as quinas adjacentes € necessario antecipar todas as situagdes possiveis. A
Figura 24 ilustra os trés possiveis casos de ajuste de quinas, identificando os pontos de controle
otimizados e a relagdo de vizinhancga entre as superficies. No primeiro caso, 0 mais simples
entre os trés e representado na Figura 24a, a quina em questdo ndo possui superficie vizinha,
circunstancia na qual os pontos de controle de quina podem ser mantidos como estao, ja que ja

foram otimizados em relagdo ao subconjunto da nuvem de pontos ao qual estdo relacionados.

Figura 24 — Possiveis casos de ajuste multiplo de quinas
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

No segundo caso, a quina possui apenas uma relagdo de vizinhanga com outra superficie,
seja na orientagdo relacionada ao valor paramétrico u ou ao valor paramétrico v. Considerando
uma superficie vizinha na orientacdo do valor paramétrico v, como ilustrado na Figura 24b,
trés pontos de controle de cada superficie (pontos destacados) sdo tomados como varidveis de
otimizagdo. Neste caso, empregando os abusos de notacdo mencionados anteriormente, pode-se
otimizar o posicionamento destes pontos de controle — minimizando o erro quadrado de ajuste

— através de minimos quadrados, com o uso de uma vinculagdo de sistemas lineares e uso de
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matrizes nulas:

L Bl Z a0 Q[a] Nlal

_ 40
ol o \ | Z,., .ia Bl o) NIP] (40)

Como uma continuidade C! é almejada, dois pontos de cada superficie sio compartilhados e os
outros dois pontos restantes estdo atrelados pela relacdo de igualdade resultante da derivada que
garante C'. Assim, restam apenas trés pontos de controle como varidveis de otimizacdo. Conside-

rando o exemplo ilustrado na Figura 24b, e a Equacdo 22, tém-se as seguintes associatividades:

b a b a b . ’
P(;}C[b] B P&]O Pl[v}c[h] - ][’}0 P(E.,L[’?J—l =(1 +f[ab]) 'P(g,]() _f[ab} 'P(g,]l
(1 M )
sendo: f[ab] = % . [Z](mv d,-2)
v f (dv+1)

As mesmas operacdes e igualdades podem ser aplicadas analogamente ao caso em que a com-
binacdo das superficies ocorre na outra orientacdo paramétrica. Deve-se ressaltar ainda o caso
especial da ocorréncia de uma auto-relacao, isto €, quando uma superficie possui relagdo de
vizinhanga consigo mesma. Por exemplo, quando a borda paramétrica da esquerda (v = 0)
deve coincidir com a borda paramétrica da direita (v = 1). Neste caso, a Equagdo 41 pode ser
simplificada, ja que as funcdes de mistura e os pontos de controle se referem a mesma superficie.

Por fim, no terceiro caso, a quina possui relacdo de vizinhanga com outras trés superficie:
uma na orientac¢do do valor paramétrico u, outra na orientacao do valor paramétrico v e outra na
diagonal paramétrica, conforme ilustrado na Figura 24c. Nesta circunstincia, e considerando o
exemplo ilustrado, trés pontos de controle de cada superficie (pontos destacados) sdo tomados
como varidveis de otimiza¢ao novamente. Com os abusos de notacao utilizados, pode-se otimizar
0 posicionamento destes pontos de controle, minimizando o erro quadrado de ajuste, com a

mesma estratégia do caso anterior:

B Zy w1 Zydsd Zyaa | | Q9 Nl
min Zjpiiea B i Zypjod Zyplyar| | Q (6] N 2] 41)
0. 0 | | Zytcla - Zite e BY  Zy u| |0 Nl
o, 0 Zya g Zyayew Zpayge B9 0l Nl

Mais uma vez, como uma continuidade C' é desejada, alguns pontos de cada superficie sio
compartilhados, ao passo que outros estdo atrelados pela relagdo de igualdade resultante da
derivada direcional, sob a orientacdo da combinagdo, que garante C I Deste modo, apenas trés

pontos de controle sao tomados como varidveis de otimizagao. Considerando o exemplo ilustrado
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na Figura 24c, t€ém-se as seguintes relagdes:

Pg[[cﬁ],c[d] _Pg[[i]],o P = Polt

Py =Pl

P é[[cj] =R (g?}l

F ﬂ[ﬁ i = (glj]c[b]—l = (1+ fian) - Py’ — fian) * Po

Pé[é}]—l., cld = PZ[[L;]]—L() = (14 flac)) Po[fl}o — flac] ~P1[fl}0

b 4
sendo:  flu) d‘%: . (1 _t[z]gmv‘dv‘Z)) e fiaq = dl[fj (1 _tt[zg]](mu—du—Z))
v v (dy+1) u u (du+1)

4.2.8.2 Ajuste Multiplo de Bordas

A microetapa de ajuste multiplo de bordas opera com um principio similar a microetapa
anterior. Cada borda do retalho de superficie sendo analisado € ajustada individualmente com a
borda do retalho vizinho com o qual deverd ser combinada com continuidade. Para tanto, todas
as varidveis que possuem relacio com a juncio destas duas superficies com continuidade C' sio
utilizadas como varidveis de otimizagdo, com excecao dos pontos de controle de quina e seus
pontos de controle adjacentes, os quais ja se encontram ajustados com continuidade. Os demais
pontos sdo tomados como constantes para a otimizacdo que serd realizada. A Figura 25 ilustra
dois casos de juncdo de borda entre superficies, uma em cada orientacao paramétrica, destacando
os pontos de controle que serdo utilizados como varidveis com cores diferentes para cada ajuste
de borda. Note o destaque para os pontos de controle duais utilizados nas diagonais das quinas,
em conformidade com os principios de Gregory. E essa dualidade de pontos de controle que
viabiliza a otimizacao individual de cada borda dos retalhos.

Neste caso, todas as situagdes de ajuste de bordas agregam apenas duas superficies
em um problema de minimos quadrados com resolucdo de sistemas lineares. Considere a
combinagdo das bordas adjacentes das superficies s, e 57, € das superficies s, e 5[, ilustradas
na Figura 25, assim como o mesmo abuso de notagdo ja utilizado. A minimizacdo empregada
pode ser formalizada exatamente como na Equacao 40, mas a expressdo matricial terd de ser
manipulada diferentemente para isolar as varidveis das constantes neste caso. Além disso, as
igualdades entre os pontos de controle que sdo tomados como varidveis de otimizacdo sao

diferentes. Com base na Equacdo 18, na Equacdo 19 e considerando que as superficies possuem
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Figura 25 — Ilustracao de casos de ajustes multiplos de bordas
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

a mesma quantidade de pontos de controle nas bordas, pode-se utilizar as seguintes igualdades:

b .
Pz[ g[b] = Pi[,a(]) para: 2 <i< (-1
PE[[CC}LJ' - P(g?]j para: 2<j< cld_q

[b] _ ] d
Pi, cbl-1,v (1 +f[ab]) 'Pl'flo’ v _f[ab] .Pi,al7 )

] [a] [a]
Pl,j,u - (1 +f[ac]) ‘Pf[“],j,u _f[ac] 'Pﬁ[a]—l,j,u

1<i<(d e 1<j<cl
b c
onde: A 01 ) A e
@ = 5T © =T E
v v (dvt1) " u (my=dy=2)

Perceba que foi utilizada a notac@o de pontos de controle orientados nas equacdes apresentadas.

Esta notacdo foi utilizada porque alguns dos pontos de controle envolvidos sdo pontos de Gregory:
[a] [a] [a] [a] [b] (] [c] [c] <
Prov v B, 1 By 1o P, oo P e Bvicy, ooy P € B ey, AlST
disso, note que as igualdades apresentadas incluem pontos de controle que sdo utilizados como
constante na otimiza¢do. No caso ilustrado, omitindo os simbolos de orientagcdo que ndo possuem

CAAL ~ . pld  pldl [b] [b] [c] [c]
influéncia neste caso, sdo eles: Py , P P Pé[bl—l, N0 Fyie P07 PEIRE

del-1,0" " 1, P

Assim como realizado na propostajde ajilste de multiplas curvas, também se idealizou a
utilizagdo de um seletor A que viabilizaria a selegdo adaptativa de continuidade em cada borda de
juncdo entre os retalhos de superficie. Todavia, tal mecanismo nao foi utilizado para este trabalho
pois, nos diversos experimentos realizados, todas as juncdes tiveram a continuidade C! escolhida,
sem exce¢ao. Mais do que isso, o tempo de cdlculo para esta escolha adaptativa se mostrou
significativo. Vale salientar que ndo se estd afirmando que tal mecanismo ndo funcione, mas

que ndo se encontrou um critério de selecdo adequado para determinar quando uma combinag¢ao
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com continuidade C° seria mais adequada do que uma combinacdo com C'. Ou ainda, pode-se
cogitar que os casos de teste utilizados nos experimentos e as respectivas linhas de divisdo nao

contribuiram para a valida¢do adequada deste mecanismo.

4.2.9 Mecanismos de Aceleracao

Assim como no trabalho de Kineri et al. (2012), mecanismos de aceleracdo foram
propostos para o método desenvolvido. Ao todo, foram adicionados quatro mecanismos: explosao
da nuvem de pontos, programag¢do dindmica no célculo das fun¢des de mistura, cdlculo de erro
de ajuste com limite de erro e redugdo dos sistemas lineares em juncdes de superficie. Estes

mecanismos sao opcionais, mas visam o melhoramento da eficiéncia do método proposto.

4.2.9.1 Explosdo da Nuvem de Pontos

Este procedimento tem como intuito acelerar as primeiras etapas do ciclo iterativo de
conquista e divisdo. Para nuvens de pontos com muitas amostras, mesmo 0 ajuste por uma
superficie com poucos pontos de controle pode demandar um tempo significativo. Além disso, é
remota a chance de que uma nuvem de pontos com muitas amostras seja reconstruida dentre o
erro de ajuste definido, uma vez que o valor de y sugerido € relativamente pequeno. Tendo isto
em vista, a explosdo da nuvem de pontos realiza iterativamente a divisdo da nuvem de pontos em
pedacos menores, sem realizar o ajuste de superficie. Assim, pode-se entender este procedimento
como uma operag¢do de divisdo, sem o procedimento de conquista subsequente.

As explosdes — ou divisdes — sdo realizadas com base na quantidade de amostras nll do
subconjunto da nuvem de pontos, sendo divididos apenas os subconjuntos nos quais a condi¢ao
nll > { é satisfeita, sendo { a quantidade maxima de amostras para a realiza¢do de uma operag¢do
de ajuste (ver Tabela 5). Além disso, sdo consideradas todas as demais restricoes empregadas no
procedimento de divisdo apresentado na Subsecdo 4.2.5, com excecdo daquelas envolvendo o erro
de ajuste, uma vez que nenhum ajuste foi realizado ainda. As operacdes de divisdo empregadas
aqui também utilizam o mesmo algoritmo de particionamento ), gerando uma reta de corte
no espacgo paramétrico, vertical ou horizontal, sendo realizado um dnico particionamento por
iteracdo — o qual pode envolver um ou multiplos subconjuntos da nuvem de pontos.

O valor de ¢ pode ser adaptado de acordo com a situacéo de ajuste. Por exemplo, no
caso do ajuste de uma nuvem de pontos que representa uma superficie plana, com uma grande
quantidade de pontos, pode-se utilizar { = oo, fazendo com que a etapa de explosdo da nuvem de
pontos seja ignorada. Desde modo, pode-se possibilitar a tentativa de ajuste de uma superficie
com poucos pontos de controle sobre uma nuvem de pontos geometricamente simples, mas que
possui muitas amostras. Para os casos genéricos, sugere-se a utiliza¢do de § = 1//%, valor o qual

se mostrou satisfatério nos testes empiricos realizados.
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4.2.9.2 Programagdo Dindmica

Considerando que as superficies iniciais compartilham as mesmas caracteristicas — como
os graus da superficie, a quantidade de pontos de controle e o vetor de nds — e que o ciclo
inicial de conquista e divisdo requer o calculo repetitivo das fun¢des de base, implementou-se
um mecanismo de programacao dinamica para este aspecto. Toda vez que uma fun¢do de base é
calculada, seus parametros e resultado sdo armazenados em uma estrutura de dados de rapida
consulta e inser¢ao. Deste modo, sempre que a funcio base for usada com os mesmos parametros,
o resultado pode ser obtido sem necessidade de recalculd-la. Através deste mecanismo, realiza-se

uma troca entre o consumo adicional de memoria por um melhoramento no tempo de execugao.

4.2.9.3 Cdlculo de Erro de Ajuste com Limite de Erro

O célculo de erro de ajuste € um procedimento de custo temporal significativo. No entanto,
em determinadas situacdes ndo € necessdrio descobrir o erro exato de ajuste, mas apenas se este

valor excede um limite pré-estabelecido 81[33

. Nestes casos, pode-se reduzir o tempo de célculo
interrompendo o procedimento no momento em que é detectado um erro parcial (cumulativo ou
ndo) maior do que o limite imposto. No caso de Y = ME, basta comparar o valor individual €; de

cada erro de ajuste e suspender o procedimento caso & > EZMOIE

.Ja para o caso de y = RMSE, deve-
se comparar o valor de erro acumulativo &, com um limiar pré-processado €, = (EE?ASE)Z -n,
onde 7 representa o tamanho da nuvem de pontos, e interromper 0 procedimento caso €;c, > €pp.

No caso do método de ajuste de multiplas curvas, este mecanismo foi implantado em
quase todas os processos de cdlculo de erro de ajuste, com exce¢do da reparametrizagao e o erro
final de ajuste. Para o método de ajuste por multiplas superficies, no entanto, se faz necessario
conhecer o erro de ajuste exato em alguns procedimentos. Por exemplo, na etapa iterativa de
conquista e divisao, é necessario saber o valor exato do erro de ajuste a fim de determinar o
ponto e a orientacdo da reta de particdo. O uso deste mecanismo de aceleracdo foi testado nesta
etapa iterativa e resultou em ajustes piores devido a mds escolhas do particionamento automaético.
Ja para outras etapas, como no procedimento de reducio, nao hé necessidade de conhecer o erro

exato. Sendo assim, neste caso, este mecanismo de aceleracao foi utilizado.

4.2.9.4 Redugdo de Sistemas Lineares em Jungoes

O ultimo mecanismo de aceleragdo estd atrelado ao procedimento de combinacao das
superficies e a utilizacdo de sistemas lineares associados. Ao utilizar a abordagem de minimos
quadrados para o ajuste das quinas e das bordas, com apenas alguns pontos de controle como
varidveis de otimizac¢ao no problema, pode-se limitar os sistemas lineares. Essa limitagdo pode
levar em conta as regides de influéncia desses pontos de controle, removendo do sistema linear
todos os termos que estdo envolvidos com valores paramétricos que nao sao influenciados pelos

pontos de controle sendo otimizados. Por exemplo, ao otimizar o ponto de controle P; o em
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uma das bordas (v = 0), nenhuma influéncia deste ponto serd exercida sobre a borda oposta no
dominio paramétrico (v = 1).

Estabeleceu-se, por simplificagcdo, o uso de apenas um quarto dos valores paramétricos
no caso das otimizagdes de quina das superficies. Este intervalo de valores paramétricos a serem
utilizados se refere a drea de maior influéncia dos pontos de controle da quina sob otimizacao.
Para a otimizacdo das bordas das superficies, estabeleceu-se o uso de no minimo metade dos
valores paramétricos de maior influéncia, ou o uso de todos os valores paramétricos influenciados

pelos pontos de controle em otimizagao.

4.3 CONSIDERACOES

Neste capitulo foi apresentado o novo método de ajuste por miltiplas superficies: DCBA.
Iniciou-se apresentando a justificativa para a elaboracao deste método, um resumo do método
precursor de ajuste de mdltiplas curvas e finalmente a visdo geral e o detalhamento das operagdes
que constituem o método proposto. Os procedimentos e mecanismos utilizados incluem: um
ciclo iterativo de conquista (ajuste) e divisao de nuvens de pontos, um procedimento de repa-
rametrizacao e simplifica¢do das superficies, um procedimento de combinac@o e mecanismos
de aceleracdo. O objetivo de realizar ajustes sem a necessidade de determinar uma quantidade
de pontos de controle de forma manual foi alcangada. Mais do que isso, buscou-se fornecer
uma interface simplificada de uso, ndo exigindo a defini¢ao de pardmetros de funcionamento do
método, mas viabilizando o ajuste dos valores padrdes utilizados para fins de refinamento.

Com a opc¢ao da utilizacdo de superficies paramétricas B-Splines, algumas restrigdes de
estrutura das matrizes de controle foram respeitadas a fim de evitar jun¢des de tipo T. A utilizagdo
de T-Splines poderia viabilizar a combinacao de superficies com este tipo de juncdo, no entanto,
uma estrutura irregular de nds ndo permitiria um ajuste trivial com multiplas superficies que
evite o problema de compatibilidade de tor¢do. Ao menos nao foi encontrado algum trabalho na
literatura que mencionasse tal tipo de solugdo, tdo pouco a utilizagdo de principios de Gregory
em superficies T-Splines.

A separacao de funcdes e operacdes € um principio que deve ser ressaltado na proposta
deste método. Esta separagcdo permite que operacdes especificas sejam aprimoradas ou testadas
sem a necessidade de alterar todo o funcionamento do método, desde que utilizem os mesmos
principios fundamentais utilizados como a utiliza¢do de superficies paramétricas retangulares e
nao existéncia de juncdes do tipo T.

O tempo de execugdo dos procedimentos varia significativamente dependendo do estado
intermedidrio das divisdes e ajustes realizados. Por exemplo, o procedimento de simplificacao
pode demandar um tempo desprezivel quando os ajustes ja4 possuem um erro maior ou muito
proximo ao limiar de tolerancia definido. Por outro lado, quando os erros de ajuste estdo
significativamente menores do que o limiar de tolerancia, uma maior quantidade de operacdes

de reducdo € realizada, implicando em um maior tempo de execucao. De modo geral, entre os
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procedimentos, as etapas iterativas de conquista e divisao e o procedimento de combinagdo sdao
os mais custosos. Todavia, o mecanismo de aceleragdo opcional de explosdo da nuvem de pontos
reduz significativamente a quantidade de ajustes realizada pelo processo iterativo de conquista
e divisdo, em especial as primeiras iteracdes que realizam o ajuste de uma maior quantidade
de amostras e sdo mais custosos. Além disso, a divisdo compulséria das nuvens de pontos com
grande quantidade de amostras, contribuiu em diversos casos para um melhor ajuste final.

Com base na utilizacao de superficies B-Spline bictbicas, as quais ja fornecem conti-
nuidade C?, o processo de combinacio poderia utilizar as mesmas técnicas empregadas para o
ajuste com C? entre os retalhos vizinhos. A decisio por se limitar a C' foi baseada na revisio
de literatura, sendo usual a utiliza¢do de juncdes com apenas C! — tanto em curvas quanto em
superficies — e também pela maior simplicidade das equacdes envolvidas. Considerou-se que,
neste primeiro momento, a validagio das combinagdes por C! seriam motivo para justificar a
tentativa posterior da utilizacdo de continuidade C? entre as juncdes de superficies.

Note que o método proposto € capaz de ajustar superficies tubulares, i.e. fechadas em
relagdo a um dos valores paramétricos. O método pode receber tal tipo de indicagdo como
parametro de entrada adicional e produzir uma autorelacdo de vizinhanca entre as bordas na
orientacdo relacionada ao valor paramétrico u (borda superior e inferior coincidem) ou na
orientagdo relacionada ao valor paramétrico v (borda esquerda e direita coincidem) para a
superficie inicial. De modo semelhante, uma superficie totalmente fechada também pode ser
ajustada indicando autorelagdo em ambas as orientagdes.

Deve-se enfatizar que, apesar do método proposto utilizar a estratégia de divisao e
conquista, e fazer uso de um requadramento no espago paramétrico para cada subconjunto da
nuvem de pontos, ele ainda exige uma parametrizacdo global inicial. Em outras palavras, a nuvem
de pontos inicial — completa — precisa ser parametrizada e entregue como entrada ao algoritmo.
Todavia, o procedimento de parametrizar uma nuvem de pontos com uma grande quantidade
de amostras pode requerer um tempo significativo de cdlculo e a qualidade do resultado desta
operacao possui forte influencia sobre o resultado obtido no ajuste de superficies. Além disso, a
exigéncia de uma parametrizagcdo global acaba impedindo que o método explore seu potencial
de realizar o ajuste de superficie com topologias ndo triviais, que ndo podem ser planificadas em

um circulo ou quadrado.
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S EXPERIMENTOS E RESULTADOS

O método proposto de ajuste por multiplas superficies foi implementado na linguagem de
programagcio Python', utilizando as bibliotecas: numpy?, scipy>, matplotlib* e KdQuery>. Como
nao foram encontradas bibliotecas ou similares que viabilizassem a realizacdo de parametrizagao
de malhas triangulares com os principais métodos da literatura em Python, implementou-se
também um moddulo de parametrizagdo na linguagem de programagdo C++ com auxilio da
biblioteca CGALS. Todos os experimentos foram executados em um computador com um
processador AMD FX(tm)-8350 de oito nicleos (4.00GHz) e 16GB de memdria RAM.

Em termos de base do funcionamento do método proposto, existe uma fun¢do principal
que ¢é utilizada nas operacdes. Trata-se da fun¢do lstsq, do médulo 1linalg, da biblioteca
Numpy: np.linalg.1lstsq. Esta funcdo € uma rotina de dlgebra linear que calcula o vetor
P que resolve aproximadamente ou exatamente a equacdo A X P = B; em outras palavras,

calcula a solu¢do de minimos quadrados para uma equacdo matricial linear. Esta fungdo é

empregada em todos os ajuste de superficies no qual o vetor de pontos de controle € otimizado.

Outros dois métodos que foram utilizados da biblioteca CGAL e merecem destaque sdo o
CGAL: :Polygon_mesh_processing: :longest_border e o SMP: :parameterize que foram
utilizados, junto com outros métodos da mesma biblioteca, para calcular uma parametrizacdo em
nuvens ndo organizadas. O primeiro método calcula a maior borda em uma malha triangular,
ao passo que o segundo realiza efetivamente a operacdo de parametrizagdo dados diversos
parametros, incluindo a maior borda — deste aspecto surge a restri¢do de testes imposta neste
trabalho para superficies homeomorficas a um disco ou que podem ser transformadas nesta
topologia através do corte da superficie com uso de costuras (Seams). Essas costuras, ou Seams,
demarcam arestas compartilhadas por duas faces que podem ser utilizadas como bordas para a
parametrizagao.

Como o objetivo deste trabalho nio é explorar amplamente a possibilidade de refinamento
de resultados com o ajuste de pardmetros, foram utilizados os parametros padrdes definidos na
Tabela 5. Como excec¢ao, apenas o parametro ¥ foi testado amplamente com os seus trés possiveis
valores sugeridos a fim de identificar as caracteristicas dos métodos de parti¢io idealizados. Além
da andlise do aspecto visual, os resultados foram analisados em rela¢do ao tempo de computacao,
identificando o custo de processamento nas diferentes etapas do método, o erro de ajuste obtido
em relacdo as métricas RMSE e ME, juntamente de um comparativo com as métricas AIC e BIC,
e uma andlise da variacdo na quantidade de pontos de controle otimizadas durante o processo.

A maior dificuldade encontrada na comparagdo de métodos de ajuste de superficie em

relacdo a outros métodos € justamente a inviabilidade de realiza-las com o devido rigor cientifico.

Python v3.8.3 (<https://www.python.org/>)

NumPy v1.22.3 (<https://numpy.org/>)

SciPy v1.8.0 (<https://scipy.org/>)

MatPlotLib v3.5.1 (<https://matplotlib.org/>)

KdQuery 0.2.2 (<https://pypi.org/project/KdQuery/>)

The Computational Geometry Algorithms Library — CGAL (<https://www.cgal.org/>)
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Por um lado, a maioria dos trabalhos analisados durante a revisdo de literatura, ou utilizam
nuvens de pontos e malhas triangulares préoprias, sem identificar ou disponibilizar uma fonte
para obté-las, ou realizam algum pré-processamento nos pontos, como a simulagdo de ruido ou
escolha randomica de parte da nuvem de pontos. Isto inviabiliza tanto a reprodutibilidade destes
métodos como a possibilidade de comparar resultados.

Os métodos identificados na literatura ndo foram encontrados em bibliotecas ou repo-
sitérios publicos, e sua reimplementacdo ndo € simples, pois nem sempre a apresentacao dos
métodos € clara em relacdo a todos os detalhes de funcionamento. Em face deste problema, e de
modo similar ao que foi realizado por (IGLESIAS et al., 2018), realizou-se uma comparacdo com
o método tradicional de ajuste, isto €, o ajuste de uma unica superficie B-Spline bictibica. No
entanto, esta comparacao ndo foi realizada para todos os experimentos, pois 0 método tradicional
exige a defini¢do da quantidade de pontos de controle ao passo que o método proposto calcula
adaptativamente este valor. Assim, esta comparacao foi realizada apenas no final deste capitulo,
ao avaliar a eficiéncia do método proposto com nuvens de grande quantidade de amostras que
necessitam uma grande quantidade de pontos de controle para o ajuste.

Para a realizacao dos testes foram utilizadas nuvens de pontos organizadas e suas res-
pectivas malhas triangulares, as quais foram calculadas com base em equacdes explicitas e
paramétricas encontradas na literatura e outras fontes. Foram utilizadas também nuvens de
pontos e malhas triangulares provenientes de repositorios externos com o intuito de testar de-
terminadas caracteristicas. Para os benchmarks de nuvens de pontos organizadas se utilizou o
método de parametrizagdo comprimento de corda implementado em Python, ao passo que para
0s benchmarks de nuvens de pontos nao organizadas, utilizou-se o método de parametriza¢ao
equiareal (authalic) implementado em C++. Como a nuvem de pontos € a parametriza¢ao sao
requisitadas como entrada — assim como feito por Zhang et al. (2016) — o tempo de computagao

da parametrizacao inicial é desconsiderado no tempo de execucdo do método proposto.

5.1 EXPERIMENTOS COM NUVENS ORGANIZADAS

Nesta secdo sdo apresentados os experimentos realizados com benchmarks por equa-
¢Oes paramétricas e explicitas, as quais podem ser utilizadas para produzir nuvens de pontos
organizadas e uma malha triangular que define a relagcdo de vizinhanca e organizacdo entre os
pontos. Diversos trabalhos utilizam nuvens de pontos préprias ou de fontes ndo divulgadas, o
que dificulta a realizacao de experimentos semelhantes. Os trabalhos de Lee (2002), Gélvez,
Iglesias e Puig-Pey (2012) e Mao et al. (2018) foram os tnicos encontrados na literatura os
quais utilizaram benchmarks identificados e definidos na apresentacdo dos experimentos. Assim.
buscou-se produzir nuvens de pontos semelhantes as que foram reportadas nestes trabalhos. Vale
ressaltar que as métricas de erro obtidas ndo foram comparadas com estes trabalhos uma vez
que ndo foi identificado claramente se as nuvens de pontos foram normalizadas, o que acaba

alterando as medidas de distancia e por consequéncia as métricas de erro.
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Para avaliar os resultados sdo apresentadas imagens das superficies geradas para uma
validacdo qualitativa, possibilitando a visualizacdo da aproximagdo geométrica destas e da
distribui¢ao dos retalhos de superficies, os quais foram renderizados com cores distintas para
melhor distingui-los. Para cada experimento realizado € apresentada uma figura padronizada, a
qual é composta por quatro imagens: (a) a nuvem de pontos, (b) o resultado obtido com y=PBS,
(c) o resultado obtido com y=PMaC e, (d) o resultado obtido com y=PMeC. De modo semelhante,
também sao apresentadas figuras com uma imagem de mapa de calor — representando o erro
de ajuste — para cada resultado obtido pelas métodos de particionamento testados. Ressalta-se
antecipadamente a qualidade das juncdes com continuidade C! obtidas com o método proposto,
de forma totalmente automatizada.

Sao apresentados também dados que permitem uma andlise quantitativa dos resultados,
juntamente com uma discussdo sobre os valores obtidos. Destaca-se em um primeiro conjunto o
tempo de execuc¢ao utilizado para cada etapa do método proposto, com as tr€s abordagens de
particionamento. Foram realizados dois experimentos para cada tipo de particionamento: um teste
sem a utilizacdo dos mecanismos de aceleracdo por explosao da nuvem de pontos e por redugdo de
sistemas lineares em jungdes; e outro teste com todos os mecanismos de aceleragdo apresentados.
Para estes dados, foram elencados os tempos necessdrios para a realizacio da explosdo da nuvem
de pontos, do procedimento iterativo de conquista e divisdo, a reparametrizagdo, a simplificacdo
e a combinacdo. Além destes, foi incluido também o tempo utilizado para outras operagdes
que sdo necessdrias para o funcionamento do método, como inicializacao de varidveis e célculo
dos parametros padrdes. Ressalta-se que ndo estdo incluidas nestes valores as operacdes de
parametrizacdo, cdlculo da MMD (Média das Menores Distancias entre cada amostra da nuvem
e seus vizinhos) e cdlculo dos indices de curvatura para cada amostra da nuvem de pontos.

Em um segundo grupo de dados é destacada a variagc@o dos erros de ajuste (RMSE e ME)
durante quatro etapas do algoritmo: apds o término do procedimento iterativo de conquista e
divisdo; apds a operacdo de reparametrizacdo; apds a simplificacio das superficies; e o resultado
final obtido. Essas métricas foram separadas em dois gréficos para cada experimento, visto que
na maioria dos casos a sua ordem de grandeza € diferente e prejudica a visualizagdo conjunta
dos dados. Por fim, um terceiro grupo de dados também € apresentado, indicando o grau de
reducao das varidveis de representacao dos retalhos de superficie através do procedimento de
simplifica¢do, evidenciando a quantidade de pontos de controle antes e apds este procedimento.
Vale enfatizar que os dados destes dois ultimos grupos foram obtidos com a utilizagdo dos

mecanismos de aceleracgao.
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5.1.1 Benchmark Shell

O benchmark de superficie Shell é definido pela seguinte equacio paramétrica (GALVEZ;
IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012; MAO et al., 2018):

x(u,v) = é (1 - (%)) -cos (2v) - (1 +cos(u)) + 1—10(:05 (2v)

$u,v) = % (1= (5%) ) sin(@v) (1 +-cos w) —|—%sin(2v)

z(u,v) = <%> -I—%- <1 — %) -sin (u)

uel0;2x] e vel0;27]

Tentando se aproximar das 7.500 amostras utilizadas por Gélvez, Iglesias e Puig-Pey (2012),
foram geradas 87 amostras uniformemente distribuidas para u e v, totalizando 7.569 pontos
(87%). A Figura 26a ilustra a nuvem de pontos gerada. Mao et al. (2018) também utilizaram
este benchmark em seus experimentos, gerando 2.475 pontos uniformemente distribuidos e
selecionando aleatoriamente 2.102 amostras.

Como a superficie representada por esta equagdo € fechada (tubular) em relacdo aos
valores paramétricos de v — como uma superficie de revolucado — foi adicionado este indicador
ao método de ajuste, para que as bordas relacionadas a esta orientacdo paramétricas sejam
conectadas. Com base nos dados da nuvem de pontos, e os valores padrdes definidos para
os parametros (ver Tabela 5), foram utilizados os seguintes valores: gz[ﬁ =0,032, y=10¢
¢ = 3.162. Os resultados obtidos utilizando os métodos propostos para )y (PBS, PMaC e PMeC)
sdo apresentados nas imagens (b), (c) e (d) da Figura 26, respectivamente. Para auxiliar na
identificacdo das medidas de erro de ajuste € apresentada também a Figura 27 que apresenta os
mapas de calor dos resultados obtidos com a utilizagao dos métodos propostos para x: (a) PBS,
(b) PMaC e (c¢) PMeC.

Figura 26 — Nuvem de pontos e resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Shell

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Figura 27 — Mapas de calor dos resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Shell

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Pode-se perceber visualmente que os resultados obtidos pelos diferentes métodos de
particionamento sdo similares, mas apresentam diferencas nas linhas de cortes utilizadas. O
método PBS realizou cortes em ambas as orientagdes, ao passo que os outros dois métodos
baseados em curvatura realizaram cortes apenas em uma orientacdo paramétrica. Esta diferenga
de particionamento fez com que estes dois tltimos métodos ndo conseguissem representar de
forma satisfatéria a ponta superior aguda do benchmark, pois as poucas amostras desta regiao
foram divididas entre os quatro retalhos e sua influéncia se tornou menos significativa no método
de minimos quadrados.

Para avaliar os dados quantitativos obtidos através da execu¢do do método DCBA,

apresenta-se a Figura 28. Através do grafico de tempo de execucdo, pode-se perceber que o

método de particao PBS foi o mais lento e o método PMaC foi o mais rdapido dentre os trés.

No entanto, essa diferenca foi pouco significativa quando os mecanismos de aceleracao foram
utilizados. Como comparativo, o DCBA nao exigiu mais do que 50 segundos em qualquer
experimento para realizar o ajuste dos 7.569 pontos, ao passo que o método de Mao et al. (2018)
necessitou de pouco mais de 2 minutos para realizar o ajuste sobre 2.102 pontos utilizando
uma matriz de controle com 11 x 14 elementos. Para o método de Gélvez, Iglesias e Puig-Pey
(2012), foi necessario cerca de 11 a 19 minutos para obter um resultado utilizando uma matriz
de controle com 20 x 20 elementos. Apesar do ambiente computacional de execu¢@o ndo ser o
mesmo, a diferenca no tempo € significativa.

Note que o tempo necessdrio para a realizacio do procedimento de explosdo € desprezivel
em relacdo ao tempo total, e nos trés casos em que tal mecanismo foi utilizado, o tempo de
conquista e divisdo caiu mais do que a metade. Em todos os casos, o tempo necessdrio para
realizar a simplificagdo e a combinag¢do, foram um dos principais fatores influenciadores do
tempo de execugdo: pelo menos metade do tempo de computagdo foi utilizado nestas etapas.

O tempo considerdvel de simplificagdo € justificdvel nestes casos ao tomar o comparativo
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Figura 28 — Resultados quantitativos do ajuste do benchmark Shell

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

na reducdo de pontos de controle, especialmente no caso do método de PBS, no qual houve uma
reducdo de 64% destas varidveis — a matriz de controle com forma inicial 20 x 20 foi reduzida
para 12 x 12. Nos casos dos métodos de PMaC e PMeC esta reducao foi de 40%, sendo que
para o PMaC, a matriz de controle com forma inicial 30 x 10 foi reduzida para 18 x 10, e no
caso da PMeC, a matriz de controle com forma inicial 40 x 10 foi reduzida para 24 x 10. Para
comparacdo, Mao et al. (2018) geraram um resultado com uma matriz de controle composta
por 154 pontos (11 x 14) e Gélvez, Iglesias e Puig-Pey (2012) geraram um resultado com uma
matriz de controle composta por 400 pontos (20 x 20), ambos utilizando mais pontos de controle
do que o melhor resultado obtido pelo método de ajuste DCBA.

Se por um lado a simplificacdo permitiu esta reducdo na quantidade de varidveis de
representacao, por outro lado, naturalmente ela fez crescer o erro de ajuste proximo do limiar
de erro aceitdvel. Existe uma probabilidade do erro de ajuste diminuir mesmo na operacao de
simplificacdo, devido a reparametrizag¢do prévia, mas a reducao dos pontos de controle costuma
ter maior impacto (negativo) sobre as métricas de erro.

Analisando os dados de erro de ajuste, percebe-se que o resultado referente ao particiona-
mento pela PBS foi o que mais cresceu com os procedimentos de simplificacdo e de combinagao,
sendo que a métrica ME final para este e para o caso de PMeC, ficou acima do limiar de erro
estabelecido. Ao utilizar as métricas AIC e BIC, os resultados do método de PMaC obtiveram
os melhores valores, para ambas as métricas de erro. Os valores numéricos das métricas AIC
e BIC ndo sdo apresentados neste e nos demais experimentos, visto que em todos os casos
testados eles acabam replicando os dados das demais métricas de erro, apenas com uma faixa

de valores diferente (valores negativos e de maior grandeza). Ao final do capitulo € apresentada
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uma consideracdo em relacdo a este aspecto.

5.1.2 Benchmark Horn

O benchmark de superficie Horn é definido pela seguinte equagio paramétrica (GALVEZ;
IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012):

x(u,v) = (2+u-cos(v))-sin(2w - u)
y(u,v) = (24 u-cos(v))-cos(2mw-u) +2u
2(u,v) = u-sin(v)

u [0,1] e v€[027r]

m

Tentando utilizar uma nuvem de pontos semelhante a utilizada por Gélvez, Iglesias e Puig-Pey
(2012), com 6.000 pontos, foram utilizadas 60 amostras uniformemente distribuidas para u
e 100 amostras uniformemente distribuidas para v, totalizando 6.000 pontos (60 - 100). Neste
caso, a superficie representada € fechada (tubular) em relacdo aos valores paramétricos de u. A
Figura 29a ilustra a nuvem de pontos gerada. Com base nos dados da nuvem de pontos, e 0s
valores padrdes definidos para os parametros, foram utilizados os seguintes valores: et[ ; 0,032,
v =9e¢e { =2.187. Os resultados obtidos utilizando os métodos propostos para ¥ (PBS, PMaC
e PMeC) sdo apresentados nas imagens (b), (c) e (d) da Figura 29, respectivamente. Para auxiliar
na identificagdo das medidas de erro de ajuste € apresentada também a Figura 30 que apresenta
os mapas de calor dos resultados obtidos com a utilizagdo dos métodos propostos para x: (a)
PBS, (b) PMaC e (c) PMeC. O valor de ¢ ¥ ; foi utilizado como maior valor da escala de erro para

OS mapas apresentados.

Figura 29 — Nuvem de pontos e resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Horn

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Figura 30 — Mapas de calor dos resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Horn

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Novamente pode-se perceber visualmente que os resultados obtidos s@o similares, apre-
sentando diferencas nas linhas de cortes utilizadas. Destaque para o resultado de PMeC que
gerou trés linhas de corte na mesma orientagdo paramétrica, se diferenciando dos outros dois
métodos. Note ainda que para este benchmark, as pontas agudas do formato geométrico foram
devidamente ajustadas pelos trés métodos, sem a geracdo de artefatos estranhos.

A Figura 31 apresenta os dados quantitativos obtidos na execu¢do do método DCBA com
os diferentes métodos de particionamento. Através do grafico de tempo de execugdo, pode-se
perceber mais uma vez a influéncia positiva dos mecanismos de aceleracao sobre o tempo de
computacdo, especialmente para os métodos de PBS e PMeC. Nestes casos, os mecanismos
de aceleragdo possibilitaram uma redugdo significativa no tempo de execucado da operacdo de
simplificagdo. Alias, € justamente a operacao de simplificacdo que se mostra como uma das mais
custosas nos casos em que os mecanismos de aceleracdo nao foram utilizados.

Ainda sobre o aspecto de simplificacdo, apesar do método de PMeC ter requerido menos
tempo para realizar esta operacdo do que o método de PMaC, sua efetividade na reducao do
nimero de pontos de controle foi maior, reduzindo uma matriz de controle inicial de 36 x 9 para
20 % 9 (quatro retalhos alinhados com forma 9 x 9 reduzidos para a forma 5 x 9). A justificativa
para este caso € que o método de PMacC testou mais simplificagdes que nao foram aceitas por
extrapolar o limiar de erro tolerdvel, demandando mais tempo de execucdo. Em ambos os casos,
o procedimento de simplificagdo evidencia sua importancia no processo, reduzindo cerca de 44%
dos pontos de controle utilizados, no caso de PMeC, e cerca de 31%, no caso de PMaC, com
um impacto irrisério sobre as métricas de erro de ajuste, como pode ser observado nos gréficos
de erro. Ja no caso de PBS essa redugdo foi menor, de apenas 11%. Comparando os resultados
obtidos, o método de Gélvez, Iglesias e Puig-Pey (2012) resultou em um ajuste com uma matriz
de controle de 12 x 12 elementos, sendo que este resultado demorou em média entre um a dois

minutos para ser calculado.
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Figura 31 — Resultados quantitativos do ajuste do benchmark Horn

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Ao analisar as variagdes das métricas de erro durante as etapas do processo, pode-se
perceber pouca variacdo nas trés primeiras etapas, mas um crescimento abrupto apds a etapa de
combinacao. Com isso, os resultados obtidos ficaram todos com ME acima do limiar estabelecido.
Em contrapartida, a métrica RMSE ficou abaixo do limiar para todos os casos, com destaque
para o método de PMeC que obteve um valor para esta métrica significativamente maior do que
os demais. Esta diferenca, no entanto, ndo apresentou caracteristicas visuais significativas e nao
foi identificado um motivo para esta diferenca. Ao utilizar as métricas AIC e BIC, o método
de PMaC obteve os melhores valores para 0 RMSE e o método de PMeC obteve os melhores
valores para o ME. Por fim, note que apesar de utilizar a maior quantidade de pontos de controle
entre os trés métodos de particionamento, o método de PBS apresentou o pior indice de ME e
foi apenas o segundo melhor no caso da métrica RMSE. Isso reforca a importancia da qualidade
dos cortes, sendo importante alocar uma maior quantidade de pontos de controle nos retalhos de

superficie das regides de maior complexidade de representagao.

5.1.3 Benchmark Crescent

O benchmark de superficie Crescent é definido pela seguinte equacio paramétrica (GAL-
VEZ; IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012):

x(u,v) = (2+sin(2m - u) -sin(27w-v)) - sin(37 - v)
y(u,v) = (2+sin(2m-u) -sin(2zw-v)) -cos(3xw-v)
z(u,v) =cos(2m-u) -sin(2w-v) +4v—2

uel0;1] e vel0;l]
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Tentando se aproximar da amostragem de 14.200 pontos utilizada por Gélvez, Iglesias e Puig-Pey
(2012), foram utilizadas 120 amostras uniformemente distribuidas para u e v, totalizando 14.400
pontos (120%). A superficie representada por essa equagio paramétrica é fechada em relacio
aos valores paramétricos de v. A Figura 32a ilustra a nuvem de pontos gerada. Com base nos
dados da nuvem de pontos, e os valores padroes definidos para os parametros, foram utilizados
os seguintes valores: 8}3} = 0,166, v = 11 e { = 4.414. Os resultados obtidos utilizando os
métodos de particionamento ) (PBS, PMaC e PMeC) sao apresentados nas imagens (b), (c) e
(d) da Figura 32, respectivamente. Para auxiliar na identificacdo das medidas de erro de ajuste é
apresentada também a Figura 33 que apresenta os mapas de calor dos resultados obtidos com
a utilizacdo dos métodos propostos para x: (a) PBS, (b) PMaC e (c) PMeC. O valor de et[ﬁ foi
utilizado como maior valor da escala de erro para os mapas apresentados.

Figura 32 — Nuvem de pontos e resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Crescent

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

A superficie deste benchmark possui a caracteristica marcante de possuir duas pontas
agudas, além de um ponto de singularidade na qual as bordas se interceptam, conectando as duas
partes simétricas do modelo. Todos os métodos de particionamento obtiveram resultados similares
em relacdo a qualidade visual, sendo que as pontas agudas foram bem representadas assim
como o aspecto geral de curvatura do modelo. Todavia, o método de PBS obteve um resultado
visivelmente pior em relagdo aos outros dois devido a representacdo do ponto de singularidade
central do modelo e da regido préxima a ele. Isto se deve as restricdes de continuidade C!
aplicadas sobre as bordas dos retalhos naquela regido, sendo que apenas para o caso da utilizagdo

do método de PBS foi realizado um particionamento proximo ao ponto de singularidade. Perceba
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Figura 33 — Mapas de calor dos resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Crescent

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

ainda que os métodos de particionamento baseados em curvatura realizaram cortes apenas em
uma orientacdo paramétrica, ao passo que o método PBS realizou um corte em cada orientagdo
paramétrica.

A pior representacdo visual do método de PBS € explicada pela menor quantidade de
retalhos de superficie e quantidade de pontos de controle utilizadas na sua representagdo. A
Figura 34 mostra alguns dados dos resultados obtidos e através desta pode-se perceber que tanto
antes como depois do procedimento de simplificacdo, a quantidade de pontos de controle é
menor no caso do uso do método de PBS. Enquanto que ambos os métodos de particionamento
baseados em curvatura reduziram uma matriz de controle de 55 x 11 para 30 x 11 (cinco retalhos
alinhados com forma inicial 11 x 11 reduzidos para a forma 6 x 11), o PBS reduziu a matriz de
controle de 22 x 22 para 12 x 14 (quatro retalhos com forma inicial 11 x 11 foram reduzidos
para: dois retalhos com forma 6 x 8 e dois retalhos com forma 6 x 6).

Ainda em relag@o ao procedimento de simplificacao, perceba o impacto desta operagao
sobre todos os casos de teste realizados neste experimento. A redugdo de pontos de controle
variou entre 45% e 65%. Como consequéncia, no entanto, o tempo de execugdo de ajuste de
superficies foi dominado pelo tempo necessdrio para o procedimento de simplificagdo nos
casos em que os mecanismos de aceleracdo ndo foram utilizados. Ja nos casos em que os
mecanismos de aceleracao foram utilizados, o tempo de simplificagdo também foi significativo,
mas ficou equilibrado com o tempo utilizado para o procedimento de combinacdo. Realizando
uma comparacao, os resultados obtidos por Galvez, Iglesias e Puig-Pey (2012) foram gerados
com uma B-Spline de matriz de controle composta por 30 x 30 pontos de controle, necessitando
um tempo de célculo entre 14 a 20 minutos. Novamente o resultado obtido pelo DCBA foi
significativamente mais rapido e escolheu de modo adaptativo uma menor quantidade de pontos
de controle, gerando um resultado visualmente semelhante.

Perceba que apesar da reducdo no tempo de simplificacdo, neste experimento o impacto

dos mecanismos de aceleracdo foi menor, com excecao do método de PMeC. Se por um lado o
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Figura 34 — Resultados quantitativos do ajuste do benchmark Crescent

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

procedimento de simplificacdo exigiu menor tempo com o uso dos mecanismos de aceleragdo,
por outro lado, devido as condi¢Oes de distribui¢do dos retalhos de superficie, as etapas de
reparametrizagdo e combinagdo tiveram um aumento no tempo de execu¢ao necessario.

Analisando os erros de ajuste elencados na Figura 34, pode-se verificar que o método
de PBS iniciou com os melhores indices de erro de ajuste. Estes valores, no entanto, tiveram
um crescimento significativo nas etapas de simplificacdo e combinacdo, mas se mantiveram
abaixo do limiar de erro de ajuste estabelecido. Este crescimento ocorreu porque como o erro
estava significativamente abaixo do limiar estipulado, foi possivel simplificar mais os retalhos
resultantes, aumentando o erro. Além disso, com um nimero menor de pontos de controle, as
restri¢des da combinagao favoreceram o aumento do erro de ajuste. J4 no caso dos métodos de
particionamento baseados em curvatura, o comportamento da variacao de erro foi equivalente,
com poucas alteracdes nos valores no decorrer das etapas do método de ajuste. A tinica excec¢do
foi a reducgdo significativa de ME ocorrida apds o procedimento de reparametrizagdo. Ao utilizar
as métricas AIC e BIC, o método de PMeC obteve os melhores valores para RMSE e ME.
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5.1.4 Benchmark TearDrop

O benchmark de superficie TearDrop € definido pela seguinte equacdo paramétrica

(GALVEZ: IGLESIAS: PUIG-PEY, 2012):
x(u,v) = = (1 —cos(u)) - sin(u) - cos(v)

y(u,v) = = (1 —cos(u)) - sin(u) - sin(v)

N =N =

z(u,v) = cos(u)

ue0;ml e vel0;2x]

Tentando utilizar uma nuvem de pontos semelhante a utilizada por Gélvez, Iglesias e Puig-Pey
(2012), com 6.000 pontos, foram utilizadas 60 amostras uniformemente distribuidas para u e
100 amostras uniformemente distribuidas para v, totalizando 6.000 pontos (60 - 100). Neste caso,
a superficie representada é fechada em relacdo aos valores paramétricos de u. A Figura 35a
ilustra a nuvem de pontos gerada. Com base nos dados da nuvem de pontos, e os valores padrdes
definidos para os parametros, foram utilizados os seguintes valores: 8}2 =0,020, y =9 e
{ =2.187. Os resultados obtidos utilizando os métodos propostos para ¥ (PBS, PMaC e PMeC)
sdo apresentados nas imagens (b), (c) e (d) da Figura 35, respectivamente. Para auxiliar na
identificacdo das medidas de erro de ajuste € apresentada também a Figura 36 que apresenta os
mapas de calor dos resultados obtidos com a utilizagao dos métodos propostos para x: (a) PBS,
(b) PMaC e (c) PMeC. O valor de 8}33 foi utilizado como maior valor da escala de erro para os

mapas apresentados.

Figura 35 — Nuvem de pontos e resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark TearDrop

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Todos os resultados obtidos conseguiram representar os aspectos geométricos da nuvem
de pontos gerada, sendo que os resultados obtidos pelos métodos PBS e PMaC sdo similares em
relagdo aos cortes realizados. Neste experimento, o método de PMeC se destacou por realizar

apenas cortes em uma mesma orientacdo paramétrica, gerando um retalho de superficie a menos

137



135

Figura 36 — Mapas de calor dos resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark TearDrop

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

do que os demais. No entanto, vale destacar que apesar de utilizar um retalho a menos, a quanti-
dade de pontos de controle total utilizada por este método € maior do que foi empregado pelos
dois outros métodos de particdo. A Figura 37 apresenta esta diferenca, evidenciando que apesar
de inicialmente a quantidade de pontos de controle ser menor para o método de PMeC, apds o
procedimento de simplifica¢do os outros dois métodos de particionamento conseguiram diminuir
significativamente este valor. No caso do método de PBS, a reduc¢do foi de aproximadamente
69% — reduzindo uma matriz de controle de 18 x 18 para 10 x 10 (quatro retalhos de superficies
de forma inicial 9 x 9 reduzidos para a forma 5 x 5) — e no caso de PMaC, a reducao foi de
cerca de 55% — reduzindo uma matriz de controle de 18 x 18 para 12 x 12 (quatro retalhos de
superficies de forma inicial 9 x 9 reduzidos para: retalhos de forma 5 x 5,5 x7,7x5e 7 x 7).

Apesar da reducdo significativa na quantidade de pontos de controle, o tempo gasto na
operacao de simplificagcdo do método de PBS, com a utilizacdo de mecanismos de aceleragdo,
ndo foi a operacdo mais custosa no processo de ajuste. Apenas no caso de PMaC o tempo gasto
na operagdo de simplificacio teve o maior impacto sobre o tempo total necessario para o ajuste.
Em contrapartida, note que para os trés métodos de particionamento, quando os mecanismos de
aceleracdo nao foram empregados, o tempo gasto em simplificacdo foi predominante. Vale ainda
observar que as operacdes de combinacdo apresentaram um impacto semelhante e significativo
no tempo de execucao total, e que o método de PMeC com mecanismos de aceleracdo foi a
abordagem que obteve o menor tempo de execu¢do. Comparando os resultados obtidos, Galvez,
Iglesias e Puig-Pey (2012) utilizaram este benchmark obtendo um ajuste com uma superficie
com uma matriz de controle composta por 16 x 16 elementos, um valor maior do que todos os
resultados obtidos pelo método proposto. Neste caso, no entanto, o tempo de célculo necessario

para o método de Gélvez, Iglesias e Puig-Pey (2012) foi semelhante ao do método proposto,
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Figura 37 — Resultados quantitativos do ajuste do benchmark TearDrop

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

exigindo entre 20 a 65 segundos para calcular as respostas.

Analisando o impacto das etapas do método sobre o erro de ajuste, pode-se perceber
que apesar da significativa diminui¢do na quantidade de pontos de controle, ocorrida no pro-
cedimento de simplificacdo, o erro de ajuste ndo sofreu um aumento equivalente. Isso reforca
novamente a importancia da etapa de simplificagdo no método proposto. J4 no caso da operagdo
de combinagdo, o impacto sobre o erro de ajuste foi significativamente maior, conforme ilustrado
na Figura 37. Note que este impacto da operacdo de combinagdo fez com que todos os valores
de ME crescessem acima do limiar de erro estabelecido. Além disso, a diferenga no erro de
ajuste final, fez o método de PMeC apresentar os melhores valores para as métricas AIC e
BIC referentes a RMSE, e o método de PBS apresentar os melhores valores para estas mesmas

métricas referentes a ME.

5.1.5 Benchmark Pisot Triaxial

O benchmark de superficie Pisot Triaxial é definido pela seguinte equacdo paramétrica
(GALVEZ; IGLESIAS; PUIG-PEY, 2012; MAO et al., 2018):

x(u,v) =A-cos(B+u)-(2+cos(v))

y(u,v) =C-cos(D—u)-(2+E -cos(F +v))
zZ(u,v) =E-cos(F+u)-(2+G-cos(H—v))
ue(0;2x] e vel0;2n]

Tentando se aproximar da amostragem de 10.500 pontos utilizados por Galvez, Iglesias e Puig-

Pey (2012) e Mao et al. (2018), foram utilizadas 100 amostras uniformemente distribuidas
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para u e 105 amostras uniformemente distribuidas para v, totalizando 10.500 pontos (100 - 105).
Foram utilizados também os mesmos valores empregados nestes trabalhos para as constantes:
A =0,655866, B=1,03002, C =0,754878, D = 1.40772, E = 0,868837, F =2,43773, G =
0,495098 e H = 0,377696. Neste benchmark, a superficie representada é fechada tanto em
relac@o aos valores paramétricos de u quanto v e, além disso, a superficie ndo apresenta uma ponta
aguda, como nos demais casos, mas apresenta caracteristicas desafiadoras que se assemelham a
uma fita de Mobius (HENLE, 1994). Note que diante a organizacdo da nuvem de pontos, existem
duas regides de torcdo nas quais os retalhos de superficie do ajuste se cortam. A Figura 38a
ilustra a nuvem de pontos gerada e as regides de corte entre retalhos mencionada fica mais
evidente na Figura 38b, onde pode-se perceber que o retalho de superficie verde inicia em um

lado da superficie, transpassa o retalho azul e continua no outro lado da superficie.

Figura 38 — Nuvem de pontos e resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Pisot
Triaxial

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Com base nos dados da nuvem de pontos, € os valores padrdes definidos para os para-
metros, foram utilizados os seguintes valores: St[ﬁ =0,028, y =11 e { =4.414. Os resultados
obtidos utilizando os métodos propostos para ¥ (PBS, PMaC e PMeC) sdo apresentados nas
imagens (b), (c) e (d) da Figura 38, respectivamente. Para auxiliar na identificacdo das medidas de
erro de ajuste € apresentada também a Figura 39 que apresenta os mapas de calor dos resultados
obtidos com a utilizacdo dos métodos propostos para x: (a) PBS, (b) PMaC e (c) PMeC. O valor

de em

7 foi utilizado como maior valor da escala de erro para os mapas apresentados.

Percebe-se que apesar das caracteristicas geométricas mais desafiadoras deste modelo,
todos os métodos de particao utilizados conseguiram capturar a geometria do objeto. Neste caso
o método de PMaC se destaca por ser o inico método a ter utilizado linhas de corte em ambas as
orientagdes paramétricas, o que resultou em uma maior quantidade de retalhos de superficies e,
neste caso, uma quantidade significativamente maior de pontos de controle. Apesar desta maior

quantidade de pontos de controle, o resultado com este método de particdo obteve o melhor
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Figura 39 — Mapas de calor dos resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Pisot
Triaxial

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

resultado apenas em relagdo a métrica RMSE.

A Figura 40 apresenta os dados quantitativos obtidos na execu¢ao do método com os
diferentes modos de particionamento. Analisando ainda as quantidades de pontos de controle
utilizadas nos ajustes, pode-se perceber que para este caso, a reducdo na quantidade destas
varidveis foi mais limitada do que nos demais casos, variando entre 36% no caso de PBS —
no qual a matriz de controle inicial de 22 x 22 foi reduzida para 22 x 14 (quatro retalhos de
superficie com forma inicial 11 x 11 reduzidos para: dois retalhos de forma 11 x 6 e dois retalhos
de forma 11 x 8) — 7% no caso de PMaC — no qual a matriz de controle inicial de 22 x 33 foi
reduzida para 22 x 30 (seis retalhos de superficie com forma inicial 11 x 11, sendo que apenas
dois retalhos foram reduzidos para uma forma 11 x 8) —e 7% no caso de PMeC — no qual a matriz
de controle inicial de 44 x 11 foi reduzida para 41 x 11 (quatro retalhos de superficie com forma
inicial 11 x 11, sendo que trés deles mantiveram a mesma estrutura e um retalho foi reduzido
para 8 x 11). Comparando com os resultados da literatura, Gdlvez, Iglesias e Puig-Pey (2012)
obtiveram uma superficie de matriz de controle composta por 20 x 20 elementos, a qual exigiu
cerca de 2 a 3 horas para ser ajustada. Ja o resultado de Mao et al. (2018) utilizou uma superficie
composta por uma matriz de controle com 21 x 21 elementos, demandando pouco menos de 4
minutos. Assim, o resultado obtido pelo método proposto se mostra atrativo, principalmente em
relacdo ao tempo de calculo necessério.

Ainda com relacao ao processo de simplificacdo, pode-se perceber uma alteracdo sig-
nificativa no tempo necessdrio para esta operacdo ao comparar os métodos de PBS e PMaC
sem mecanismos de acelera¢do em relacdo aos mesmos métodos de particdo com mecanismos
de aceleracdo. Note que ao nao utilizar a aceleracao inicial por explosdo da nuvem de pontos,
os métodos de particionamento empregam um tempo substancialmente maior nas operagdes

de divisdo e conquista, mas posteriormente, gastam pouco tempo na simplificagdo, por nao
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Figura 40 — Resultados quantitativos do ajuste do benchmark Pisot Triaxial

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

haver simplificagdo possivel a ser realizada. Através da Figura 40 € possivel verificar a reducdo
considerdvel no tempo de execucdo ao utilizar os mecanismos de acelera¢do, quando os métodos
de PBS e PMeC sao aplicados. O mesmo nao ocorreu para o método de PMaC porque o tempo
extra de reparametrizacdo e de simplificacdo compensaram o menor tempo nas operagdes de
conquista e divisdo, e de combinagao.

Analisando o impacto das etapas do método sobre o erro de ajuste, pode-se perceber
novamente que as métricas de RMSE e ME sofreram pouca variag¢ao entre as etapas de conquista
e divisdo, reparametrizacio e simplificacio, apesar de que neste caso a simplificacdo ndo foi tdo
expressiva como em outros experimentos. J4 no caso da operacdo de combinagdo, o impacto
sobre a métrica ME foi significativamente maior. Este impacto da operagdo de combinagao
fez com que todos os valores de ME crescessem acima do limiar de erro estabelecido. Note
que no caso especifico do método de PMeC, tal métrica de erro ja estava acima deste limiar,
mesmo depois da reparametrizacdo. Com base nos resultados, o método de PMaC apresentou os
melhores valores para as métricas AIC e BIC referentes a RMSE, e o método de PBS apresentou

os melhores valores para estas mesmas métricas referentes a ME.
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5.1.6 Benchmark Elliptic Torus

O benchmark de superficie Elliptic Torus é definido pela seguinte equagdo paramétrica, a
qual foi encontrada em Wolfram MathWorld':

x(u,v) = (C+A-cos(v))-cos(u)
y(u,v) = (C+A cos (v)) - sin (u)
2(u,v) = B-sin(v)

ue [O,27r] e vel0;2n]

<

Foram utilizadas 80 amostras uniformemente distribuidas para u e v, totalizando 6.400 pontos

(80%), empregando os seguintes valores para as constantes da equacio: A = 1, B=2,C = 3, os

quais foram definidos conforme demonstra¢do na pagina de consulta desta equacao paramétrica.

Este benchmark é um objeto classico de modelagem geométrica e sua superficie também &

fechada em relacdo aos valores paramétricos de u e v. Apesar de ser amplamente conhecido, ndo

foi encontrado outro trabalho na literatura que tenha usado este objeto em seus experimentos.

A Figura 41a ilustra a nuvem de pontos gerada. Com base nos dados da nuvem de pontos, e 0s

valores padrdes definidos para os parametros, foram utilizados os seguintes valores: 81[23 =0,121,

v =9e { =2.187. Os resultados obtidos utilizando os métodos propostos para y (PBS, PMaC
e PMeC) sdo apresentados nas imagens (b), (c) e (d) da Figura 41, respectivamente. Para auxiliar
na identificacdo das medidas de erro de ajuste € apresentada também a Figura 42 que apresenta
os mapas de calor dos resultados obtidos com a utilizagdo dos métodos propostos para x: (a)
PBS, (b) PMaC e (c¢) PMeC. O valor de Sl% foi utilizado como maior valor da escala de erro para

OS mapas apresentados.

Os resultados visuais das geometrias obtidas evidenciam a qualidade nos ajustes obtidos,

incluindo a continuidade obtida entre as superficies. Note que os métodos de PBS e PMaC
realizaram cortes em ambas as orienta¢des paramétricas, ao passo que o método de PMeC realizou
cortes em apenas uma direcdo paramétrica, gerando superficies com relacdo de autovizinhanga
em uma orientagdo paramétrica (superficies tubulares). Em ambos os casos foi gerado um total
de quatro retalhos de superficies.

Alguns resultados numéricos obtidos sdo apresentados na Figura 43, dentre os quais
sdo elencados os valores da quantidade de pontos de controle utilizada pelo ajuste de cada
método de particdo. Conforme mencionado, em todos os casos foram geradas quatro superficies
paramétricas, totalizando inicialmente 324 pontos de controle. Apesar desta isonomia inicial,
o resultado ap6s o procedimento de simplificacao foi consideravelmente diferente. No caso do
método de PBS foi possivel reduzir em 69% a quantidade de pontos de controle, reduzindo uma
matriz de controle de 18 x 18 para 10 x 10; no caso do método de PMaC foi possivel reduzir em

40% a quantidade de pontos de controle, reduzindo a matriz de controle de 18 x 18 para 16 x 12;

7 Wolfram MathWorld — Elliptic Torus (<https://mathworld.wolfram.com/EllipticTorus.html>)
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Figura 41 — Nuvem de pontos e resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Elliptic
Torus

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Figura 42 — Mapas de calor dos resultados obtidos para o ajuste sobre o benchmark Elliptic
Torus

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

e no caso do método de PMeC foi possivel reduzir apenas em 16% a quantidade de pontos de
controle, reduzindo a matriz de controle de 36 x 9 para 30 x 9.

No tocante ao tempo de execugdo, pode-se observar uma inversao de resultados, na
qual a utilizacdo dos mecanismos de aceleracdo resultaram em um ajuste com maior tempo de

execucao. Isso ocorreu porque, para este experimento, ao ndo utilizar o mecanismo de explosao
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Figura 43 — Resultados quantitativos do ajuste do benchmark Elliptic Torus

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

da nuvem de pontos, o ajuste inicial com apenas uma parti¢do ja foi suficiente para obter uma
métrica de erro menor do que o limiar estipulado. Como consequéncia, uma menor quantidade
de superficies precisaram ser reparametrizadas, reduzindo o tempo total necessdrio. Isto indica
que, para este caso, o pardmetro { poderia ter sido utilizado com um valor maior, evitando uma
particdo obrigatdria que ndo seria necessdria para obter o limiar de erro de ajuste.

Em relagdo a evolucdo do erro de ajuste obtido nas diferentes etapas, percebe-se que a
reparametrizagdo teve pouco efeito sobre o erro de ajuste. Por outro lado, no procedimento de
simplificac@o, os métodos que realizaram maior redu¢ao na quantidade de pontos de controle
apresentaram um aumento nas métricas de erro. Perceba que apesar deste aumento e, consi-
derando que os ajustes realizados com o método de PBS e PMaC utilizam significativamente
menos pontos de controle, as métricas de erro dos trés casos sdo similares apds a etapa de
simplificacdo. Por fim, a etapa de combinagdo fez crescer mais uma vez o erro de ajuste em
todos os casos, fazendo com que o erro de ajuste final ficasse acima do limiar estabelecido. Ao
utilizar as métricas AIC e BIC, o método de PMaC obtém os melhores resultados em relacdo a

RMSE e o método de PBS obtém os melhores resultados em relacao a ME.

5.1.7 Superficies Explicitas

Explorando benchmarks de nuvens de pontos definidas por equagdes explicitas, foram

testadas duas superficies abertas utilizadas nos experimentos de Lee (2002). A primeira equagdo
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escolhida, a qual serd denominada por Equacgdo A, € definida por:

xeo;l]  /  ye[0:1]
2= flx,y) = 24,234 (7-(0,75 - 7))
onde: r*=(x—0,5)%+(y—0,5)

Foram utilizadas 100 amostras uniformemente distribuidas para x e y, totalizando 10.000 pontos
(100%) ao todo. Como a nuvem de pontos resultante se mostrou desproporcional no eixo z,
multiplicou-se a fungdo f(x,y) por um fator %, resultando em uma escala mais semelhante
entre os eixos e mais proxima ao que foi apresentado no trabalho de Lee (2002). A nuvem
de pontos resultantes desta amostragem utilizada € apresentada na Figura 44a. Com base nos
dados da nuvem de pontos, e os valores padroes definidos para os pardmetros, foram utilizados
os seguintes valores: 8}3} =0,018, w = 10 e { = 3.162. Os resultados obtidos utilizando os
métodos propostos para ¥ (PBS, PMaC e PMeC) sao apresentados nas imagens (b), (c) e (d)
da Figura 44, respectivamente. Para auxiliar na identificacdo das medidas de erro de ajuste é
apresentada também a Figura 45 que apresenta os mapas de calor dos resultados obtidos com
a utilizacdo dos métodos propostos para x: (a) PBS, (b) PMaC e (c) PMeC. O valor de e foi

tol
utilizado como maior valor da escala de erro para os mapas apresentados.

Figura 44 — Nuvem de pontos e resultados obtidos para o ajuste sobre Equacdao A

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Os ajustes realizados para cada método de particionamento puderam capturar bem a

forma geral da superficie, replicando seus detalhes de curvatura. Além disso, mais uma vez
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Figura 45 — Mapas de calor dos resultados obtidos para o ajuste sobre Equacdo A

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

ocorreu a criacdo da mesma quantidade de retalhos de superficie com uma disparidade entre
as orientacdes de corte, conforme evidenciado na Figura 44. Os resultados quantitativos sao
apresentados na Figura 46 e ajudam a entender melhor as caracteristicas destes ajustes realizados.
Pode-se perceber que os 400 pontos de controle iniciais foram reduzidos diferentemente para
cada método de particionamento. A reducdo variou entre 52% no caso do método de PBS —
reduzindo a matriz de controle de 20 x 20 para 12 X 16 — 44% no caso do método de PMaC —
reduzindo a matriz de controle de 20 x 20 para 14 x 16 — e 20% no caso do método de PMeC —
reduzindo a matriz de controle de 40 x 10 para 32 x 10.

Figura 46 — Resultados quantitativos do ajuste sobre a nuvem de pontos gerada pela Equagdao A

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Neste experimento, o tempo de simplificagcdo foi proporcional a reducao na quantidade de
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pontos de controle, sendo que para o caso do uso dos métodos de PBS e PMaC, com mecanismos
de aceleracdo, o tempo desta etapa dominou o tempo geral de execucdo. Isto fez com que
a obtencdo do resultado por estes métodos de particionamento fosse mais demorada com a
utilizacdo de mecanismos de aceleracdo do que sem eles. Todavia, deve-se ressaltar que o
resultado obtido sem os mecanismos de aceleracao ndo sao necessariamente os mesmos daqueles
obtidos com a utilizacdo destes mecanismos. Isto é, apesar do maior tempo de execugdo, nao
se pode afirmar que o uso dos mecanismos de aceleracao piorou o resultado. Note ainda que o
grafico de tempo de execugdo da Figura 46 mostra a maior quantidade de tempo utilizado na
etapa de conquista e divisao, quando o procedimento de aceleracio por explosdao da nuvem de
pontos nao foi empregado.

Analisando os erros de ajuste obtidos, percebe-se um crescimento linear nas etapas de
simplificacdo e de combinagdo das superficies, tanto para a métrica RMSE quando para a métrica
ME. A excec¢do ocorre para o caso do método de PMeC, no qual o RMSE ¢ consideravelmente
maior nas primeiras etapas do ajuste, se comparado aos resultados dos demais métodos de
particionamento. J4 no caso do erro maximo, a diferenga ndo € tdo substancial, mas apos o
procedimento de combinacdo, o erro aumenta expressivamente. Ao utilizar os indices AIC e
BIC, o método de PMaC obtém os melhores resultados em relagdo a RMSE, e o método de PBS
obtém os melhores resultados em relacdo a ME.

A segunda equacdo explicita escolhida dentre os experimentos de Lee (2002), a qual

também representa uma superficie aberta e serd denominada por Equacdo B, € definida como:

x € [0;1] /  ye[01]
fx,y) =1,9%(1,35+¢"-sin (13- (x— 0,6)?) - ¢~ -sin(7y))

Novamente foram utilizadas 100 amostras uniformemente distribuidas para x e y, totalizando
10.000 pontos (100?) ao todo. A nuvem de pontos resultante também se mostrou desproporcional
no eixo z, € um multiplicador % foi utilizado sobre a fungdo f(x,y) de modo a gerar um
resultado com aspecto uniforme entre os eixos e mais semelhante ao que foi apresentado por Lee
(2002). A nuvem de pontos resultantes desta amostragem utilizada é apresentada na Figura 47a.
Com base nos dados da nuvem de pontos, e os valores padrdes definidos para os parametros,
foram utilizados os seguintes valores: et[g} =0,013, y =10 e { = 3.162. Os resultados obtidos
utilizando os métodos propostos para y (PBS, PMaC e PMeC) sdo apresentados nas imagens (b),
(c) e (d) da Figura 47, respectivamente. Para auxiliar na identificacdo das medidas de erro de
ajuste € apresentada também a Figura 48 que apresenta os mapas de calor dos resultados obtidos
com a utilizacdo dos métodos propostos para x: (a) PBS, (b) PMaC e (c) PMeC. O valor de &‘m
foi utilizado como maior valor da escala de erro para os mapas apresentados.

Os ajustes realizados conseguiram representar bem as alteracdes de relevo deste ben-
chmark. Neste caso, houve uma diferenca na quantidade de retalhos de superficies para cada
método de particionamento. O método de PBS gerou seis retalhos, formando uma matriz de

controle inicial 30 x 20; o método de PMaC gerou quatro retalhos, formando uma matriz de
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Figura 47 — Nuvem de pontos e resultados obtidos para o ajuste sobre Equacao B

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Figura 48 — Mapas de calor dos resultados obtidos para o ajuste sobre Equacao B

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

controle inicial de 40 x 10; e o método PMeC gerou cinco retalhos, formando uma matriz de

controle inicial de 50 x 10. Para contribuir no entendimento destes processos de ajustes € apre-
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sentada a Figura 49, que exibe alguns dados quantitativos referentes aos ajustes. Continuando
pela anélise da matriz de controle, pode-se perceber que todas as matrizes de controle iniciais
foram reduzidas proporcionalmente para cada método de particionamento. Esta redugdo variou
de 28%, no caso do método de PBS e PMeC — reduzindo as matrizes de controle para 24 x 18 e
36 x 10, respectivamente — a 25%, no caso do método de PMaC — reduzindo a matriz de controle

para 30 x 10.

Figura 49 — Resultados quantitativos do ajuste sobre a nuvem de pontos gerada pela Equagdo B

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Em relagdo ao tempo de execugdo, as operagdes de conquista e divisdo e combinagao
dominaram o tempo de execuc¢do quando os mecanismos de aceleragdo nao foram utilizados,
com excecdo do caso em que o método de PMaC foi utilizado, no qual a etapa de simplificacdo
também exigiu um fracdo considerdvel do tempo total. J4 nos casos de ajuste utilizando os meca-
nismos de aceleracdo, trés etapas demandaram a maior quantidade de tempo: reparametrizacao,
simplificagdo e combinacdo. Além disso, novamente foram registrados dois casos em que o
tempo total de execugdo foi maior ao utilizar os mecanismos de aceleragao.

Por fim, com relacio as métricas de erro de ajuste obtidas, pode-se observar um comporta-
mento de poucas alteracdes nestas medidas durantes as etapas do método. Isso pode ser explicado
por uma reparametriza¢do que obteve pouco impacto sobre o melhoramento das métricas de erro
e por um processo de simplificacdo que conseguiu remover pontos de controle que contribuiam
pouco para a solugdo. Ja a alteracdo na métrica de ME ap6s a etapa de combinacdo foi mais
significativa. Com base nestes dados, as métricas de AIC e BIC indicaram os resultados do

método de PBS como os melhores para este experimento e parametros utilizados.
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5.2 EXPERIMENTOS COM NUVENS NAO ORGANIZADAS

Nuvens de pontos ndo organizadas também foram utilizadas para verificar a efetividade
do método proposto para reconstruir superficies. A principal diferenca pratica entre estas duas
modalidades de nuvem para o método proposto € que a parametriza¢do de uma nuvem de pontos
ndo organizada dificilmente serd tdo boa quanto a parametrizacdo de uma nuvem organizada.
Esta € uma caracteristica relevante, visto que para muitos métodos de ajuste baseados em
parametriza¢do, incluindo o ajuste tradicional de superficies, uma boa parametrizacdo € essencial
para produzir bons resultados.

Foram testados trés modelos de malha triangular encontrados em repositérios publicos e
que foram mencionados em alguns trabalhos da literatura. Para obter uma parametrizacao de
entrada para estes modelos, aplicou-se o método equiareal (authalic) sobre as malhas triangulares
obtidas. Esta escolha teve como base testes realizados com o mapeamento conforme, equiareal e
Mean Value Coordinates (FLOATER, 2003; FLOATER; K6S; REIMERS, 2005), utilizando a
biblioteca CGAL ja mencionada no inicio deste capitulo. Como nenhum método pareceu fornecer
resultados significativamente melhores do que os outros, optou-se pelo método equiareal pelo
seu objetivo de tentar reduzir distor¢cdes nas dreas, visto que alguns problemas neste sentido
foram detectados nas parametrizagoes realizadas.

Ao utilizar o método DCBA com os mesmos parametros e esquemas empregados no
ajuste de nuvens de pontos organizadas, obteve-se um resultado de ma qualidade. Apesar de
diversos retalhos de superficie serem ajustados com precisao, alguns retalhos sofreram com
problemas de falta de amostras no dominio paramétrico, conduzindo a sistemas lineares mal
condicionados. A seguir, nas proximas subsecdes serdo apresentadas figuras das parametrizacdes
obtidas, através das quais pode-se perceber que € comum a ocorréncia de uma maior concentragdo
de amostras no centro do espago paramétrico, ao passo que as periferias costumam apresentar uma
baixa amostragem. E exatamente esta caracteristica da parametrizacio que produz o problema
identificado, visto que apds alguns particionamentos, as regides periféricas ficam subamostradas.

Em face deste problema de distribuicdo paramétrica, adicionou-se para os casos apre-
sentados a seguir, um mecanismo de superamostragem que ajuda a evitar ou minimizar este
problema. Este mecanismo foi criado considerando também a hipétese de que o método proposto
admite operar sobre uma maior quantidade de amostras na nuvem de pontos, sem aumentar seu
tempo de execucdo da mesma forma que o método tradicional. Ele € utilizado uma tnica vez no
inicio do processo, adicionando uma amostragem extra sobre os pontos da nuvem originais. Esta
amostragem adicional € computada distribuindo uniformemente novos pontos sobre o espaco
paramétrico, calculando suas respectivas posi¢des geométricas com base em uma interpolagcao
linear geométrica dos elementos da nuvem. A dnica restri¢cao desta interpolacdo é que 0s novos
pontos paramétricos devem estar dentro da mesma caixa delimitadora dos pontos j existentes
(i.e. 0 <u,v <1). Como a nuvem de pontos ja € parametrizada com um algoritmo que gera um

mapeamento em um quadrado unitdrio paramétrico, no qual é garantida a existéncia dos quatro

151



149

pontos de quina (#u =0,y =0), (u=0,y=1), u=1,v=0)e (u= 1,y = 1)), esta restri¢cdo nao é
um problema para a utilizagcdo deste mecanismo. Optou-se por adicionar um total de & amostras
por linhas e colunas, totalizando &> novas amostras, sendo que o = | (,/n)] e n representa o
tamanho da nuvem de pontos original. Com a utilizacao deste valor, a nuvem de pontos dobra sua
quantidade de amostras. A Figura 50 apresenta um exemplo desta amostragem adicional sendo
aplicada sobre um dos modelos testados, o FanDisk®, tanto no espago geométrico — imagens (a)

e (b) — quando no paramétrico — imagens (c) e (d).

Figura 50 — Exemplo de reamostragem inicial da nuvem de pontos

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Além do mecanismo de reamostragem inicial, também foi percebido que era comum a
ocorréncia da repeticdo continua da mesma orientacgao de corte para a parti¢ao, o que favorece
a criacdo de subconjunto da nuvem de pontos com poucas amostras. A fim de evitar este tipo
de situacdo, optou-se por simplificar o método de escolha da orientagdo de particionamento da
nuvem por uma escolha intercalada entre cortes paralelos a orientagdo dos parametros u e v. Isto é,

se um subconjunto da nuvem de pontos foi gerado a partir de um corte paramétrico na orientagcdo

8 Mesh-Paramterization: Jexamples/gim/fandisk.obj — <https://github.com/Sanaxen/Mesh-Paramterization>
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associada ao valor paramétrico u, o seu particionamento serd realizado necessariamente na
orientacdo paramétrica associada ao valor paramétrico v e vice-versa.

Por fim, diferentemente do que foi apresentado na sec¢ao anterior, optou-se por verificar a
efetividade do método no ajuste de nuvem de pontos ndo organizadas apenas com o particiona-
mento por bisse¢do (PBS). Esta opcao foi realizada considerando que para os métodos baseados
em curvatura, seria necessdrio gerar uma nova triangulacao para calcular os indices de curvatura,

ou entdo aproxima-los através de interpolacao.

5.2.1 Superficie Max Planck

O primeiro modelo testado de nuvem de pontos ndo organizada foi a superficie que retrata
a cabeca de Max Planck®. Este mesmo modelo foi utilizado por Wang e Zheng (2013). Por se
tratar de uma superficie fechada, realizou-se um corte na regido do pescoco para transformar a
superficie equivalente a um disco, gerando uma regido de borda que € utilizada pelos algoritmos
de parametrizacdo usuais. Com este corte, a nuvem de pontos ficou constituida por 41.117
amostras. Com base nos dados da nuvem de pontos, e os valores padrdes definidos para os
parametros, foram utilizados os seguintes valores: SI[ZIE] =0,839, y=15¢e { =13.071. A
Figura 51 ilustra a nuvem de pontos na imagem (a) e a parametriza¢do obtida pelo método
equiareal na imagem (b). O resultado obtido através do ajuste pelo método proposto, utilizando
PBS, ¢ apresentado em angulos diferentes nas imagens (c) e (d) desta mesma figura.

Foram utilizados 16 retalhos de superficie para realizar o ajuste, totalizando 3.600 pontos
de controle empregados em uma matriz de controle total de dimensao 60 x 60. Apesar do corte
utilizado na regido do pescogo que simplifica a superficie ajustada, o resultado obtido com os
parametros padrdes foi similar ao resultado de 3.510 pontos de controle obtido por Wang e
Zheng (2013). Este resultado € relevante ja que este segundo trabalho utiliza T-Splines, as quais
apresentam vantagens neste aspecto em virtude da possibilidade do uso de jung¢des do tipo T.

Destacando alguns dados quantitativos deste ajuste realizado, as métricas de erro obtidas,
sem a realiza¢do de uma normalizacdo das posi¢cdes geométricas das amostras, foram: g[RMSE] —
0,788, eMEl — 11,798. O valor de ME pode chamar atencao neste resultado devido a sua maior
grandeza. Todavia, deve-se observar que este valor estd dentro dos padrdes dos demais resultados
obtidos nos experimentos apresentados na sec¢ao 5.1, sendo que o RMSE ficou abaixo do et[g/l[E}
e que o valor de ME € cerca de quinze vezes maior do que o RMSE, assim como ocorrido em
outros resultados. Assim como realizado na secdo anterior, apresenta-se a Figura 52 para auxiliar
na identificacdo das medidas de erro de ajuste locais através do mapa de calor obtido do resultado
com a utilizacdo do método de particionamento de PBS. Neste caso, o maior valor das menores
distancias entre duas amostras da nuvem de pontos original (3,784) foi utilizado como maior
valor da escala de erro para o mapa apresentado.

Através dos resultados numéricos destacados, pode-se notar que, ao utilizar os valores

9 Mesh-Paramterization: Jexamples/gim/maxplanck.obj — <https://github.com/Sanaxen/Mesh- Paramterization>

153


https://github.com/Sanaxen/Mesh-Paramterization

151

Figura 51 — Nuvem de pontos, parametrizacao e resultado obtido para o ajuste sobre a superficie
que retrata a cabeca de Max Planck

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

padrdes para os parametros, mesmo particionando a nuvem de pontos até alcancgar as menores
quantidades de amostras permitidas, nao foi suficiente para obter o limiar de erro aceitdvel,
indicando que, ou a quantidade minima de amostras para viabilizar um particionamento esta
muito elevada, ou que este limiar de erro aceitdvel estd muito restritivo. Como consequéncia
natural disto, o procedimento de simplificacdo ndo teve possibilidade de reduzir a quantidade de
pontos de controle.

Com relag@o ao tempo de execugao, foram necessarios 220,4 segundos para finalizar o
ajuste desta superficie, dos quais 2,9% foram gastos na explosdo da nuvem de pontos, 33,4%
foram gastos na etapa iterativa de conquista e divisdo, 32,1% na reparametrizacdo, 0,0% na
simplificacdo (etapa foi ignorada devido ao erro de ajuste parcial ser maior do que o limiar de erro
tolerdvel utilizado) e 31,6% na combinacdo dos retalhos de superficie. Dentre as trés operacdes
mais custosas deste processo, pode-se perceber que a reparametrizacao € a Unica ndo essencial
para a obten¢do de uma resposta véalida. Além disso, pode-se mensurar uma queda de 12% na

métrica de RMSE e de apenas 2,5% na métrica de ME. Isto é, para este caso, a reparametrizagdo
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Figura 52 — Mapa de calor do resultado obtido para o ajuste sobre a superficie que retrata a
cabeca de Max Planck

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

utilizou uma parcela significativa do tempo total de execu¢do, mas sua contribuicdo na reducao

de erro foi pouco relevante.

5.2.2 Superficie Modelo de Orelha

O segundo modelo testado de nuvem de pontos ndo organizada foi a superficie que retrata
um modelo de orelha, constituido por 73.185 amostras'®. Trata-se de uma superficie aberta (na
parte interna da orelha), sendo que este mesmo modelo foi utilizado também por Bertolino et
al. (2021). Todavia, os resultados ndo podem ser comparados, visto que o modelo utilizado por

estes outros autores é composto por apenas 5.630 amostras. Com base nos dados da nuvem de

10" Free 3D: Ear V1 Modelo 3D — <https://free3d.com/3d-model/ear-v1--113169.html>
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pontos, e os valores padrdes definidos para os parametros, foram utilizados os seguintes valores:

[ME]
gtol

parametrizacao obtida pelo método equiareal na imagem (b), enquanto que o resultado obtido

=0,011, y =17 e { = 20.256. A Figura 53 ilustra a nuvem de pontos na imagem (a) e a

através do ajuste pelo método proposto, utilizando PBS, € apresentado em angulos diferentes nas

imagens (c) e (d).

Figura 53 — Nuvem de pontos, parametrizacdo e resultado obtido para o ajuste sobre a superficie
Modelo de Orelha

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Foram utilizados 28 retalhos de superficie para realizar o ajuste, totalizando 8.092 pontos
de controle empregados em uma matriz de controle total de dimensdo 68 x 119. Através do ajuste
pelo método proposto, sem normalizar as posicdes geométricas dos pontos da nuvem, obteve-se
as seguintes métricas de erro: g[RMSE] 0,012, eME] — 0, 164. Novamente, ao utilizar os valores
padrdes para os parametros, mesmo particionando a nuvem até alcancar as menores quantidades
de amostras permitidas, ndo foi suficiente para obter o limiar de erro aceitdvel, fortalecendo o

padrdo que ocorreu no experimento apresentado na subsecdo 5.2.1.
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Para auxiliar na andlise dos erros de ajuste locais obtidos, apresenta-se a Figura 54 que
mostra o mapa de calor obtido do resultado com a utilizacdo do método DCBA com uso de
particionamento de PBS sobre a nuvem de pontos do modelo de orelha. Novamente foi utilizado
o maior valor das menores distancias entre duas amostras da nuvem de pontos original (0,069)

como o maior valor da escala de erro para o mapa apresentado.

Figura 54 — Mapa de calor do resultado obtido para o ajuste sobre a superficie Modelo de Orelha

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Realizando uma anélise do tempo de execucdo, foram necessérios 492,3 segundos para
completar o ajuste desta superficie. Deste montante, 2,1% foi utilizado na operagcao de explosdo
da nuvem de pontos, 37,1% foi utilizado nas operacdes de conquista e divisdo, 32,3% na
reparametrizacio, 0,0% na simplificacdo (a qual foi ignorada devido ao erro de ajuste parcial
ser maior do que o limiar de erro tolerdvel utilizado) e 28,5% nas operacdes de combinagao das
superficies. Em um comparativo direto deste ajuste com o ajuste da superficie da cabeca de Max
Planck — desprezando as diferencgas nas caracteristicas entre as nuvens — tem-se um aumento
de aproximadamente 78% das amostras contra um aumento de 123% no tempo de computacdo
total. Ja no comparativo da eficiéncia da reparametrizacio para este caso, pode-se observar uma
contribui¢c@o ainda menos significativo do que no experimento anterior. Apesar de ser a segunda
operacao mais custosa do método, a redugdo na métrica de erro RMSE foi de apenas 4,8% e de

0% no caso do ME, ao utilizar o procedimento de reparametrizacao.

5.2.3 Superficie FanDisk

O terceiro modelo testado de nuvem de pontos nao organizada foi a superficie denominada
na literatura como FanDisk, o qual ja foi mencionado no inicio desta secao. Este modelo apresenta
caracteristicas de curvaturas suaves e regides de quinas, sendo utilizado também nos experimentos

de Wang e Zheng (2013). Novamente, por se tratar de uma superficie fechada, realizou-se um
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corte na regido plana inferior da superficie, transformando-a em uma superficie equivalente a um
disco e gerando assim uma regido de borda. Com este corte, a nuvem de pontos € constituida

por 20.027 amostras. Com base nos dados da nuvem de pontos, e os valores padroes definidos

para os parametros, foram utilizados os seguintes valores: 8[}9 =0,002, y =12 e { =5.985.

to
A Figura 55 ilustra a nuvem de pontos na imagem (a) e a parametrizagdo obtida pelo método

equiareal na imagem (b), ao passo que o resultado obtido através do ajuste pelo método proposto,

utilizando PBS, € apresentado em angulos diferentes nas imagens (c) e (d).

Figura 55 — Nuvem de pontos, parametrizacdo e resultado obtido para o ajuste sobre a superficie
FanDisk

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Foram utilizados 16 retalhos de superficie para realizar o ajuste, totalizando 2.304 pontos
de controle empregados em uma matriz de controle total de dimensao 48 x 48. Novamente a
quantidade de pontos de controle utilizada foi semelhante ao resultado obtido por Wang e Zheng
(2013), no qual foram empregados 2.093 pontos de controle, principalmente ao se comparar a
vantagem das T-Splines neste aspecto da representagao de superficie. Apesar disto, os resultados
obtidos pelo método proposto mostram sua deficiéncia no ajuste sobre as regides de quina da
superficie, sendo que estes aspectos geométricos foram todos representados por regides com
curvatura acentuada. Para este tipo de cendrio, a op¢ao pela escolha manual das bordas dos

retalhos de superficie, ou a utilizacdo de um método de particionamento mais robusto, combinada
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com uma escolha adaptativa de continuidade de bordas, viabilizaria o ajuste das regides de quina
com continuidade C?, ideal para este caso.

Para auxiliar na andlise dos erros de ajuste locais obtidos para este experimento, apresenta-
se a Figura 56 que mostra o mapa de calor obtido do resultado com a utilizacdo do método DCBA
com uso de particionamento de PBS sobre a nuvem de pontos do modelo FanDisk. Novamente
foi utilizado o maior valor das menores distancias entre duas amostras da nuvem de pontos

original (0,008) como o maior valor da escala de erro para o mapa apresentado.

Figura 56 — Mapa de calor do resultado obtido para o ajuste sobre a superficie FanDisk

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Apesar do aspecto de continuidade mencionado, o resultado obtido conseguiu capturar
a esséncia do objeto. Obteve-se as seguintes métricas de erro: £ RMSEl = 0,002, eMFl = 0,027.
Com relacdo ao tempo de execucdo, foram necessarios 119 segundos para realizar o ajuste
desta superficie, sendo que: 2,4% foi utilizado na operacao de explosdo da nuvem de pontos,
28,6% foi utilizado nas operacdes de conquista e divisdo, 36,2% na reparametrizacdo, 0,0% na
simplificag¢do (ignorada devido ao erro de ajuste parcial ser maior do que o limiar de erro tolerdvel
utilizado) e 32,8% nas operac¢des de combinac¢do. Mais uma vez um quantidade significativa de
tempo foi utilizada na reparametrizacido, mas a reducio de erro de ajuste obtida foi pequena, de
apenas 2,8% para RMSE e de menos de 0,1% para ME.

5.3 COMPARACOES COM O METODO DE AJUSTE PROPOSTO

Com o intuito de comparar a efici€éncia e a eficidcia do método proposto para o ajuste
por multiplas superficies, foi realizado um comparativo de tempo e erro de ajuste entre o
método tradicional de ajuste por uma unica superficie (monosuperficie) e o método DCBA
(multisuperficie). Uma nuvem de pontos com uma grande quantidade de amostras foi buscada
para verificar se o método proposto € mais rapido do que o método tradicional, quando a

quantidade de amostras e a quantidade de pontos de controle é maior. Inicialmente foi encontrada
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11, com exatas

e experimentada a nuvem de pontos que retrata um trecho do lago Maggiore
810.000 amostras, distribuidas de forma organizada. Esta nuvem de pontos seria ideal para
realizar a comparacgdo idealizada, no entanto, mesmo com uma pequena quantidade de pontos
de controle, o método tradicional exige uma quantidade de memdria principal maior do que o
suportdvel pelo ambiente computacional utilizado. Por outro lado, o método proposto conseguiu
realizar o ajuste desta superficie sem apresentar este problema.

Como alternativa, a superficie do modelo de orelha, utilizada na subsecao 5.2.2, foi
escolhida para esta comparagdo, considerando a sua maior quantidade de amostras dentre os
experimentos realizados. Para fazer uma comparagdo justa entre os métodos, tanto em relacao
ao erro como tempo de ajuste, a nuvem de pontos foi reamostrada antes de ser fornecida como
entrada ao método tradicional, assim como € realizado no método DCBA. Com a reamostragem,
a quantidade de amostras da nuvem de pontos € de n = 146.085 sendo utilizada a mesma
parametrizagao para ambos os casos. A Figura 57 apresenta dois graficos relacionando o tempo
de ajuste — no gréfico da esquerda — e as métricas RMSE e ME — no gréfico da direita — para o

método tradicional (monosuperficie) e para o método DCBA (multisuperficie).

Figura 57 — Comparacdo de tempo e erro de ajuste entre a abordagem tradicional e a abordagem
de ajuste por multiplas superficies

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Como o método DCBA nio prevé (e nem faz sentido) a delimita¢do de uma quantidade
fixa de pontos de controle a ser utilizada, atribuiu-se ao parametro p,,,, diversos valores para
limitar a quantidade de pontos de controle méxima a ser utilizada. Com isso, diferentes resultados
e configuracdes gerais da matriz de controle foram obtidas. Estes mesmos valores foram utili-
zados para o método tradicional, buscando obter a maior isonomia de parametros possivel. As
configuracdes do tamanho da matriz de controle utilizadas foram: (17 x 17), (17 x 51), (34 x 34),
(34 x 51), (34 x 68), (51 x 68), (51 x 85), (68 x 68), (68 x 85), (68 x 102), (68 x 119). Destas

1" Visionair: A World-class Infrastructure for Advanced 3D visualization-based Reserach — <http://visionair.ge.
imati.cnr.it/ontologies/shapes/viewmodels.jsp>
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configuragdes, as trés dltimas também nao puderam ser executadas com o método tradicional
por problemas de capacidade de memdria principal.

Primeiramente em uma andlise do tempo de execuc¢do, pode-se entender melhor o com-
portamento dos dois métodos analisados em relagdo ao aumento da quantidade de pontos de
controle. O comportamento do método tradicional se mostra previsivel, ao passo que o cresci-
mento temporal do método DCBA apresenta maiores variagoes. Estas variagOes sdo causadas
pela diferenca de tempo utilizado nos diversos procedimento do método, sendo que alguns
deles sdo influenciados pela distribuicdo dos particionamentos realizados. Por exemplo, em
um resultado com 16 retalhos de superficie, podem ocorrer a criagdo de uma conectividade de
retalhos 4 x 4 ou 2 x 8, por exemplo. O primeiro caso terd maiores chances de exigir um maior
tempo de cdlculo, visto que existem mais bordas compartilhadas do que no segundo caso.

Para poder visualizar melhor a diferenca na tendéncia de crescimento, além dos dados
obtidos no experimento, foram tragadas duas curvas de tendéncia (curvas tracejadas) geradas a
partir de uma andlise de regressdo linear. A curva de tendéncia relacionada ao ajuste com o método
tradicional teve a melhor correspondéncia com um comportamento quadratico (R?=99,15%), o
que ja era esperado dada a sua complexidade de tempo. J4 no caso do método DCBA, a melhor
curva de tendéncia encontrada € logaritmica (R%=95,67%). Através destas curvas de tendéncia
por regressao linear, € possivel perceber que a partir de um determinado ponto (neste caso, entre
5.000 e 6.000 pontos de controle) o método DCBA se torna mais rdpido para fazer o ajuste —
determinando uma quantidade de pontos de controle julgada como adequada — do que um tnico
ajuste pelo método tradicional com a mesma quantidade de pontos de controle escolhida. Além
disso, ao analisar o erro de ajuste obtido com estas diferentes formas de ajuste, percebe-se que as

meétricas obtidas foram semelhantes na maioria dos casos.

5.4 CONSIDERACOES

O método DCBA obteve bons resultados visuais e numéricos para os benchmarks e
superficies testadas utilizando apenas os pardmetros padrdes definidos. Dentre os procedimentos
e etapas que compdem o método, a etapa de reparametrizacio apresentou resultados positivos
— contribuindo para uma reducdo significativa da métrica de erro e viabilizando posterior sim-
plificacdo das superficies — nos experimentos envolvendo nuvens de pontos organizadas, mas
teve uma contribui¢cdo menos expressiva nos experimentos realizados com nuvens de pontos
ndo organizadas. A utilizagdo dos mecanismos de aceleracao propostos também apresentou um
retorno variante. Eles contribuiram para uma reducdo significativa do tempo de execugao, no
entanto, em alguns casos influenciaram na necessidade de operagdes mais custosas, gerando um
resultado alternativo com melhores métricas de erro, mas de maior custo computacional.

A partir dos resultados obtidos pode-se supor que os valores padrdes utilizados para o
limiar de erro st[g/; foram adequados para os experimentos envolvendo as nuvens de pontos orga-

nizadas, visto que permitiram que operagdes de reducdo fossem realizadas e ainda um resultado
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geométrico satisfatorio pdde ser obtido. Ja no caso das nuvens de pontos ndo organizadas, este
valor nao pareceu ser adequado, inviabilizando qualquer operagdo de redugdo, visto que todos os
ajustes parciais, sem combinacao, ja eram superiores a métrica imposta. Mais testes precisam ser
realizados para verificar se estes resultados constituem um padrio, tornando necessdria a revisao
deste valor padrao para este tipo de nuvem de pontos.

O método DCBA se mostrou capaz de realizar o particionamento das nuvens de pontos
de forma automatizada, obtendo resultados com superficies suaves e com continuidade C!
nas juncdes dos retalhos. Em casos especificos, no entanto, esta escolha automatizada pode
dificultar ou tornar mais custoso o ajuste de determinados aspectos geométricos como quinas e
pontas agudas, dependendo de como o particionamento € realizado. Idealmente, a representacio
de quinas seria melhor realizada com a jun¢do de dois retalhos de superficie distintos com
continuidade C°, sendo que a mesma representacio com uma tinica superficie paramétrica exige

a alteracdo na multiplicidade dos nés, ou a sobreposi¢c@o de pontos de controle. Para estes casos, o

método de particionamento poderia ser adaptado e melhorado para permitir este tipo de escolha.

Dentre os trés métodos de particao apresentados e testados, nenhum deles se mostrou
substancialmente melhor do que os demais. Assim como no caso das curvas, possivelmente o
método de PMaC seria o mais indicado para a escolha adaptativa do nivel de continuidade de
juncdo, mas como nos casos testados apenas a continuidade C! foi escolhida, este aspecto ndo
teve influéncia. No geral, as melhores métricas de erro foram obtidas com a utilizagdo de PBS e
de PMaC, com diferenca pouco significativa em relagdo ao método de PMeC.

Com relacao ao uso das métricas de erro AIC e BIC, percebeu-se que suas medidas sdo
pouco influenciadas pela quantidade de pontos de controle quando comparada com a influéncia
da métrica de erro para os casos testados. Apenas para ilustrar esta observacao, considere os
ajustes realizados para o benchmark Pisot Triaxial, no qual o método de PBS obteve g[RMSE]
1.618-10~2 com 308 pontos de controle e o método de PMaC obteve gRMSE] —7.9.1073 com

660 pontos de controle. Apesar do erro do ajuste pelo método de PBS ser pouco mais do que

o dobro do ajuste pelo método de PMaC, mesmo se o ajuste pelo método PBS fosse realizado
com apenas um ponto de controle, ambas as métricas AIC e BIC ainda seriam melhores para o
ajuste utilizando PMaC, o que parece desprezar parcialmente a dificuldade em realizar ajustes
com poucas varidveis de otimiza¢ao

Vale ainda observar que a utilizacdo da variante de superficies B-Spline bicubicas,
com principios das superficies de Gregory, foi capaz de promover uma suavidade adequada
para as juncdes de superficie, resolvendo o problema da compatibilidade de tor¢do. Entre os

métodos encontrados na literatura cientifica, o método DCBA € o tnico que utiliza tais principios

para realizar este tipo de ajuste, combinado ainda com superficies de diferentes dimensdes.

Conforme destacado durante o trabalho, uma continuidade C? seria mais adequada para conectar
as superficies bicibicas empregadas, mas para fins de teste e validacdo da proposta, as conexdes
com continuidade C' j4 se mostraram suficientes para produzir solucdes atrativas.

Por fim, assim como no caso do ajuste por multiplas curvas, o método proposto para o
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ajuste de multiplas superficie passa a ser mais rdpido do que um tnico ajuste tradicional a partir
de uma determinada quantidade de varidveis. A diferenga do crescimento assintético do custo
temporal entre o método tradicional e o método de ajuste por miltiplas superficies pode ser
observado na Figura 57. Além do método DCBA ser mais ripido a partir de uma determinada
quantidade de pontos de controle utilizada no ajuste, ele também requer uma menor quantidade
de memoria para realizar o cdlculo das solugdes, quando comparado ao método tradicional. Isto
pode ser observado em um experimento utilizando uma nuvem de pontos composta por exatas
810 mil amostras, a qual ndo pdde ser ajustada pelo método tradicional por falta de memoria, ao

passo que o método DCBA foi capaz de realizar o ajuste.
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6 CONCLUSAO

O ajuste ou reconstru¢do de superficies sob uma nuvem de pontos € um problema
amplamente explorado na literatura cientifica, com diversas aplicagdes possiveis. No entanto,
a complexidade desta tarefa torna dificil a obten¢do de uma solucdo 6tima, sendo comum a
exploracdo por métodos que encontrem solugdes subdtimas, as quais representem adequadamente
os objetos de interesse. Buscando por formas otimizadas de se representar tais superficies,
diversos métodos fazem uso das superficies paramétricas, as quais sdo definidas por pontos
de controle, fun¢gdes de mistura e possivelmente outros elementos adicionais. Dentre estas
superficies, as B-Splines se destacam na literatura cientifica sendo uma das mais utilizadas.

O ajuste de superficies paramétricas pode ser realizado de diversas formas, sendo comum
a utilizacao de sistemas lineares e nao lineares para determinar as varidveis envolvidas, ou
solugdes que utilizam meta-heuristicas. Habitualmente, a quantidade de pontos de controle é
testada por tentativa e erro até se encontrar um ajuste com aspecto geométrico ou métrica de erro
adequada. Mais recentemente, uma maior quantidade de trabalhos vem introduzindo abordagens
de inser¢do e remogdo de pontos de controle de maneira iterativa. Além disso, trabalhos ainda
mais recentes j4 comecgam a explorar a utilizacdo de multiplos retalhos de superficie combinados.

Seguindo a tendéncia de ajuste de objetos baseado em uma solugdo que escolhe adaptati-
vamente a quantidade de pontos de controle e ainda utilizando multiplos retalhos de superficie, foi
apresentado neste trabalho um novo método de ajuste de superficies baseado em uma estratégia
de divisdo e conquista. O objetivo principal desta proposta foi validar a viabilidade, a qualidade
e a eficiéncia de ajustes com multiplas superficies utilizando a estratégia de divisdo e conquista.
Primeiramente foi verificado e confirmado que o mesmo objetivo poderia ser alcancado através
de uma proposta similar para o ajuste baseado em multiplas curvas. Na sequéncia, 0s mesmos
principios e mecanismos foram estendidos e adaptados para o caso do ajuste de superficies,
aumentando um grau de liberdade (uma dimensdo) e a complexidade da modelagem e do proces-
samento dos dados. Para viabilizar a criacdo e combinacgdo de superficies em todas as bordas,
resolvendo o problema da compatibilidade de tor¢ao, foram empregadas B-Splines bicubicas
com adi¢do dos principios das superficies de Gregory, criando pontos de controle adicionais e
orientados. O método proposto foi denominado como DCBA — a Divide-and-Conquer algorithm
for surface fitting with multi-Bspline-gregory-patches with Adaptive control points selection.

O método DCBA ¢ constituido por quatro etapas principais: procedimento iterativo
de divisdo e conquista, reparametrizacdo, simplificacdo e combinac¢do, além mecanismos de
aceleragdo: explosdo da nuvem de pontos, programacgdo dinamica, calculo de erro de ajuste com
utilizacdo de limiar de erro e reducao de sistemas lineares em jungdes. Todas as operagdes de
ajuste sdo realizadas através do método de minimos quadrados com a resolucdo de sistemas
lineares, fixando os parametros de localizagdo e do vetor de nds. Como ndo existe um algoritmo
que determina uma posicao Otima para particionar uma nuvem de pontos em dois subconjuntos

considerando seu posterior ajuste, foram elaborados e testados trés métodos de divisdo: o
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Particionamento por Bisse¢do (PBS), o Particionamento pela Maior Curvatura (PMaC) e o
Particionamento pela Menor Curvatura (PMeC), todos baseados na reparti¢do por reta horizontal
ou vertical no espaco paramétrico — i.e. paralelas as direcdes associadas aos valores paramétricos
uev.

O método DCBA recebe como entrada apenas a nuvem de pontos e sua parametrizagao,
mas permite o ajuste de diversos parametros de funcionamento, os quais viabilizam o refinamento
dos resultados. Foram definidos valores padrdes para estes parametros — alguns fixos e outros
baseados em dados da prépria nuvem de pontos — e foram indicados intervalos de valores
possiveis e sugeridos para a adaptacdo dos parametros. Em especial, destaca-se a utilizacao
de um limiar de erro toleravel £/

tol
principal critério para a otimizagdo da quantidade de pontos de controle do ajuste. Todavia, o

baseado em uma métrica de erro 7y, que € utilizado como

método ndo assegura que o resultado obtido terd uma métrica de erro el menor ou igual ao
limiar estabelecido — i.e. ndo se garante el < 8}3}.

Para testar o método proposto foram realizados oito experimentos com nuvens de pontos
organizadas e tr€s experimentos com nuvens de pontos ndo organizadas. Todas as superficies
geradas capturaram os aspectos geométricos dos objetos amostrados pelas nuvens de pontos,
com excecao da representacao de arestas de quinas, as quais foram suavizadas (pela natureza
do algoritmo). Além da qualidade de ajustes obtidas, o método também se mostrou eficiente,
principalmente ao se considerar que a quantidade de pontos de controle ndo € fornecida como
entrada, mas ajustada durante o processo. Ndo foi verificada uma diferenga significativa entre
os resultados gerados pelos métodos de particdo apresentados. J4 em relacido aos resultados
encontrados na revisao de literatura, o método apresenta um dos melhores tempos de execucao
considerando os tamanhos das entradas utilizadas. O método, inclusive, pode ser mais rapido do
que um unico ajuste tradicional utilizando uma tdnica superficie, quando o tamanho da nuvem é
consideravelmente grande e é necessdria uma grande quantidade de pontos de controle.

Baseado no estudo realizado, o método de ajuste proposto apresenta a versatilidade de
escolher a quantidade de pontos de controle de forma adaptativa, com base em um limiar de erro
aceitavel; realiza segmentacdo automdtica da nuvem de pontos, sem necessidade da definicao
manual de bordas de limite; e é capaz de realizar o ajuste de superficie mesmo para nuvens
com uma quantidade consideravelmente alta de amostras (pelo menos 810 mil pontos, conforme
testado), devido ao seu mecanismo de divisdo antes de ajustar.

Como resultados desta pesquisa pode-se destacar a elaboracdo de uma ferramenta de
c6digo aberto, disponibilizada e mantida em um repositério!, que realiza os ajustes de curvas e
superficies apresentados, além de diversas operacdes que sdo utilizadas neste processo ou que
estdo de alguma forma vinculadas a ele. A ferramenta desenvolvida foi escrita em linguagem
de programacdo Python, com utilizacao de diversas bibliotecas. Além disso, a pesquisa sobre
o método de ajuste de multiplas curvas foi publicado na revista Computer-Aided Design (BU-
CHINGER; ROSSO, 2022), na qual maiores detalhes podem ser obtidos sobre este método e

1

Repositério do projeto Reconstructor: <https://github.com/buchinger/Reconstructor>
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sobre os experimentos realizados.

Apesar dos resultados obtidos e das caracteristicas notaveis do método DCBA, melhorias
e estudos futuros podem ser realizados com base nesta pesquisa. A seguir é apresentada uma lista
de possiveis trabalhos futuros que estendem ou adaptam funcionalidades do método proposto

nesta pesquisa:

* Realizar a implementacao de ajustes de combinacgdo entre retalhos de superficie com
continuidade C2. Isto pode ser feito utilizando os mesmos principios jd aplicados para a
obtencdo de uma continuidade C!, os quais foram apresentados nas Subsecdes 4.2.8.1 e
4.2.8.2. Deste modo, garante-se o0 mesmo nivel de continuidade interna que os retalhos

de superficie B-Splines bicubicos fornecem através de sua estrutura;

* Buscar por alguma forma de permitir a geracdo de jungdes do tipo T, viabilizando a
particdo de um unico subconjunto da nuvem de pontos por vez, sem a necessidade
de particionar todo um grupo de subconjuntos, apenas para manter a correspondéncia
estrutural de nés. Neste sentido, as T-Splines poderiam ser utilizadas, seja como uma
unica superficie global ou verificando a viabilidade e a eficiéncia na juncdo entre retalhos
de superficies T-Splines. Outra ramificag@o € a continuag@o dos estudos apresentados na
Subsecdo 4.2.5.1, buscando por adaptacdes nas B-Splines que permitam a junc¢do parcial

com continuidade entre os retalhos de superficies;

* Investigar com maior detalhamento o mecanismo de escolha adaptativa de continuidade.
Para este trabalho, o mecanismo foi desconsiderado por ter escolhido apenas ajustes com
continuidade C!, mas possivelmente esta escolha tenha sido afetada pelas linhas de parti-
¢do escolhidas automaticamente ou pela caracteristica das nuvens de pontos utilizadas.
Para uma melhor escolha nesta adaptatividade automatica do nivel de continuidade entre
retalhos, pode ser necessdria também a elaboracdao de métodos de particionamento mais
robustos, que consigam identificar regides de quinas e arestas, realizando o particiona-
mento nestas regides. Isto é importante porque determinadas caracteristicas geométrica,
como regides de quina e arestas, usualmente sao representadas de forma mais adequada
por jungdes com continuidade C?, ndo sendo adequado suavizé-las. Esta alteracio, no

entanto, demandaria uma anélise do impacto sobre a parametrizagdo utilizada;

* Investigar por solucdes alternativas que evitem a necessidade de uma parametrizacao
global inicial homeomorficas a um disco. Esta parametrizacao que € demandada como
entrada para o algoritmo impossibilita o ajuste de superficies com topologias ndo triviais,
que ndo podem ser planificadas em forma de quadrado ou circulo. Além disso, o calculo
da parametrizagdo para nuvens de pontos com grande quantidade de amostras pode exigir
um tempo significativo. Solugdes neste sentido podem ampliar a gama de aplicagdes
do método proposto sem a necessidade de segmentacdo manual antes da execucao do

método;
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* Analisar com maior profundidade os valores dos parametros utilizados e seu impacto
sobre os resultados obtidos nos ajustes. Pode-se perceber através dos experimentos reali-
zados que os parametros escolhidos provavelmente ndo correspondem a boas escolhas,
especialmente para o caso de nuvens nio organizadas, nas quais o erro aceitdvel nao pode
ser atingido com as restricdes impostas sobre a divisao e conquista. Nesta anélise, diver-
sos benchmarks e valores de parametros podem ser utilizados e comparados para verificar
se existem valores padroes que podem ser utilizados para gerar melhores resultados de

um modo geral;

 Utilizar superficies NURBS ou outras superficies paramétricas, testando quanto os
resultados podem ser melhorados com a otimizagdo de outros parametros da superficie,
como os pesos e os vetores de nds. Essa otimizagdo pode ser feita apenas no final do
método, como uma dltima etapa, ou pode ser incluida em uma ou mais etapas durante os

procedimentos que constituem o método;

* Implementar as principais operagdes do método com paralelismo. Considerando que
diversas operagdes utilizadas sdo altamente paralelizaveis — por exemplo, os procedimen-
tos de conquista, reparametrizagdo e simplificacdo podem ser executados em paralelo;
os procedimentos de divisao e combina¢do também podem ser executados em paralelo,
mas requerem maiores cuidados com a divisdo das operagdes e seu sincronismo. Esta

modifica¢do pode reduzir substancialmente o tempo de execucao total do método;

* Realizar uma anélise de possiveis melhorias para as operacdes especificas do método,
em especial, aquelas que demandam mais tempo de execucgdo, como as operagdes de
combinacdo, e em alguns casos as operacdes de simplificacdo. Deste modo, pode-se obter

uma redugdo significativa no tempo de execucdo necessario para os ajustes.

167



165

REFERENCIAS

AFSHAR, Nejat A.; SORYANI, Mohsen; RAHMANI, Adel T. Curve fitting using coevolutionary
genetic algorithms. In: PANIGRAHI, B. K. et al. (Ed.). Swarm, Evolutionary, and Memetic
Computing (SEMCCO 2011). Lecture Notes in Computer Science, vol 7077. [S.1.]:
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2011. p. 201-210. ISBN 978-3-642-27242-4.

AGUILAR, Enrique et al. An adaptive curvature-guided approach for the knot-placement
problem in fitted splines. Journal of Computing and Information Science in Engineering,
v. 18, n. 4, Paper No: JCISE-15-1390, p. 9, 2018.

ALEXA, Marc et al. Computing and rendering point set surfaces. IEEE Transactions on
Visualization and Computer Graphics, v. 9, n. 1, p. 3-15, 2003.

AUTODESK. Continuity 1: G0, G1, G2, G3. 2017. Disponivel em: <http://help.autodesk.

com/view/ALIAS/2017/ENU/?guid=GUID-E1BDFBDO0-33CC-44C4-866D-5F367105A050>.

Acesso em: 07 abr. 2022.

AUTODESK. From Solids to Organics — when and how to use Solids, Surfaces, and
T-Splines. 2020. Disponivel em: <https://www.autodesk.com/products/fusion-360/blog/
from-solids-to-organics-when-and-how-to-use-solids-surfaces-and-t-splines/?us_oa=
dotcom-us&us_si=81c4e66f-bf3d-495e-a54d-ffa2f4e5b6cO0&us_st=tsplines>. Acesso em: 14
abr. 2022.

AVRON, Haim et al. ¢;-sparse reconstruction of sharp point set surfaces. ACM Transactions on
Graphics (TOG), v. 29, n. 5, p. 12, oct. 2010.

BARHAK, J.; FISCHER, A. Parameterization and reconstruction from 3D scattered points
based on neural network and PDE techniques. v. 7, n. 1, p. 1-16, 2001.

BENIERE, Roseline et al. A comprehensive process of reverse engineering from 3D meshes to
cad models. Computer-Aided Design, v. 45, n. 11, p. 1382-1393, 2013.

BERGER, Matthew et al. A benchmark for surface reconstruction. ACM Transactions on
Graphics (TOG), v. 32, n. 2, p. 17, 2013.

BERGER, Matthew et al. State of the art in surface reconstruction from point clouds. In:
LEFEBVRE, Sylvain; SPAGNUOLO, Michela (Ed.). Eurographics 2014 - State of the Art
Reports. Strasbourg, France: The Eurographics Association, 2014. p. 25. ISSN 1017-4656.

BERGER, Matthew et al. A survey of surface reconstruction from point clouds. Computer
Graphics Forum, v. 36, n. 1, p. 301-329, 2017.

BERNARDINI, F. et al. The ball-pivoting algorithm for surface reconstruction. IEEE
Transactions on Visualization and Computer Graphics, v. 5, n. 4, p. 349-359, oct. 1999.
ISSN 1077-2626.

BERTOLINO, Giulia et al. An efficient hybrid optimization strategy for surface reconstruction.

Computer Graphics Forum, v. 40, n. 6, p. 215-241, sep. 2021.

BOISSONNAT, J.D.; CHAZAL, E.; YVINEC, M. Geometric and Topological Inference. [S.1.]:
Cambridge University Press, 2017. 300 p.

168


http://help.autodesk.com/view/ALIAS/2017/ENU/?guid=GUID-E1BDFBD0-33CC-44C4-866D-5F367105A050
http://help.autodesk.com/view/ALIAS/2017/ENU/?guid=GUID-E1BDFBD0-33CC-44C4-866D-5F367105A050
https://www.autodesk.com/products/fusion-360/blog/from-solids-to-organics-when-and-how-to-use-solids-surfaces-and-t-splines/?us_oa=dotcom-us&us_si=81c4e66f-bf3d-495e-a54d-ffa2f4e5b6c0&us_st=tsplines
https://www.autodesk.com/products/fusion-360/blog/from-solids-to-organics-when-and-how-to-use-solids-surfaces-and-t-splines/?us_oa=dotcom-us&us_si=81c4e66f-bf3d-495e-a54d-ffa2f4e5b6c0&us_st=tsplines
https://www.autodesk.com/products/fusion-360/blog/from-solids-to-organics-when-and-how-to-use-solids-surfaces-and-t-splines/?us_oa=dotcom-us&us_si=81c4e66f-bf3d-495e-a54d-ffa2f4e5b6c0&us_st=tsplines

166

BOTSCH, Mario et al. Polygon Mesh Processing. 1st. ed. Massachusetts: AK Peters/CRC
Press, 2010. 250 p. ISBN 978-1-56881-426-1.

BRADLEY, Derek; NOWROUZEZAHRALI, Derek; BEARDSLEY, Paul. Image-based
reconstruction and synthesis of dense foliage. ACM Transactions on Graphics (TOG), v. 32,
n. 4, p. 10, jul. 2013.

BUCHINGER, D.; ROSSO, R.S.U. A divide-and-conquer algorithm for curve fitting.
Computer-Aided Design, v. 151, n. Article No. 103362, p. 17, 2022. ISSN 0010-4485.

CALLIERI, M. et al. VCLab’s tools for 3D range data processing. In: Proceedings of the 4th
International conference on Virtual Reality, Archaeology and Intelligent Cultural Heritage
(VAST’03). Brighton, United Kingdom: [s.n.], 2003. p. 13-22. ISBN 3-905673-08-8.

CARLSON, Nils; GULLIKSSON, Marten. Surface fitting with NURBS: A gauss newton with
trust region approach. In: 13th WSEAS International Conference on Applied Mathematics.

Stevens Point, Wisconsin, USA: World Scientific and Engineering Academy and Society
(WSEAS), 2008. p. 169-174. ISBN 9789604740345.

CATMULL, Edwin; ROM, Raphael. A class of local interpolating splines. Computer Aided
Geometric Design, Elsevier Inc., p. 317-326, 1974.

CHIYOKURA, Hiroaki; KIMURA, Fumihiko. Design of solids with free-form surfaces. ACM
SIGGRAPH Computer Graphics, v. 17, p. 289-298, jul. 1983.

CHOI, Sungjoon et al. A large dataset of object scans. Computing Research Repository
(CoRR), abs/1602.02481, 2016. Disponivel em: <http://arxiv.org/abs/1602.02481>.

CIGNONI, Paolo et al. Meshlab: an open-source mesh processing tool. In: Sixth Eurographics

Italian Chapter Conference. Salerno, Italy: The Eurographics Association, 2008. p. 129 — 136.

ISBN 978-3-905673-68-5.

CIGNONI, Paolo; ROCCHINI, Claudio; SCOPIGNO, Roberto. Metro: Measuring error on
simplified surfaces. Computer Graphics Forum, v. 17, n. 2, p. 167 — 174, nov. 1998.

CORMEN, T.H. et al. Introduction to Algorithms. 3rd. ed. [S.I.]: MIT Press and McGraw-Hill,
2009. ISBN 0-262-03384-4.

COSTA, Giulio; MONTEMURRO, Marco; PAILHES, Jérdme. A general hybrid optimization
strategy for curve fitting in the non-uniform rational basis spline framework. Journal of
Optimization Theory and Applications, v. 176, n. 1, p. 225-251, jan. 2018.

CURKOVIC, Milan; CURKOVIC, Andrijana; VUCINA, Damir. Novel re-parameterization
for shape optimization and comparison with knot-based gradient fitting method. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 336, p. 304-332, 2018.

DESBRUN, Mathieu; MEYER, Mark; ALLIEZ, Pierre. Intrinsic parameterizations of surface
meshes. In: Proceedings of Eurographics 2002, Computer Graphics forum. Saarbriicken,
Germany: Wiley, 2003. p. 209-218.

DUNG, Van Than; TJAHJOWIDODO, Tegoeh. A direct method to solve optimal knots of
B-spline curves: An application for non-uniform B-spline curves fitting. PLoS ONE, v. 12, n. 3,
p. 24, 0173857, mar. 2017.

169


http://arxiv.org/abs/1602.02481

167

EBRAHIMI, Alireza; LOGHMANI, Ghasem. B-spline curve fitting by diagonal approximation
BFGS methods. Iranian Journal of Science and Technology, Transactions A: Science, v. 43,
n. 1, p. 12, dez. 2017.

EBRAHIMI, A.; LOGHMANI, G. B. Shape modeling based on specifying the initial B-Spline
curve and scaled BFGS optimization method. Multimedia Tools and Applications, v. 77, n. 23,
p- 30331-30351, dec. 2018.

EDELSBRUNNER, H.; KIRKPATRICK, D.; SEIDEL, R. On the shape of a set of points in the
plane. IEEE Transactions on Information Theory, v. 29, n. 4, p. 551-559, jul. 1983.

EILERS, Paul H. C.; MARX, Brian D. Flexible smoothing with B-splines and penalties.
Statistical Science, v. 11, n. 2, p. 89—-121, 1996.

FENG, Chen; TAGUCHLI, Yuichi. FasTFit: A fast T-spline fitting algorithm. Computer-Aided
Design, v. 92, p. 11-21, Nov. 2017.

FLOATER, Michael S. Parametrization and smooth approximation of surface triangulations.
Computer Aided Geometric Design, v. 14, n. 3, p. 231-250, apr. 1997.

FLOATER, Michael S. Mean value coordinates. Computer Aided Geometric Design, v. 20,
n. 1, p. 19-27, mar. 2003.

FLOATER, Michael S.; HORMANN, Kai. Surface parameterization: a tutorial and survey.
Advances in Multiresolution for Geometric Modelling, Mathematics and Visualization,
Springer, p. 157-186, 2005.

FLOATER, Michael S.; KéS, Géza; REIMERS, Martin. Mean value coordinates in 3D.
Computer Aided Geometric Design, v. 22, n. 7, p. 623-631, oct. 2005.

FORSEY, David R.; BARTELS, Richard H. Hierarchical B-Spline refinement. ACM
SIGGRAPH Computer Graphics Homepage, v. 22, n. 4, p. 205-212, aug. 1988.

FREDERIC, Cazals; JOACHIM, Giesen. Delaunay Triangulation Based Surface
Reconstruction: Ideas and Algorithms. RR-5393, INRIA - Institut National De Recherche En
Informatique Et En Automatique, 2004. 42 p.

GABA, Eric (Sting). Minimal surface curvature planes. 2006. Disponivel em:
<https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1325452>. Acesso em: 22 jul. 2022.

GALVEZ, Akemi; IGLESIAS, Andrés. Firefly algorithm for explicit B-Spline curve fitting
to data points. In: Mathematical Problems in Engineering. [S.1.]: Hindawi Publishing
Corporation, 2013. v. 2013, n. Article ID 528215, p. 12.

GALVEZ, Akemi; IGLESIAS, Andrés. Particle-based meta-model for continuous breakpoint
optimization in smooth local-support curve fitting. Applied Mathematics and Computation,
v. 275,n. 15, p. 195-212, feb. 2016.

GALVEZ, Akemi; IGLESIAS, Andrés; PUIG-PEY, Jaime. Iterative two-step genetic-algorithm-
based method for efficient polynomial B-Spline surface reconstruction. Information Sciences,
v. 182, n. 1, p. 56-76, jan. 2012.

170


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1325452

168

GIANNELLI, Carlotta; JUTTLER, Bert; SPELEERS, Hendrik. THB-splines: The truncated
basis for hierarchical splines. Computer Aided Geometric Design, v. 29, n. 7, p. 485-498, oct.
2012.

GOLUB, G. Numerical methods for solving linear least squares problems. Numerische
Mathematik, v. 7, n. 3, p. 206-216, jun. 1965.

GOLUB, Gene H.; LOAN, Charles F. Van. Matrix Computations. 3rd. ed. London: The Johns
Hopkins Press Ltd., 1996. 694 p. ISBN 0-8018-5413-8.

GONZALEZ, Teofilo F. Handbook of Approximation Algorithms and Metaheuristics. first.
[S.L.]: Chapman & Hall/CRC - Taylor & Francis Group, 2007. 1432 p.

GRAY, Alfred; ABBENA, Elsa; SALAMON, Simon. Modern Differential Geometry of
Curves and Surfaces with Mathematica. 3rd. ed. [S.1.]: Chapman and Hall/CRC, 2006. 1016 p.
ISBN 978-1584884484.

GREGORY, John A. Smooth interpolation without twist constraints. Computer Aided
Geometric Design, p. 71-87, 1974.

GREINER, Giinther; HORMANN, Kai. Interpolating and approximating scattered 3D-data with
hierarchical tensor product B-Splines. In: Surface Fitting and Multiresolution Methods. [S.1.]:
Vanderbilt University Press, 1997. p. 163-172.

HAAR, Frank Ter et al. A comparison of systems and tools for 3D scanning. In: 3D Digital
Imaging and Modeling: Applications of Heritage, Industry, Medicine and Land. Workshop
Italy-Canada: Session P.12: [s.n.], 2005. p. 8.

HASEGAWA, Allan Yoshio; ROSSO, Roberto Silvio Ubertino; TSUZUKI, Marcos Sales Guerra.

Bézier curve fitting with a parallel differential evolution algorithm. IFAC Proceedings Volumes,
v. 46, n. 7, p. 233-238, may 2013.

HASEGAWA, Allan Yoshio; TORMENA, Camila; PARPINELLI, Rafael Stubs. Bézier curve
parametrization using a multiobjective evolutionary algorithm. International Journal of
Computer Science and Applications, v. 11, n. 2, p. 18, 2014.

HENLE, Michael. A Combinatorial Introduction to Topology. 3rd. ed. New York: Dover,
1994. 110 p. ISBN 0486679667.

HERMANN, T. G? interpolation of free form curve networks by biquintic gregory patches.
Computer Aided Geometric Design, v. 13, p. 873—893, dec. 1996.

HETTINGA, Gerben J.; KOSINKA, Jiri. Multisided generalisations of gregory patches.
Computer Aided Geometric Design, v. 62, p. 166—180, may 2008.

HOPPE, Hugues et al. Surface reconstruction from unorganized points. ACM SIGGRAPH
Computer Graphics, v. 26, n. 2, p. 71-78, jul. 1992.

IGLESIAS, Andrés; GALVEZ, Akemi. Hybrid functional-neural approach for surface
reconstruction. Mathematical Problems in Engineering, v. 2014, n. 1, p. 13, 2014.

IGLESIAS, Andrés; GALVEZ, Akemi; COLLANTES, Marta. Iterative sequential bat algorithm
for free-form rational bézier surface reconstruction. International Journal of Bio-Inspired
Computation, v. 11, n. 1, p. 15, Jan. 2018.

171



169

IGLESIAS, Andrés; GALVEZ, Akemi; LOUCERA, Carlos. A simulated annealing approach
for data fitting with bézier surfaces. In: Proceedings of the International Conference on

Intelligent Information Processing (IPAC ’15), Security and Advanced Communication.
New York, NY, USA: Association for Computing Machinery, 2015. p. 6. ISBN 9781450334587.

IGLESIAS, Andrés et al. Cuckoo search algorithm with 1évy flights for global-support
parametric surface approximation in reverse engineering. Symmetry, v. 10, n. 3, p. 25, 2018.

IRSHAD, Misbah et al. Outline capturing using rational functions with the help of genetic
algorithm. Applied Mathematics and Computation, v. 274, n. 1, p. 661-678, feb. 2016.

JANCOSEK, Michal; PAJDLA, Tomas. Multi-view reconstruction preserving weakly-
supported surfaces. In: IEEE Computer Vision and Pattern Recognition (CVPR)
2011. Colorado Springs, USA: [s.n.], 2011. p. 3121-3128. Disponivel em: <https:
//doi.org/10.1109/cvpr.2011.5995693>.

JAVIDRAD, F. An accelerated simulated annealing method for B-Spline curve fitting to strip
shaped scattered points. International Journal of CAD/CAM (1JCC), v. 12, n. 1, p. 11, 2012.

KAZHDAN, Michael. Reconstruction of solid models from oriented point sets. In: Proceedings
of the third Eurographics symposium on Geometry processing (SGP ’05). Vienna, Austria:
[s.n.], 2005. p. 11. ISBN 3-905673-24-X. Artigo No. 73.

KAZHDAN, Michael; BOLITHO, Matthew; HOPPE, Hugues. Poisson surface reconstruction.
In: Proceedings of the Fourth Eurographics Symposium on Geometry Processing (SGP’06).
Sardinia, Italy: [s.n.], 2006. p. 61-70. ISBN 3-905673-36-3.

KINERI, Yuri et al. B-spline surface fitting by iterative geometric interpolation/approximation
algorithms. Computer-Aided Design, v. 44, n. 7, p. 697-708, jul. 2012.

KOCHENDERFER, Mykel J.; WHEELER, Tim A. Algorithms for Optimization. 1st. ed.
[S.1.]: The MIT Press — Cambridge, Massachusetts, 2019. 520 p. ISBN 9780262039420.

KRAGIC, Ivo Marinic; CURKOVIC, Milan; VUCINA, Damir. Adaptive re-parameterization
based on arbitrary scalar fields for shape optimization and surface fitting. Engineering
Applications of Artificial Intelligence, v. 67, p. 39-51, 2018.

LAI, Kevin et al. A large-scale hierarchical multi-view RGB-D object dataset. In: Proceedings
of the IEEE International Conference on Robotics and Automation (ICRA). [S.1.: s.n.],
2011. p. 1817-1824. ISBN 978-1-61284-385-8.

LAI, Yu-Kun; HU, Shi-Min; POTTMANN, Helmut. Surface fitting based on a feature sensitive
parametrization. Computer-Aided Design, v. 38, n. 7, p. 800-807, jul. 2006.

LANKVELD, Thijs van; KREVELD, Marc Van; VELTKAMP, Remco C. Watertight scenes
from urban lidar and planar surfaces. Computer Graphics Forum, v. 32, n. 5, p. 217-228,
2013.

LAURENT-GENGOUX, Pascal; MEKHILEF, Mounib. Optimization of a NURBS
representation. Computer-Aided Design, v. 25, n. 11, p. 699-710, nov. 1993.

LEE, E.T.Y. Choosing nodes in parametric curve interpolation. Computer-Aided Design, v. 21,
n. 6, p. 363-370, jul./aug. 1989.

172


https://doi.org/10.1109/cvpr.2011.5995693
https://doi.org/10.1109/cvpr.2011.5995693

170

LEE, Thomas. On algorithms for ordinary least squares regression spline fitting: A comparative

study. Journal of Statistical Computation and Simulation, v. 72, n. 8, p. 647-663, oct. 2002.

LEON, Steven J. Algebra linear com aplicac¢oes. 9th. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2018. Disponivel

em: <https://app.minhabiblioteca.com.br/reader/books/9788521635789/epubcfi/6/38[%3Bvnd.

vst.idref%3Dbm03]!/4>. ISBN 9788521635789 (eletronico).

LEVOY, Marc et al. The digital michelangelo project: 3D scanning of large statues. In:
Proceedings of the 27th annual conference on Computer Graphics and Interactive

Techniques (SIGGRAPH ’00). Louisiana, USA: [s.n.], 2000. p. 131-144. ISBN 1-58113-208-5.

LI, Yusha et al. Surface skinning using periodic T-spline in semi-NURBS form. Journal of
Computational and Applied Mathematics, v. 273, p. 116-131, jan. 2015.

LI, Yangyan et al. Globfit: consistently fitting primitives by discovering global relations. ACM
Transactions on Graphics (TOG), v. 30, n. 4, p. 12, jul. 2011.

LOOQP, Charles et al. Approximating subdivision surfaces with gregory patches for hardware
tessellation. ACM Transactions on Graphics, v. 28, p. 1-9, dec. 2009.

LUKE, Sean. Essentials of Metaheuristics. second. [S.1.]: Lulu, 2013. 261 p. Disponivel em:
<http://cs.gmu.edu/~sean/book/metaheuristics/>.

MADSEN, Kaj; NIELSEN, Hans Bruun; TINGLEFF, Ole. Methods for Non-Linear Least
Squares Problems. 2nd. ed. [S.1.]: Informatics and Mathematical Modelling (IMM), Technical
University of Denmark, 2004.

MANSON, J.; PETROVA, G.; SCHAEFER, S. Streaming surface reconstruction using wavelets.

In: Proceedings of the Symposium on Geometry Processing (SGP ’08). Copenhagen,
Denmark: [s.n.], 2008. v. 27, p. 1411-1420.

MAQO, Qing et al. Surface fitting for quasi scattered data from coordinate measuring systems.
Sensors, v. 18, n. 1: 214, p. 26, jan. 2018.

MIYAZAKI, Lucas K. et al. Teeth mesh segmentation through curvature analysis. In: CHENG,
Liang-Yee (Ed.). ICGG 2020 - Proceedings of the 19th International Conference on
Geometry and Graphics. Cham: Springer International Publishing, 2021. p. 235-243. ISBN
978-3-030-63403-2.

MORTENSON, M.E. Geometric Modeling. 3rd. ed. New York: Industrial Press Inc., 2006.
505 p. ISBN 0-831-13298-1.

MOULON, Pierre; MONASSE, Pascal; MARLET, Renaud. Adaptive structure from motion
with a contrario model estimation. In: Proceedings of the Asian Computer Vision Conference
(ACCYV 2012). [S.1.]: Springer Berlin Heidelberg, 2012. p. 257 — 270.

NOCEDAL, Jorge; WRIGHT, Stephen J. Numerical Optimization. 2nd. ed. [S.1.]: Springer,
2006. ISBN 0-387-30303-0.

OHTAKE, Yutaka et al. Multi-level partition of unity implicits. ACM Transactions on
Graphics (TOG), v. 22, n. 3, p. 463-470, jul. 2003.

173


https://app.minhabiblioteca.com.br/reader/books/9788521635789/epubcfi/6/38[%3Bvnd.vst.idref%3Dbm03]!/4
https://app.minhabiblioteca.com.br/reader/books/9788521635789/epubcfi/6/38[%3Bvnd.vst.idref%3Dbm03]!/4
http://cs.gmu.edu/~sean/book/metaheuristics/

171

PANDUNATA, Priza; SHAMSUDDIN, Siti Mariyam Hj. Differential evolution optimization for
bezier curve fitting. In: Seventh International Conference on Computer Graphics, Imaging
and Visualization. Sydney, Australia: IEEE, 2010. p. 68—72. ISBN 978-1-4244-7840-8.

PARK, Hyungjun; LEE, Joo-Haeng. B-spline curve fitting based on adaptive curve refinement
using dominant points. Computer-Aided Design, v. 39, n. 6, p. 439—-451, jun. 2007.

PAULY, Mark et al. Example-based 3D scan completion. In: Proceedings IEEE of the third

Eurographics symposium on Geometry processing (SGP’05). Vienna, Austria: [s.n.], 2005.

p. 10. ISBN 3-905673-24-X.

PIEGL, Les; TILLER, Wayne. The NURBS Book. 2nd. ed. Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag
Berlin, Heidelberg, 1997. 646 p. ISBN 3-540-61545-8.

POTTMANN, H.; LEOPOLDSEDER, S.; HOFER, M. Approximation with active B-Spline
curves and surfaces. In: Proceedings of the 10th pacific conference on computer graphics
and applications. Beijing, China: IEEE, 2002. p. 8-25. ISBN 0-7695-1784-6.

POTTMANN, H. et al. Industrial geometry: recent advances and applications in CAD.
Computer-Aided Design, v. 37, n. 7, p. 751-766, jun. 2005.

REMACLE, J-F. et al. High-quality surface remeshing using harmonic maps. International
Journal for Numerical Methods in Engineering, v. 83, n. 4, p. 403-425, jul. 2010.

RODRIGUEZ, J. Apolinar Muiioz. Efficient NURBS surface fitting via GA with SBX for
free-form representation. International Journal of Computer Integrated Manufacturing,
v. 30, n. 9, p. 981-994, 2017.

RUSU, Radu Bogdan; COUSINS, Steve. 3D is here: Point cloud library (PCL). In: IEEE
International Conference on Robotics and Automation (ICRA). Shanghai, China: [s.n.],
2011. p. 4. ISBN 978-1-61284-385-8.

SAMET, Hanan. The quadtree and related hierarchical data structures. Computing Surveys,
v. 16, n. 2, p. 187 — 260, jun. 1984.

SARFRAZ, Muhammad; HUSSAIN, Malik Zawwar; IRSHAD, Misbah. Reverse engineering of
the digital curve outlines using genetic algorithm. International Journal of Computers, v. 7,
p- 10, 2013.

SARFRAZ, Muhammad et al. Computing optimized NURBS curves using simulated evolution

on control parameters. In: TIWARI, A. et al. (Ed.). Applications of Soft Computing, vol. 36.

Advances in Intelligent and Soft Computing. Heildelberg: Springer, Berlin, 2006. p. 35-44.

SEDERBERG, Thomas W. System and method for defining T-spline and T-NURCC
surfaces using local refinements. 2003. Procurador: Brigham Young University.
US7274364B2. Dep6sito: 17 Mar. 2004. Concessdo: 5 Sep. 2007. Disponivel em:
<https://patents.google.com/patent/US7274364B2/en>. Acesso em: 14 abr. 2022.

SEDERBERG, Thomas W. et al. T-splines and T-NURCCs. ACM Transactions on Graphics
(TOG), v. 22, n. 3, p. 477484, jul. 2003.

SEDERBERG, Thomas W. et al. Non-uniform recursive subdivision surfaces. In: Proceedings of
the 25th annual conference on Computer graphics and interactive techniques (SIGGRAPH
’98). Orlando, USA: ACM New York, 1998. p. 387-394. ISBN 0-89791-999-8.

174


https://patents.google.com/patent/US7274364B2/en

172

SHAMSUDDIN, S. M.; AHMED, M. A.; SAMIAN, Y. NURBS skinning surface for ship hull
design based on new parameterization method. The International Journal of Advanced
Manufacturing Technology, v. 28, p. 936-941, Jul. 2006.

SHANG, Ce et al. Closed T-Spline surface reconstruction from medical image data.
International Journal of Precision Engineering and Manufacturing, v. 19, n. 11, p.
1659-1671, Nov. 2018.

SHAO, Lejun; ZHOU, Hao. Curve fitting with bézier cubics. Graphical Models and Image
Processing, v. 58, n. 3, p. 223-232, may 1996.

SINGH, Arjun et al. Bigbird: A large-scale 3D database of object instances. In: Proceedings of

the IEEE International Conference on Robotics and Automation (ICRA). [S.1.: s.n.], 2014.

p. 509-516. ISBN 978-1-4799-3685-4.

SPEER, Thomas; KUPPE, Markus; HOSCHEK, Josef. Global reparametrization for curve
approximation. Computer Aided Geometric Design, v. 15, n. 9, p. 869-877, oct. 1998.

STROUD, I. Boundary Representation Modelling Techniques. 1st. ed. London: Springer
London, 2006. 498 p. ISBN 1-84628-312-4.

SUBMUTH, J.; MEYER, Q.; GREINER, G. Surface reconstruction based on hierarchical
floating radial basis functions. Computer Graphics Forum, v. 29, n. 6, p. 1854-1864, sep.
2010.

TAGLIASACCHI, Andrea; ZHANG, Hao; COHEN-OR, Daniel. Curve skeleton extraction from
incomplete point cloud. ACM Transactions on Graphics (TOG), v. 28, n. 3, p. 10, aug. 2009.

TEH, C.-H.; CHIN, R. T. On the detection of dominant points on digital curves. IEEE
Transactions on pattern analysis and machine intelligence, v. 11, p. 859-872, aug. 1989.

UEDA, E.K et al. Curve approximation by adaptive neighborhood simulated annealing and
piecewise bézier curves. Soft Computing, v. 24, p. 18821-18839, dec. 2020.

UNSALAN, Cem; ERCIL, Aytiil. Conversion between parametric and implicit forms for
computer graphics and vision. In: Proceedings of the International Symposium on Computer
and Information Sciences (ISCIS’99). Kusadasi, Turkey: [s.n.], 1999. p. 916-923.

VARADY, Tamis; MARTIN, Ralph R.; COX, Jordan. Reverse engineering of geometric models
- an introduction. Computer Aided Design, v. 29, n. 4, p. 255-268, 1997.

WANG, Wenping; POTTMANN, Helmut; LIU, Yang. Fitting B-Spline curves to point clouds by
curvature-based squared distance minimization. ACM Transactions on Graphics (TOG), v. 25,
n. 2, p. 214-238, apr. 2006.

WANG, Yimin; ZHENG, Jianmin. Curvature-guided adaptive T-spline surface fitting.
Computer-Aided Design, v. 45, n. 8-9, p. 1095-1107, ago. 2013.

XIE, Hui; QIN, Hong. Automatic knot determination of NURBS for interactive geometric
design. In: International Conference on Shape modeling and applications (SMI 2001).
Genova, Italy: IEEE, 2001. p. 267-276. ISBN 0-7695-0853-7.

YAN, Feilong et al. Proactive 3D scanning of inaccessible parts. ACM Transactions on
Graphics (TOG), v. 33, n. 4, p. 8, jul. 2014.

175



173

YANG, Huaiping; WANG, Wenping; SUN, Jiaguang. Control point adjustment for B-Spline
curve approximation. Computer-Aided Design, v. 36, n. 7, p. 639-652, jun. 2004.

YIN, Kangxue et al. Morfit: Interactive surface reconstruction from incomplete point clouds
with curve-driven topology and geometry control. ACM Transactions on Graphics (TOG),
v. 33, n. 6, p. 12, nov. 2014.

YOSHIMOTO, Fujiichi; HARADA, Toshinobu; YOSHIMOTO, Yoshihide. Data fitting with a
spline using a real-coded genetic algorithm. Computer-Aided Design, v. 35, n. 8, p. 751-760,
jul. 2003.

YOSHIMOTO, E.; MORIYAMA, M.; HARADA, T. Automatic knot placement by a genetic
algorithm for data fitting with a spline. In: International Conference on Shape Modeling and
Applications. Aizu-Wakamatsu, Japan: IEEE, 1999. p. 8.

ZACH, Christopher; POCK, Thomas; BISCHOF, Horst. A globally optimal algorithm for robust
TV-L! range image integration. In: Proc. IEEE 11th International Conference on Computer
Vision (ICCV’07). Rio de Janeiro, Brasil: [s.n.], 2007. p. 8.

ZHANG, Hao; XU, Feng. Mixed fusion: Real-time reconstruction of an indoor scene with
dynamic objects. IEEE Transactions on Visualization and Computer Graphics (TVCG),
v. 24, n. 12, p. 3137-3146, dec. 2018.

ZHANG, Yuhua et al. B-spline surface fitting with knot position optimization. Computers &
Graphics, v. 58, n. Special Issue on SMI 2016, p. 73-83, aug. 2016.

ZHENG, Wenni et al. Fast B-Spline curve fitting by L-BFGS. Computer Aided Geometric
Design, v. 29, n. 7, p. 448-462, oct. 2012.

ZOLLHOFER, Michael et al. State of the art on 3D reconstruction with RGB-D cameras.
EUROGRAPHICS 2018 - STAR - State of The Art Report, v. 37, n. 2, p. 28, 2018.

176



174

APENDICE A - SINTESE DA REVISAO DE FERRAMENTAS E BIBLIOTECAS

PARA RECONSTRUCAO

A fim de consultar as principais ferramentas e bibliotecas vinculadas ao processo de

ajuste e reconstrugdo, foi realizada uma busca em trés dos principais mecanismos de buscas

da internet — Bing, Google e Yahoo — sendo utilizada as seguintes palavras chaves (sem o uso

de aspas): "Point cloud 3D reconstruction Software". Foram entdo analisados os cinquenta

primeiros resultados retornados por cada mecanismo de busca através da leitura do resumo de

contetdo e de varreduras na pagina de destino. E apresentada a seguir uma listagem ordenada

alfabeticamente das ferramentas encontradas, trazendo uma sintese das principais caracteristicas

e funcionalidades destacadas no material informativo que foi coletado sobre elas.

3DF Zephyr': um software de engenharia reversa desenvolvido pela 3DFlow que permite

a obtencdo de nuvens de pontos através de fotogrametria e técnicas de escaneamento
com laser. Este software utiliza um algoritmo proprietdrio de geracdo de malha através
de uma nuvem de pontos, denominado de 3DF Sasha, o qual ndo é detalhado pelos
desenvolvedores na pagina web. Existem quatro versdes distintas que sdo oferecidas aos
usudrios: Free, Lite, Pro e Aerial. A primeira é uma versao gratuita que possui as principais
funcionalidades com algumas limitacdes (e.g. limite de imagens, menos funcionalidades
de edicdo e exportacdo), ao passo que as demais ferramentas sdo contempladas de maneira
incremental com mais funcionalidades e menos limitacdes, comercializadas através de
licengas perpétuas. Por fim, o software permite a realizacdo de processamento utilizando
GPU e conta com uma versao educacional gratuita com todas as funcionalidades mas, que

ndo pode ser utilizada para propdsitos comerciais;

3DReshaper?: um software desenvolvido pela Technodigit (Hexagon), a qual dispde de solu-

¢Oes para processamento de nuvens de pontos (e.g. captura, filtragem e segmentacao),
modelagem 3D, engenharia reversa, controle e inspecao 3D, entre outras funcionalidades.
A ferramenta possui recursos e plugins voltados para diversos dominios de aplicacio
como arquitetura, engenharia civil e modelagem de terreno. Existem trés versoes ofereci-
das: 3DReshaper (padrdo), 3DReshaper Meteor € 3DReshaper SDK. A primeira versao
disponibiliza as principais funcionalidades da ferramenta com o aspecto multidominio.
A segunda versao possui um enfoque em metrologia, complementado com ferramentas
de inspecao 3D e CAD, permitindo a criagcao de malhas mais precisas, a importacao de
dados provindos de mdquinas de tomografia computadorizada e uma interface que permite
a transferéncia dos dados diretamente da ferramenta de digitaliza¢do para o programa.
Ambas as versoes permitem automatizar tarefas repetitivas através da execugdo de scripts

(Javascript). Ja na terceira versao, além de todos os instaladores do software, € fornecido

1
2

3DF Flow homepage: <https://www.3dflow.net>
3DReshaper homepage: <https://www.3dreshaper.com/en/>
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também o codigo fonte da ferramenta (em C++) para que as funcionalidades possam ser
adaptadas ou embutidas em outro software. Todas as versdes do 3DReshaper sdo voltadas
ao sistema operacional Windows e s@o pagas, mas existe uma versao de teste gratuita que
pode ser utilizada por um més com algumas limita¢des. As funcionalidades principais da
ferramenta sao comercializadas por uma licenca bésica que pode ser suplementada com
extensoes que sao compradas individualmente. Dentre estas, destaca-se a extensao que
permite a criacdo de BSplines e NURBS para os modelos 3D e a extensdo que permite

exportar os modelos no formato IGES e STEP;

Agisoft PhotoScan’: software de fotogrametria que, além de gerar malhas texturizadas para
modelos 3D, também permite a edicdo e classificacdo de elementos das nuvens de pontos,
a mensuragdo de distancias, dreas e volumes, a criagdo de scripts (em Python) para
a automatizacdo de tarefas, a distribui¢do do processamento através de uma rede de
computadores, e a capacidade de tratar cenas dinamicas (4D). O PhotoScan possibilita
aceleracdo no processamento utilizando GPU, mas ndo gera superficies suaves, apenas
malha triangular. E um software multiplataforma e pago — tanto a versdo regular como a
educacional, mas possui também uma versao de teste vélida por 30 dias e uma versdo de

demonstracdo limitada sem validade;

Alice Vision*: um framework europeu desenvolvido como resultado de uma parceria entre
academia e industria, englobando vérios grupos de pesquisa de universidades e empresas,
com o intuito de prover software com algoritmos de visdo computacional estado da
arte. Trata-se de uma iniciativa de cédigo aberto para desenvolvimento de software e
bibliotecas para fotomodelagem, rastreamento de camera e reconstrucdo 3D. Dentre os
trabalhos publicados, existe o projeto Meshroom que € voltado especialmente para o
problema de engenharia reversa, gerando nuvens de pontos através de fotogrametria
e permitindo a reconstru¢do de malhas texturizadas a partir de tais nuvens, as quais
podem ser exportadas para softwares de modelagem 3D (JANCOSEK; PAJDLA, 2011;
MOULON; MONASSE; MARLET, 2012). Além de ser um projeto de cédigo aberto, o
grupo desenvolvedor do framework Alice Vision conta com uma abordagem de contribuicao
livre ao projeto utilizando um repositdrio Git. O projeto Meshroom oferece versoes pré-
compiladas para os sistemas operacionais Windows (64 bits) e Linux. O framework,
entretanto, foi desenvolvido exclusivamente para hardware grafico da NVIDIA, permitindo
aceleracdo no processamento utilizando GPU, mas requer uma placa gréfica com tecnologia
CUDA (com compute capability > 2.0);

CGAL’: CGAL é um projeto de cédigo aberto e multiplataforma que prové a implementagio

de diversos algoritmos e estruturas de dados geométricas escritas em forma de biblio-

3 Agisoft PhotoScan homepage: <http://www.agisoft.com/>

4 Alice Vision homepage: <https://alicevision.github.io/>
> CGAL homepage: <https://www.cgal.org>
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teca na linguagem de programacdo C++. A biblioteca é amplamente documentada e €
modularizada em diversos pacotes com funcdes especificas, como funcdes relacionadas
ao nucleo de geometria bésica, busca e ordenacao espacial, computagcdao do envoltorio
convexo e da geracdo malha, por exemplo. O software ndo possui um médulo ou operagcdes
de fotogrametria, também ndo utiliza computagdo em GPU e também ndo possui um

modulo oficial que opera com superficies suaves;

ContextCapture®: produto desenvolvido e comercializado pela Bentley, realiza a reconstrucio

de objetos aceitando como entrada uma nuvem de pontos ou um conjunto de imagens
(utiliza técnicas de fotogrametria). Possui cinco médulos de funcionalidades, destacando-
se a possibilidade de utilizacdo de um servigo de computagdo (processamento) em nuvem,
uso integrado da ferramenta com um smartphone e um visualizador que permite realizar
mensuragdes e andlise da malha resultante. Com exce¢do do mdédulo visualizador, o
ContextCapture € um software pago, mas que disponibiliza uma versdo de teste sob

demanda. Nao foram encontradas informagdes sobre as arquiteturas alvo deste software;

Geomagic Wrap’: uma das diversas ferramentas desenvolvidas e comercializado pela 3D

Systems para a drea de manufatura. Também chamada antigamente de Rapidform, trata-se
de uma ferramenta que auxilia no processo de escaneamento de objetos e oferece recursos
para reconstrucdo de malha, sendo capaz de gerar superficies suaves NURBS e modelos
CAD paramétricos. Esta e demais ferramentas produzidas pela 3D Systems sdo pagas,
com possibilidade de uso gratuito por 15 dias para teste, e sdo voltadas para o sistema

operacional Windows;

GOM Inspect®: software com enfoque em inspecdo 3D com anélise de mensuragdes, mas que

também realiza a reconstrucao de malhas poligonais. Possui um viés industrial, realizando
o processo de reconstrucdo baseado em nuvens de pontos e permitindo a manipulacao e
processamento posterior da malha gerada, além de diversas funcionalidades atreladas a
simulagdo e andlise de propriedades. A GOM, empresa desenvolvedora do GOM Inspect,
fornece também outras solucdes pagas nas dreas de andlise e simulacdo voltadas para o
sistema operacional Windows, sendo algumas delas disponibilizadas gratuitamente com

restri¢des de uso;

Halcon’: um framework que permite o desenvolvimento répido e mais simplificado de apli-

cagOes de visdo computacional com viés industrial. Desenvolvido e comercializado pela
MVTec Software, este framework contém uma biblioteca com diversas funcionalidades de
visdo computacional e aprendizagem de maquina que podem ser utilizadas para criar uma

solucdo especifica para um determinado problema através de seu ambiente integrado de

Nelie I e

ContextCapture homepage: <https://www.bentley.com/en/products/brands/contextcapture>
Geomagic Wrap homepage: <https://www.3dsystems.com/software/geomagic-wrap>
GOM homepage: <http://www.gom.com>

Halcon homepage: <https://www.mvtec.com/products/halcon>
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desenvolvimento. Com o uso destas funcionalidades é possivel obter nuvens de pontos
através de técnicas de fotogrametria, realizar registro das nuvens de pontos e reconstruir
malhas triangulares, utilizando inclusive aceleraciao de processamento por GPU. Apesar de
pago, o framework Halcon pode ser utilizado gratuitamente com uma licenca de teste que
pode ser obtida por um distribuidor local, e seus resultados podem ser distribuidos para di-
versos microprocessadores e sistemas operacionais. Por outro lado, ndo fica explicitamente

identificado se o framework em si é multiplataforma;

Imag’Ing'®: trata-se de uma empresa que atua na drea de escaneamento e reconstrucdo de

objetos, prestando servicos de processamento de nuvens de pontos e geracdo de malha
através de computagdo (processamento) em nuvem. Pouca informagao técnica € divulgada

na pagina web da empresa ou em suas redes sociais;

JRC 3D Reconstructor'': uma ferramenta da Gexcel (Geomatics & Excellence) que permite

importar e processar nuvens de pontos geradas por LiDAR gerando malhas que podem
ser exportadas para software de CAD e modelagem. A ferramenta € distribuida em seis
versoes distintas com especificidades para determinadas dreas de aplicacdo indicadas pelo
seu nome: construction, mining-tunnelling, heritage-architectural, forensic, photo e full.
Todas as versodes sao destinadas ao sistema operacional Windows e sdo pagas, mas, sao

oferecidas também versodes de teste vdlidas por 30 dias com limitacdes de uso;

Lib IGL!2: uma biblioteca de c6digo aberto e multiplataforma voltada para o processamento

geométrico. Escrita na linguagem de programacdo C++, utiliza a abordagem de estrutura
baseada somente de arquivos de cabegalhos, sendo necessario apenas incluir tais arquivos
na solu¢do do projeto desenvolvido. Apesar de possuir diversas implementacdes de funcdes
geométricas, a biblioteca € limitada em relag@o a funcdes de reconstrucao, disponibilizando

apenas uma funcao de triangulacdo de Delaunay.

MeshLab'3: projeto de cédigo aberto voltado para o processamento de nuvens de pontos e ma-

lhas. Desenvolvido pelo grupo de pesquisa Visual Computing Lab, do Instituto di Scienza
e Tecnologie dell’Informazione (ISTI-CNR), o software possui diversas funcionalidades,
dentre as quais se destacam: registro de nuvens de pontos, coloracdo e texturizacao automa-
tica através de imagens, filtros de limpeza de outliers, segmentacao de objetos, comparacao
entre modelos e reconstrucao de objetos (CIGNONI et al., 2008). Com relagdo a geragado
de malha para os modelos 3D, o software oferece algoritmos baseados em pivoteamento
de bolas (BERNARDINI et al., 1999) e baseados na defini¢dao de superficies implicitas
(KAZHDAN; BOLITHO; HOPPE, 2006; CALLIERI et al., 2003). Além do cddigo fonte

do software, também sdo disponibilizas as versdes mais recentes ja compiladas para os

10
11
12
13

Imag’Ing homepage <https://www.imag-ing.com/en/home.html>

JRC 3D Reconstructor homepage: <https://gexcel.it/en/software/jrc-3d-reconstructor>
Lib IGL homepage: <https://libigl.github.io>

MeshLab homepage: <http://www.meshlab.net/>
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sistemas operacionais Windows (64 bits), MacOS e Linux. Videos tutoriais sobre o seu

uso também foram publicados e disponibilizados gratuitamente na internet;

MicMac!#: um software de cdigo aberto e multiplataforma para fotogrametria desenvolvido

em uma parceria entre o IGN (French National Geographic Institute) e a ENSG (French
National School for Geographic Sciences). Diversos médulos compdem o MicMac, in-
cluindo o médulo TiPunch para geracao e filtragem de malha através de nuvem de pontos.
O projeto € mantido em um repositério Git e possui uma pagina Wiki com as principais

informacdes sobre a ferramenta, além de um férum;

Open3D!3: uma biblioteca de c6digo aberto e multiplataforma que ampara no desenvolvimento

de software que trabalham com dados tridimensionais. Conta com algoritmos e estruturas
de dados escritas nas linguagens C++ e Python, permitindo a paralelizacio de determinadas
operacdes. Nao possui fungdes relacionadas a fotogrametria, e ndo ha mengao de suporte a

geracdo de superficies suaves e computagdo utilizando GPU.

Pix4D Model'%: a Pix4D comercializa um conjunto de software baseados em fotogrametria

para mapeamento utilizando drones (imagens aéreas), com o intuito de gerar mapas e
modelos tridimensionais precisos. Dentre os produtos vendidos estd o Pix4D Model, o qual
€ destinado para a reconstru¢do de objetos, sendo possivel modificar a nuvem de pontos
gerada com ferramentas de edicdo, visualizar e exportar os resultados gerados e inclusive
realizar determinadas operagdes com aceleragdo baseada em GPU. Todos os produtos da
Pix4D sdo pagos por mensalidade ou anuidade (exceto as licencas educacionais que sao
perpétuas), mas existe a possibilidade de utilizacdo do software de forma gratuita por um

periodo de teste;

PointCab 3DPro!’: um software para processamento de nuvem de pontos que realiza a opera-

¢do de registro entre nuvens, a geracdo de malha triangular no processo de reconstrug¢ao
de superficie, além da andlise de malha. Desenvolvido pela PointCab como parte de um
conjunto de ferramentas e médulos voltados ao processamento de nuvens de pontos com
objetivos especificos, como por exemplo Building Information Modeling (BIM). Trata-se
de uma ferramenta paga que pode ser testada gratuitamente por 30 dias, sendo especifica
para o sistema operacional Windows 64 bits e nao utiliza mecanismos de aceleracio por

GPU no processamento;

PointFuse'®: ferramenta destinada a conversdo de nuvem de pontos em malha tridimensional

de modelos, prometendo processamento rapido, flexivel e geracao de arquivos de pequeno

14
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17
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MicMac homepage: <https://micmac.ensg.eu/index.php/>

Open3D homepage: <http://www.open3d.org>

Pix4D Model homepage: <https://www.pix4d.com/product/pix4dmodel>
PointCab homepage: <https://www.pointcab-software.com/en/>
PointFuse homepage: <https://pointfuse.com/>
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tamanho. A ferramenta também possui recursos para selecdo, separacao, classificacao
e auto classificacdo de objetos, além de disponibilizar uma funcionalidade de computa-
¢do (processamento) em nuvem (PointFuse Connect/Bolt). Destinado apenas ao sistema
operacional Windows, a PointFuse é uma ferramenta paga por mensalidade ou anuidade,
mas possui uma versao de testes com limitacdes que pode ser utilizada por 30 dias. Este

ferramenta também pode ser utilizada como um plugin para o software Autodesk Revit;

Point Cloud Library - PCL!°: uma biblioteca de c6digo aberto e multiplataforma, livre para
usos comerciais e de pesquisa, desenvolvida como um projeto aberto de larga escala voltada
para o processamento de imagens e nuvens de pontos bidimensionais e tridimensionais
(RUSU; COUSINS, 2011). Escrita em linguagem de programacgdo C++, possui uma
implementacao modular de recursos para processamento de nuvens de pontos, filtragem,
segmentacdo e reconstru¢do de superficies, contendo diversos algoritmos estado da arte
que podem ser compilados de acordo com a necessidade do projeto. Este framework nao
apresenta um modulo de fotogrametria, mas pode processar os dados gerados por certas
cameras 3D, como Microsoft Kinect e Asus XTionPRO. PCL faz uso de bibliotecas de
terceiros como Eigen, FLANN, OpenMP e TBB (Threading Building Blocks), sendo que
estas duas ultimas, por exemplo, possibilitam paralelizagcdo multicore na execucao de
determinadas operagdes. A biblioteca possui integracdo com placas graficas da NVIDIA,
permitindo que determinadas operacdes sejam computadas em GPU e também possui um

modulo voltado a superficies suaves NURBS;

Polyworks Modeler?’: software especifico de engenharia reversa desenvolvido pela Innov-
metric, que realiza a geragdao de malha por superficies suaves (NURBS) sobre nuvens
de pontos com controle de continuidade geométrica G°, G' e G?. O software também
possui recursos para edi¢ao e otimiza¢do da malha gerada, inclusive opera¢des booleanas
e extrusao, por exemplo. O Polyworks Modeler é um software pago, comercializado em
duas versoes (Standard e Premium), mas pode ser testado através de um versao de demons-
tracdo. E destinado especificamente ao sistema operacional Windows e possui suporte a

computacdo acelerada por GPU para placas de video da NVIDIA;

ReCap?!: a Autodesk, empresa proprietdria de diversas ferramentas conhecidas na drea de
engenharia, comercializa também as ferramentas ReCap e ReCap Pro, as quais possuem
funcionalidades especificas para o processamento de nuvens de pontos. A ReCap Pro,
ferramenta mais completa entre as duas, possui funcionalidades para gerar nuvens de
pontos com base em um grupo de fotos aéreas, realizar a operacdo de registro entre
escaneamentos, mensurar, marcar, filtrar e editar nuvens de pontos, e também realizar

a engenharia reversa, transformando uma nuvem de pontos em uma malha geométrica.

19" Point Cloud Library homepage: <http://www.pointclouds.org>
20 polyworks Modeler homepage: <https://www.innovmetric.com/en/products/polyworks-modeler>
21 ReCap homepage: <https://www.autodesk.com/products/recap>
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O ReCap nao utiliza mecanismos de aceleracdo no processamento utilizando GPU e
¢ disponibilizado apenas para o sistema operacional Windows, sendo pago através de
mensalidades ou planos anuais. Entretanto, estudantes e educadores podem utilizar a
ferramenta de forma gratuita por 3 anos para fins ndo comerciais, € também existe uma

versao de teste que pode ser utilizada gratuitamente por 30 dias;

Revworks?”: a empresa Revware trabalha com ferramentas que auxiliam no processo de en-
genharia reversa. Além das ferramentas fisicas de captura e mensuracao, também foi
desenvolvida uma ferramenta que faz interface com estes e outros dispositivos de escanea-
mento, permitindo a coleta de dados com alta taxa de entrada, a reconstru¢c@o de objetos
e a manipulacdo destes em um ambiente integrado com o software CAD SolidWorks,
parceiro da empresa. Nao ha muitos detalhes sobre o procedimento de reconstru¢do mas,
de acordo com especificacdes técnicas do produto, a ferramenta gera superficies suaves do
tipo NURBS. Atualmente a ferramenta Revworks € comercializada apenas para o sistema

operacional Windows 64 bits;

Trimble Real Works>3: ferramenta de cunho geoespacial desenvolvida pela Trimble — empresa
que também comercializa dispositivos de aquisicdo de nuvem de pontos — permite a
andlise e processamento de nuvens de pontos. Além das operac¢des bdsicas de importagao,
visualizacdo e edi¢do de nuvens de pontos, o software permite também a criacdo de
malha, cdlculo de volume, segmentacdo, classificacdo automatica de objetos, projecao
multi-ortogonal, entre outras funcionalidades. Em especial, existe a descri¢cdo de uma
funcdo de comparacdo entre os dados construidos e a realidade, mas ndo fica claro se esta
funcionalidade faz uso de alguma métrica para esta comparacao, ou se € apenas um suporte
visual ao usudrio da ferramenta, carregando a nuvem de pontos e o modelo gerado lado a
lado. Esta ferramenta € comercializada em quatro versdes com diferente disponibilidade

de recursos, sdo pagas e estdo disponiveis apenas para o sistema operacional Windows;

VRMesh Reverse>*: software que faz parte da familia de ferramentas desenvolvidas pela VR-
Mesh destinadas ao processamento de nuvens de pontos e a engenharia reversa, permitindo
a computagdo de malha triangular ou superficies NURBS. Também possui funcionalidades
para classificacio de objetos em nuvens de pontos, extragdo de caracteristicas, realizacio
de registro, reparo e edi¢cao de malha (e.g. fechar furos na malha), e extracdo de medidas.
As ferramentas sdo destinadas exclusivamente ao sistema operacional Windows e sdo co-
mercializadas através de licencas anuais ou perpétuas, havendo a possibilidade de utilizar

gratuitamente uma versao de teste com limitacdes por 30 dias.

22 Revworks homepage: <https://revware.net/products/revworks>
23 Trimble Real Works homepage: <https://geospatial.trimble.com/products-and-solutions/trimble-realworks>
24 VRMesh homepage: <http://vrmesh.com/>
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