Neste trabalho, estudamos como um Unico defeito de rede em
uma caminhada quantica de tempo discreto afeta a
probabilidade de retorno de uma particula quéantica. O defeito
é modelado por uma moeda quantica na posicdo de origem do
caminhante que é distinta das demais moedas sobre a rede.
Essa moeda tem uma dependéncia explicita com um
parametro w que quantifica a intensidade da localizacao.
Investigamos dois diferentes tipos de defeitos para os quais
mostramos como a localizacdao pode ter uma dependéncia
apenas com w (N. Konno, Quantum Inf. Process. 9, 405, 2010)
e também, com os angulos polar @ e azimutal f do qubit
inicial (A. Wdjcik et al, Phys. Rev. A85,012329, 2012) por meio
de calculos numéricos. Além disso, propomos um novo defeito
de rede, cuja localizacao possui uma dependéncia adicional
em 8 + w levando a perfis extras de localizagdo. Comparamos
as caminhadas quanticas com nosso defeito de rede as
anteriores da literatura e discutimos suas propriedades de
propagacao e probabilidade de sobrevivéncia.
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RESUMO

Teles, L. 1. S.: Localizacio em Caminhadas Quanticas com um Unico Defeito de Rede.
Dissertagao de Mestrado (Universidade do Estado de Santa Catarina, 2021). 50 p.

Neste trabalho, estudamos como um tunico defeito de rede em uma caminhada quéntica
de tempo discreto afeta a probabilidade de retorno de uma particula quantica. O defeito
¢ modeclado por uma moeda quantica na posi¢cao de origem do caminhante que ¢ distinta
das demais moedas sobre a rede. Essa moeda tem uma dependéncia explicita com um
parametro w que quantifica a intensidade da localizagao. Investigamos dois diferentes
tipos de defeitos para os quais mostramos como a localizacao pode ter uma dependéncia
apenas com w (N. Konno, Quantum Inf. Process. 9, 405, 2010) e também, com os
angulos polar « e azimutal f do qubit inicial (A. Wojcik et al, Phys. Rev. A 85,
012329, 2012) por meio de célculos numéricos. Além disso, propomos um novo defeito
de rede, cuja localizacao possui uma dependéncia adicional em S + w, levando a perfis
extras de localizagdo. Comparamos as caminhadas quanticas com nosso defeito de rede
as anteriores da literatura e discutimos suas propriedades de propagacao e probabilidade
de sobrevivéncia.

Palavras-chave: caminhadas quéanticas; localizacao; defeito de rede; probabilidade de
sobrevivéncia.
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ABSTRACT

Teles, L. I. S.: Localization in Quantum Walks with a Single Lattice Defect. Master Thesis
(Santa Catarina State University, 2021). 50 p.

In this work, we study how a single lattice defect in a discrete time quantum walk affects
the return probability of a quantum particle. The defect is modeled by a quantum coin at
the starting position of the walker, that is distinct from the others over the lattice. This
coin has an explicit dependence on w which quantifies the intensity of the localization.
We investigate two different kinds of defects, which we show how the localization can have
a dependence just on w (N. Konno, Quantum Inf. Process. 9, 405, 2010) and also, the
polar o and azimuth [ angles of the initial qubit (A. Wojcik et al, Phys. Rev. A 85,
012329, 2012) by means of numerical calculations. Moreover, we propose a new lattice
defect whose localization has additional dependence on 54w, leading to extra localization
profiles. We compare the quantum walks with our lattice defect to the earlier ones from
the literature and we discuss their spreading properties and survival probability.

Key-words: quantum walks; localization; lattice defect; survival probability.
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1 Introducao

Nas ultimas trés décadas, o estudo de caminhadas aleatérias na versao quantica ganhou
espaco na comunidade cientifica, especialmente por suas implicagoes no desenvolvimento
das areas de informagao e computagao quantica [1, 2|. Pioneiros nessa empreitada, Aha-
ronov, Davidovich e Zagury em 1993, extrapolaram o estudo das caminhadas aleatorias
classicas ao associar uma natureza quantica ao caminhante [3, 4]. Classicamente, a ca-
minhada aleatéria descreve uma particula numa rede unidimensional, com probabilidade
p de dar um passo de tamanho fixo & direita e ¢ = 1 — p a esquerda. Trata-se portanto
de um problema claramente binario de tomada de decisoes, podendo ser simulado atra-
vés de um jogo de lancamento de moedas, cujo resultado desse lancamento, determina a
cada passo o movimento da particula na rede. Ao considerarmos uma particula quantica,
introduzimos um grau de liberdade interno extra a particula e sua dinamica ¢é regida por
principios da mecanica quantica.

Do ponto de vista classico, a caminhada aleatoria é tal que cada passo traz uma nova
informacao que independe do passo anterior. A posi¢ao da particula ao final da caminhada
¢ cspeculada a partir de um levantamento estatistico da distribuicao de probabilidade
sobre as posi¢oes. Sob a Otica da mecanica quantica, essas probabilidades classicas dao
lugar & amplitudes de probabilidades quanticas, que determinam qual é a probabilidade da
particula ser medida* em uma dada posicao. Portanto, enquanto classicamente o problema
consiste numa particula material que segue uma rota especifica embora probabilistica, no
caso quantico, a particula é descrita por uma funcao de onda que viaja por todos os
caminhos possiveis ao mesmo tempo e suas amplitudes de probabilidade interferem entre
si, levando & uma distribuicao de probabilidade bastante diferente da versao classica.

Se na versao classica consideramos uma caminhada aleatéria com igual probabilidade

de ir para direita e esquerda, isto é p = ¢, para t — oo tem-se uma distribuicao de

*Visto que o aspecto aleatério das caminhadas quanticas é introduzido pelo processo de medida, usa-
remos a nomenclatura caminhadas quanticas em vez de caminhadas aleatérias quanticas. Nesse trabalho
abordaremos apenas sua versao discreta no tempo sobre uma rede regular unidimensional.
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probabilidades dada por uma Gaussiana simétrica. A versao quantica para esse pro-
blema apresenta uma distribuicao completamente diferente, envolvendo dois picos nas
extremidades que podem ou nao ser simétricos dependendo das condig¢oes iniciais da ca-
minhada. A Figura 1.1 mostra um exemplo no qual temos a comparacao da distribuicao
de probabilidades cléssica, representada pela Gaussiana, e quéantica, de um caso particular
assimétrico. Esses picos laterais na distribuicao de probabilidade quantica devem-se aos
efeitos de interferéncias destrutivas proximo a origem, o que leva a uma maior concentra-
cao de probabilidade nas extremidades do grafico. Uma caracteristica fundamental que
distingue a caminhada classica da quantica ¢ observada na dispersao o(t) no detalhe da
Figura 1.1: enquanto a caminhada classica fornece uma dispersio o o v/¢, a quantica
exibe um comportamento balistico, isto é ¢ o« t. Em funcao disso, caminhadas quanticas

possuem potenciais aplicagoes no que se refere a algoritmos de busca quéanticos [5, 6].

—_— —— Gaussiana
0-150 T HaIdar71larld T T T T
45 T T T T
0125} 5 0| - ]
b 15[ i
I] L 1 1 1
0.100 - 0 20 40 6D 80100 s
- ‘
—0.075 - e
[
0.050 | -
0.025 | \ ]
0.000

100 -75 50 -25 0 . 25 50 75 100

Figura 1.1: Distribui¢ao de probabilidades comparando uma caminhada aleatoria classica (Gaussiana) e
quantica (Hadamard) e suas correspondentes dispersées em funcdo do tempo. Retirado de [7].

Caminhadas quanticas descrevem uma caminhada de uma particula de spin-1/2 diri-
gida por um operador de evolugao temporal unitario. O operador de evolugao temporal
unitério, por sua vez, é formado por outros dois operadores: a moeda quantica e o ope-
rador de transla¢ao condicional. A moeda quéantica atua no grau de liberdade interno
da particula (estados de spin-1/2) levando a uma nova superposi¢ao de estados de spin,

entao o operador de translacao condicional desloca a particula condicionado ao seu estado

22
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interno. A particular dinAmica quéntica de tais caminhadas dao espago para efeitos de
interferéncia surgirem, resultando em uma propagacao que é quadraticamente mais ra-
pida do que sua contraparte classica, como ja mencionado, e também no surgimento de
emaranhamento entre posigao e spin [2].

De um modo geral, além das aplicagoes em algoritmos de busca [5, 6], as caminhadas
quénticas demonstraram ser fonte de uma perspectiva frutifera para modelar uma vasta
gama de fenomenos, tais como a implementacao de computagao universal primitiva [8,
9], fenémenos biologicos como a fotossintese [10], até processos sociais como a tomada
de decisao humana [11], dentre outras aplicagoes. Além do mais, a realizagao fisica das
caminhadas quanticas em diversas plataformas experimentais [12]| fazem com que elas
sejam uma rota promissora para a construcao de um computador quantico. Existem
alguns artigos de revisao que fornecem uma ampla visao desse topico bem como outras
de suas aplicagdes [2, 4, 6, 12].

Uma vez que as caminhadas quanticas possuem propagacgao balistica, a probabilidade
de uma particula quantica retornar a sua posicao inicial cai exponencialmente com o tempo
[13]. Contudo, um unico defeito de fase ou rede nessa posi¢ao pode gerar interferéncia
construtiva, localizando o estado quéantico que evolui para um estado estacionério consi-
derando passos duplos no tempo [14]. Nesse trabalho de pesquisa, buscamos responder
como diferentes tipos de defeitos na posi¢ao de origem da particula quantica podem mu-
dar a localizacdo sob a luz de estudos anteriores [13, 14]. Além disso, apresentamos outro
tipo de defeito de rede, comparando seu impacto nas caminhadas quanticas com relagao
aos outros defeitos da literatura. Para tanto, verificamos os perfis de localizacao para
distintos qubits iniciais, além também de caracterizar algumas propriedades dinamicas

tais como a dispersao e a probabilidade de sobrevivéncia.

1.1 Organizacao da dissertacao

A dissertacao esta organizada de maneira que, no proximo capitulo é apresentado
a teoria basica com os principais conceitos a respeito das caminhadas quanticas bem
como seu formalismo matematico. No terceiro capitulo aborda-se o estudo realizado
com os respectivos resultados, detalhando diferentes perfis de localizacao para defeitos
distintos na rede e confrontando-os com os perfis da moeda proposta. Para a moeda

proposta, detalhamos seu comportamento no que tange a propagacao e probabilidade de
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sobrevivéncia da particula. Finalmente, o iltimo capitulo traz as conclusoes do estudo,
sumarizando os principais resultados.
Todas as figuras e gréaficos presentes nesta dissertagao que nao possuem fonte indicada

na legenda sao de propria autoria.
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2 Teoria

Neste capitulo abordamos os conceitos basicos por tras das caminhadas quénticas,
apresentando seu formalismo matematico bem como as quantidades fisicas que serao uti-

lizadas para os calculos numéricos apresentados no préoximo capitulo.

2.1 Caminhada Quantica

O caminhante quantico é descrito por uma particula de spin-1/2 cujos graus de liber-
dade interno e externo sao dados respectivamente por um qubit e a posi¢gao da particula
na rede. A dindmica da caminhada quantica ocorre pela atuacao de um operador unitéario
aplicado sucessivas vezes a um dado estado inicial do caminhante. Tal operador ¢ com-
posto por outros dois operadores denominados moeda quéantica e operador de translacao
condicional. A seguir, entenderemos cada elemento de uma caminhada quéantica e o papel

que cada um desempenha para a dindmica da evolugao do seu estado.

2.1.1 Qubit

Na teoria da computacao e informacao classica, a unidade bésica que carrega a menor
por¢ao de informagao é o bit, o qual pode ter somente um de dois valores [15]. En-
tao, podemos definir um bit como uma unidade de informagao que descreve um sistema,
classico bidimensional [16]. Existem muitos exemplos de bits, a citar: corrente elétrica
através de um circuito ou nao (ou alta e baixa), como uma maneira de denotar "verda-
deiro" ou "falso", ou ainda, um interruptor ligado ou desligado. Todos esses exemplos
estao descrevendo um conjunto de estados de tamanho 2, tais como {0,1}, {F, T}, etc
[16]. No entanto, no mundo quantico, ha situagoes fisicas nas quais um dado estado pode
ser descrito como 0 e 1 a0 mesmo tempo.

O estado quantico ¢ dado pelo vetor ou ket de estado |¢)) (na notacgéo de Dirac) e, ¢ uma

entidade abstrata que contém e serve como base para extrair toda informagao necesséria
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sobre o sistema [17], além de carregar informagdes sobre os resultados de possiveis medidas
[18]. O estado |¢) pertence ao espago vetorial de Hilbert H [15, 18, 19] cuja caracteristica
da linearidade implica no principio da superposi¢ao, isto é, uma combinacao linear de

vetores de estado também é um vetor do mesmo espago de estados
n
) = ai |\, (2.1)
i=1

tal que a; representam coeficientes complexos e a base ¢ dada por {|A1),...,[\,)}. A
dimensionalidade do espaco vetorial H é dada por n e especificada de acordo com a
natureza do sistema fisico em consideragao [20]. Consequentemente, isso nos leva a uma
definigdo de um qubit (bit quantico) como uma unidade de informagcao que descreve o
estado de um sistema quéantico bidimensional sendo completamente definido por um ket
de estado |¢.) pertencente a um espago de Hilbert bidimensional #.* e suas bases de
estados podem ser denotadas por {|0),|1)}, {|H),|V)}, {ID),|E)}, {|T),[{)}, etc.

A implementagao mais simples de um qubit pode ser realizada com base nos estados
de polarizagao de um féton. Nesse caso, pode-se tomar dois estados de polarizacao como
estados quénticos distinguiveis. Por exemplo, o estado |H) pode ser associado com a po-
larizagao horizontal e |V') com a polarizagao vertical. Naturalmente, outras polarizagoes
como a circular e eliptica para direita |D) e esquerda |E), também podem ser utiliza-
das. Outra simples implementagao fisica para o qubit é considera-lo a partir dos estados
fundamental representado pelo estado |0) e o primeiro estado excitado como |1).

A representagao que usaremos ao longo desse trabalho é numa base de spin-1/2 na

dire¢do z dado pelos kets de estado |1) e |]), portanto representa-se um qubit como

[Ve) = ap 1) +ay|l), (2.2)

ou seja, diferente de um bit, um qubit pode estar em ambos os estados |1) e |[{) simul-
tancamente. Essa ¢ a interpretagao fisica para um qubit, o que permite ao estado |v)
infinitas possibilidades de armazenamento de informacao. No entanto, essa informacao
encontra-se no nivel quantico e torné-la acessivel significa efetuar uma medida, o que,

pela mecénica quéntica, leva o ket [1).) ao colapso em |1) com |at|* de probabilidade ou

*O subindice c¢ refere-se a coin (moeda) e na literatura no contexto das caminhadas quanticas, o qubit
é também denominado como uma superposicao de estados de moeda.
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a |}) com probabilidade |a;|*>. O ato de medir altera o estado quantico. Em outras pala-
vras, nao é possivel extrair toda informagao do estado e, apds a medigao, o estado esta
no estado |1) ou ||). Nesse sentido, a medigao torna a informagao contida em um qubit
equivalente a de um bit classico [15, 16].

Os estados [1) e |}) formam uma base ortonormal em H,. e sdo chamadas de base

computacional na computagao quantica [1| e sdo representados matricialmente por:

) = , = : (2.3)

e, sendo |¢.) normalizado, a condi¢ao de normalizagao exige que (1.|t).) = 1, de modo

que |a4[? + |ay|* = 1. Podemos perceber entdo que

¥) = ay +ay = : (2.4)
0 1 Cu

logo, o que observamos ¢ que um bit classico ¢ um tipo particular de qubit (com a4 = 1 ou
a; = 1), mas fora desses casos particulares, o qubit existird num continuo entre os estados
[1) e |}) até que seja observado. Como exemplo, a Figura 2.1 ilustra o "colapso" de um

qubit para um bit.

lar|?

[ar, a,]"

lay|?

[0,1]"

Figura 2.1: Representagao do colapso de um qubit para um bit cléssico no ato da medida.

Os kets |1) e |]) sdo uma base canonica do C? [16], desse modo, sendo 2.4 uma forma
geral para escrever um qubit, podemos assumir que um vetor unitario de C? ¢ um modelo
matemético para um qubit [21]|, pois qualquer elemento nao nulo desse espago vetorial

complexo pode ser convertido num qubit [16]. Ainda assim, um modo ttil de "pensar" um
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qubit é segundo uma representacao geométrica [1]. Desse modo, considerando o fato que
ar = a+ib e ay = c+id sdao niimeros complexos, o vetor unitario’ (a, b, ¢, d) € R* é também
um modelo matematico para um qubit e a esfera S de R? ¢ o lugar geométrico dos qubits
[21]. Numa representagao esférica, podemos reduzir para dois graus de liberdade (por
exemplo, latitude e longitude) [16], reescrevendo os coeficientes at+ e a; na forma polar
ar = a+ib = py(cos Py +isingy) = pre®t e a) = c+id = p(cos P +ising)) = p e,

portanto a equacao 2.2 pode ser reescrita na forma que segue:

%) = pre T [1) + pye L), (2.5)

e evidenciando o termo e?1,

[9) = et (pr [1) + pre’ @ 1), (2.6)

E interessante notar que €™t [1)) é equivalente a [1)), pois esse fator de fase global,
nio tem efeito observavel, uma vez que [e1 [¢) |2 = e et (p|y) = (YY) = |[¥) |?
sendo portanto irrelevante. Agora, nos restam trés parametros reais 5 = ¢, — ¢r, pr € py,
mas usando a condi¢ao de normalizagdo temos que |ar|* + |a;|? = |pt|* + |p)|* = 1, que
podemos reescrever como |py| = cosf e [p,| = sinf tal que 0 < 0 < 7. Tomando a = 20,

o qubit pode ser representado agora na sua forma polar

) = cos 5 11) +sin S |4). (2.7)

com 0 < a<mel< B <27 na representacao da esfera de Bloch.

Na esfera de Bloch na Figura 2.2, o pélo norte representa o qubit |1) enquanto o polo
sul representa o |]). Por outro lado, se o qubit se encontra na linha do Equador, existira
50% de chance de colapsar no [1) ou |}). Portanto, o que determina as chances de colapso
é o angulo polar a que expressa a latitude de um qubit na esfera de Bloch. J& a fase
relativa entre |1) e ||) dada pelo dngulo azimutal 8 determina a longitude de um qubit.
No contexto das caminhadas quanticas, o operador moeda é uma porta quantica de um
qubit que realiza uma operagao sobre ele, levando-o de um qubit a outro na esfera de

Bloch, como pode ser visto na segao a seguir.

TRepare que a? 4+ b + ¢ + d? = 1 devido a condicdo de normalizagdo.
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Figura 2.2: Esfera de Bloch.

2.1.2 Operador Moeda

O qubit conforme descrito anteriormente obedece a condicao de normalizacao e a
atuacao de um operador sobre o qubit deve preservar sua norma. Em razao disso, moedas
quanticas sao matrizes unitarias 2 x 2, que levam de um qubit a outro, o que equivale a
uma rotagao na esfera de Bloch [16] mantendo preservado sua condigao de normalizagao?.

As matrizes de Pauli X, Y e Z sao exemplo dessas moedas, escritas como

. ' ~ (1 0
Y . 2 : (2.8)
10 i 0 0 -1

S
II
II
II

e levam a uma rotagdo na esfera de Bloch de 180° sobre os respectivos eixos x, y e z
[16]. Além destas, duas moedas frequentemente utilizadas na literatura sdo a Hadamard

e Fourier:

1 (1 1 ~ 1 (1
— F=— . (2.9)

H ,
V2 \1 -1 V2 \i 1

A titulo de exemplo, tomemos a atuacao das moedas HeF (Eq. 2.9) bem como uma das

moedas de Pauli X sobre o qubit 1)

Embora exista na literatura caminhadas quanticas nao-unitarias, nao é o caso desse trabalho.
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1 1 1 1 (1 1 (1 1 (0 1
HiY = — = = ) = =+,
=25, (O 1 O =

ﬁ711z1711711i071 ,
|T>—Ei1 . vl ——20 +E1 _ﬁ(|T>+ZM>)’

A moeda Hadamard H rotaciona o qubit de 7/2 em « levando o qubit para a linha
equatorial da esfera, gerando assim uma superposigao igualitaria entre os estados |1) e
|1}, conforme ilustrado na Figura 2.3. Convém observar que a moeda Fourier F também
gera uma superposi¢ao igualitaria, todavia com uma fase relativa § de /2 entre 1) e
||). Portanto, a atuacao de I produz uma rotacao de 7/2 em ambos os angulos polar
a e azimutal § (Figura 2.3). Finalmente, a operagdo da moeda X de Pauli, conforme
ja mencionado anteriormente e exposto na ilustracao da Figura 2.3, leva a uma rotacao
de a = m, equivalente a 180° em torno do eixo z. A curiosidade da moeda X6 que sua
atuagdo apenas inverte a base de estado do qubit, isto é, se a atuagao for em ||) uma

rotagdo 7 no angulo polar na esfera de bloch levara o qubit ao polo de cima [1). Essa

moeda, em particular, é conhecida também como porta NOT.

1)

Figura 2.3: Representacao da atuagao dos operadores Hadamard H , Fourier F' e Matriz de Pauli X na

esfera de Bloch sobre um qubit no estado [1).
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Contudo, é conveniente pensar numa forma de rotacionar a esfera de Bloch por um
dado angulo 6 arbitréario em torno dos eixos x, y ou z [16], de modo que possamos escrever
a moeda da forma mais geral possivel. Para tanto, usamos as matrizes de Pauli (Eq. 2.8)
exponenciadas, pois dao origem a trés classes de matrizes unitarias de rotacao em torno

dos respectivos eixos z, y ou z [1] definidas pelas equagoes

4 0 0 cos —¢8in 2
R.(0) = e 9X/? = cos =T —isin =X = 2 2,
2 2 —1 8in g Cos g
_ 0 cos? —sint
R,(0) = e /% = cos I —isin=Y = 2 2, (2.11)
v 2 .9 9
— Sin 3 COS 3

; 0 .
R.(0) = e %/ = cos -] —isin-Z = ‘
2 2 0 610/2
Supondo m e n vetores unitarios reais nao paralelos, é possivel escrever um operador

moeda tal que

C = " Ra(B) Rin(7) Ra(6), (2.12)

sendo «, 3, 7 e 0 parametros reais. Assim, com base na Eq. 2.11, podemos escrever Eq.
2.12 como, por exemplo, C' = e R;(B)Ry(v)R:(). Desse modo, o operador moeda geral

pode ser expresso da seguinte maneira

~ . [e®2 0 cos? —sing e~/2 0
G = e | | (2.13)
0 €2 —sind  cos? 0 92

Seja cosv/2 = \/q, B =20, 0 = 2¢ + 7 e o = m o operador moeda a(t) escrito da
maneira mais geral como C(t) = e ) (M + e 1) W+ e ) (1 + ¢ |[4) (3] na base
{IT), 4)} na forma matricial é

M= )= VO /T=ae" , (2.14)

iy VI=qe? — /qel")
onde, 0 < ¢g<1e0<86,¢ < 2r [22]. Esses trés parametros sdo independentes, o ¢
representa a tendéncia da moeda, enquanto que os outros dois parametros 6 e ¢ estao

relacionados com as fases relativas. Se o objetivo, por exemplo, é aplicar um operador
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moeda justo de tal modo que leve o qubit a uma superposicao de estados igualitaria entre
[T) e |J), define-se ¢ = 1/2, e quando o interesse é uma moeda tendenciosa, usa-se q # 1/2.
Hadamard e Fourier sao portanto, exemplos de moedas justas (¢ = 1/2), mas enquanto

os parametros ¢ = ¢ = 0 nos fornecem fAI, 0 = ¢ = /2 nos levam a F.

2.1.3 Estado da Caminhada Quantica

O estado inicial de uma caminhada quantica |¥(0)) é dado pelo produto tensorial
do qubit |¢).) pelo estado de posi¢ao [¢),) correspondendo respectivamente aos graus de
liberdade interno e externo do caminhante. Esses estados sao subsistemas quanticos,
cada qual pertencente a seu respectivo espago de Hilbert. Enquanto o qubit pertence
ao espaco de moeda H,, o estado de posicao [¢,) = >, f(j)|7) (j € Z) pertence ao
espago de posigoes H, (infinito e enumeréavel) e f(j) ¢ uma funcdo de distribui¢ao que
define como o estado inicial esta distribuido ao longo das posigoes [23]. Portanto, o estado
inicial |¥(0)) = |¢.) ® |1),) de uma caminhada quantica é bipartido [24] e pertencente a
H =H.® H,. Considerando um estado local tal que f(j) = 0(j), podemos escrever

|W(0)) = (COS% 1) + sin %ew 1)) ©10). (2.15)

A evolugao temporal para o estado da caminhada, conforme postulado pela mecéanica

quéantica para um sistema quéantico fechado, é dado pela equacao de Schrodinger

L d|P)
h——=H |V 2.1
! dt ) (2.16)

tal que h é a constante de Planck e H é a Hamiltoniana do sistema fechado [15, 18,
19]. Todavia, o processo de evolugao dado pela equagao de Schrodinger pode também ser
descrito por uma transformacao unitaria. Isto é, se o estado do sistema no tempo t; é
|W(t1)) e o estado no tempo ty é |U(t3)), o processo de evolucdo de t; para t, pode ser
descrito por um operador unitario ﬁ(tl, ty) tal que |V (t2)) = ﬁ(tl, ta) |W(t1)). Desse modo,

a evolucao do estado da caminhada é definida por um operador de evolugao temporal

particular U que atua sobre |¢.) ® |¢,), o qual é dado por

U=58-(CeL), (2.17)
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onde I, é o operador identidade em H,, C' é a moeda quantica e S é o operador de

translagao condicional, que por sua vez é dado por
S=Y (IM@eli+1) G+ el -1) 36D, (2.18)
J

e atua levando os estados |1) ®|j) para [1)®]j + 1) e |})®|j) para [{)®]|j — 1). Nesse sen-
tido, a atuacao do operador U implica em, primeiro, uma rotagao no espago das moedas,
com a atuacao de C ® I no estado inicial da caminhada, seguido da atuac¢ao do operador
S que a translada as posi¢oes do caminhante condicionado pelos estados de spin.
Tomemos como exemplo um estado inicial local [W(0)) = |1)®]|0) e a moeda Hadamard
H. Ao aplicar o operador U obtemos |¥(1)), ou seja o estado no primeiro passo de tempo,

da seguinte maneira

A(1 1 1

_3 =  |0)
2\1 —1/\o

~ 1

S(ﬁ , ® |0)
=§< <|¢>+|¢>>®|o>)

7
;m M@l +1) G+ 18 @i — 1) <j|>> (%um W) e |o>)

(IT) (T11) @10+ 1) (0]0) + 1) (I | 1) ©[0—1){0]0))
(!T> ® 1)+ el-1).

%I

(2.19)

A atuagao do operador moeda, conforme mostrado na Figura 2.3, levou o estado |1)
a uma superposigao de estados entre |1) e ||). Em seguida, a atuagao de S transladou os

respectivos estados internos do caminhante para as posi¢oes simétricas j = +1 ¢ j = —1.
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Se no lugar de H atuasse ﬁ, por exemplo, no estado |1) em j = 0 o estado seria dividido
também entre essas posigoes simétricas, porém com diferenga de fase relativa de 7/2 entre
estados de spin.

Assim, tratando-se de uma evolug@o em tempo discreto, ap6s um nimero n de passos

da caminhada, o estado pode ser escrito como
W(n)) = Un)...01) [W(0) = T [ U [¥(0)), (2.20)
t=1

sendo 7 um operador que tem a funcao de explicitar a ordem temporal do produtoério na

atuacao do U. Portanto, sabendo que um estado geral pode ser escrito como

() =Y (aG,t) [1) + b, 1) [1)) ® 1), (2.21)

J

e como |U(t)) = U(t) [¥(t — 1)), podemos reescrever as amplitudes de probabilidade atra-

vés de equacoes de recorréncia na forma

a(jv t) = CTT(j - 1,t)(l(] - 17t - 1) +CT~L(j - 17t)b(] - 17t - 1)7

b(j,t) =cp(G+ L t)a(j+1,t —1)+cy (G +1,0)b(7 +1,t — 1),

(2.22)

que sao utilizadas a partir de um procedimento iterativo, para obter todas as amplitudes
no tempo e para todas as posigoes. A partir dessas amplitudes, é possivel calcular varias

quantidades de interesse no nosso trabalho, como mostrado na se¢ao a seguir.

2.1.4 Quantidades de interesse

Devido a interpretacao estatistica do processo de medida na mecéanica quéantica, o
calculo da probabilidade é imprescindivel para obtermos todas as quantidades de interesse
relevantes para esse estudo. A probabilidade de encontrar a particula numa dada posi¢ao
J num tempo ¢ é dada por P(j,t) = | (j|¥(¢)) |*, que ao usarmos a forma geral do estado

|W(t)) (Eq. 2.21) nos fornece

P(j,t) = la(5,t)]* + [b(j, 1) %, (2.23)
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tal que o primeiro termo acima P;(j,¢) = |((Y] @ () |¥(#)) |*> = |a(j,t)|* e o segundo
P(5,t) = [({{| @ (J]) [9(t)) |* = |b(j, t)|* nos fornecem as probabilidades de medir em j a
particula no estado |1) e |}) respectivamente. Portanto, a soma dessas duas quantidades
nos fornecem a probabilidade total de medir a particula nessa posicao, independente do
seu estado interno. Essa probabilidade pode ser entendida como a intensidade da onda de
De Broglie num dado ponto no espago, que é proporcional a probabilidade de encontrar,
naquele ponto, a particula material que corresponde a onda [17].

Ao longo desse estudo, consideramos caminhadas quénticas que partem da origem
j = 0 (estado local). Em particular, como estamos interessados nos perfis de localizagao
na origem, podemos avaliar essa localizagao com a probabilidade de retorno da particula

a sua posicao de origem, ou seja
P(0,t) = [ (0] (t)) |* = |a(0,1)]* + [b(0, 1), (2.24)

que para facilitar a notagdo tomaremos simplesmente como FPy(t). Para analisar a di-
namica assintotica do estado da caminhada empregamos a chamada probabilidade de

sobrevivéncia

PS(t) = [ {Wo(t)|¥e) %, (2.25)

sendo |Wy(t)) = (0|¥(t)), ao passo que |¥(0)) corresponde ao estado inicial da caminhada
dado pela Eq. 2.15. Diferente da Eq. 2.23, que descreve a probabilidade de encontrar o
estado do caminhante num dado ponto da rede no tempo, a Eq. 2.25 descreve a probabi-
lidade de encontrar o proprio estado inicial na posicao de partida da caminhada. Desse
modo, trata-se da probabilidade de encontrar o estado |¥(0)) no passo de tempo t na
posicdo inicial da caminhada |0), podendo ser interpretada como a fidelidade ao estado
inicial, ou seja, indica o quanto de |¥(0)) permanece na posigao de partida do caminhante
ao longo do tempo [25, 26].

Por ultimo, estamos interessados também nas propriedades de transporte, em particu-
lar a dispersao do estado ao longo do tempo. A dispersdo é calculada pela raiz quadrada
da variancia, que por sua vez, pode ser escrita como a diferenga entre os valores médios

(7%) e <j>2 [27]. Assim, a dispersao é dada por

o =1/(72) - ()% (2.26)
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e sabendo que o valor médio de j* ¢ dado por
=Y J*PG), (2.27)
J

substituindo a Eq. 2.27 para k = 1 e 2 e a Eq. 2.23 na dispersao dada pela Eq. 2.26

temos que

o(t) = \ ZjQP(j, t) - <ZjP(j, t))

(2.28)

:\Z] £)[2 + [b(4,¢) (Z] la(G, D)2 + 60, D)2 )) ,

que assim como as demais quantidades de interesse, sao calculadas a partir das amplitudes

de probabilidade a(j,t) e b(j,t) obtidas via equagoes de recorréncias (Eq. 2.22).
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3 Resultados

Nosso objetivo neste capitulo é estudar por meio de calculos numéricos, o impacto
de diferentes tipos de defeitos de rede em uma caminhada quéantica discreta no tempo
unidimensional. Tratamos aqui de caminhadas partindo de um estado local, cujo defeito
é introduzido na posi¢ao de origem. Primeiramente, entenderemos como diferentes tipos
de defeitos mudam essa localizagao. Para tanto nos apoiaremos nos estudos de Konno
[13] ¢ Wojcik et al [14], reproduzindo scus resultados através de simulagdes numéricas ¢

comparando-as com nossa proposta de defeito de rede.

3.1 Caminhadas Quanticas com um Unico Defeito na Rede

A caminhada quantica pode ser denominada como ordenada, quando a moeda é fixa
no tempo e na posicao ao longo da evolugao temporal da caminhada. Todavia, a litera-
tura apresenta estudos nos quais sao introduzidos diferentes tipos de defeitos de rede na
posicao inicial da caminhada [13, 14, 28-30]. Uma vez que caminhadas quanticas possuem
dispersao balistica, a probabilidade da particula retornar a sua posicao de origem cai ex-
ponencialmente no tempo [13|. Contudo, um tnico defeito de rede nessa posigao pode
gerar interferéncias construtivas, armadilhando a particula e localizando parcialmente o
estado quantico que evolui para um estado estacionario em passos de tempo duplos [14].

Konno estudou localizac¢ao via abordagem combinatoria de contagem de caminho [13],
empregando na caminhada um defeito de rede através de uma moeda Cr justa e fixa no
tempo. Os parametros da moeda utilizada por Konno foram ¢ = %, =weqp=—w,de
modo que, de acordo com a Eq. 2.14, a moeda ¢é escrita como,

N 1 1 ew

Ox = — , 3.1
K \/5 e—iw -1 ( )

introduzindo uma inomogeneidade na rede em j = 0, que depende somente de um para-
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metro w € (0, 27), enquanto nas demais posigoes ao longo do tempo mantém-se a moeda
Hadamard.

Wojcik et al. adicionou um defeito de fase & uma moeda Hadamard na origem. Resol-
vendo equagoes de recorréncias para estados estacionérios, eles calcularam a sobreposicao
entre esses estados com alguns qubits particulares ([14]). A peculiaridade do defeito im-
plementado por Wojcik et al. esta em usar a mesma moeda em todo a evolugao temporal
da caminhada, introduzindo simplesmente uma fase global na moeda em j = 0. A moeda

de Wojcik 6W também é justa e fixa no tempo, podendo ser escrita da seguinte maneira,

N 1 [ev W P

Cw = 72 e =e“H, (3.2)
onde H & a moeda Hadamard (Eq. 2.9). O defeito de fase é um tipo de defeito de rede,
no qual uma fase global é adicionada & moeda Hadamard em um ponto especifico da rede
[14].

Para os célculos do nosso trabalho, além de estudarmos as moedas do Konno e Wojcik,
propomos também uma moeda justa GT em j = 0, cujos parametros sao § = ¢ = w na
Eq. 2.14, de tal modo que nossa moeda fica,

N 1 1 ew
Cr = E ] (3.3)
enquanto as demais moedas em outras posicoes da rede sao Hadamard.

Considerando as moedas de Konno e Wojcik [13, 14| e a nossa moeda, consideraremos
no nosso trabalho uma moeda dependente da posi¢ao, um operador geral, no qual a
partir de uma mudanca de pardmetros podemos simular os trés tipos de caminhadas com

defeitos,

einT(sjn einl(Sj‘n

1
1 3.4
\/§ eiw“ djin eiwii jn ( )

1, se j=n

0, se j#n
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sendo j a posi¢ao do caminhante e n a posicao do defeito. Essa moeda, portanto, introduz
uma caminhada Hadamard com um defeito de rede em uma posicao especifica. A titulo
de exemplo, o conjunto de parametros (wyr,wry,wyr,wy)) = (0,7/2,7/2,7) na Eq. 3.4,
leva a uma caminhada Hadamard com um defeito Fourier em 7 = n. Portanto, os defeitos
nas caminhadas quanticas estudados por (i) Konno, (ii) Wojcik e (iii) nossa proposta de

defeito, podem ser modelados usando os seguintes conjuntos de parametros:
(1) (wir,, wrp,wip,wyy) = (0,w, —w, 0),
(i) (wrt,, Wiy, wip, wyy) = (W, w,w,w),

(iii) (wiy,, Wiy, wip, wyy) = (0, w, w, 2w).

Em vista da moeda dependente da posi¢ao geral (Eq. 3.4), as equagoes de recorréncia

a partir da Eq. 2.22 podem ser reescritas como

a(j? t) = \/Li [einT(S'jil’na(j - ]-7 t— 1) + 6iww6jil’nb(j - 17t - 1)} )

A | (3.5)
b(j,t) = 5 [0 ima(f + 1,8 — 1) — e™nlrind(j + 1,t — 1)]

sendo utilizadas para calcular todas as amplitudes e quantidades de interesse nesse estudo.

3.1.1 Moeda Konno 6’;{

+iv impde uma fase

Em relagao a moeda do Konno (Eq. 3.1), observa-se que o termo e
relativa de w entre os estados da moeda. Partindo da Equagao 2.15, ao aplicar o operador
de evolugao temporal (Eq. 2.17) em passos duplos a atuagdo da moeda do Konno na

posicao |0), segundo nossas equagoes de recorréncia (Eq. 3.5), leva a

oo (3) —sin ()]
e “cos|=)—esin (=
2 2/17
a a

(3.6)

Uma vez que o célculo da probabilidade Py(t) é dado pelo quadrado das amplitudes,
conforme Eq. 2.24, a dependéncia com qubit inicial é eliminada apds o célculo de P(0,t).
Essa moeda, portanto, gera o mesmo perfil de localizacao independente do qubit inicial

(Figura 3.1).
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Como um de seus principais resultados, Konno mostrou que no limite de t — o0, a

probabilidade de retorno da particula a sua origem em passos duplos 2t é expressa por

2 — 2cosw)2

3.7
3 — 2cosw (3.7)

c(w) = lim Pofw,2t) = (

assim, independente do qubit inicial, ¢(w) cresce com w até ¢(m) = 0,640 [13], conforme

ilustrado na Figura 3.1.

0,7

0,6 1
0,5 r 1

0,4 | ]

—~

3

~—

Q

0,3 | |
0,2 ]

0,1 | :

0 I I I
0 0,5 1 1.5 2

w(unidades de )

Figura 3.1: Probabilidade de retorno da particula para t — oo dada pela Eq. 3.7 obtida por Konno [13].

A partir da moeda dependente da posicao dada pela Eq. 3.4 com os paradmetros
(W, Wiy Wi, wyy) = (0,w, —w, 0) que fornecem Ok (Eq. 3.1), calculamos as probabilida-
des de retorno no tempo através da Eq. 2.24, a partir de um procedimento iterativo para

obter as amplitudes na origem via equagoes de recorréncia (Eq. 3.5) e verificamos, como
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previsto, que tais probabilidades dependem somente do parametro w

Py(w,2) = %7

Py(w,4) = %(3 —2cosw),

Py(w,6) = %(3 —2cosw),

Py(w,8) = 318(_40 cosw — 2 cos(2w) + 2 cos(3w) + 49),

Py(w,10) = %8(40 cosw — 2 cos(2w) + 2 cos(3w) + 49),

Py(w,12) = 5%(—162 cosw — 22 cos(2w) + 13 cos(3w) + 3 cos(4w) — cos(bw) + 194),
Py(w,14) = 5%(—162 cosw — 22 cos(2w) + 13 cos(3w) + 3 cos(4w) — cos(bw) + 194),

()

e a partir do passo t = 4 observa-se que Py(w,t) = Py(w,t + 2) para t = 4k com k € N*.
Desse modo, é possivel escrever a probabilidade de retorno como uma série da seguinte

maneira
2k—1

Py(w, 4k) = Z A,, cos(nw), (3.8)

onde A, corresponde aos coceficientes da série. Podemos comparar a Eq. 3.8 com ¢(w),

expandindo via Fourier a Eq. 3.7 em uma série de cossenos

PwﬂzO—g%>+@—£%}mw+G—i%}m%%@@Z@, (3.9)

e comparar os valores dos primeiros A,, de nossos calculos na Eq. 3.8 com os coeficientes
da expansao F,. para 20 passos, conforme ilustrado na Figura 3.2.

Ao comparar nossos célculos em ¢ = 20 com o modelo do Konno para w = 7/2 e
w = m, vemos que as diferencas entre os resultados do Konno e os nossos sao pequenas,
conforme Tabela 3.1. Todavia, quando w — 0 ou w — 27 essas diferencas sao acentuadas.
Consequentemente, torna-se essencial um niimero maior de passos na caminhada quantica
para verificar a convergéncia desses valores. Nesse sentido, a Figura 3.3 mostra a esquerda
Py(w) da moeda C k considerando diferentes periodos de tempo. Como pode-se observar,
para caminhadas longas o comportamento de F, aproxima-se dos resultados do Konno
para todo valor de w. De fato, & direita a Figura 3.3 revela que as caminhadas com 100

e 1000 passos sdo capazes de explorar o comportamento de t — oo com discrepancias |0|
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Figura 3.2: Coeficientes A,, da Eq. 3.8 (linhas solidas) e os coeficientes correspondentes de F. da Eq. 3.9

(linhas tracejadas).

da ordem de 1072 e 1073 para t = 100 e 1000 respectivamente.

w c 1) So
/2 | 0,444 0,458 0,431
m | 0,640 0,646 0,631

Tabela 3.1: Calculo de ¢(w), Py(w,20) e Sp(w,20) = Zi:o A,, cosnw que nos fornece a soma dos quatro

primeiros termos da série dada pela Eq. 3.8 para w = 7/2 e 7.

0,7 : : : 6
0,6+ 1 4t
0,5t | 5l
. 07,_1 L il . 0 /\ /\
= S
S o030t 1 = 5
0,2+ 1 4t
=10 —
L t=100 —— ] el t =10 ——
0,1 t=1000 —— 6 t=100 ——
O L C(w\) 777777 L 8 L t:100\0 — L
0 0,5 1 1,5 2 0 0,5 1 1,5 2

w (unidades de ) w (unidades de )

Figura 3.3: Probabilidade Py(w,t) de localizagao e 6 = ¢(w) — Py(w,t) para t = 10 (curvas pretas), 100

(curvas vermelhas) e 1000 (curvas azuis) e c(w) (curva tracejada verde).

Uma vez que a diferenca entre o célculo do Konno para ¢ — oo em relacao ao nosso

com t = 1000 nos fornecem diferencas tao pequenas, entao a partir desse ponto, nosso
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trabalho sera voltado ao estudo da probabilidade de localizacao em relacao as moedas de
Wojcik e a nossa que sao dependentes do qubit inicial, somente com caminhadas quanticas

com 1000 passos de tempo.

3.1.2 Moeda Wojcik Cjy

Wojcik trabalha com uma moeda e [ (Eq. 3.2), conforme ja visto, que ¢ basicamente
uma moeda Hadamard com uma fase global w. Observa-se que GW mantém a mesma fase
relativa entre os estados de spin da moeda de Hadamard. No entanto, esta fase relativa na
origem ¢é levada para outras posi¢oes via cédlculos de recorréncia ocasionado uma quebra
da simetria da fase relativa em comparacao com a moeda de Konno C - Isso faz com que
surja uma dependéncia da localiza¢do com o qubit (¢, 3) do estado inicial da caminhada
quantica, além do parametro w.

Considerando os parametros para a moeda 6’W, (W, wrp, Wi, wyy) = (W, w,w,w) na
Eq. 3.4 que fornecem a Eq. 3.2, calculamos a probabilidade de retorno na posicao de
origem com a Eq. 2.24 por intermédio da Eq. 3.5 e verificamos que a probabilidade de

retorno depende dos parametros a e 5 do qubit ja nos primeiros passos de tempo

Py(w,2) = %,

Py(w,4) = é(S —2cosw — 2sinasin fsinw),

Py(w,6) = é(?) —2cosw — 2sinasin fsinw),

Py(w,8) = %(47—3400&0—4 cos(3w)—2sin asin F(17 sin w+2 sin(2w) —2 sin(3w))),
Py(w, 10) = 518(47_34 cos w—4 cos(3w)—2sin asin B(17 sin w+2 sin(2w) —2 sin(3w))),

()

além do parametro w e, do mesmo modo que ja visto anteriormente, a partir do passo
t =4, Py(w,t) = Py(w,t + 2). Entao, as probabilidades podem ser escritas como
2%k—1
Py(w, 4k) = Z [B,, cos(nw) + C,, sin asin B sin(nw)] , (3.10)
n=0
onde B, e C, correspondem aos coeficientes da série. Convém observar que a Eq. 3.10

sugere que essa dependéncia com o qubit inicial aparece somente para os casos nos quais
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sinasin 8 # 0.
A Figura 3.4 mostra a probabilidade Py(w,t) para trés qubits iniciais junto com a
sobreposicao total F(w) entre estados estacionarios e esses qubits [14]. Essa sobreposigao

é dada por F, paraw € (0,7/2], Fy + F_ paraw € (7/2,37/2) e F_ para w € [37/2,27)

tal que
Fy = [(Ds]e) %, (3.11)
onde
1 1 1
) =1/3 3.12
=) \/2+4coswq:4sinw—6 — ’ (3.12)

correspondem aos estados estacionérios [14]. A comparagao entre os nossos calculos com
os do modelo do Wojcik revela que o método estacionario pode explorar os perfis de
localizagao introduzidos por um defeito de fase na origem ou em outras posigoes [28] e

apresenta boa concordancia com nossos célculos.

0,8 1
0,7 r
--------------- 10,8
0,6 | e7 /.:'. ~~:~.~‘ ~~~\ )
. e Jfo W\ ¢ .
. w4 RS .
K YA W\ s N
0,5+ ., S/ *\ % 106
3 . S AW Y ’ <>
= 0,4 = ,' " . “ \‘ \‘ \3/
Qq .' ' " T\ ) O 4 LLI
v
0’3 B '. '—’- '. “ -.~N ' !
' " ' |l 5‘\ ll
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0,2 ’: " : “ “ “
1 1)
1 1 “ '; 0,2
Oal :l::’ :' . ‘|"l
' 4
] L] ¥
0 : 0
0 0,5 1 1,5 2

w (unidades de )

Figura 3.4: Probabilidade Py(w) da localizacdo (linhas solidas) e sobreposigao total F(w) (linhas trace-
jadas) entre estados estacionérios e qubits iniciais [14] dado pela Eq. 3.11 para os qubits [1) (preto),

%(\T) +1[{)) (vermelho) e \%(H) —i|})) (azul).

3.1.3 Moeda Proposta C’T

Considerando agora a nossa moeda éT na Eq. 3.3, observa-se que esta possui algumas
similaridades e diferencas em relacao ao defeito de fase introduzido pela moeda C’\W. O

determinante de ambas as moedas é o mesmo. Contudo, ao reescrever Cr com uma fase
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global, temos
~ eiw e~ 1

CT = )
V21 —ew

(3.13)

o que mostra que além da fase global, esta moeda introduz uma fase relativa extra w
entre os estados de moeda. Portanto, isso resulta em uma translacao de 8 por w apos
5T atuar no qubit. O calculo da probabilidade de retorno, assim como para as outras
moedas, considerando passos duplos ¢é tal que Py(w,t) = Po(w,t + 2) para t = 4k com
k € N* e apresenta a seguinte forma
2%—1
Py(w,4k) = Z [B,, cos(nw) + C,, sin asin(f + w) sin(nw)], (3.14)
n=0
tendo os mesmos coeficientes B,, e C,, do caso GW, embora com uma nova dependéncia em
f+w. Por exemplo, para k = 1, Py(w,4) = 3/8—(1/4) cosw — (1/4) sin asin(f +w) sin w.
Essa diferenca em relagao a moeda do Wojcik traz novos perfis de localizagao, conforme

mostrado na Figura 3.5.

0,8

0,7 | ]
0,6 | ]
0,5 | ]

0,4 | ]

P()(CU)

0,3 i
0,2 .

0,1} ]

0 I
0 0,5 1 1,5 2

w (unidades de 7)

Figura 3.5: Probabilidade Py(w) da localizagao (curva solida) para os qubits |1) (preto), \%( [T 4+ i)
(vermelho) —=(|1) —i[l)) (azul), 5(I1) + 1)) (verde) e (/1) — [{)) (marrom).

A Figura 3.6 mostra Py em fun¢ao do qubit inicial («, #) para w = 7/2, a proposta do
Wojcik com éw € a nossa com GT, ou seja, estamos comparando caminhadas quanticas

com um defeito de fase de 7/2 ¢ com um defeito Fourier na origem. Observamos o
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PO (a7 )0 3 .........

Figura 3.6: Probabilidade para w = 7/2 em fungao do qubit inicial («, 8) para o caso do defeito de fase
do Wojcik (pontos azuis) [14] e nossa proposta de defeito de rede (pontos laranjas).

mesmo perfil de localizagao para ambos os casos, no entanto deslocados por 7/2, conforme
esperado, visto que a diferenca entre as Eqs. 3.14 e 3.10 reside na translagao imposta pela
nova dependéncia com [ 4+ w. A integracao de F, sobre toda a esfera de Bloch, leva ao
mesmo perfil de localizagdo médio em fungao de w idéntico ao do qubit inicial |1} (curvas
pretas nas Figuras 3.4 e 3.5), ja que ambas superficies na Figura 3.6 s@o iguais a menos

de uma translagao.

3.1.4 Propagacao e Probabilidade de Sobrevivéncia

Todas as caminhadas quanticas consideradas aqui tem como caracteristica comum
armadilhar parte do estado na origem sem evitar a propagacao de parte do estado nao
aprisionada. Esses defeitos podem ser entendidos como um pogo de potencial, de forma
analoga aos problemas classicos de mecéanica quantica, de modo que os auto-estados ge-
rados devido a evolucao temporal, ocorrida pela atuacao da opcracao unitaria podem ser
pensados como estados ligados e os estados remanescentes correspondem entao aos esta-
dos espalhados [14]. Portanto, pode ser interessante dar uma olhada no comportamento
dessas caminhadas ao longo do tempo. Primeiro, é conveniente contrasta-la com as propri-
edades de propagacao da caminhada quantica ordenada Hadamard e em seguida, vamos

analisar suas caracteristicas dinamicas assintéticas comparando a parte armadilhada com
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o estado inicial da caminhada quantica.

Vamos considerar uma caminhada quantica com um defeito Fourier na origem par-
tindo do qubit \%(H) —|})). Este qubit especifico apresenta a maior probabilidade de
ocupar a posicao de origem para um defeito Fourier (éT para w = m/2) entre os casos
estudados na Figura 3.5. Para efeito de comparagao, vamos considerar uma caminhada
Hadamard partindo de um qubit inicial \%(H) +i|J)). Escolhemos estados distintos para
cada um deles, porque ambos levam a distribui¢oes de probabilidade simétricas. A Fi-
gura 3.7 mostra a distribuicao de probabilidade de ambas juntamente com a respectiva
dispersao calculados a partir da Eq. 2.28. A parte do estado nao aprisionada é dada por
alguns picos simétricos separados por V2t posicoes, o que também ocorre na caminhada
Hadamard [23]. Somado a isso, verificamos no grafico da dispersao que, ambos exibem

comportamento balistico tendo coeficientes de difusao bem similares.
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Figura 3.7: Distribuicdo de probabilidade P(j) da caminhada quantica com um defeito Fourier na origem
(Cr para w = 7/2) e caminhada Hadamard partindo dos qubits iniciais \/LE(H) — ) e \%(H) + i),
respectivamente, apos 100 passos. Os pontos no grafico sao somente para as posi¢oes pares e as linhas
conectando-os sio guias para os olhos. No detalhe: dispersiao (Eq. 2.28) para ambos os casos.

Convém ressaltar que a localizacao estudada aqui é notavelmente distinta da locali-
zacao de Anderson, a qual surge quando uma particula quantica propaga-se em um meio
desordenado e é caracterizado pela auséncia de difusao. Uma maneira de gerar uma lo-
calizagdo de Anderson no contexto das caminhadas quanticas ¢ através de uma desordem

estatica, ou seja, quando moedas quanticas sao escolhidas aleatoriamente em cada posi-
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¢ao [31]. Em razao disso, é razoavel supor que um conjunto randémico de defeitos de
redes sobre varias posigoes tal como os estudados aqui, naturalmente levam a uma forte
localizagao interrompendo qualquer tipo de difusao.

Outra maneira de interpretar um tnico defeito, como o exposto aqui, é assumindo-o
como uma fronteira ou barreira absorvedora. Quando uma particula classica inicia uma
caminhada na presenca de tal fronteira, esta é totalmente absorvida. Contudo, isso nao
acontece com uma particula quantica. Por exemplo, um estado inicial 1) ®|0) dirigido por
uma moeda Hadamard préximo a uma barreira absorvedora tem uma probabilidade de
escape de =~ 0.36 |2, 4]. Em particular, a parte do estado nao absorvida por tal fronteira
mantém uma, difusao balistica. Nesse sentido, podemos afirmar que ha uma semelhanca
consideravel entre a caminhada quantica com um tunico defeito e uma caminhada na

presenca de uma barreira absorvedora.

0.7
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0 n L
0 200 400 600 800 1000
t

Figura 3.8: Probabilidade de sobrevivéncia para os qubits \%(\T) —14)) (circulos pretos), |1) (quadrados
vermelhos) e %(H) + [4)) (losangos azuis) para uma caminhada quantica com um defeito Fourier na
origem. Os qubits \/Lg(|T> +4||)) tem o mesmo comportamento apresentado pelo |1). Os pontos no

grafico sdo somente para passos de tempo pares (P # 0) e as linhas conectando pontos sdo somente guias
para os olhos.

Por dltimo, ainda considerando um tnico defeito Fourier introduzido por meio de nossa
moeda, é pertinente examinar as caracteristicas dinamicas assintoticas da parte do estado
aprisionado comparando-o com seu respectivo estado inicial. Para tanto, calculamos a

probabilidade de sobrevivéncia via Eq. 2.25 para caminhadas quanticas partindo de trés
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distintos qubits iniciais na Figura 3.8). Quando a caminhada quantica parte dos qubits
\%(H) —14)) e \/ii(|T> +1})) a razao PS/ P, sobre o tempo é 1. Portanto, particularmente
para esses qubits, esse defeito de rede nao altera a fase relativa entre os estados de spin
na posicao da localizacao. Entretanto, para os demais qubits considerados, essa razao

converge para ~ 0.5 indicando uma mudanca na fase original do qubit.
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4 Conclusoes

A proposta inicial de investigacao era compreender como diferentes defeitos na posigao
de partida impactam o comportamento da caminhada quéntica no que tange a produgao
de localizagao. Para tanto, por meio da nossa moeda dependente da posicao (Eq. 3.4)
introduzimos trés distintos tipos de defeitos na posi¢cao de partida em caminhadas quén-
ticas caracterizando seus respectivos perfis de localizacao por meio de calculos numéricos.
Esses perfis de localizagao correspondem a probabilidade da particula retornar a sua po-
sicao inicial em funcao de um parametro w que quantifica a intensidade da localizacao.
Observamos que basicamente, o tipo de defeito muda a dependéncia e a variedade dos

perfis de localizacao como pode ser visto na Tabela 4.1.

Moeda  Defeito na origem Dependéncia Perfis de Localizacao
1 eiw
1
Konno 7 (e‘i“’ _1> w 1
Wojcik e H w, a, 3
1 eiw
Teles \/Li (eiw _egiw) w, a, (f+w) 5

Tabela 4.1: Tipos de defeitos e dependéncia nos perfis de localizagao.

Podemos resumir nossos principais resultados nas seguintes constatagoces:

(i) nossos calculos numéricos sao capazes de reproduzir os resultados dos modelos de

Konno [13] e Wojcik [14] com boa concordancia;

(i) enquanto o defeito de rede proposto por Konno [13| introduz uma localizagao inde-
pendente do qubit inicial, o defeito de fase de Wojcik [14] e 0 nosso defeito de rede

sao dependentes do qubit inicial;

(iii) no6s descrevemos a dependéncia com w e o qubit inicial dado por («, 3) para cada

moeda proposta;
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(iv) nos descobrimos que nossa moeda gera dependéncia em f + w, diferente do defeito

de fase;

(v) a nova dependéncia da nossa moeda abre a possibilidade para novos perfis de loca-

lizacao;
(vi) a presenca de um tnico defeito de rede nao evita a propagacao balistica;

(vii) a probabilidade de sobrevivéncia indica que o defeito de rede pode modificar a fase

relativa da localizagao com relagao ao qubit inicial.

A dependéncia do estado de localizacao com o qubit inicial pode ser 1til seja para
filtrar ou encurralar particulas em caminhadas quénticas a tempo discreto com respeito
a seus estados internos da moeda. Assim, produzindo efeitos que podem ser aplicados,
por exemplo, em algoritmos quénticos [14]. Outra perspectiva interessante, que podera
ser investigada em estudos futuros é avaliar a moeda proposta em cenérios de defeitos
simétricos bem como seus desdobramentos nao somente ao comportamento de propagacao
mas também ao emaranhamento.

Por fim, esperamos que os resultados aqui expostos possam ser usados para promover
discussao sobre a localizacao em tais caminhadas ¢ inspire pesquisadores experimentais a

testar nossas descobertas.
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