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RESUMO

As equacdes de Navier-Stokes sdo as principais ferramentas para descrever o0 movimento de
substancias fluidas. Apesar das suas solu¢des serem utilizadas em muitas situagdes praticas, sua
compreensdo tedrica ainda € incompleta. Atualmente, problemas com uma alta complexidade de
mecanica dos fluidos sdo resolvidos apenas numericamente, com o auxilio computacional. Este
trabalho busca analisar o escoamento em um espaco anular vertical entre cilindros co-axiais,
através da soluc¢do analitica das equagdes de Navier-Stokes. Trazendo como pontos diferenciais
o tipo de fluido utilizado, pléastico de Bingham, e a inser¢do de uma perturbar¢do no sistema.
Além disso, a demonstracio das equagdes de Navier-Stokes para para esse tipo de fluido foram
demonstradas para a geometria estudada e recorre-se as solu¢des da equacao de Bessel para
descrever o campo de velocidades. A solu¢do numérica foi obtida através do software MATLAB,

cumprindo o objetivo de validar o resultado analitico.

Palavras-chave: Navier-Stokes, mecanica dos fluidos, pldstico de Bingham, perturbacao.



ABSTRACT

The Navier-Stokes equations are the main tools to describe the movement of fluid substances.
And although their solutions are used in many practical situations, their theoretical understanding
are still incomplete. Currently, problems of fluid mechanics with high complexity are solved
only numerically, with the computational help. This work look for analyze the flow in a vertical
annular space between coaxial cylinders, through the analytical solution of the Navier-Stokes
equations. The main increments in this work are the type of fluid used, Bingham plastic, and the
insertion of a disturbance in the system. In addition, the demonstration of the Navier-Stokes
equations for this type of fluid have been demonstrated for the geometry studied and the
solutions of the Bessel equation are used to describe the velocity field . The numerical solution
is obtained through the MATLAB software, validating the results obtained analitically

Keywords: Navier-Stokes, fluid mechanics, Bingham plastic, disturbance.
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13
1 INTRODUCAO

Desenvolvidas por Claude—Louis Navier [1] em 1827, e George Gabriel Stokes [2]] em
1845, as equacdes de Navier-Stokes sdo as principais ferramentas ao retratar o movimento de
substancias fluidas. Estas equagdes sdo capazes de descrever a propagacao de ondas, escoamentos
laminares, bem como fen6menos de turbuléncia.

Matematicamente, trata-se de um sistema nao linear com equacdes de derivadas parciais
em campos tensoriais. Ja para a fisica e engenharia, € um sistema de equacdes que modela o
movimento de liquidos e gases utilizando a mecanica de meio continuos.

Apesar das suas solugdes serem utilizadas em muitas situacdes praticas, sua compreensao
tedrica ainda € incompleta. Tamanha sua complexidade e importancia que a solucao destas
equagdes entrou para a lista dos problemas do milénio, proposto por Clay [3]].

Algumas solucdes exatas de casos particulares das equagdes ja sdo conhecidas, como
por exemplo o fluxo de Poiseuille [4]], que se trata de um canal plano com dado diferencial de
pressao constante. E o fluxo de Couette [5]], entre duas placas paralelas, sendo que uma estd em
repouso, enquanto a outra estd se movendo a uma velocidade constante em seu préprio plano.

Atualmente, problemas com uma complexidade mais avangada de mecanica dos fluidos
sdo resolvidos numericamente com o auxilio computacional. O trabalho desenvolvido busca
analisar o escoamento axial de um fluido num tubo anular vertical, através da solug¢do analitica
das equagdes de Navier-Stokes.

Tomando como ponto de partida um trabalho anterior jé realizado pela autora, Barbosa
(2018) [6], aprofundado por Zanotto (2018) [7] e Nantes (2019) [8]. A pesquisa tem como
intuito compreender o movimento de substancias fluidas, resultando em andlises fisicas também
aplicadas na engenharia.

Dentre as inimeras utilidades do escoamento em tubulacdes, a inddstria do petréleo foi o
campo de aplicacdo escolhido, um evento em especifico de seguranga de poco é aqui destacado,
o caso de perfuragdes de pogos com a ocorréncia do kick. Em breves palavras, kick € o influxo
indesejado de fluido que advém para dentro de um pogo de petréleo no momento da perfuracao,
decorrente de uma diferenca entre as pressoes interna e externa ao poco durante a perfuracio.

A escolha por continuar o estudo deste problema deve-se a grande quantidade de

varidveis a explorar ainda em aberto, como mudanca na geometria do pogo, pressao, fluido, etc.

Possibilitando assim diferentes andlises de escoamento.

O objetivo especifico consiste em desenvolver uma solugdo analitica mais geral para o
estudo do escoamento em cilindros co-axiais do que a obtida em Barbosa e Zanotto, juntamente
com uma diversificagcdo do modelo, abrindo a possibilidade de multiplicacdo dos cendrios, como
a mudancga do fluido para o plastico de Bingham, por exemplo, que se adequa ndo somente a
industria petroquimica, como também a de tintas e alimentos. Dando enfoque a varidveis fisicas,
campo de velocidades e campo de pressoes.

O objetivo foi alcancado através do cdlculo das solucdes estaciondrias para o fluido

16
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newtoniano e para o plastico de Bingham. Também foi resolvida a equacdo de Navier-Stokes na
geometria do anular para o pléstico de Bingham, unindo a solu¢do do Newtoniano encontrada
por Barbosa(2018) [6]. Além disso foi incluso o kick como um termo que altera a pressao durante

um determinado periodo.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta secdo € apresentada uma sintese de estudos realizados nas dltimas décadas que
contribuiram marginalmente para a elaboracio do presente trabalho. E um resumo histérico, o
qual demonstra a evolugao da andlise do problema, juntamente como a forma que a abordagem
assumida pela autora difere da maioria dos trabalhos ja existentes, principalmente ao analisar a

situacdo exemplo do texto.

1.1.1 Estudo do Fluido

Para entender sobre as propriedades fisicas dos fluidos, € necessdrio compreender
também os fendmenos e leis que os regem. Consequentemente, compreender as tradicionais
defini¢des de sélido e liquido, criadas por Robert Hooke (1678) [9] e Isaac Newton (1687)
[10], respectivamente, torna-se fundamental para o inicio dos estudos do comportamento de
substancias com diferentes propriedades reoldgicas.

Em 1678, Robert Hooke [[9]] desenvolveu uma teoria sobre a elasticidade intitulada True
Theory of Elasticity. Ele descreveu o comportamento de deformacao eléstica e plastica dos
materiais em fun¢do da tensdo perpendicular aplicada a eles, através de um simples ensaio de
tracdo com molas. Prop0s que a for¢a de uma mola estd em mesma proporcao que a tensio a ela
aplicada, essa € a premissa bdsica da teoria cldssica da elasticidade.

JaIsaac Newton [[10] em seu livro Principia, publicado em 1687, apresentou uma hipdtese
associada ao fluxo de liquidos. A qual relata uma relagdo linear entre a tensdo de cisalhamento e o
gradiente de velocidade do fluido, sendo que a constante de proporcionalidade seria a viscosidade
do fluido.

Apesar de Newton ter introduzido sua ideia em 1687, foi somente no século XIX que
Claude-Louis Navier [1] e George Gabriel Stokes [2]], independentemente, desenvolveram uma
teoria tensorial para o que é hoje chamado de fluido newtoniano. As equacdes que caracterizam
o movimento dos fluidos, ficaram conhecidas como Equacdes de Navier-Stokes.

A lei de Hooke para os sélidos e a lei de Newton para os fluidos, satisfizeram os estudiosos

de forma geral por aproximadamente 200 anos. Mas, ainda no século XIX, Wilhelm Weber [11],

realizando experimentos com fios de seda, constatou que eles nao eram perfeitamente eldsticos.

“Quando uma tensdo era aplicada ao fio, havia um aumento instantidneo do comprimento.

Posteriormente, no entanto, era observado um aumento adicional do comprimento, gradual,
com o tempo. Por outro lado, quando a tens@o era removida, ocorria uma reducdo imediata de

comprimento, seguida posteriormente por uma diminui¢ao gradual com o tempo. Isso ocorria
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até o fio restabelecer seu comprimento original. Este era um material s6lido cujo comportamento
nao podia ser descrito somente pela lei de Hooke. A forma com que o material se deformava
apresentava algumas propriedades que eram tipicas de um liquido.” (MOTTA, 2007) [12].

James Clerk Maxwell [[13]] sugeriu um modelo matematico para um fluido em que
assumia a existéncia simultinea de viscosidade e elasticidade no material, o seu trabalho foi
realizado em 1867, e intitulado On the Dynamical Theory of Gases. Ele infere que, a resposta
de um material a um dado experimento depende da escala de tempo de observagdo em relacao
ao tempo natural do material. Por exemplo, a amostra ird parecer viscosa e ndo eldstica se um
experimento for relativamente lento, entretanto se ele for relativamente rdpido, a amostra ira
parecer eldstica em vez de viscosa. Em escalas de tempo intermedidrias uma resposta ambivalente,
viscoeldstica, apresentando ambos os tipos de comportamento, serd observada.

Finalmente, em 1929, Eugene Bingham [14] introduziu o termo reologia para descrever
a ciéncia que estuda a deformacao e o fluxo da matéria. O professor também € responsavel por
propor a férmula matemética do pléstico de Bingham, nomeado assim em sua homenagem.

De modo geral o estudo da reologia dos materiais vem crescendo desde entdo, ganhando
um grande destaque para as industrias em geral. O enfoque que se segue serd dado no ramo

petrolifero.

1.1.2 Na Industria de Petroéleo

Escoamento em anulares com a ocorréncia do kick tem o seu primeiro modelo matematico
registrado no final da década de 60, por Leblanc e Lewis (1968) [15]], o modelo apresentava uma
geometria uniforme, desconsiderando as perdas de pressdo por friccao. Além disso, o gds ocupa

um volume unico e continuo, possuindo a mesma velocidade do fluido de perfuracio.

Com o passar dos anos varios estudos foram surgindo, aprimorando a situagcdo problema.

Hoberock e Stanbery (1981) [16] vincularam a equacdo de movimento para descrever o
comportamento da pressdo, com uma secao de drea constante, numa linha rigida de transmissao
vertical. Aplicaram a teoria do escoamento homogéneo, ajustando as propriedades de uma regiao
de escoamento bifdsico com propriedades médias, de tal forma a poder considerar o escoamento
monof4sico.

No ano seguinte, Santos (1982) [17]], apresentou um modelo matemaético para circulacio
de kick em aguas profundas, considerando perdas de carga por fric¢do, fracao de vazios e
escorregamento entre o gas e o fluido de perfuragdo. Utilizou o modelo de lei de Poténcia para
representar o comportamento do fluido de perfuragdo. A partir dos resultados, concluiu que a
geometria do pogo, a fracao inicial de gds, os parametros reoldgicos do fluido de perfuracao
e a profundidade da 1amina d’4gua possuem grande efeito durante a circulacdo do kick. E que
propriedades como a massa especifica do gés, o gradiente térmico e o didmetro minimo das
bolhas de gis causam um efeito pequeno na circulagao do mesmo.

O primeiro a implementar modelos de escoamento bifasico foi Nickens (1987) [18].

Baseado nas equagdes de conservacao de massa do gds, da lama e do momento para mistura
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gds-lama, o modelo exerce uma correlacdo empirica que associa a velocidade do gis com
a velocidade da mistura adicionado o fator de escorregamento entre as fases. Foi também o
primeiro a considerar a compressibilidade do fluido.

Utilizando o método de diferencas finitas na resolucao, Avelar (2009) [[19], realizou
a modelagem matematica baseada em trés equacgdes diferenciais de balanco de massa e de
quantidade de movimento. O modelo é capaz de simular um kick em pogos verticais ou
horizontais, em pogos terrestres ou maritimos, utilizando um fluido de perfuracio incompressivel,
considerando efeitos das perdas de carga por friccdo, do deslizamento entre as fases e da expansdo
do gas.

Galdino (2014) [20] prevé a propagacao de pressao ao longo do pogo durante um kick
de géds. O modelo é baseado nas equacdes de balanco de massa e de quantidade de movimento.
Considera-se que o fluido € compressivel e tixotropico. O influxo é modelado através da lei de
Darcy e emprega a lei dos gases ideais. Assume-se que o gas permanece estatico no fundo do
poco, sendo a sua solubilidade no fluido de perfuracdo desconsiderada.

Dois anos depois, Galdino (2016) [21]], ao dar continuidade ao seu trabalho, propde uma
modelagem de como ocorre a transmissao de pressdao ao longo do po¢o durante um influxo de
gds. Adotando efeitos ainda poucos explorados na literatura, como a compressibilidade do fluido
de perfuracdo e a variagdo da compressibilidade devido a presenca de gds, a ndo transmissao
total de pressdao devido a tensdo limite de escoamento e utiliza um método de discretizacio
e solugdo das equagdes diferenciais parciais hiperbdlicas de balanco que nao foi aplicado em
nenhum trabalho anterior, o método das caracteristicas.

Por fim, o modelo que seréd realizado neste trabalho seguird a linha desenvolvida
por Barbosa (2018) [6]], incrementada por Zanotto (2018) [7], a qual discretiza o campo de
velocidades e o campo de pressdo em cilindros coaxiais verticais, aplicados na industria de
petréleo devido a um kick. Os estudos partem das equagdes de Navier-Stokes, ndo havendo nada
semelhante na drea encontrado pelas autoras. Contam com solu¢des analiticas e numéricas para
fluido Newtoniano, e uma comparacdo de resultados com a teoria presente na literatura. Para o
texto em questdo, o grande diferencial dos dois modelos anteriores € adotar plastico de Bigham
como fluido de trabalho, sendo que as outras consideracdes tomadas se encontram descritas
no capitulo 3. O resultado desse método serd validado pela comparacdo com as informagdes

bibliogréficas conhecidas.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este texto estd dividido em cinco capitulos. O presente capitulo serve como uma
contextualizacdo ao tema, a equacgdo principal utilizada e modelo do cendrio aplicado, juntamente
com uma revisdo bibliografica, referente a estudos anteriores embasado em pesquisas similares.
O capitulo 2, fornece conceitos indispensdveis para a compreensdao do vigente trabalho,

desenvolvendo algumas defini¢des. No terceiro capitulo serd exposta a modelagem matematica,
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através da demonstracao e desenvolvimento das equagdes que regem o problema, juntamente
com as hipdteses adotadas pelo modelo. A simulagdo numérica dos resultados e teste da validade
do modelo, apresentando uma discussao dos resultados obtidos, ocorrera no capitulo 4. Por
ultimo, no capitulo 5, serd exposta uma conclusdao do estudo em comunhio com sugestdes para

trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 FORMACAO LITOLOGICA

O termo litologia refere-se ao estudo especializado em rochas e suas camadas, e que
examina os processos de litificacdo, ou as categorizagdes referentes a esses mesmos processos
juntamente aos tempos geoldgicos em que ocorreram. Litologia estd relacionada a rocha que
ird formar o solo. As rochas podem ser categorizadas como metamorficas, igneas, sedimentares
ou magmadticas. Sendo assim, formagao litologica pode ser definida por um conjunto de rochas
individualizadas e delimitadas com base nos seus caracteres litolégicos, como composi¢ao

quimica, cor, forma estrutural e textura.

2.2 POCO DE PETROLEO

Poco de petréleo € o termo utilizado para qualquer perfuracio na superficie terrestre que
tem como objetivo extrair hidrocarbonetos.

Motor e
Sistema de Operagao

Bomba de Injegéo de Fluido

A\

Figura 1 — Representacdo de um pogo de petrdleo, em vermelho encontra-se a geometria do
problema (FONTE: GAUZA modificado, 2011)

O petrdleo se encontra nas denominadas rochas reservatorios, trata-se de uma formagao
rochosa com caracteristicas, como permeabilidade e porosidade, adequadas a acumulacio de
Oleo e/ou gés. As principais rochas reservatdrios sdo os arenitos e conglomerados, rochas
do tipo sedimentar. O poco nada mais é do que a estrutura que liga esse tipo de rocha a
superficie. Sua dimensdo geralmente varia entre 5 a 50 polegadas de didmetro, jd a variacdo da

sua profundidade acontece de forma muito mais ampla. Para se ter uma ideia, o primeiro poco
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de petréleo perfurado no mundo possuia aproximadamente 23 metros de fundura, localizava-se

na Pensilvania, o responsavel por esse feito historico, em 1859, foi o coronel Edwin L. Drake.

Atualmente, segundo Melo (2019) [22], escritora do site "O petréleo”, o poco que atingiu a
maior profundidade do mundo foi o pogo de Tibre, no Golfo do México, alcangando uma marca
de 35000 pés. Porém o poco mais profundo nao quer dizer ser o mais longo, isso porque um
poco de petréleo ndo precisa ser necessariamente perfurado apenas na dire¢do vertical. Pocos
0s quais possuem um angulo do furo vertical sao chamados de pocos direcionais. Utilizando a

classificacdo de pocos feita pela Petrobras (2015) [24], segundo sua dire¢éo, temos:

e Poco vertical: nesse tipo de perfuracdo, a sonda e o alvo (ou objetivo) estdo na mesma reta

vertical;
e Poco direcional: qualquer poco em que a perfuragdo ndo € feita na vertical;

e Poco horizontal: é um tipo de perfuracdo direcional, cuja extensdo final do pog¢o forma um

angulo de 90° com a vertical.

T
—

Pogo Vertical Poco Direcional . Pogo Horizontal

PR PSS gt S ST SR SRR

Figura 2 — Classifica¢do de pocos de acordo com a sua direcdo (FONTE: PETROBRAS, 2018)

2.3 FLUIDO

Uma breve defini¢@o para fluidos é: uma substancia que ao ser submetida a uma tensio de
cisalhamento se deforma continuamente. Em outras palavras, aquilo que apresenta a capacidade
de fluir ou escoar.
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Fluidos podem ser classificados como newtonianos ou ndo-newtonianos, dependendo da

forma que se comportam sob a acdo de uma tensdo de cisalhamento varidvel.

2.3.1 Fluido Newtoniano

Um fluido € definido como newtonianiano quando segue o modelo proposto por Newton,
conhecido como Lei de Newton da viscosidade. O fisico sugeriu um modelo de fluido onde sua
viscosidade até pode variar com a temperatura e pressao, porém ela permanece constante sob
variagOes das forgas de superficie.

A resisténcia surge da falta de deslizamento de duas partes adjacentes do liquido e é
proporcional a velocidade com que estas partes se movem uma em relacao as outras, NEWTON,
1687) [10]. Esta falta de deslizamento € o que chamamos de atrito interno, ou viscosidade. Ou

seja, viscosidade é uma medida da resisténcia ao fluxo e pode ser representada pela seguinte

equagio:
du,
Xy dy
onde:

Tyy: tensdo de cisalhamento na direc@o x;
u: viscosidade;

% = gradiente de velocidade ou taxa de cisalhamento.

Todo fluido, que satisfaca a relagao linear existente entre a tensdo de cisalhamento na
direcdo "x"e o gradiente de velocidade (taxa de cisalhamento), é considerado um fluido ou
material Newtoniano (FERRARIS, 1996) [25]]

Como exemplos de fluidos newtonianos, pode-se citar a dgua, o ar, leite. De fato, esta

modalidade de fluido abrange todos os gases e liquidos ndo poliméricos e homogéneos.

2.3.2 Fluido Nao-Newtoniano

Os fluidos ndo-newtonianos apresentam uma relagdo ndo linear entre a tensao cisalhante
e a taxa de cisalhamento ou possuem uma tensdo critica para iniciar o escoamento. Podendo
ainda, ser dependentes do tempo ou apresentar caracteristicas viscoelasticas (LEAL 2005) [26] .

Ainda, nas palavras do autor, estes fluidos, geralmente, sdo divididos em trés grandes
grupos:

1. Fluidos independentes do tempo ou puramente viscosos: pertencem a este grupo, os
fluidos que apresentam taxas de deformacao num ponto dependente apenas da tensdo cisalhante
instantanea aplicada nesse mesmo ponto;

2. Fluidos dependentes do tempo: sdo aqueles que apresentam viscosidade aparente

dependente do tempo de aplicacdo da taxa de cisalhamento. Esses fluidos sdo classificados em
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reopéticos e tixotropicos. Os tixotrépicos apresentam uma diminuicao da viscosidade aparente
com o tempo de atuacdo de uma taxa de cisalhamento constante até alcangar um equilibrio. J4 os
fluidos reopéticos t€ém comportamento oposto. A viscosidade aparente aumenta com o tempo de
atuacdo de uma taxa de cisalhamento constante

3. Fluidos viscoelasticos: sdo fluidos que apresentam propriedades viscosas e eldsticas
simultaneamente.

Reopéticos
Tisotrdpioos
Dilat airvhes:
Sem tensdo de
micil Psedoplisticos |
do tempo
Plagticos de
Com tensio de Bing ham
cisalyamento
inicial
Herschel -
Bullkdey

Figura 3 — Classificac@o dos fluidos (FONTE: COSTA, 2017)

A tabela traz alguns modelos matemadticos presentes na literatura, que representam a
relacdo entre a tensao cisalhante e a taxa de deformacao.
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Modelo Equacao Parametros

Newtoniano Tyy = u‘% u
— dux
Bingham Ly —d:tufo +Hogy se %yl > [l Uo € Ty
o = 0se |1y] <]
Power Law Try :K|”{d—”y"|”*l% ken
_ dux\n
Herschel-Bulkley Ty = %0+ Ho(Tgy )" se [T > |0 U € T
y="0se |Ty| < |70|
o1y - dv;
Maxwell T,-j—l—toa—ft*‘ = ,Ll(g—;j’ a_)\;f) tij

Tabela 1 — Modelos matematicos dos tipos de fluidos

Ja a sua representacdo gréfica:

Herschel-Bulklev

C Plastico de Bingham

e

&

£ Pseudoplastico

o :

© Newteoniano
o

= .

= Dilatante
]

w

=

(7]

'_

v

Taxa de cisalhamento (du/dy)
Figura 4 — Tipos de fluidos (FONTE: ANDRADE, 2007) [28]

Este trabalho analisa o plastico de Bingham, devido a sua semelhanca com um fluido de

perfuracao.
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2.3.2.1 Plastico de Bingham

Dentre os fluidos ndo newtonianos, o plastico de Bingham estd em meio aqueles que
possuem a tensdo de escoamento mais simples, inclusive muito similar a de um fluido newtoniano.
Em esséncia, um fluido de Bingham apresenta uma tensao limite, assim que essa tensdo é

ultrapassada ele passa a ter uma inclinagdo da curva constante.

du
Ty =%7 +u0d—yx se | Tyl > |70l (2.2a)
d
dlyx:o se |1yl < |70l (2.2b)
Onde:

Tp: tensdo de cisalhamento inicial
Uo: € uma constante andloga a viscosidade de fluidos newtonianos.
Como exemplos desse tipo de fluido pode ser citado a pasta de dente, a maionese,

suspensdo de argila e lama de perfuracao (ou fluido de perfuragdo).

2.3.3 Fluido de Perfuracao

“Fluido de perfuracdo € um fluido circulante usado para tornar vidvel uma operagdo de
perfuracdo” (API, American Petroleum Institute,1991) [29]. Sdo misturas complexas de sélidos,
liquidos e por vezes até gases. Usualmente constituidas de duas fases: uma dispersante e outra
dispersa. Sdo comumente divididos em dois grupos, a base dleo e a base dgua. Esta classificacdo
¢ realizada de acordo com a composicao da fase continua do fluido.

Os fluidos a base de dgua apresentam baixo custo em relagcdo aos fluidos a base de dleo e

sintéticos, mas apresentam a desvantagem de causar danos a formagdes rochosas sensiveis ou

simplesmente nao serem adequados em fun¢do da elevada capacidade de encharcar as formagoes.

(SANTOS, 2012) [30]

De acordo com Zanotto (2018) [7]], os fluidos de perfuracdo constituem na primeira
barreira de seguranca dos po¢os, uma vez que exercem pressao hidrostatica sobre as formacdes,
de modo a evitar o influxo de fluidos indesejaveis. Dentre suas outras fun¢des encontram-se:
resfriar, limpar e lubrificar as brocas, carrear cascalhos, manter s6lidos em suspensdo durante as
paradas de circulacdo, reduzir atritos na coluna de perfuracdo e estabilizar a parede do poco.

Um fluido de perfuragdo quando mal projetado pode gerar problemas como perda de
circulacdo, ineficiéncia na limpeza do pogo, danificagao de aparelhagem, influxo indesejado para
dentro do poco, dentre outros.

Do ponto de vista fisico, os fluidos de perfuracdo assumem comportamentos de fluidos
nao newtonianos, ou seja, a relacdo entre a taxa de cisalhamento e a taxa de deformacao nao é
constante (MACHADO, 2002) [31].
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Figura 5 — Imagem representativa de um fluido de perfuracdo (FONTE: ABAS, 2020)

2.4 KICK

A operagado de perfuracdo de um pogo de petréleo ocorre basicamente da seguinte forma:
conforme a broca vai atuando, fluidos de perfuracdo sdo bombeados em sua dire¢do pela coluna
de perfuracgdo e retornando pelo espago anular até a superficie.

Dentre os objetivos que a injecdo desse fluido apresenta, ja citados anteriormente, o
controle da pressdo de formagao exerce grande influéncia sobre o assunto abordado no texto. Pois,
se a densidade do fluido de formacao for insuficiente, sua pressdo hidrostética se torna menor
do que a pressdo de formagdo, ocorrendo assim o influxo indesejado dos fluidos da formagao
para dentro do poco, ou seja, o kick. De fato, qualquer fator que diminua a densidade ou o nivel
do fluido injetado € capaz de ocasionar esse distirbio, seja o fluido mal projetado inicialmente,
invadido por um gés, perda de sua circulagdo através de falhas na rocha ou redu¢do do nivel de
fluido devido a retirada da coluna de perfuracao.

E de suma importincia que, a equipe operante nas plataformas conheca os sinais
indicadores desse fendmeno, dado que, quanto maior for o tempo decorrido entre o inicio do
kick e o fechamento do poco, mais dificil serd o seu controle. Segundo Thomas et al (2001) ,

os principais indicios de um kick sdo:

e Aumento de volume nos tanques de fluido de perfuracio;

Aumento da vazao de retorno;

Poco em fluxo com as bombas desligadas;

Diminuicao da pressdo de bombeio e aumento da velocidade da bomba;

Corte do fluido de perfuragdo por gés, 6leo ou dgua;

Poco aceitando menos fluido de perfuracao do que o volume de aco retirado;

Poco devolvendo mais fluido de perfuracdo do que o volume de aco descido no seu interior.
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Caso o kick venha ocorrer, alguns métodos de controle sdo aplicados, esses sdo
procedimentos operacionais realizados com o objetivo circular o fluido invasor para fora do
poco de forma segura, substituindo a lama de perfuracdo existente por outra lama de densidade
adequada, mantendo assim a estabilidade do conjunto poco-formagado. Os principais métodos de
controle sdo: método do sondador, método do engenheiro, método simultdneo ou misto e método

volumétrico (Zanotto,2018) [/7]].

2.5 JANELA OPERACIONAL

A janela operacional determina a variagdo permitida para a pressao exercida pelo fluido
de perfuracdo dentro do pog¢o, de forma a manter a integridade deste, respeitando as pressoes de
poros, fratura e colapso (Rocha, 2009) [34]].

Pressao de poros € referente aquela causada pelo fluido contido nos espagos porosos
das rochas. Ja a pressao de fratura € a pressao que leva a falha da rocha por tragdo. Por dltimo,
pressdo de colapso pode ser entendida como a que faz com que a parede do poco falhe por

cisalhamento.

Gradientes (Ib/gal)

8 10 12 14 16 18 20
04 | | 1 1 1 ]_

500 < i i HES, S |
500 I —— Pressao de Poros
Presséo de Colapso ‘

1 000 —
- Pressdo de Fralura

Presséo de Sobrecarga
T

Janela ‘

_ Operacional

1 500 — \

2000~

2 500 -

3 000+

3 500

Profundidade (m)

4 500~

5000 4

GG —————— — S

Figura 6 — Projeto de pogos de petréleo: geopressdes e assentamentos de colunas de revestimento
(FONTE: ROCHA, 2009) [|34]

Os limites da janela operacional sdo dados pelo menor valor entre as curvas de pressdo
de poros e colapso, esse é chamado de limite inferior, enquanto que o limite superior corresponde
a pressao de fratura.

O fluido de perfuracdo quando projetado abaixo do limite inferior, por exemplo, pode
acarretar na invasao do fluido da formagdo para dentro do pogo. J4 quando o mesmo € produzido

acima do limite superior, gera consequéncias operacionais, como o desmoronamento das paredes
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do poc¢o ou perda de fluido de perfuracdo para a formagdo, também chamado de perda de
circulacao.
Por fim, segundo Galdino (2014) [20], o aumento da profundidade na perfuracdo de

pocos implica em diversas dificuldades operacionais, como a reducao da janela operacional.

Quanto maior é a profundidade de perfuracdo, menor € a faixa de valores de pressdes para
operacdo de perfuracdo, como demonstra a figura a seguir:

Figura 7 — Representacdo de uma janela operacional, pressdoes admissiveis em funcdo da
profundidade (FONTE: GALDINO, 2016)
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3 MODELAGEM MATEMATICA

3.1 GEOMETRIA DO PROBLEMA

Para modelar o problema, assume-se que a coluna de perfuracdo estd posicionada
concentricamente em relacio ao espaco anular e que ambos sdo corpos perfeitamente rigidos, ou
seja, nao sofrem alteragdes em suas dimensdes devido a variacao de pressao e temperatura.

Considera-se que o fluido de perfuracio € inserido pela coluna de perfuracdo e retorna a
superficie pelo espaco anular. A figura 6, demonstra a vista frontal (a) e a vista superior (b) da

geometria. Para o desenvolvimento do problema, serdo adotadas as coordenadas cilindricas.

R

KR
N

1 :

& =cte

a) Vista frontal b) Vista superior
Figura 8 — Representacdo da geometria do problema

Sendo R € o raio externo, ou raio total do po¢o. KR o raio interno, também conhecido

como raio da coluna de perfuragdo. E § é a espessura entre os raios, a qual se mantém constante.
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3.2 EQUACOES GOVERNANTES

3.2.1 Equacgao Geral de Navier-Stokes

O desenvolvimento deste estudo terd como ponto de partida as equagdes de Navier-Stokes,
que de forma geral pode ser escrita:

—
—

D .
pD—::—Vp+V-‘_C+f 3.1)

Onde
p: € a pressdo estética. f: ¢ a funcdo que representa a densidade de forcas externas

atuantes no escoamento. g—f: € a derivada material, e pode ser escrita como:

Dv 8\7+ (# §> .
_ V- v
Dt ot

T: € o tensor deviatdrio, e encontra-se na seguinte equacao:
c=—pl+7T

o tensor de tensoes, e € dado por:

O Ty Tz p 0 O Ow+p Txy Tz
C=|Tx Oy Ty 0 p Of+ Tyx Oy +p Ty
Tox Tzy Oz 0 0 p Tox Tzy O;+p

3.2.2 Fluido Newtoniano Incompressivel
Para o problema, assume-se a simetria cilindrica, e a velocidade pode ser representada
da seguinte forma:

v=v,(r) e vg=v,=0

A equacdo de Navier-Stokes para um fluido newtoniano encontra-se demonstrada no
apéndice A, e ja foi desenvolvida por Barbosa (2018) [6], aqui serd demonstrada a solu¢ao

estdciondria para o mesmo problema. Partindo da seguinte expressao:

dv;  1dp Hoo
Tomando:
dp dP - dP
pg+a_z—d—z (cte), d_Z<0
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A equacdo (3.2) pode ser reescrita:

dv,  1dP u(azvz 18vz)

5 pdz p\a2 rar G-

Para encontrar a solucdo estaciondria, sabe-se que:

v,
W_O

Assim:

1dP u [(d*v., 19v, B
_Ed_Z+E ( 9,2 +;W) =0 (3.4)

Ou

0%v, 1dv, 1dP

2 ar T ud 3-5)

Ao trabalhar com a equacao acima, obtém-se

1{d [ dv, 1 dP
Bl Bl S | 3.6
r{dr(rdr)} udz (3.6)

d [ dv,; rdP
)= 3.7
dr (r dr > udz -7

Integrando:

dv, r*dP

2 .C 3.8
ar 21 dz e .5

Divide-se ambos os lados por r:

dv, rdP C

dr 2[.Ld_z+ r 39

Integrando novamente:
v(r) = ——Z—i—Clln(r)—i—Cz (3.10)

Aplicando as condi¢des de contorno, para encontrar C; e C,. Sabe-se que pela condi¢do

de nao deslizamento, nas paredes do escoamento tem-se:

v.(R) =v,(xR) =0 (3.11)
Com isso:

R? dP

SR In(R =0 12
411 dz +CiIn(R)+C; (3.12a)
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(KR)? dP
———+CiIn(kR)+C, =0

4u a’zjL 1n(kR)+C2

Subtraindo as equacdes (3.12b) da (3.12a):
1 dP

R
— — (RP=«’R*) +Ciln— =
4u dz( ) 1anR 0

Organizando a equagdo acima:

R* dP ) 1
—— (11— Ciln—=0
4udz( K)+ 1
Isolando Cj:

R2(1—x2) dP
o B-r)

4uin(x) dz
Substituindo C; na equagao (3.12a):

R2dP R*(1—K%)dP
S S sl Bl A0 =0
ndz dunie) @ "RTE

Isolando Cy:

R? dP InR
c, = KdP (1+(1—x2) zZ_x>

Finalmente, substituindo C; e C, na equagdo da velocidade:

vlr) = - In(r) 4 -

2 dP  R*>(1—«?)dP R? dP 5\ InR
= — 2 n 1+ (1-x%) —
4u dz 4uln(x) dz 4u dz

A equacgdo acima pode ser organizada, e reescrita da seguinte forma:

R*(1—«?)In(r n
Vz(r)z—ﬁi—i [—rz— ( lnz()) <)+R2<1+(1—K2) jn_i)]

Com isso, € possivel encontrar a vazao do problema. Sabe-se que:
R
Q= [ vdA = 27t/ v,(r)rdr
KR

Entao, € possivel escrever:

mdP (R| , R*(1—-«k*)in(r) o\ InR
=——— —r°— R 1+ (1— — d
Q Zudz/m[ g In(x) * ( + K)lnrc) rar
Integrando:
R
_ mdP P RP(1-x%) (Plnr 2 rR(1s (1 Kz) InR\ r?
 2udz | 4 In(x) 2 4 Ink) 2 ||
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(3.12b)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Substituindo os limites de integragdo:

n dP R* «*R*\ R(1-x%) [, R? ) (KR)
Q__Ed_Z [<—7+ 5 )- Ik (R lnR—T—(KR) ln(KR)—f—T)

InR

+ (1 +(1-x?%) ﬂ) (1- ;cz)} (3.23)

Agora € possivel encontrar a velocidade média do escoamento. Pois:

0 0
Vin = A 7R2(1-«2) (5-24)

Substituindo o valor da vazdo, e aplicando a seguinte substitui¢ao:
1-k*=(1-x%) (1+x?)
Obtém-se:

1 «x
Vi =

aR* 4P [ 1 1—«2)

_ L T A N (. |
(@ de |20 () =

+ (1-x?%) (1 +(1-x?%) Z—]IEH (3.25)

2 2

Reorganizando:
v, __Reap —1(1+;<2)—i lmve—;czln(lde)—1+K—2 + 1+(1—;<2)M—R
" 4udz | 2 Ink 22 Ink
(3.26)

Pode-se reescrever a equagdo acima da seguinte forma:

R* dp [M L [ln (R) (1 — k%) — k’Ink — (1-<)

mT T 4udz | 2 Ink 2 Ink
(3.27)
Simplificando:
R*dP | (1-x?) «%nk (1—«?
o dr ( )+ " +( ) (3.28)
4u dz 2 Inx 2lnk
Finalmente, tem-se:
R* 4P , (1-x?%)
= |14+«K« - 3.29
" 8u dz L Inx (3-29)

Voltando a equagdo (3.24), pode-se escrever a vazao em funcao da velocidade média.

Sendo assim:

2
AR (1K), = TRAP | ()
Q=7R* (1-—K") V= 811 d2 [1 e o (3.30)

2
(lnR —k2In(kR) — = + —
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3.2.3 Plastico de Bingham
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Para o contetido retratado na dissertag@o, temos o fluido pldstico de Bingham, e a equacao

de Navier-Stokes para esse tipo fluido, serd demonstrada a seguir.

Lambrando que para o problema em questao:

v=v,(r) e vg=v,=0

(3.31)

Sendo o gradiente de velocidade para qualquer sistema de coordenadas descrito da

seguinte forma:

Vi 8h,~

= 1 &V,‘ Vj a]’lj
_ —L 15 _t -
/’l,‘hj 8)(,‘ + U; hihk 8xk

Vi) = —
(V)i hj dx;

E em coordenadas cilindricas:

(W = %Vr’—v,OJr(Srer"v—’;o:%,
<§‘7>99:%%_‘;_3'0+696;%';_;(:%%;
<W>Zzzaavz V.0 SZZ;ZkOZaa_VZZ;

(99) =27 (@9,= 2% (= 00
)~ 125 (90,- 13 (9,

. aVQ

~or

Sabe-se que o gradiente simétrico € escrito da seguinte forma:

N 9 NN

= o dv, d
(#9),~ (), -3 [5+%):

(3.32)

(3.34)



. . ) 0
<VSV> o: (VSV>Z9 - % {%zg * i o'?‘g} '

= o v, d
(99),0= (), =3 [} 56 2+ 5

Para o pléstico de Bingham, sabe-se que:

=2u 8,j+1:0ﬁ se /It > 1
’c,-j:0 e & =0 se VIIT <7

Sendo ¢;; = (6&) _, o gradiente simétrico.
ij
E

2 2 2
I =T+ T3+ To3 — T11 T2 — T11T33 — T2 133

2 2 2
I =€), + €3+ &3 — €116 — €11833 — €22833

Sendo a equacdo de Navier-Stokes:

81‘,] dv; v
oL (E*?Ja})
Para /Il < 1

avi

o'?v,-
fi= 8x, Zaxj (W—’—Zj"v]a_)c])

Iv;
Seg;=0= a:} =0
Entdo, a equacgdo (3.39) torna-se:

8p av, v
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(3.36)

(3.37a)

(3.37b)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Integrando num volume de controle, obtém-se a 2% Lei de Newton para massa constante:

Fior = m— = md

Agora, calcula-se para /Il > 7.

Pode-se escrever:

dv,
&r=0; &€yg=0; &z = a_ =0;
Z

(3.41)
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1/10 10
8922829:§< ﬁ):(); 9,r=69=0; &,=¢& == &

rae 2 dr
Sabe-se que:
1 /v, \?
g = €2+ €% + €% — €r€00 — ErvEy, — €90 € = i <a—rz) (3.43)
Logo:

1 /v, \> 1],
VIE=\[-| = | ==%|=5— 3.44
E 4 ( 8r> 2| dr (344)
E assim, para o problema em questao, pode ser escrito:
=T 1o (2 i )
=y 2 e (2w + (3.45)
; 8xj ;8)@ Y 1g
Sei=0 — &;=0
Sei=r = srrzerg,:Oeer:%%
Dessa forma:
0 , To d |1dv, , To
28_)61 & j 2u +—l‘@ —a—z EE +l o, =0 (3.46)
J 2| dr 2| dr
Visto que v, = v,(r).
Finalmente, se i = z:
dv
0 T0 0 10dv 21’() 0 v ==
T e o 0 YN _ T )Ty _Y 1272 4 g O
;8)6]- < ‘u+%‘% oar 28r(“+% ar u8r+0%

Voltando para equacdo de Navier-Stokes:

(3.48)

op 0%, (9,
* P\ o

Jem g, TG = _+V'WZ>:

Como:

) J d
vwzzvra—v’f +vea—vg+vz(9—v;=o (3.49)




Assim, pode-se escrever:

v, ap 0%,
p? _fZ_a_Z+“ arz
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(3.50)

Nota-se que a equacao € muito similar a de um fluido Newtoniano, alterando apenas a

viscosidade u para u’.

Da equagao de Navier-Stokes:

EMU- o 8vl~ 8v,~
=g ey, P <E+;"fa_xj>

Er = &9 = &z = Egp = Eg; = €0 = Egr =0

Para o célculo do 7, tem-se que:

8..
Tij = 2}1/8”' —+ T()%
E
E
1|dv,
g =—-|—
E= o ar
Logo

dv,(r dv,(r
Ty = u’—;,f )+ tosgn (—;,}(, ))
Se x € positivo, sgn(x) = 1, se x € negativo sgn(x) = (—1)
Reescrevendo a equacgao (3.51):
Dv

G- VptV.T=p—
pE-Vp+V-T=p_

Assim, as partes da equagdo acima podem ser descritas da seguinte maneira:

<

dr, 1 .
T = |: rz+;frz:| Z

(3.51)

(3.52)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58a)
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pg=—pgz (3.58b)
Dv W o

(V'%)\_J‘:\j'ﬁvzzer—F\/ga—e—F\Q&—z =0 (358(1)
Dessa forma:
ld(rt;) dp
_ B ST/ 3.59
pst dr dz (5-5)
Reorganizando:
1d d
Ldres) _dp oo e (3.60)
r dr dz
Trabalhando com a equacdo (3.60) para encontrar o 7:
d(rty;) dp
=r|= 3.61
dr : dz P8 ( )
Integrando, obtém-se:
2
d
1t = — | L 4 pe| + My (3.62)
2 | dz
Pode-se escrever:
dp dP
— = — 3.63
{ P pg] i (3.63)
E assim, reajando a equacao(3.62):
rdP Ml
r. —_ = I . 4
T, (7) 2dz+ " (3.64)

Para encontrar M| recorre-se a figura 8, feita por Chatzimina (2006) [35], a qual
representa o perfil da tensdo, sua taxa de cisalhamento e a velocidade no anular. Dela consegue-se
tirar as condicdes de contorno do escoamento.

Sendo que k € um valor entre O e 1, o qual representa a relacdo entre o raio interno
(r’=kR) e o raio externo (R) do anular. E A, , A_ sdo constantes limitadoras das fronteiras do
pléstico de Bingham, dividindo a figura em 3 regides, sendo essas regides as quais diferenciam
quando o comportamento € fluido ou sélido.

Analisando do raio interno para o externo, encontra-se primeiro a regiao I, a qual tem

um comportamento muito parecido com a de um fluido newtoniano, sendo que sua variagdo de
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=R
Region Il
______ r=A+R

Region HI
...... r=A-R

ur)
- Region I
r=kR
:‘L"

Figura 9 — Representacdo do perfil da tensdo, taxa de cisalhamento e velocidade no anular
(FONTE: CHATZIMINA modificado, 2006) [35]

velocidade vem aumentando. J4 na regido Il ndo ha variacdo de velocidade, ela encontra-se entre
as regides A_R e A, R, tendo o seu comportamento similar a de um sélido. A regido III, também
apresenta comportamento parecido com o de um fluido newtoniano, a diferenca para a regido I é
que sua variagdo de velocidade vai decaindo.

Agora, considerando A uma constante, sendo o seu valor encontrado entre A_ e A, e

quando r = AR, 7,, = 0. Pode-se escrever:

ARdP M,
AR)=0= —— + — 3.65
Tr2(AR) 2 dz * AR (3.65)
Logo, consegue-se escrever M| em fungdo de A:
(AR)? dP
M =——1 " 3.66
1 > & (3.66)
Retomando a equacdo (3.64):
rdP (AR)?dP 1dP (AR)?
= = |- — 3.67
=30 " @z | r G07

Sendo entdo necessario encontrar o valor da velocidade. Para isso, volta-se a recorrer a

figura 8, e analisar as condi¢des de contorno.

De xR até A_R, tem-se que dfl—@ > 0. O que resulta em:
Da equagao (3.56):
dv,(r
Tp, = u’% + 1 (3.68)

Substituindo 7,, encontrado na equagao (3.67):

1dP (7LR)2 o dve(r)
L [ } — P g (3.69)

r
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Rearranjando a equacdo acima:

dv.(r) 1 @[r (AR)Z]_ %

dr — 2u'dz r u
Integrando:
1 dP [r? 70

Substituindo r por kR:

1 dP [(kR)?
RS {()

v,(kR) =0= >

= 2u/d_z

- (lR)zln(KR)l - %KIHMZ

Isolando M,, obtém-se:

38

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

1 dP [(kR)? ) T
2:_2_u/d_z_ 3 — (AR)“In(xR) +— kR
Logo:
1 dP [r*—(kR)? ) r To
=——|———2> (AR — | ——=(r—«xR
) =50 | (A ””(xRﬂ (= KR
Novamente, ao analisar representag¢do do escoamento de Chatzimina [35], de A, R até R,
dvz(r)<0
dr .
E analogamente, da equacao (3.56):
dv,(r)
o eve\")
tre = dr
Chegando-se a:
1 dP [(R)? ) i)
=0=——|——(AR)*In(R —R+M
wol®) =0 = 2 57 | O8R4 D
Com:
1 dP [(R)? 5 T
My=———|~—"~—(AR)*In(R)| — —R
3 2w dz | 2 (AR)"In(R) /
Por fim:
1 dP [r*—R? ) r T
) =5 [ - R (13)} =R

Sabe-se que a velocidade nos pontos A_R e A R, sdo iguais. Logo:

vo(A-R) = vz(A1R)

1 dP [(A_R)*—(kR)? 5. (AR 7 B
1 dP [(A+R)* —R? 5 [ A+R

)] +%(A+R—R)

(3.79)

(3.80)
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Colocando R em evidéncia:

1 dP ,|(A2—x*) , (A T
_Ld_PRz _Ai_l
S 2u dz 2

Como ultima anélise da figura 7, € possivel visualizar que:

7,.(A_R) =19

T(AeR) = —To

Resultando nas seguitens relagdes.
Para a igualdade (3.82a):

_lap PLR_M}

T(A-R)=1% = T > a2 TR

Isolando os fatores A:

L M2
- ~ pdP
A R
Rearranjando:
21'07(,_
22— =

dP
R

Analogamente,para a equacdo (3.82b), consegue-se encontrar:

2T0)~+

dP
R

A2_p2=

Subtraindo as equacgdes (3.84) da (3.83c):

2T0)L_ 2’[()14_ o 21'()
dp dP ~ pdP
Rz Ry @z

(A2 =22~ (A 2% = (A +2)

Trabalhando com o lado esquerdo da equacao acima:

27,
(A2 =A%) = (A7 =2%) = (A = Ap) (A +As) = Rfé(l— +A4)
dz
Logo:
270
(A-A) =2
R

39

~2%n(Ay) +%R(A+—1) (3.81)

(3.82a)

(3.82b)

(3.83a)

(3.83b)

(3.83¢)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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Agora, ao somar as equagdes (3.83c) e (3.84):

ZT())L_ 21’0),_,_ 27
dP  pdP  pdP
Rz Rz Ry

(A2 22+ (A2 - 2%) = (Ao —2s)

Substituindo o valor encontrado na equagao (3.87)
(A2 =2%)+ (A7 ~2%) = (A~ —4.)?

Que pode ser escrito da seguinte forma:
A24A2 202 =22 22 A +A2

Finalmente encontra-se as seguintes rela¢des para A:
A=A Ay

Ou

A=AAs

Reorganizando o valor encontrado na equacao (3.87), é possivel escrever:

1ab — w
2dz  R(A-—24)

E substituindo o valor acima, nas equacdes de velocidade, tem-se:
De kR até A_R:

1 dP_,[r r r
Vz(r) = 4_,u’d_zR2 L? —x2—2A%n <ﬁ> — 2(7L, — 7L+) (— — K')}

De A_Raté A, R:
1 dP

v(r) = 4—uld—zR2 (A2 —1-22%n(As) —2(A- — A1) (A — 1)]
De A R até R:
1 dpP , r? 2 r r
Também € possivel calcular a vazdo do escoamento, pois sabe-se que:
R
Q= [ vdA = 27r/ v (r)rdr
KR

Substituindo os valores de v,(r) e reseolvendo as integrais separadamente:

40

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91a)

(3.91b)

(3.92)

(3.93a)

(3.93b)

(3.93¢)

(3.94)
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ARREAP[r? 5 o (r
R R? dP 5 r
//'L+R4I-i/d_Z {ﬁq—z/x (%) 20 ~) (§—1)] rdr
R*apP , , 5 AR
e (A —1-2A%1In(A4) —2(A- — Ay) (A — 1)) /H rdry  (3.95)

A partir da integral apresentada no apéndice A, em (A.8), e substituindo A, pela relacio

encontrada nas equacgodes (3.91),pode-se escrever o resultado das integrais acima como:

nR? dP Kk rIn (ﬁ) r? P Kk
Q—zwzz{hﬁ“i"ﬂkj+(—3——‘z —%L—””Qﬁ—‘7>

KR

R

_|_

A2 Pl (%) 2 R R
2 R~ €W — -
TR 2 A M( 2 A (4 ’m(m 2) .
L +

2 A,+R
+ l_%—1—2),,/'L+ln(),+)—2(7t,—7t+)(l+—1)] (% )}
A_R
A iteracdo da expressdo anterior resulta em varios termos com logaritmos indicados
abaixo, que podem ser simplificados como mostrado a seguir:

TR* dP A
i { /uﬁzn( >—1—)L37L In(As) — Ai/l_ln(}t+)+l+l3ln(l+)}—

TR dP A
W d — A A ln< M) (3.96)

E possivel substituir o termo do logaritmo, pois igualando a Velocidade do escoamento,
v(A4+R) = v(A_R), e utilizando a equacdo (3.92)para substituir o valor de P obtém-se:

T R A2 —x? A T B
El__)“_ |: 3 —A_A«_Q_ll’l (?):| ——/R(A_i_—K)—

m
T R A2 -1 A T
T R Az —xk? A2-1 ' -
A S () —man)| | a1k
1-A7+22—«2 2
2 ~AeA- ln(K)LjL)_()”r_ll—_K)()L —Ay)

A—R
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A ) A7 22 — AT 2KA —2KkAy — KP4 1

l_ﬂt_ln <K‘A‘+ 3

Desse modo, apds realizar a integragdo e substituir o termo do logaritmo, a vazao pode

ser reescrita:

_ mR*dP
C2u dz

—AA_+4A +2A0 0] + % A+ A3+ A - AP+ A — A — A4S + A }

{}1 [3A% =341 =22, 47 + Kk =2k A — 402 + 4K AL — 142244

(3.98)
Rearranjando:
R*dP [ 1
Q= Zu’ = {5 A4 =A% 4204 A3 2220 —4iPA +4K°A 43K — 6K2A A — 3
Z

FOALA —4A +4A]} (3.99)

Colocando JT em evidéncia, e reorganizando, € possivel esquevrer a vazao da seguinte

maneira:
TR*dP (1
0= 8[.L’d_z{§ [3K4_3+6ﬂ,+l_ (1—K2>+4(ﬂ,+—ﬂ,_) (1+K3)—<ﬂi—ﬂz) (ﬂ‘+—ﬂ‘_)2}}

(3.100)

Provando a relacdo do dltimo termo, da equacdo acima:

— (A2 =22 (A=A ) == (A2 A2 (A2 + 22 +22)
= AL 2234 2322+ AZA2 +244A2 + 22
=4 -t oA 2234 (3.10D)

Finalmente, pode-se escrever o termo da vazdo como:

_ mR*dP
- 8w dz

('~ 1) + 224 (1- &) +§(A+ ) (14K - % (A2 = 22) (s +2_)?
(3.102)

Com isso € possivel encontrar a velocidade média do escoamento. Pois sabe-se que:

0=Voh = Vu=% (3.103)

A drea da secdo do anular € calculada pela expressao:

A=7R*(1-«%) (3.104)
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Logo, € possivel escrever:

R2 dP 1

szg—wd—zm ( (A}r—ﬁ) ()u+—|—)u_)2

(3.105)

K1) 122 (1_K2)+‘§‘<;L+_;L_) (146 _%

Para a solucdo estdciondria de um fluido de Bingham, pode-se representar as forgas

atuantes no escoamento, como demonstrado na figura 8:

visc visc

-

pres

R AR AR KR

Figura 10 — Forgas que agem sobre o escoamento

Assim, € possivel escrever que:

pres| — ﬁvisc (3.106)
Substituindo as forcas de pressdo e viscosidade:
[P(z) —P(z+dz)]A = 102n (A R+ A_R)dz (3.107)
Trabalhando a equacio:
dp 2022 92
——-dznR (A —A2) =27mRtdz(Ay +A-) (3.108)
Z
27
A 4+2A) (A —A)=— N (A +A2) (3.109)
()%
Logo:
2
Ay —A_)=— % (3.110)
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Lembrando da equagédo (3.81), substituindo o valor de A, juntamente com o valor

encontrado na equagdo (3.110), € possivel chegar em:

2 2 p2
R ap [)L—_R_KZ_27L+,1_ (%) —2(A_—Ay) (M_R_K)]

4u’ dz R
f:, Z’Z V;fz —1-2A:A_ (%) +2(A-—24) (MTR - 1)} (3.111)
Simplificando:
A2 —Kk? -2 A (;:K) —2A—A) (A —x)=AL —1-2(A_ — A1) (A4 —1) (3.112)
Reescrevendo:

A2 A4k 142 —A) (A +A- —k— 1) +2A A In (f ) =0  (3.113)
+
Desenvolvendo a equagdo acima:
AZ 224 —142(Ar —2) (14 K) +2A2 204 — 242 —2A A

+2A A ln( A ):o (3.114)
Ak

AT AP 1 2R — A (14 K) + 224 A in <f ) =0 (3.115)
_l’_
Fazendo:
S
=%
Assim para:

k=05 = 05<a<l

k=09 = 09<a<l1
k=01 = 0,1<a<l
Para o fixo.

E dividindo a equacdo (3.115) por A2, é possivel escrever:
2 o 2 2 1 _

AL (2aln P +a —1)4+2A:(1—a)(1+x)+x°—1=0 (3.117)
Encontrando o valor de A :

2(1—a)(1+k)
2(2ain (%) +a2—1)
VA=) (14 1) +4(1 - x2) (2000 (2) + 02 1)
2(2ain (%) +a*-1)

A+:_

+ (3.118)
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Rearranjando:

1
2aln (%) +o2—1

(1—a)(1+1c)i\/(1 —a)? (1+%)* +4(1 - k2) (2ain (%) ol 1)]
(3.119)

Aq_:

Lembrando que:

A= al+

(%) =7

O nuimero de Bingham (Bn) é uma constante adimensional do sistema, e define o aspecto
do escoamento, como representado na figura 10. Quanto maior for Bn maior serd a regido
IT se comparado as regides I e III, ou seja, maior a regido que o plastico de Bingham tem o
comportamento similiar a um sélido e menor a regiao de comportamento fluido.

De acordo com Poole (2012) [36]], o nimero de Bingham pode ser representado por:

ToR
Bn=— (3.121)
Vi
Com o valor da velocidade média sendo determinado pelos valoresde A, A_ ¢ ‘fi—f.
3.2.4 Descricao da Variacao da Pressao
Para o plastico de Bingham, o escoamento € divido em trés regides:
VZ
r

Figura 11 — Representagdo da velocidade x raio para um plastico de Bingham
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Matematicamente:

I: kR<r<AR

II: AR<r<A

+-R

1nr: A.R<r<R

46

Para o desenvolvimento das equagdes, recorre-se novamente ao trabalho de Barbosa

(2018) [6], 0 apéndice B demonstra a modelagem do problema adotada pela autora, para que

assim possa se introduzir a pressao do kick.
Partindo da equagdo (B.18) nas regides I e 111, a dindmica € definida por:

v, ap
e
Entao

Jt dz
Na regido II:
P% =f.—Vp

Logo:
v, dP
P T

2
/a vz
072

(3.123)

(3.124)

(3.125)

(3.126)

Nas regiodes I e III, como elas sdo muito similares as equagdes de Navier-Stokes para

fluido newtoniano, ja descrito por Barbosa (2018) [6], e representadas no apéndice B, é possivel

escrever.

v,(r,t) = Re {expiwt [fp(r) +C1Jo (Nr) + CoYo (Nr)] }

Sendo:
iIA
fp(”) =T
E
N=4/-2
\%

(3.127)
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E das propriedades das funcdes de Bessel, que podem ser encontradas em (Butkov,
1988) [37]]

dJo(x) -
ox Si(x)
Yp(x)
ox i)
Com isso € possivel escrever:
% —refew | 250 i+ o)} (3.130

Aplicando as condi¢des de contorno.

Para a regido I:

v.(kR) =0
v, B
5, (A_R)=0

Para a regido II:

v.(R)=0
v, B
5, (A+R)=0

Voltando a regido I, também € possivel escrever que:
v.(kR,t) =0

Para as condi¢des de contorno valerem em qualquer tempo, tanto a parte real, quanto a
parte imaginaria da expressdo entre colchetes deve valer zero. (BARBOSA, 2018) [6]
Logo:

fp(KR)+C1J0 (NKR)‘I—CZYO (NK‘R) =0 (3.133)

Como:

v,

TE(-R) =0

Assim:

v
ar

Adptando as equacdes (1.133) e (1.134):

(A_R) — NC1J; (NA_R) — NC>Y; (NA_R) = 0 (3.134)

NY; (NA_R) [fp (KR) +C1Jo (NKR) + C2Yy (NKR)] =0 (3.135)
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Yo (NKR) % (/FL,R) —NC1Jq (NA,R) — NG, (NK,R) =0 (3.136)

Somando as equagdes acima:

NY; (NAR) f, (kR) + Yo (NR) % (A_R)

+NC) [Jo(NKR)Y; (NA_R) — Yy (NxR)J; (NA-R)| =0 (3.137)
Isolando Cj:

o NY(NAR) fy (KR) + % (NkR) %z (A_R) G.138)
"7 N[Yo(NkR)J, (NA_R) — Jo (NKR) Y| (NA_R)] '

Substituindo C; na equagao (3.133):

NY; (NA_R) f, (kR)+ Yy (NXR) 42 (A_R)

To (Rt T (NkR)J1 (NAR) —Jo (NKR) Vi (NA_R)]

Jo(NKkR)+CoYy (NkR) =0 (3.139)
Simplificando e isolando C;:

Nf, (KR)Jy (NA_R) + 2208 1o (NkR)

= 14
2= Nlo (NKR) Y, (NA_R)| — Yo (NKR) Jy (NA_R) (3.140)
Agora, calcula-se na regido III. Lembrando que:
v.(R)=0
Tem-se:
fp(R)+CiJo(NR)+CoYy (NR) =0 (3.141)
E
avZ (A‘+R) _ O
or
Gera:
w _N[C1 (NALR) +CaYi (NALR)] = 0 (3.142)
’

De maneira similar a j4 realizada, adequa-se as equacdes. Entdo € possivel escrever:

NY; (NALR) [f, (R) + C1Jo (NR) + CaYy (NR)] = 0 (3.143)
E
Yo (NR) w _ NCJy (NALR) +NGoYy (NALR) | =0 (3.144)
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Somando as duas equagdes:

Nf,(R)Y1 (NALR)NC1Jo (NR)Y; (NALR)+ WYO (NR)—NC1J; (NALR)Yy (NR) =0
(3.145)
Tornando-se possivel obter Cy:
9fp(A+R)
Nf,(R)Y; (NA+R)+ ==Yy (NR
C) = fp( ) 1( + )+ or O( ) (3.146)

N[Yo (NR)Ji (NALR) —Jo (NR) Y1 (NA+R)]

Substituindo o valor encontrado na equacao (1.146):

Nf, (R) Yy (NALR) + 28Ry (NR)
N[Yo(NR)Ji (NALR) —Jo (NR) Y1 (NA+R)]

fp (R)+ Jo(NR)+CoYg(NR) =0  (3.147)

Finalmente, € possivel escrever:

Ny (R)J1 (NALR) + 2R gy (NR)

G = N[Jo(NR)Y (NALR) — Yo (NR)J; (NA,R)]

(3.148)
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4 SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

4.1 FLUIDO NEWTONIANO INCOMPRESSIVEL

Utilizando-se do recurso de software MATLAB, a linguagem foi escolhida pelo propdsito
de gerar simula¢des com tempo de processamento rdpido e programagado simples, que validassem
o desenvolvimento algébrico realizado na se¢do anterior. Se o objetivo do trabalho fosse buscar
uma solu¢c@o numérica exata para o problema, provavelmente outra linguagem de programacao
seria mais adequada.

O comportamento do kick, o qual pode ser considerado como uma perturbagdo no
problema, foi modelado para duas situacdes. A primeira é um falso kick, representada pela
funcido seno, a qual retrata um crescimento de pressdo abrupto, € que ndo se mantém. A segunda
€ representada pela fung@o exponencial, nela a pressdo também cresce de uma forma mais rapida
inicialmente, e vai estabilizando ao longo do tempo. Ambas as fun¢des foram modeladas para
um periodo de tempo de 10 e 100, e sdo descritas como uma série de Fourier para mil termos,
a série encontra-se descrita no apéncide C. Vale destacar que a perturbagdo considerada nas
modelagens € equivalente a 10% da solucao estaciondria, o valor foi fixado tendo em vista que
uma variagdo muito grande poderia causar uma transformac¢ao do fluxo laminar para turbulento,
impossibilitando assim a previsdo do modelo. Vale destacar também, que para o cédlculo dos
resultados, todas as variaves foram admensionalizadas.

Assim, para o tempo 10, possui as seguintes representacoes.

Funcao seno:

F(r) = 100sin (f—(t)) (4.1a)

Funcao exponencial:
F(r) = 100(1 —exp—%) (4.1b)

E, para o tempo 100, tem-se.
Funcao seno:

F(t) = 100sin (%o) (4.2)

Funcao exponencial:
F(r) = 100 (1 —exp—%) (4.2b)

Observa-se que ao final das curvas, representadas pelas figuras 11 e 12, hd um intervalo
em desconformidade, sendo mais perceptivel na representacio exponencial. Isso acontece pois
a série de Fourier € uma solucao aproximada, e apds mil termos ela € truncada pelo programa.
A decorréncia dessa aproximacao, € que no tempo zero a velocidade ndo € nula e préximo ao

tempo final a simulac@o ndo consegue descrever corretamente o campo de velocidades.
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Aproximagao da fungio em Série de Fourier (n=1000)
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Aproximagio da fungdo em Série de Fourier (n=1000)

Figura 12 — Série de Fourier durante o tempo 10
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Figura 13 — Série de Fourier durante o tempo de 100

Uma maneira de suavizar essas incormidades gréficas seria aumentando o nimero de

termos utilizados na série de Fourier, o que acarretaria num acréscimo ao tempo computacional

gasto. A opg¢do de manter a série para mil termos na simulagdo, se dd pois esses erros de

aproximacdo e truncamento nio interferem em nada a interpretacao dos resultados, e devido as

limitacdes do MATLAB para realizar integra¢des de fun¢des harmonicas com frequéncia muito

alta.

O campo de velocidades apresentado nas figuras 13 e 14, estd de acordo com o esperado,

pois a velocidade nula encontrada nas parades respeita a condicdo de ndo deslizamento, utilizada

como condicao de contorno no escoamento de um fluido real, e o seu valor maximo € encontrado
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préximo ao centro, gerando um formato parabdlico do campo em relagdo ao raio.

Vale ressaltar que para o célculo, foram considerados valores arbitrarios do gradiente de
pressdo, densidade e viscosidade, portanto o valor absoluto da velocidade € pouco significativo,
sendo que ela foi normalizada em func¢do da velocidade média do escoamento permanente.
Evidenciando assim,a relagcdo entre o campo de velocidades do escoamento permanente € 0

acréscimo de velocidades devido ao kick.

Campe de velecidades normalizade durante o kick

Campo de velocidades total durante o kick (normalizado)

Velocidade
Velocdade
L
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0.7
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4
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a) Fung¢doseno b)Funcdo exponencial

Figura 14 — Campo de velocidade durante o tempo 10

Campo de velocidades total durante o kick (normalizado) Campo de velocidades total durante o kick (normalizado)
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Figura 15 — Campo de velocidade durante o tempo 100
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Como decorréncia da perturbacio, um acréscimo da velocidade € calculado ao longo do
tempo, e estd representado nas figuras 15 e 16:

Acrescimo de velocidade devido a perturbagio durante o kick (normalizado)

0.15

=]
‘

Velocidade
o

o

o

Velocidade

06 06
: 2 i 2
Raio 04 o Tempo Raio 04 Tempo

a) Fung¢doseno b) Fun¢do exponencial

Figura 16 — Acréscimo de velocidade em decorréncia da pertubacdo para o tempo 10

Acréscimo de velocidade devido a perturbacgdo durante o kick (normalizado) Acréscimo de velocidade devido a perturbacgdo durante o kick (normalizado)
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Figura 17 — Acréscimo de velocidade em decorréncia da pertubacdo para o tempo 100
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Calcula-se também a velocidade média normalizada com relagcdo a velocidade inicial

durante a perturbacdo, figuras 17 e 18:

Velocidade média normalizada com relacdo a inicial durante o kick.
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Figura 18 — Velocidade média normalizada para o tempo 10
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Figura 19 — Velocidade média normalizada para o tempo 100
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Pelas figuras 17 e 18, nota-se que a velocidade média comeca negativa, e isso € muito
mais perceptivel para o tempo 10, do que para o 100, um das hipéteses de explicag@o para esse
fendmeno € um escoamento turbulento no comeco, o qual ndo foi previsto no modelo, devido
a uma variacdo de pressao muito rapida, e quanto menor o tempo, mais rapido essa variagao
acontece. Outra explicacdo € a limitagdo do programa para calcular fun¢des de Bessel de nimeros
complexos multiplicados pelos desvios nos extremos, devido a transformada de Fourier.

E perceptivel também que na fungio exponencial a velocidade média tende para o valor
de 1.1, esse valor representa a solugdo estdciondria e 10% de pressao a mais, sendo que para
o tempo 10 esse valor se aproxima mais rdpido. O final da curva gera uma desconformidade,
devido ao fato de que a equagao estd oscilando, o que gera uma solucdo incorreta da equacao de
Navier-Stokes. O grafico da fun¢do exponencial para ambos os tempos demonstra que hd um
acréscimo de pressao significativo durante um periodo, e € controlado, o escoamento continua
laminar, com uma solucdo que tende para a solugdo estaciondria com 10% a mais da pressao.

Para a funcdo seno a interpretacao € bastante similiar, existe um acréscimo, que nao
chega a atingir o valor de 1.1, devido a inércia do sistema. A velocidade aumenta, atinge o seu
méaximo e depois comeca a diminuir. A diferenca na duracdo de tempos, de 10 e 100, é que
quanto maior o tempo, maior € o periodo para a velocidade estabilizar. Nota-se também que
apesar da pressdo ser mdxima na metade do tempo, 0 mesmo nao acontece para a velocidade,
1Sso acontece porque o escoamento ainda estd sendo acelerado pela pressdo, é como se devido as
forgas internas de viscosidade ele demorasse um tempo para dar uma resposta.

Para finalizar a analise do fluido Newtoniano, foi calculado o escoamento variando o
valor de k. E percebe-se que, conforme muda o valor de x, muda-se também o formato do perfil

de velocidades. Para k maior o perfil se torna mais simétrico, como demonstrado na figura 19:

Perfil de velocidades para diferentes raios internos
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Figura 20 — Perfis de velocidade 2D, para diferentes raios internos
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Campo de velocidades num anular para um fluide newtoniano (k=0,1)

Velockdade

a)ParaK=0.1 b)Para K=0.9

Figura 21 — Representacdo do campo de velocidades no anular para diferentes raios internos

4.2 PLASTICO DE BINGHAM

Os parametros de entrada para o célculo do escoamento de um fluido de Bingham, é

demonstrado na tabela a seguir, a qual traz as relagcdes entre o nimero de Bingham, o fator o e

variacdo da pressao.

Bn o ‘ ‘fl—P ‘

1 0,950455 | 535,877
10 | 0,769381 | 104,485
25 | 0,685871 | 72,8807

100 | 0,5973351 | 53,5385

Tabela 2 — Fatores de um escoamento de um plastico de Bingham

Foi calculado a aparéncia do escoamento, para os diferentes niimeros de Bingham. Com
isso, foi possivel observar que o tamanho da regido que se comporta como um sélido aumenta,
de maneira proporcional ao nimero de Bingham. E que o perfil de velocidade torna-se plano

quando Bn tende ao infinito. Como demonstrado pelas figuras 21 e 22.

Campo de velocidades no anular para um fluido newtoniano (k=0,9)
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Figura 22 — Solugao estaciondria normalizada para diferentes Bn

Também calcula-se a relac@o entre Bn e a velocidade média do escoamento, figura 23.
Sabe-se que quanto maior € essa velocidade, menor € a constante de Bingham. Ou seja, quanto
mais rapido for o escoamento, menor € a sua regido que se comporta como um sélido.

Para os préximos calculos foi escolhido um valor de k = 0.5 e Bn = 25, tendo em vista
que para nimeros de Bingham muito pequenos, a velocidade do escoamento seria muito alta, e o
escoamento provavelmente deixaria de ser laminar, tornando-se turbulento. Ja para nimeros de
Bingham muito grandes, o comportamendo s6lido seria dominante.

A pertubarcdo ¢é inserida no sistema de forma similar a realizada para um fluido
Newtoniano. Sao duas situacdes diferentes representadas, nas figuras 24 e 25, por uma func¢do
seno e outra exponencial, atraves de séries de Fourier. Todo o célculo realizado para esse

fendmeno, € demonstrado na secdo 3.2.4.
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Campo de velocidades normalizado no anular para um plastico de Bingham Campo de velocidades normalizado no anular para um plastico de Bingham

Vielocidade
Velocidade

a)ParaBn=1 b) Para Bn=1000

Figura 23 — Campo de velocidades no anular para diferentes Bn

Numero de Bingham x Velocidade média do Escoamento

Velocidade média

0 I | " I I
0 5 10 15 20 25 30

numero de Bingham

Figura 24 — Relacao entre o nimero de Bingham x a velocidade média do escoamento

O erro assocido aos extremos das figuras 24 e 25, é muito maior do que para um fluido
newtoniano, pois se estd trabalhando com a funcio de Bessel e a sua derivada, sua representacdo
gréfica encontra-se no apéndice C, sendo muito provavel que a série de Fourier apresente maiores
inconformidades para a derivada.

Assim, calcula-se o campo de velocidades durante a pertubagdo, figura 26, e o acréscimo
de velocidade em decorréncia da mesma de duas maneiras, considerando os extremos, figura 27,
e desconsiderando os extremos, figura 28.
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Aproximagéo da fungdo em Série de Fourier (n=1000)
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Aproximagéo da derivada em Série de Fourier (n=1000)
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Figura 25 — Aproximacao da func¢do seno e sua derivada em série de Fourier
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Figura 26 — Aproximacao da funcao exponencial e sua derivada em série de Fourier

O campo de velocidades para o plastico de Bingham também estd de acordo com o

esperado, com a velocidade nula nas paredes e o seu méximo préximo ao centro do anular, como

trazido pela figura 26. Ja os acréscimos de velocidade apresentam uma desconformidade muito

maior nas extremidades do que para um fluido newtoniano, figuras 27 e 28. Além da hip6tese

de erros decorrente das fungdes de Bessel multiplicadas pela aproximagdo da fun¢ado pela série

de Fourier, vale pontuar outra possibilidade que explica essa incoeréncia, para a simulacao

numérica foi considerado que A ¢ A_ sdo fixos, ou seja, ndo possuem o seu valor alterado com

a perturbacao, o que nio condiz com a realidade. Assim, ao comparar as regides I e I1I, apesar

dos valores de A e A_ serem parecidos, eles ndo sdo iguais. Em virtude disso, € utilizado uma
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Velocidade total durante o kick (normalizado) Velocidade total durante o kick (normalizado)

Velocidade
Velocidade

0.5

100 100

40

N 20 .
Raio 04 o Tempo Raio 04 o Tempo

b) Fun¢do exponencial

a)Fun¢doseno

Figura 27 — Campo de velocidade durante a pertubagao
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Figura 28 — Acréscimo de velocidade em decorréncia da pertubacio

média entre esses dois valores para a velocidade. Sendo assim, a solugdo algébrica continua
sendo uma aproximacéo, para ter uma solucéo exata teria que considerar que os valores de A, e
A_ variessem com o tempo, ou seja, para cada passo de tempo diferente esses dois fatores teriam
que ser recalculados, o que geraria um aumento considerdvel do tempo de simulagcdo. Como o
objetivo do trabalho era o de encontrar uma solug@o algébrica do problema e ndo a sua solucao
numérica, optou-se pelo menor tempo de programacao.

A figura 29 é um corte 2D do acréscimo da velocidade, nela essa defasegem entre A, e

A_ torna-se perceptivel.
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Acréscimo de velocidade devido ao kick (normalizado) Acréscimo de velocidade devido ao kick (normalizado)
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Figura 29 — Acréscimo de velocidade em decorréncia da pertubacdo desconsiderando os
extremos
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Figura 30 — Acréscimo de velocidade em decorréncia da pertubacaono tempo 70

Por udltimo, obtém-se a velocidade média normalizada do escoamentona figura 30. A
interpretacdo para o plastico de Bigham é muito semelhante a do fluido newtoniano. Com a
funcdo exponencial tendendo para o valor 1.1, o final da curva ultrapassa esse valor devido ao
um erro de truncamento da série de Fourier. J4 a fungdo seno apresentando um acréscimo até

aproximadamente 1.1 e depois o seu decaimento.
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5 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

5.1 CONCLUSOES

O propésito desse trabalho foi desenvolver uma solugdo analitica mais geral para o estudo
do escoamento em cilindros co-axiais do que a obtida por Barbosa (2018) [[6] e Zanotto(2018) [[7],
juntamente com uma diversificacdo do modelo, abrindo a possibilidade de multiplicacdo dos
cendarios, como a mudanca do fluido, ndo apenas newtoniano, mas também para o plastico de
Bingham.

Os resultados das simulacdes realizadas indicam que o método € eficiente para descrever
a dindmica do escoamento nessas condi¢des, validando o mesmo para a aplicagdo em situagdes
reais.

A solugdo analitica da equagdo de Navier-Stokes permite qualificar o escoamento de outro
ponto de vista, uma vez que a modelagem de problemas similares geralmente sdo desenvolvidas
numéricamente, através de recursos computacionais.

A utilizacdo da série de Fourier se torna um ponto de imperfeicao, por se tratar de uma
solu¢do nao exata, ela acaba retornando erros de truncamento e aproximac¢do, mas que nada
interferem na interpretacao final dos resultados. Um outro ponto de limitac¢do € a ndo variacao
de A, e A_ com a perturbagio, tornando a solu¢do numérica do escoamento para o plastico de
Bingham, uma soluc¢do aproximada.

Como maneira de aperfeicoamento do modelo, ficam as sugestdes de proximos passos

para trabalhos futuros:

e Incorporar a compressibilidade do fluido;
e Tornar o escoamento bifasico;
e Considerar diAmetro;

e Considerar diferentes geometrias.
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APENDICE A - EQUACOES DE NAVIER-STOKES PARA FLUIDO

NEWTONIANO

Sendo o gradiente de velocidade para qualquer sistema de coordenadas descrito da

seguinte forma:

% 1 8\/,-

-4 Vi 8hj 17 8h
V)i =755,

B h,-hja_x,-+ ijzhhk 8xk

E em coordenadas cilindricas:

<W)rr = aa‘;’ —v,.0+5rrzh_k _ %;
RN,
<W>ZZ: aa—v;—vz 0 SZZ;Zk 0= aa_v;;

(57) = %—VZ’; (V). = %; (¥7)0. = aa_vj;

(

> 1dv > 1dv, vg >
) - 125 (9,105 (99, -
Y 0 rado Y 0 rodob r Y or

Sendo as equagdes de Navier-Stokes:

p(g: v%) pQ:f p+V7T

Para o fluido newtoniano:
Tij = 2ILE;j
Sendo:

&j= <%S\7)

Onde o gradiente simétrico é definido como:

V=1 [(w) +(v7) T]

(A.1)
aVQ
ar
(A.3)
(A4)
(A.S)
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Para o problema em questao, tem-se:

rado r

d d
v=v,(nt) = a—vzz:%:O
Logo:

Er = Ego = € = €9 = €0y = €97 = £, =0

1dv,
€= =50

Substituindo na equagdo de Navier-Stokes:

(vﬁ)vzo

Pois v, = vg = 0 e na componente z:
dv, vgdv, v,
or T rae Yoz
Com isso:
DV dv,
Dt ot
Retomando a equagdo principal:

=0

8=
Q|
G

As unicas componentes ndo nulas de g;; s30 &, = &, =
Entao:
2
2u%%£m?= u%?: 0
20r & ar?
Assim:

v, dap v,
P> —fz—a—ZJrH 5,72
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APENDICE B - MODELAGEM DO PROBLEMA PARA
INTRODUCAO DA PERTURBACAO

Como desenvolvido no trabalho de Barbosa(2018) [6]]:

GEOMETRIA DO PROBLEMA

66

Figura 32 — Representacdo do fundo de um poco de petréleo. (FONTE: BARBOSA, 2018) [6]

Onde 7’ € o raio da coluna de perfurag¢do, também chamado de raio interno. R € o raio

total do pogo, ou raio externo. E @ € a frequéncia angular da variacdo de pressao no anular,

utilizado para simular tanto um influxo, quanto um afluxo de fluido no poco.

EQUACOES GOVERNANTES

Equacdo de Navier-Stokes para um fluido térmico (i = cte) e incompressivel

o - .
p (&—:+\7-V(\7)) =pg—Vp+uv

Divindo por p, v = %

v - Y
(a—rw-vw)) :g—Fp+vv2v

Consideracoes do problema

1. Despreza-se inicialmente a pressdo da gravidade;

(B.1)

(B.2)
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2. Modela-se o gradiente de pressdo, a fim de se moldar um estdgio de equilibrio hidriulico

entre o influxo e o afluxo do fluido de perfuragdo

ap .
i —pAcos(wt); (B.3)

3. Fluido é aproximado num primeiro momento para incompressivel € newtoniano quando

em movimento;
4. Pela simetria do problema, v, = vy = 0;
5. Condigdes de contorno: v,(r =r') =v,(r=R) =0.
Nessas condi¢des
5V () = (%VZZ) 0 (B.4)

O gradiente e o laplaciano em coordenadas cilindricas de uma funcdo qualquer valem:

- df . 1df . df.
Vf:a_]r(H—r&qu_a]zc

2 af 1 0%f
()42

Assim a equacdo (B.2) se reduz para:

dv,  1dp

@~ pa (T )
v, 19 [ dv,

En =Acos(wt)+ Vv [ 3 < 5, )] (B.6)
A 0%v, 1dv,

En =Acos(wt)+V ( 3,2 + ;W) (B.7)

Equacdes diferenciais, que contém fun¢des harmonicas, como seno e cosseno, geralmente sao
mais facilmente resolvidas quando o problema € levado para o plano complexo, pois a derivada
destes termos resultam no produto dos préprios termos por uma constante.

Lembrando que

¢'® = cos(wt) + isin(wr) (B.8)
¢ definindo
f(r) =Re[f(r)]+ilm[f(r)] (B.9)
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Pode-se definir no plano complexo:

v:(r,t) = Re[V:(r1)] (B.10a)
V.(r,t) = f(r)e'® (B.10b)
1dp 4 iof
WYE = Acos(wt) = Ae (B.10c)
Aplicando em (B.7)
iof (1) =4 +v (£(r)"+ % F)) e B.11)
i 1 / ' _A
O+ () =2 () = == (B.12)

Solucao Particular

Resolver esta equacdo diferencial exige primeiro determinar uma solucdo particular.

Seja
iA
=—— B.13
Ip(r) o ( a)
Obtém-se
fp(r) = fp(r)" =0 (B.13b)
Substituindo em (B.12)
] A A
- (—l—) S (B.14)
% 0] v

Esta equacdo mostra que de fato a equacdo (B.13a) € uma solucdo particular da equacio (B.12).

Solucao Homogénea
Resta solucionar a equagdo homogénea
1 10
f”(r)+;f’(r)—17f(r) =0 (B.15)

Esta é uma equacao semelhante a equacao de Bessel (A.3), de ordem zero, cuja solugdo se

apresenta da forma:

f(r) = Ci1Jo(x) +CoYp(x) (B.16)
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Onde

0

=4/ —— B.17

X vr ( a)

dx = —%dr (B.17b)
\%

dr=/——dx (B.17¢)
0]

Juntando tudo, obtém-se

0]
- CY
\/ vr+20

; A
V,(r,t) = e {—15 +Ci1Jo

I
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APENDICE C - EQUACOES GERAIS E PROPRIEDADES
MATEMATICAS

INTEGRAL

/xln (a>dx (C.1)

Aplicando a seguinte substituicdo de varidvel:

X
u——
dx = adu
Retorna:
2 2
[
az/uln(u)du — (Y nlu) (C.2)
2 4
Reajando, e voltando as variavéis iniciais, obtém-se o resultado a integral:
2 X 2
In(%
[sn(2)ax = Xin(G) « ©3)
a 2 4

SERIE DE FOURIER

A série de Fourier € dada por:

Z [A, cos(nwt) + B, sin(nwt)] (C4)

Em que A, e B, sdo descritos como:

o [f
A, = p F(t)cos(nwt)dt (C.5a)
14
t
B, = % " F (1) sin(nor)dr (C.5b)
I

FUNCOES DE BESSEL

Representagdo gréfica das fungdes de Bessel:



-1
ast /|

16 18

Figura 33 — Grafico das funcdes de Bessel de primeira espécie

4 & & 10 12 14 168 18 20
X
Figura 34 — Grafico das fungdes de Bessel de segunda espécie
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