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RESUMO

Investigamos o comportamento dinamico de um sistema dindmico autbnomo a tempo
continuo em seis dimensdes, através do acoplamento de dois sistemas de Lorenz, por
meio de dois novos parametros de acoplamento, assimetria e intensidade, presentes
nas funcbes de acoplamento. Os espectros dos expoentes de Lyapunov permitiram
analisar o plano dos parametros de acoplamento em dois casos distintos. O primeiro,
considerando o acoplamento de dois sistemas idénticos de Lorenz em regime caotico,
e 0 segundo, considerando o acoplamento de um sistema de Lorenz em regime
cadtico e outro em regime periodico. Diagramas de fase, de bifurcacéo, e atratores
permitiram a caracterizacdo da dindmica dos sistemas acoplados. No caso cadtico-
cadtico, o acoplamento resultou na supressédo do caos com a presenca de regides
quase-peridédicas e atratores do tipo ponto fixo, como também regibes de
hipercaoticidade. Ja no caso periodico-cadtico, foram identificadas a ocorréncia de
espirais descontinuas e ilhas de periodicidade com a presenca de infinitas cascatas
de adicdo de periodos acumuladas e orientadas em um horizonte no plano de
parametros. Também foram observadas regides de solucdes estaveis e hipercadticas,

porém contrario ao primeiro caso, ndo forma observadas regifes quase-periodicas.

Palavras-chave: Sistema de Lorenz; Acoplamento; Plano de parametro; Caos;
Sequéncia de adicao de periodo.



ABSTRACT

We investigated the dynamic behavior of an autonomous continuous-time dynamical
system in six dimensions, through the coupling of two Lorenz systems, by means of
two new coupling parameters, asymmetry and intensity, present in the coupling
functions. The spectra of the Lyapunov exponents as a tool allowed the analysis of the
plane of the coupling parameters in two different cases. The first, considering the
coupling of two identical Lorenz systems in a chaotic regime, and the second,
considering the coupling of a Lorenz system in a chaotic regime and another in a
periodic regime. Phase, bifurcation, and attractor diagrams allowed the
characterization of the dynamics of coupled systems. In the chaotic-chaotic case, the
coupling resulted in the suppression of chaos with the presence of quasi-periodic
regions and fixed-point attractors, as well as regions of hyperchaoticity. In the periodic-
chaotic case, the occurrence of discontinuous spirals and islands of periodicity with the
presence of infinite period-adding cascades accumulated and oriented on a horizon in
the plane of parameters were identified. Regions of stable and hyperchaotic solutions

were also observed, but contrary to the first case, quasi-periodic regions were not.

Keywords: Lorenz system; Coupling; Parameter plane; Chaos; Period-adding

seqguence.
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1 INTRODUCAO

O conjunto nao-linear de equacdes diferenciais ordinarias (EDO) dado por

X =0y —ox
Yy=rx—y—Xxz (1.1)

zZ=xy—bz,

foi primeiramente desenvolvido por Barry Saltzman e Edward Lorenz [1-2], nos
anos de 1962 e 1963, respectivamente, como um modelo mateméatico para o
estudo da conveccdo térmica entre duas placas paralelas a diferentes
temperaturas colocadas perpendicularmente em relagéo a forga gravitacional [3].
O objetivo dos estudos era proporcionar certa previsibilidade climatica
associando o modelo aos rolos atmosféricos convectivos, dada a movimentacao
do ar devido as desigualdades térmicas impostas em sua maioria pelo
aquecimento solar [4].

A integracao numérica deste conjunto de EDO, possivel a partir da década
de 50 com o invento de rapidos computadores, permitiu que Lorenz observasse
algo entre os limites da aleatoriedade e periodicidade, e que veio a resultar na
area da ciéncia ndo-linear hoje conhecida como caos.

O sistema de Lorenz, apresenta variaveis de estado x, y e dependentes
do tempo, parametros o, re bpode apresentar solucbes de equilibrio
representando rolos de conveccgao estaveis, ou entdo, de acordo com variacdes
nos valores de parametros, solucdes de instabilidade com a destruicéo dos rolos
e dindmica cadtica, no qual o sistema apresenta extrema sensibilidade as
condic¢des iniciais.

Observe que o termo “caos” esta intimamente ligado com algo ainda mais
importante que é a dindmica. A dinamica é uma ferramenta que permite a analise
destes comportamentos de maneira geral, apresentando mediante a
formalizacdo matematica de um processo deterministico, sistemas que
descrevam um fendmeno cientifico. Isso possibilita que estados passados e
futuros de muitos sistemas dinamicos possam ser previstos até certo ponto se

conhecermos o estado presente e as leis que governam sua evolugéo.
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Neste trabalho, seréo analisados dois sistemas dinamicos de Lorenz
unidos de forma bidirecional (1.2) através de parametros de acoplamento a e ¢
[5-6], considerando variacdes nos valores do parametro r, analisados por meio
do diagrama de bifurcacéo, que coloquem estes sistemas em regimes caoticos

ou periddicos.

) a
X1 = 01Y1 — 01X1 + 5(1 + ¢)(xy — xq1)

. a

Y1 =71X1 — Y1 — X121 + E(l +c)(y2 —y1)

_ a
Z; = x1y1 — byz; + 5(1 + ¢)(z; — 7z1)
(1.2)

) a
Xy = 02), — 02X + 5(1 —¢)(xg — x3)

) a

Yo =1Xp — Y2 — XpZp + 5(1 — )1 —Y2)

_ a
Zy = XYy — byzy + 5(1 —¢)(21 — z3)

No primeiro caso estudado, consideramos os sistemas acoplados ambos
em regime caoético, mediante escolha adequada do parametro r. Resolvendo
esse sistema de equacBes numericamente via calculo computacional e
analisando os espectros do expoente de Lyapunov, através do método proposto
por Wolf et al [7], pode-se identificar o comportamento dinamico do sistema.

No segundo caso, foram considerados os sistemas acoplados, com uma
nova escolha de valores do parametro r, que coloque um sistema em regime
cadtico e outro em regime periédico. O método de analise utilizado foi 0 mesmo
do primeiro caso.

Na secdo a seguir, capitulo 2, serdo apresentados conceitos que
permitam ao leitor a compreensdo sobre sistemas dinamicos e suas
caracteristicas. No capitulo 3, serdo abordadas caracteristicas do sistema de
Lorenz e questdes de acoplamento, apresentando no capitulo 4 os resultados

obtidos e 5 as conclusdes finais sobre o tema discutido.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo apresenta uma revisdo de conceitos sobre sistemas
dindmicos em tempo continuo, provendo conhecimento necessario para a

compreensao dos resultados obtidos neste trabalho.

2.1 SISTEMAS DINAMICOS LINEARES E NAO-LINEARES

Sistemas dinamicos podem ser descritos como um conjunto de elementos
sujeitos a uma evolucéo temporal, que caracterizam o estado de um sistema.
Para tal, € necessario definir exatamente quais elementos evoluem, e quais as
regras que determinam como esta evolucéo ocorrerd no tempo. Esse conceito
nos remete a um modelo matematico deterministico capaz de prescrever a
evolucdo temporal do estado desse sistema [8].

Estes podem ser descritos de duas formas, através de equacdes
diferenciais e mapas iterados. Quando a dindmica do sistema é dada por
equacdes diferenciais a evolucdo do sistema é descrita em tempo continuo.
Quando se utiliza mapas iterados é observada uma dinamica onde o tempo €&
discreto. Os mapas também podem ser Uteis, tanto para fornecer exemplos
simples de caos, como sendo ferramentas para analisar as solu¢des periddicas
ou cadticas de equacdes diferenciais [9].

Assim, um sistema dindmico pode ser representado por um conjunto de

equacdes diferenciais ordinarias (EDO)

Z—f =% = f(x(t)) (2.1)

Dizemos que estas equacgbfes sdo autbnomas por ndo dependerem

explicitamente do tempo. Caso o sistema seja do tipo

dx

— =x=f(x0),

dat

temos um sistema nao-autonomo. O sistema pode ser reduzido a equacoes

autdbnomas simplesmente chamando t como uma nova variavel e substituindo
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nas equacoes. A representacdo destas mesmas equacées em tempo discreto

da forma

Xnt1 = f(xn),

onde t = nAt, e sdo chamadas comumente de mapas discretos [10].
O sistema pode ser estendido para o caso de n dimensdes que no

exemplo de tempo continuo nos fornece um conjunto de n equacdes do tipo

dx

— = A0 (), -, % (0)

dx

s = fn(x1 (), oy xp (2))

gue escritas na forma vetorial, nos fornecem

-

ax -
T =fGE®)

onde ¥ representa um vetor n-dimensional.
E importante notar que as funcdes f, podem ser do tipo linear ou n&o-
linear. Se f,, for composta por variaveis de primeira poténcia e parametros,

somados através de uma combinacédo algébrica teremos o caso linear
ax+by+cz+--=cte. (2.2)

No contrario, se f, incluir expressdes diferentes da representada em
(2.2), a equacgéo é dita como n&o-linear. Note que um sistema de n equagdes e
n variaveis € chamado de nao-linear se apresentar uma ou mais equacgdées nao-

lineares.
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2.2 ESPACO DE FASE

Em um espaco n-dimensional, composto por variaveis (xy,x,...,X,)
dependentes do tempo, temos que um dado ponto P (x;(t), x,(t), ..., x,(t)) nesse
espaco representa um estado do sistema naquele instante. Se considerarmos
um espaco com dois graus de liberdade, n = 2, as variaveis x; e x,, caracterizam
o0 que chamamos espaco de fase e sua evolugdo temporal descreve uma

trajetdria ou Orbita no espaco, como representado na figura abaixo [9].

/ \ X
(x1(0), x(0))

Figura 2.1 — Espaco de fase correspondente a trajetdria de um ponto conforme

sua evolucéo temporal [9].

Podemos analisar a trajetéria no espaco de fase em termos do volume de
pontos representativos descritos, que conforme evoluem, nos fornecem duas
classes de sistemas. Se 0 conjunto de pontos retrata um campo de velocidades
incompressivel, o volume do espaco de fase é conservado e o sistema dinamico
é dito conservativo. Se esse volume se contrai no espaco de fase, temos o que
chamamos de sistema dissipativo [11].

O conjunto de pontos em trajetdrias assintéticas no espaco de fase de
sistemas dissipativos, compdem uma dimenséo final D menor que a dimenséo d
original do sistema, ou seja, D < d [11]. Essa caracteristica de convergéncia de
oOrbitas préoximas ap0s um tempo suficientemente longo no espaco de estados é

definida como atrator.
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2.3 ATRATORES

Atratores estdo presentes em sistemas dissipativos onde ocorre a
contracdo do elemento de volume no espaco de fase, caracteristica nao
observada em sistemas conservativos [12]. Um exemplo é o oscilador harmdnico
amortecido, onde podemos verificar que na Fig. 2.2(a), para qualquer condicéao
inicial dada, a trajetoria tende a aproximar-se da origem, onde o movimento do

oscilador cessa, e tende ao ponto fixo, denominado atrator do sistema.

(a) 2 (b) Pl |

=
D :

Figura 2.2 — (a) Atrator de ponto fixo na origem. (b) atrator ciclo-limite

representado pela linha tracejada [8].

No sistema (b) representado na Fig. 2.2 (b), correspondente a um
oscilador de Van der Pool, todas as solugdes se aproximam assintoticamente da
linha tracejada, que representa uma Orbita periddica estavel, chamada ciclo
limite. Nesse cenario, a condicéo inicial a, leva a uma 0rbita que se aproxima do
ciclo limite. J4 a condicdo B, dentro da linha tracejada, orbita da mesma forma,
se afastando da origem, no sentido de também se aproximar do atrator [8].
Nestes exemplos as solu¢cdes matematicas das condi¢des a e f nunca alcangam
o atrator, mas somente se aproximam assintoticamente deste, com Orbitas tdo

préximas a ponto de se tornarem indistinguiveis [13].
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Outros exemplos de atratores sdo 0s quase-periddicos e 0s caolticos.
Atratores quase-periédicos dentro do conceito de osciladores harmdnicos podem
ser explicados como dois osciladores ndo acoplados de frequéncias f; e f5,
sendo suas posi¢cdes expressas em termos de coordenadas angulares 6, e 6,,
desenhando uma superficie toroidal no espaco de fase. A periodicidade do
movimento é determinada pela razéo f,/f,, em termos de um resultado racional,
apresentando comportamento periodico e 6rbitas fechadas, ou irracional, com

comportamento quase-periodico e dérbitas que nunca se interseccionam [5].

53

Figura 2.3 — Superficie toroidal e a representacédo de duas frequéncias

independentes [9].

J& atratores cadticos sédo definidos como estruturas aperiddicas em que
suas trajetorias através da evolucao temporal ndo resultam em pontos fixos,
periddicos ou quase-periddicos e apresentam alta sensibilidade as condicGes
iniciais, divergindo exponencialmente no espaco de fases, a exemplo do atrator
de Lorenz da Fig. 2.4 [9]. Essas caracteristicas implicam na pratica que a
predicdo de estados futuros do sistema a tempos suficientemente longos €
perdida e pequenas incertezas sédo rapidamente amplificadas.

120

100

” 80

60

40
20

2

Figura 2.4 — Atrator do Sistema de Lorenz em regime caotico
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2.4 EXPOENTES DE LYAPUNOV

Em um sistema dinamico, a sensibilidade as condicdes iniciais pode ser
quantificada através dos expoentes de Lyapunov. Se considerarmos duas
trajetorias com condig8es inicialmente proximas, em uma bacia de atragdo onde
o atrator € caotico, as trajetorias divergem para intervalos suficientemente
grandes (t — =), na média, h4 uma taxa exponencial, caracterizada pelo maior
expoente de Lyapunov [14].

O conceito pode ser generalizado para espectros dos expoentes de
Lyapunov, A; (i=1,2,..,n), considerando uma esfera infinitesimal n-
dimensional de condi¢des iniciais, da qual n represente o nimero de equacdes
e variaveis de estado que descrevam o sistema. Conforme o tempo passa, a
esfera evolui para um elipsoide em que o eixo principal expanda ou contraia em
uma dada direcdo no espaco de fases a uma taxa determinada pelos expoentes
de Lyapunov [7].

O crescimento exponencial de pequenas interferéncias no sistema
dindmico leva ao caos e 0s expoentes de Lyapunov garantem a analise dessa
incerteza conforme se distanciam em trajetérias distintas [10].

A presenca de expoentes positivos fornece o bastante para caracterizar
caos e representar a instabilidade local em uma direcdo. Wolf et al. [7] explica
0s espectros de Lyapunov, associando os comprimentos dos n eixos principais
do elipsoide com o0s respectivos expoentes e os ordenando do maior para o
menor A, = 4, >,...,= 4,.

Tomando p;(t) como o eixo principal desse elipsoide n-dimensional, e
p;(0) o raio inicial, com i = 1, 2, ..., n, teremos 0s expoentes de Lyapunov dados
por [10]

A= ZIn (pl—(t)) .

t pi(0)

O maior expoente de Lyapunov A; representa uma natureza de mais
rapida expansdo e o menor 4,, de mais rapida contracdo nas direcdes
correspondentes. Expoentes de Lyapunov positivos representam uma expansao

e negativos uma contragao [7].
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Percebe-se que na presenca de um atrator, a dindmica do sistema é
dissipativa e a taxa de contracdo geral do sistema deve ser superior a taxa de
expansdo. Sendo assim, as somas de todos o0s expoentes de Lyapunov atraves
do espectro, mesmo que em sua maioria positivos, é negativa [15].

Dado que a magnitude dos expoentes de Lyapunov fornecem um
guantitativo da taxa de contracdo ou expansao, os sinais dos expoentes também
permitem a caracterizacdo do atrator de modo qualitativo [10]:

a) Para um ponto fixo temos 0s expoentes A; negativos.

b) No atrator ciclo-limite 4, =0e A; <0 parai > 1.

c) Na superficie toroidal n dimensional ou atrator quase-periédico 4, =
A= ..=1,el;<0parai>n.

d) Em um sistema caotico a0 menos um expoente € positivo.

e) Sistemas ditos hipercadticos apresentam dois ou mais expoentes
postivos.

2.5 BIFURCACAO

Considere um sistema dinamico da forma como apresentando em (2.1),

dependente agora de um parametro a,

%= f(x,q). (2.3)

Ao variarmos a 0 comportamento do sistema € modificado de tal forma
gue apresente um novo cenario no espaco de fases, levando a uma sensibilidade
e consequente alteracdo na estabilidade de um atrator. A faixa em que isso
ocorre € denominada valores (criticos) de bifurcagéo [16].

Diante dessa hipotese podemos enunciar que o termo bifurcacao,
representa uma mudanca qualitativa do atrator de um sistema dindmico como
resultado da variag@o nos valores de um parametro de controle [17]. Isso implica
que pontos podem ser criados ou destruidos, ou terem sua estabilidade
modificada nos pontos de bifurcacdo, exibindo uma dependéncia paramétrica

nas solucdes do sistema.

2.6 PLANO DE PARAMETROS
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Os parametros definidos nas equacoes diferenciais que compdem um
sistema dinamico formam um subconjunto do espaco de fases, e implicam em
um espaco de parametros capaz de fornecer informacfes acerca do
comportamento do sistema.

A secdo transversal desse espaco de parametros n-dimensional é
interpretada como o plano de parametros. Para um sistema de trés parametros
(r,a,b) como no sistema de Lorenz (1.1), o plano de parametros o x b a exemplo,
é obtido fixando r e variando os valores para o € b no dominio de interesse [18].

Neste trabalho, o comportamento dinamico para cada ponto no plano de
parametros foi relacionado com o respectivo maior expoente de Lyapunov. Essa
técnica entrega um cenario tridimensional do sistema em que o expoente de
Lyapunov, de acordo com sua magnitude e sinal caracteriza pontos de

periodicidade, quase-periodicidade e caos.
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3 SISTEMAS DE LORENZ

O sistema de Lorenz apresentado na se¢éo 1 (eq. 1.1), com variaveis x(t),
y(t) e z(t) e parametros de controle o, r € b, € um modelo altamente idealizado
de um fluido em movimento.

Edward Lorenz descobriu que este sistema deterministico, mediante
integracdo numeérica em um computador, apresenta uma dinamica bastante
complicada. Variacbes nos valores de parametros resultam em oscilacdes
irregulares, que nunca se repetem, mas com trajetorias que permanecem
concentradas em uma regido do espaco de fase.

A dindmica do sistema é governada pelos valores dos parametros de

~ . . . AT R .
controle e sao discutidos por Dullin [3], onde r = T % representa a diferenca
c c

de temperatura normalizada entre a placa inferior mais quente e a superior mais
fria. O termo AT, se refere a diferenca de temperatura no inicio da conveccao.
Ra corresponde ao nimero de Rayleigh, sendo Ra = ga,L*AT /vk a diferenca de
temperatura adimensional. Aqui g € a aceleragao gravitacional, a,, 0 coeficiente

térmico de expansdao isobarica, L a distancia entre as placas, v a viscosidade
cinematica e k a difusidade termal. O segundo parametro é o nimero de Prandtl
dado por g = v/k. O Ultimo parametro b refere-se a intensidade de acoplamento
[3].

Lorenz encontrou que em o =10 e b = 8/3 0 sistema apresenta um
comportamento cadtico para valores de r que excedam o valor critico 7, = 24,74,
denominado valor de bifurcagéo de Hopf [19].

Podemos identificar o regime caadtico do sistema ao olharmos o diagrama
de bifurcacdo composto pelos maximos locais da variavel z, denotada por z,,,
em relacdo ao parametro r, como o exemplo na Fig. 3.1. Nesta figura sdo
apresentados os valores de z,, relacionados ao sistema de eq. (1.1) quando
fixados ¢ = 10 e b = 8/3, mantendo um passo fixo de integracdo de 1072 para a
variacao do parametro em 30 < r < 300. Para cada valor de r na faixa indicada

estdo plotados mil pontos da variavel z,, correspondente.
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Figura 3.1 — Diagrama de bifurcacéo dos maximos da variavel z, em funcéo

de r,sendo o =10 e b = 8/3, para o sistema de Lorenz.

Com base no diagrama, podemos facilmente visualizar regides em que o
sistema apresenta solucfes instaveis, representadas densamente pelos
pontilhados pretos, e regides da qual o comportamento é estavel, identificadas
pela linha solida. Isso permite a escolha de valores do parametro r que
caracterizem regimes caoticos e periddicos, respectivamente. Nota-se que as
regides cadticas apresentam janelas em que o0 sistema assume um regime
periodico em alguns instantes e sdo separadas notadamente por uma regido
periodica, como por exemplo para 147 <r < 167. Para valores aproximados
iniciando em r = 207, podemos notar também outra regido periodica do sistema.

A figura 3.2 (a) mostra, no espaco (x, y, z), a solucdo do sistema de Lorenz
com o =10, b = 8/3 e r = 250, onde temos uma regido periodica em uma das
janelas mencionadas anteriormente. A trajetoria no espacgo de fase ilustra o
atrator periodico do sistema. Ja para o valor de r = 75, ponto em que 0 sistema
apresenta atrator em regime cadtico, na Fig. 3.2 (b), a trajetéria no espaco

tridimensional ndo se intersecciona e nunca se repete, ndo importa o quanto
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continuamos com o calculo de integracdo numérica. Nesse caso, a trajetoria
permanece oscilando de uma “asa” para outra do atrator, em cada lado, nunca

apresentando comportamento estacionario ou periodico.
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Figura 3.2 — Atratores do sistema de Lorenz. (a) Atrator periddico para r = 250.

(b) Atrator cadtico para r = 75.

A forma do atrator para o sistema de Lorenz, caracterizada pelo tipico
formato de “asas de borboleta”, ndo é alterada devido a escolha das condi¢cdes
iniciais e tampouco devido a alteracdes nas rotinas de integracdo. Porém, as
trajetérias exibidas na Fig. 3.2 (b), sdo sensiveis as condic¢des iniciais e qualquer
mudanc¢a na rotina de integracdo afeta a exata quantidade de voltas que o
sistema descreve no espaco de fase, tornando impossivel a predigcdo de como o
sistema de desenvolve além de um curto intervalo de tempo.

Utilizaremos neste trabalho os pontos localizados na Fig. 3.1, com valor
de r; = 26, onde o sistema se encontra em regime cadtico, e o valor de r, = 250,
da qual estd em regime peridédico, para analisar o comportamento de dois
sistemas de Lorenz quando estes sdo acoplados através de novos parametros
que discutiremos a seguir.

Quando conectados os dois sistemas, teremos caracteristicas do atrator
no espaco de fase, diferentes daquelas apresentadas na Fig. 3.2 (b), o que nos
permite construir uma nova analise da dinamica temporal dos sistemas,

identificando regides periodicas, quase-periddicas, cadticas e hipercadticas.
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3.1 ACOPLAMENTO BIDIRECIONAL DE SISTEMAS DE LORENZ

O controle de dinamicas cadticas de sistemas nao-lineares complexos é
um dos mais importantes tdpicos na area de ciéncia ndo-linear aplicada. Esse
conceito foi primeiramente introduzido por Ott et al.[20] e atraiu grande atencgé&o
nas ultimas décadas [21].

Tais sistemas raramente sdo encontrados isoladamente na natureza, e
interacbes entre estes acontecem por meios dos mais diversos tipos de
acoplamentos. O mecanismo de como esta interacdo acontece € governada
pelas funcdes de acoplamento que conectam os sistemas, onde variacdes nos
valores de parametros permitem a supressao e controle de comportamentos
cadticos dos sistemas acoplados.

O acoplamento que pode ser unidirecional ou bidirecional € um elemento
importante para determinar o comportamento do sistema a longo prazo. No caso
bidirecional, a interacdo entre os sistemas € mutua e os sistemas acoplados
passam a influenciar um na dindmica do outro. JA no caso unidirecional, o
sistema tido como principal ndo sofre influéncias, mas altera a dindmica dos
demais.

Os mais diferentes tipos de acoplamentos bidirecionais de sistemas de
Lorenz sdo amplamente reportados na literatura. Na grande maioria dos casos,
tais sistemas sédo usados para estudos envolvendo os mais variados tipos de
sincronizagao caotica [22-28], ocorréncias de intermiténcia ou estados chimera
[27, 29-30], ocorréncias de bifurcacfes do tipo blowout [31-32] e na producéo de
atratores hipercatticos de quatro asas [33], exemplificando alguns dos
comportamentos dinamicos resultantes do acoplamento bidirecional de sistemas
de Lorenz.

Neste trabalho discutiremos algumas propriedades fundamentais do
acoplamento bidirecional de dois sistemas de Lorenz [5-6]. Para tal, os sistemas
enunciados em eq. (1.2) foram acoplados através das suas variaveis de estado

correspondentes, x4, V1,2, € X3, Y2, Z, , Sendo dado por
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. a
X1 = 01Y1 — 01X1 + 5(1 + ¢)(xy — xq)

) a
Vi =T1X1 — Y1 —X1Z1 + 5(1 + )2 — y1)

_ a
Z; = x1y1 — byz; + 5(1 + ¢) (22 — 1)
(1.2)

) a
Xy = 02), — 0% + 5(1 —¢)(xg — x3)

. a
Yo =T1oXp — Yo — X2Zp + 5(1 — )1 —Y2)

, a
Zy = XYy — byzy + 5(1 —¢)(z1 — z3)

onde a,,1,, b, € 0,1, b, representam os parametros de controle relacionados
aos sistemas 1 e 2 e a assimetria e intensidade de acoplamento definidas pelos
pardmetros a ec, respectivamente. Para ¢ =0, podemos notar que o
acoplamento é perfeitamente simétrico, dependente unicamente do parametro
de intensidade a. Para c = —1, temos que o0 acoplamento é unidirecional com as
variaveis de estado x;, y,, z; influenciando a dindmica das variaveis x,, y,, z,. Ja
para ¢ = +1, o acoplamento é também unidirecional, agora com as variaveis
X5, ¥V2,Z,, iNfluenciando as variaveis x,,y;,z,. Para a faixa de valores —1 < ¢ <
+1, o acoplamento é bidirecional e ambos os sistemas se influenciam de maneira
reciproca.

De acordo com as propriedades do acoplamento enunciadas,
consideramos o estudo do parametro de assimetria ¢ variando entre os valores
unidirecionais —1 e +1, com uma variacdo adequada do parametro de
intensidade a, para obtencdo de pontos (c,a) no plano de parametros. Estes
pontos foram associados ao respectivo espectro dos expoentes de Lyapunov,
através do método proposto por Wolf et al [7], permitindo identificar o
comportamento dinamico do sistema.

Na secdo a seguir serdao discutidos os resultados para o acoplamento
destes sistemas, quando escolhido o parametror para regides em que se
observam dinamicas caoticas e periodicas, considerando as variacoes dos
novos parametros de acoplamento a e ¢ nas faixas de valores mencionadas no

texto anteriormente.
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4 RESULTADOS

Os resultados foram obtidos através da analise do plano de parametros
(c,a), gerado pelo calculo de integragdo numérica de dois sistemas de Lorenz
(eq. 1.2), fixados o =10 e b = 8/3 em ambos e escolhendo r para identificar
regibes onde estes sistemas acoplados apresentem solucdes caodticas e
periddicas.

O método utilizado na integracao consiste no algoritmo Runge-Kutta de
quarta ordem para um dado conjunto arbitrario de condi¢cdes iniciais das
variaveis xy,y1,71,X2,V2,2,, Sendo as adotadas aqui respectivamente
(x0,, Yo, Z0,» X0, Yo, Z0,) = (0,1,0,2,0,4,0,6,0,7,0,9), com um passo fixo de
tempo na ordem de 1073. As solugGes encontradas, conhecidas como séries
temporais, sdo utilizadas para computar os espectros de expoentes de Lyapunov
para cada par (c,a) em um plano de pardmetros com uma malha de 800x800
pontos igualmente espacados. Cada valor do espectro foi obtido via cédigo fonte
FORTRAN descrito por Wolf et al. [7], com 4 x 10° passos de integracgao.

Como visto na secdo 2.4, o maior expoente de Lyapunov permite
caracterizar pontos fixo, regularidade (periodicidade ou quase-periodicidade) e
caos, relacionados respectivamente a um expoente negativo, zero e positivo.
Para identificar tais condicdes no plano de parametros, utilizamos cores para
representar a magnitude dos maiores expoentes de Lyapunov. Regides na cor
preta, da qual o maior expoente de Lyapunov é nulo, estdo associadas aos
parametros cujo atrator gerado no espaco de fase é periédico ou quase-
periddico. Para valores positivos do maior expoente de Lyapunov, da qual o
atrator descreve uma trajetéria cadtica no espacgo de fases, a escala de cores
varia do amarelo para o vermelho. Ja para valores negativos, que correspondem

a pontos de equilibrio, a escala de cores varia do branco para o preto.

4.1 ACOPLAMENTO DE DOIS SISTEMAS DE LORENZ EM REGIME
CAOTICO

A Fig. 4.1, mostra uma visédo global dos quatro maiores expoentes de

Lyapunov para o plano de parametros (c,a) de dois sistemas de Lorenz
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acoplados (eq. 1.2) em regime cadtico, sendo —1<c<1l1le0<a<1l,eo =
o, =10, b =b, =8/3 e r, =1, =26. Podemos observar que para 0 maior
expoente de Lyapunov 4, na Fig. 4.1 (a) no acoplamento destes sistemas, ha
uma supressao do caos na regidao compreendida entre —0,5 < ¢ < 0,5, mesmo
que cada sistema individualmente esteja em regime cadtico, apresentando
valores do maior expoente de Lyapunov iguais a zero, identificando uma regiéo
periodica ou quase-periddica dependendo do valor do segundo maior expoente

de Lyapunov.

(c) (d)

Figura 4.1 — Plano de parametros (c, a) para dois sistemas de Lorenz
acoplados em regime caético em fungdo do primeiro (a), segundo (b),

terceiro (c) e quarto (d) maior expoente de Lyapunov.
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Figura 4.2 — Diagrama de bifurcagao para pontos na linha a = 0,2.

Nota-se também que variacdes nos valores do parametro de intensidade
a, concentram a regido de regularidade no centro do plano, assumindo a forma
do que podemos chamar de “dentes de vampiro”. Para valores unidirecionais de
acoplamento proximos de —1 e +1 do parametro de assimetria ¢, a
predominancia é caoltica. Nas regifes onde o segundo maior expoente de
Lyapunov € positivo a dindmica € hipercadtica, como mostra a regido na escala
de cor laranja da Fig. 4.1 (b). Nas Fig. 4.1 (c) e 4.1 (d) estdo representados os
planos de parametros para o terceiro e quarto maior expoentes respectivamente,
podendo perceber que nenhum destes é responsavel por caracterizar alguma
outra regido cadtica no plano ja que ndo possuem valores maiores que zero.

Para determinar o comportamento dindmico do acoplamento em
diferentes regibes do plano de parametros, analisamos o diagrama de
bifurcacao, representado pelo maximo local da variavel x;, obtido através de
pontos nas linhas representadas na Fig. 4.1 (a), para valoresde a=02ea =
0,4, variando o parametro de assimetria conforme —1 < c < 1. Nota-se que a
linha em a = 0,2 atravessa uma regiao cadtica, tocando os “dentes” do desenho,
onde ocorrem variagbes na magnitude dos expoentes de Lyapunov, ressaltada
pela alteracdo na escala de cores do laranja para o amarelo. O diagrama de
bifurcacdo para essa regido € mostrado na Fig. 4.2.

Ao tomarmos A; > 4, > A3 > A, > A > A4 e observando a magnitude dos
expoentes de Lyapunov em a = 0.2, 0 comportamento dindmico naquela regiéo,
gue apesar de ser visualmente caodtico, pode apresentar hipercaos, quando dois

dos maiores expoentes de Lyapunov sao positivos [19].
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Figura 4.3 — Representacao dos quatro maiores expoentes de Lyapunov

em a = 0,2 para o plano de parametros (c, a) obtido na Fig. 4.1.

Na Fig. 4.3, representamos 0s quatro maiores expoentes de Lyapunov,

como fungdo de —1 <c <1 e a = 0,2, com a cor preta, vermelha, verde e azul,

identificando o primeiro, segundo, terceiro e quarto maior expoente de Lyapunov.

Rech [34] apresenta as possibilidades para um sistema de seis dimensodes (Fig.

4.4),

comportamento caético (C), quase-periddico (Q), periddico (P) e estavel (E),

Cc ¢C CcC CCCOCOCOCOCO®QOQUO QOQ P E
M + + + + + 4 + + + + 0 0 0 0 0 -
M 4+ + 4+ + + 4 0 0 0 0 0 0 0 0 - =
M 4+ + 4 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0 - - =
My 4 0 0O 0O 0O - 0 0 - - 0 0 - - - -
s 0 0 - 0 - 0 - - - 0 - - - - -
X — - - — — — — — - - - - - - - -

relacionando a magnitude dos expoentes de Lyapunov com o

Figura 4.4 — As dezesseis possiveis solugbes para os espectros dos expoentes

de Lyapunov relacionados a um sistema dinamico de seis variaveis continuas

0 que permite

rapidamente

no tempo [34].

identificar

que nas diregcbes dos valores

unidirecionais do parametro de assimetria ¢ na Fig. 4.3, temos regides cadticas,

com A, positivo e A, nulo. Ja na regido em torno de ¢ = 0, 0s expoentes 1, e 4,

sao positivos e 0 acoplamento € hipercadtico.
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Na Fig. 4.5 esté representado o diagrama de bifurcagcdo, agora para o
parametro de intensidade a = 0,4. Essa linha, observando a Fig. 4.1 (a),
notadamente atravessa os “dentes” do desenho, regido da qual a magnitude do
maior expoente de Lyapunov 4; assume visivelmente um valor igual a zero,
podendo o sistema acoplado apresentar um comportamento periédico ou quase-
periédico, dependendo da magnitude do segundo maior expoente 1,. E esperado
que o diagrama de bifurcacdo nessas regides apresente alguma caracteristica
gue elucide este comportamento. Nas caixas de cor magenta na Fig. 4.5 temos
identificadas as regides dos “dentes de vampiro”, onde nas caixas da esquerda
da figura notamos o aparecimento de janelas que dizem que naquele ponto o
sistema é quase-periddico, ocorrendo uma supressao do regime caético. Da
mesma forma, porém de maneira menos evidente, nas caixas da direita, estao
representadas as mesmas regifes quase-peridédicas que sdo esperadas devido

a simetria presente no plano de parametros (c, a) dos sistemas acoplados.

4

H]

1

SRR ——

Figura 4.5 — Diagrama de bifurcacao para pontos na linha a = 0,4.
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Comparando novamente os quatro maiores expoentes de Lyapunov para
a = 0,4, agora representados na Fig. 4.6, podemos obter mais informacdes a
respeito do comportamento dinamico. Primeiro podemos perceber que nos
dentes, como visto no diagrama de bifurcacdo, a regidao é realmente quase-
periddica, com dois ou trés maiores expoentes de Lyapunov iguais a zero, sendo
indicado na Fig. 4.6 pelas setas magentas. J&a para regides externas aos dentes
em direcdo aos valores unidirecionais de ¢, o comportamento é cadtico com o
maior expoente 4, positivo, seguido de A, nulo, e 1; e 1, negativos. Na regido
em torno de ¢ = 0, 0S maiores expoentes assumem valores positivos e nulos. Se
nos atentarmos para essa regiao na Fig. 4.1 (a), podemos perceber que a linha
a = 0,4 atravessa uma mistura de pontos amarelos e pretos, que dificulta a
perfeita identificacdo de regides hipercadticas, diferente do que se observa

guando olhamos para a linha a = 0,2.

0.8

0.6 —

lL : ) 1: ;‘\‘:“;

Figura 4.6 - Representacéo dos quatro maiores expoentes de Lyapunov em

a = 0,4 para o plano de parametros (c, a) obtido na Fig. 4.1.

A Fig. 4.7 mostra agora 0s quatro maiores expoentes para alinhaa = 0,7.
Essa linha atravessa a regido na qual o sistema apresenta um comportamento
estavel, com o maior expoente de Lyapunov 1, negativo, observado pela regido
na escala de cor branca, concentrada na parte superior entre os dentes da Fig.

4.1 (a). Quando construimos o diagrama de bifurcacéo para essa linha, os pontos
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Figura 4.7 - Representacdo dos quatro maiores expoentes de Lyapunov em a =

0,4 para o plano de parametros (c, a) obtido na Fig. 4.1.

da trajetéria para a variavel x; resultam em atratores do tipo ponto fixo, que é
caracterizada na faixa de valores —0,3 < ¢ < 0,3 no gréfico da Fig. 4.8, com a
auséncia de densidade de pontos. Apesar desse local apresentar valores
positivos de 1,, observados para valores em torno de ¢ = 0, como podemos notar
na Fig. 4.7, as trajetorias calculadas sdo encerradas tdo logo 4, assuma um valor

negativo.

Figura 4.8 — Diagrama de bifurcag&o para pontos na linha a = 0,7. A regido
ausente de densidade de pontos em —0,3 < ¢ < 0,3 indica que o atrator do

sistema € do tipo ponto fixo para determinados valores.
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Figura 4.9 — Séries temporais e projecdes bidimensionais dos atratores dos
sistemas acoplados em regime caotico. A coluna em vermelho identifica o atrator
quase-periddico para (c,a) = (—0,32,0,4). A coluna azul o atrator cadtico em

(c,a) =(0,5,0,4) e a preta o atrator hipercaotico em (c¢,a) = (0,0,2).
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Podemos ainda visualizar outros atratores do sistema ao construir as
projecdes bidimensionais da variavel x4, ilustradas na Fig. 4.9, para as regioes
quase-periddicas, cadticas e hipercaoticas. A primeira coluna na cor vermelha
identifica a regido quase-periddica indicada pela seta magenta da esquerda na
Fig. 4.6, correspondente ao dente de vampiro, com os valores de parametros
(c,a) = (—0,324,0,4). A segunda coluna em azul, representa a regiao caética
(c,a) = (0,5,0,4) e a terceira regido em preto para (c,a) = (0,0,2), a regido
hipercadtica entre os dentes de vampiro. Na primeira linha de cada uma das
colunas estéo representadas as séries temporais de x;, correspondente a cada
um desses locais. As variacdes no tempo para x; mostram um comportamento
bastante distinto no caso quase-perioddico, quando comparados com o cadtico e
hipercadtico, indicando uma variacdo mais estavel e quase constante, que fica
bem evidenciada, quando comparamos as trajetdrias descritas pelos atratores
no espaco de fase elencadas nas demais linhas da Fig. 4.9 para cada um dos

casos.

4.2 ACOPLAMENTO DE SISTEMAS DE LORENZ EM REGIME CAOTICO E
PERIODICO

Ao acoplarmos dois sistemas de Lorenz, sendo o primeiro em regime
periédico, r; = 250, e 0 segundo cadtico, r, = 28, para o; = g, = 10, b; = b, =
8/3, —1<c<1e0 <a<10, observamos um plano de parametros ( c,a) com
propriedades diferentes das do caso caético-cadtico, sendo apresentados na
Fig. 4.10. A forma dos “dentes de vampiro” é perdida, dando lugar a uma nova
figura com estruturas cacdticas, periodicas e de equilibrio.

A regido caodtica, representada pela escala de cores do amarelo para o
laranja, é predominante e divide o plano de parametros em duas regides com
comportamentos distintos. A primeira, na parte superior a direita do gréfico
destacada pela cor branca, e a segunda, na parte inferior e mais a esquerda
caracterizada pela cor preta. A primeira regido podemos seguramente dizer que
se trata de uma regido de equilibrio ja que o maior expoente de Lyapunov é
negativo. Ja a segunda regido, para termos certeza quanto o comportamento do

sistema, devemos olhar para os demais expoentes de Lyapunov, na Fig. 4.11,



36

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.10 — Plano de parametros (c, a) para dois sistemas acoplados um em

regime periédico r; = 250, e outro em regime cadtico r, = 28.

(a)

(b)
L / /11 —_—

/12 —
8 13 .
E Py
b ‘ -01,5 1 o ‘ 0{5 i 1
C

Figura 4.11 - Diagrama de bifurcacdo para pontos maximos locais da variavel x,

(a) e os quatro maiores expoentes de Lyapunov (b) para linha a = 3.
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onde estdo 0s 4 maiores expoentes, referentes a linha a = 3 que corta a Fig.
4.10 e o respectivo diagrama de bifurcacdo para maximos locais da variavel x;.
Vale ressaltar a concordancia entre as figuras (a) e (b) quanto ao comportamento
cagdtico e periédico nas regibes em que 0 maior expoente A, € positivo ou nulo.

Podemos notar que ndo h& dois ou mais expoentes de Lyapunov iguais a
zero, que caracterizem um comportamento quase-periodico ao longo dessa
linha, assim temos uma grande regido periddica com expoentes A; nulo, 4,, A5
e A, negativos. Nota-se também quando construimos este gréfico, que na
extremidade do valor unidirecional de ¢ = 1, temos 1, e A1, positivos, identificando
uma pequena regido hipercadtica no grafico. Na regido cadtica também
encontramos uma mistura de estruturas periodicas, que ficam mais evidenciadas
guando ampliamos regidées como as envoltas pelas caixas magenta na Fig. 4.10.
Na janela de ampliacéo a direita (A), correspondente a faixa de valores 0,66 <
c<074 e 1,6 <a <22, e representada na Fig. 4.12, observamos algumas
estruturas, caracteristicas de uma sequéncia de adicao de periodos, que se
distribuem ao longo de direcdes especificas no plano de parametros.

A esquerda dessa figura, podemos notar 4 delas bem distintas, indicadas

pela sequéncia ... < 4 <7 <10 < 13 < -+, com uma taxa de adi¢cdo de periodo

2.2 &

2.5

1.8

1.6 =
0.66 0.74

Figura 4.12 - Ampliagéo da regido na caixa A da Fig. 4.10.
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igual 3, sendo estas cascatas de adicdo de periodos acumuladas nas
proximidades da regido de periodo 6 no topo a esquerda da figura. Estes limites
de acumulacdo de periodos se revelam abundantemente em circuitos
eletrbnicos, osciladores atmosféricos e quimicos e varios outros sistemas [35].
O diagrama de bifurcacéo na Fig. 4.13 corresponde a linha a = 2,0 que atravessa

duas destas estruturas e permite identificar os respectivos periodos 4 e 7.

Figura 4.13 — Diagrama de Bifurcacao para a linha que corta o

plano de parametros (c,a) em a = 2,0, para os periodos 4 e 7.

Da mesma forma podemos analisar as demais estruturas presentes na
Fig. 4.12 construindo os respectivos diagramas de bifurcacdo com linhas que
atravessam estas estruturas. A Fig. 4.14 identifica as sequéncias de adi¢cédo de
periodo 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 e 18 na Fig. 4.12 através dos respectivos

diagramas de bifurcagéo.
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0,675 0,68 0,685 0,69 0,695
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0,69 0,695 0,67 0,675 0,68 0,685

0.7

(9) (h)

Figura 4.14 — Diagrama de Bifurcacao para as sequéncias de adicéo de
periodo (a) 6 € 8, (b) 9, (c) 10, (d) 11 e 14, (e) 12, (f) 13, (g) 15 e (h) 18.



40

Figura 4.15 - Ampliag&o da regido na caixa B da Fig. 4.10.

Na janela de ampliacdo a esquerda (B) na Fig. 4.10, agora representada
na Fig. 4.15 para a faixa de valores 0,20 < ¢ < 0,32 e 3,0 < a < 4,0, podemos
notar novamente a presenca de estruturas periddicas estaveis em meio ao caos.
Estas estruturas se revelam como uma cascata de anéis concéntricos, sendo o
mais externo deles o de periodo 9, como mostrado no diagrama de bifurcacao
da Fig. 4.16 (a). Seguido deste, temos o anel de periodo 21, Fig. 4.16 (c),
indicando que estas estruturas se repetem indefinidamente conforme ampliamos
0 espaco de parametros. Na Fig. 4.15, ainda podemos observar outras estruturas
concéntricas sendo a mais externa de periodo igual a 17, Fig. 4.16 (b). Muitas
outras se revelarao presentes caso aumentarmos a escala de ampliacao.

Regibes como esta, com estruturas de oscilagbes periodicas, foram
primeiramente reportadas por Sack et al [36] em circuitos eletrbnicos nédo
lineares e foram nomeadas de espirais descontinuas, sendo também observadas
em lasers semicondutores 6tico injetados [37]. Estas espirais estdo distribuidas
de maneira organizada e conferem uma dindmica ordenada no espaco de

parametros.



Figura 4.16 — Diagrama de bifurcagéo dos periodos (a) 9, (b) 17 e (c) 21
da regido representada na Fig. 4.15.

032
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, utillizando métodos numéricos, estudamos o
comportamento de um sistema dindmico em seis dimensdes, obtido através do
acoplamento de dois sistemas de Lorenz. Os sistemas submetidos a uma fungéo
bidirecional de acoplamento, com a introducdo de dois novos parametros,
apresentaram dinamicas distintas das observadas quando abordados
individualmente. Para o estudo, foram realizadas simula¢cdes numéricas para
obtencado de planos de parametros, utilizando os espectros dos expoentes de
Lyapunov como medida do comportamento dinamico dos sistemas acoplados.
Essa abordagem permitiu a caracterizacédo dos sistemas quando observados 0s
diagramas de bifurcagéo e atratores para determinadas regides de interesse do
espaco de fases.

Para valores especificos do pardmetro de controle r ja conhecidos na
literatura, regimes cadticos, quase periddicos, periddicos e estaveis sao
observados nos sistemas de Lorenz, o que permitiu acoplar os estes em dois
casos distintos. O primeiro, considerando os dois sistemas em regime cadtico, e
o0 segundo, considerando um sistema em regime cadtico e outro em regime
periodico. Em ambos os casos foi investigado o comportamento dinamico
considerando o plano de parametros dos parametros a e c presentes nas
funcdes de acoplamento, referentes respectivamente a intensidade e assimetria
de acoplamento.

No primeiro caso, quando construimos o plano de parametros (c,a) para
0s espectros dos expoentes de Lyapunov, podemos notar uma vasta regido
cadtica, com comportamento hipercaotico na parte inferior da Fig.4.11 e ainda
uma estrutura central na forma de “dentes de vampiro” caracterizada por um
comportamento quase periddico nos “dentes” e periddico em uma pequena
regiao entre estes.

Essas caracteristicas demonstraram que dois sistemas mesmo que
estejam em regimes cabticos, quando acoplados, resultam em regides
supressoras do caos, apresentando comportamento dindmico que difere de cada
sistema individualmente.

No segundo caso, o plano de parametros (c, a) resultou em uma regiao

dividida por uma estrutura cadtica, com comportamento estavel na parte superior
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a direita e peridédico na parte inferior a esquerda. Também notamos uma
pequena regido de regime hipercadtico na extremidade direita do plano e
diferente do caso cadtico-cadtico, ndo observamos regides quase-periodicas. Na
regido cadtica que divide o plano, foram identificadas cascatas de adi¢éo de
periodos, quando ampliadas regifes do espac¢o de pardmetros. Estas estruturas
se revelam presentes em varios sistemas nédo lineares a tempo discreto e
continuo [35] em meio a regides cadticas, onde a periodicidade é distribuida em
uma determinada diregéo e acumulada em um horizonte no plano de parametros.
Ainda nesta regido caoltica, foram encontradas as chamadas espirais
descontinuas, formando um conjunto infinito de anéis concéntricos de diferentes
periodos.

Nos sistemas acoplados, podemos observar fenbmenos caracteristicos
de sistemas caodticos e a dependéncia da intensidade de acoplamento e
assimetria de acoplamento nas novas funcfes, permitiram identificar como o
comportamento € modificado através destes parametros.

Os estudos apresentados neste trabalho foram publicados no artigo
“Chaos suppression, hyperchaos, period-adding, and discontinuous spirals in a
bidirectional coupling of Lorenz systems” em The European Physical Journal
B. 96, 4 (2023).
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