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RESUMO

O comportamento cadtico é caracterizado pela aperiodicidade e pela dependéncia
sensivel do sistema as condicdes iniciais e aos valores de seus parametros de con-
trole. O objetivo deste trabalho é investigar um modelo de nanotubo de carbono de
parede simples curvado sob a influéncia de um forcamento harmdnico a partir da vari-
acao dos seus parametros de controle, de modo a ampliar os resultados numéricos ja
encontrados na literatura e examinar a existéncia de multi-estabilidade e caos transi-
ente, fenbmenos recorrentes em sistemas dinamicos que admitem caos. Através dos
diagramas de Lyapunov, encontramos os valores dos parametros para 0s quais o sis-
tema dindmico pode ser regular ou caético. Por meio dos diagramas de bifurcagao,
determinamos os valores criticos para os parametros, a partir dos quais o sistema
sofre uma mudanca topoldgica no seu retrato de fases. Verificamos a existéncia de
regularidade e caos, e confirmamos a existéncia de caos transiente.

Palavras-chaves: Nanotubos de carbono de parede simples. Oscilador. Expoentes de
Lyapunov. Bifurcagéo. Caos transiente.



ABSTRACT

Chaotic Dynamics is characterized by non-periodic behavior and sensitive dependece
of system equations on inicial conditions and on the values of their control parameters.
The aim of this work is to investigate a model of curved single-walled carbon nanotube
under influence of a harmonic transverse load, by increasing the value of the control
parameters, in order to expand numeric results found at literature and to track for the
existence of multistability and transient chaos, recurrent phenomena at dynamical sys-
tems that allow chaos. Using Lyapunov diagrams we found the parameters values for
which the dynamical system can behave in regular ways or may have chaotic behav-
ior. By means of bifurcation diagrams, we determine critical parameters for which the
system pass through a topological change in phase portrait. We verify the existence of
regularity and chaos, and we confirm the existence of transient chaos.

Key-words: Single-walled Carbon Nanotubes. Oscillator. Lyapunov Exponents. Birfur-
cation. Transient Chaos.
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1 INTRODUGAO

A observacdo do comportamento cadtico em sistemas dindmicos cujos mo-
delos matematicos se baseiam em regras bem definidas, como as da Mecanica New-
toniana, levou ao surgimento da expressao caos deterministico. O comportamento
cadtico em um sistema € caracterizado, de maneira qualitativa, pela aperiodicidade e
grande sensibilidade as condicdes iniciais e as alteracdes nos valores dos parame-
tros de controle do sistema (FERRARA; PRADO, (1994, p. 137). Nas proximas secoes,
faremos uma breve narrativa de fatos historicos pertinentes ao desenvolvimento da
Din&dmica Nao-Linear, bem como uma introducao sobre o objeto de estudo deste tra-
balho: o nanotubo de carbono. Apresentaremos em seguida a motivacao, objetivos e
procedimentos metodoldgicos deste estudo, e a estrutura da dissertagéo.

1.1 BREVE INTRODUGAO HISTORICA SOBRE A DINAMICA NAO-LINEAR

Dividiremos esta secdo em duas partes: a primeira tratando de como se deu a
necessidade do desenvolvimento de ferramentas para investigar sistemas nao-lineares
ao passo que se descobria que estes se comportavam de maneira complicade[]; a se-
gunda, apontando alguns desenvolvimentos pertinentes a Dindmica N&o-Linear apés
o advento dos computadores nos meios académicos.

1.1.1 O problema dos trés corpos

O sucesso preditivo obtido ao se utilizar da Mecanica Newtoniana no problema
da interacao entre dois corpos, consolidou 0 que chamamos de determinismo classico.
Neste caso, um sistema dinamico € modelado por regras matematicas que descrevem
a evolucao temporal das suas variaveis dinamicas a partir do conhecimento destas
grandezas num tempo passado. O problema da interacéo entre dois corpos massivos
foi inspirado na dinamica dos corpos celestes, e consiste na aplicacao das leis de
Newton em dois corpos interagentes representados por pontos materiais, aproximagao
que considera que toda a massa do corpo concentra-se em um ponto singular. Para
esta situacao, sao obtidas expressoes analiticas que descrevem a posicao dos corpos
em funcéo do tempo, e pdde-se verificar o0 aspecto eliptico de érbitas planetarias e o
periodo das orbitas, inclusive de cometas (MONTEIRO, 2006; PIRES, 2008).

Entretanto, o problema envolvendo trés corpos foi sendo descoberto como
insoluvel através de técnicas analiticas, o que, no limite, p6s em xeque a certeza sobre

1

Para a imensa maioria dos sistemas nao-lineares ndo se pode obter solucbes exatas ou aproxi-
madas, e as solugdes, de modo geral, ndo sdo globais, dependendo sensivelmente das condigcbes
iniciais escolhidas e dos valores dos parametros de controle.
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a estabilidade do Sistema Solaff| (MONTEIRO, [2006). A investigagdo da estabilidade
do sistema solar ramificou-se em trabalhos pertinentes ao estudo dos sistemas de
equacdes ndo-lineares, em especial os trabalhos de Aleksandr Lyapunov (1857-1918),
cujos trabalhos vincularam o estudo da estabilidade a teoria das equagdes diferenciais
(MONTEIRO, 2006), e seu contemporaneo, Henri Poincaré (1854-1912), cujo trabalho
foi pioneiro sobre teoria qualitativa dos sistemas dindmicos, introduzindo uma nova
forma de tratar as equacoes diferenciais nao-lineares. Poincaré, provavelmente, foi o
primeiro cientista a vislumbrar a existéncia de caos no problema de trés corpos ao
reconhecer que pequenas diferencas nas condigdes iniciais podem gerar solugbes
totalmente diferentes (MONTEIRO, 2006}, PIRES, [2008).

1.1.2 As décadas finais do século XX com o advento dos computadores nos
meios académicos

No inicio da década de 60, Edward Lorenz (1917-2008), um matematico que
trabalhou como pesquisador meteoroldgico, registrou um comportamento inesperado
ao trabalhar com um modelo caricatural de condi¢des climaticas. Lorenz tomara um
sistema de 12 equagbes deterministas baseadas na dinamica dos fluidos para repre-
sentar de modo simplificado as condi¢gdes meteoroldgicas terrestres. A partir de deter-
minadas condigdes iniciais de temperatura, pressao e velocidade dos ventos, ele obtia
os valores destas grandezas para os proximos dias através de um método numérico
usando um simples computador valvulado. A fim de estudar mais detalhadamente um
trecho da solugdo, Lorenz tomou um atalho. Ao invés de recomecar a simulagao, ele
usou os valores que o computador registrou no meio da sequéncia. Ao retomar a simu-
lacdo, o computador registrava uma sequéncia bem diferente da anterior. Lorenz entéo
reviu os dados, trocou valvulas do computador e depois de alguma investigacdo per-
cebeu que era devido as novas condigdes iniciais escolhidas. O computador utilizado
por ele armazenava na memdaria um valor com até seis casas decimais, mas somente
era impresso um numero de até trés casas decimais, e ao retomar a simulagéo, Lorenz
usou 0s numeros impressos como novas condigdes iniciais. Um truncamento na ter-
ceira casa decimal, que, tratando-se da temperatura medida em Celsius, por exemplo,
correspondia a um erro menor que um milésimo de grau Celcius, era 0 que gerava a
divergéncia na evolugéao temporal das grandezas dinamicas (GLEIK, 1989} HIRSCH;
SMALE; DEVANEY, [2004).

Com este resultado, Edward Lorenz poderia justificar a impossibilidade de fa-
zer uma previsao das condigdes climaticas a longo prazo, pois mesmo neste sistema
caricatural das condi¢des meteoroldgicas, a incrivel sensibilidade as condi¢des iniciais

2

Os astronomos ja observavam que as 6rbitas planetarias ndo eram perfeitamente regulares, para a
qual tinha-se a explicagéo qualitativa (parcial) de ser devido a interagédo gravitacional mutua entre os
corpos massivos do Sistema Solar.
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tornava este tipo de previsédo impossivel. Decidido a investigar mais profundamente o
impacto desta nova descoberta, Lorenz investiu em um sistema ainda mais simples
de apenas trés equacdes diferenciais, sem abrir mao da nio-linearidade. E a partir
de determinados valores de parametros, ele obteve a aperiodicidade e a sensibilidade
as condigdes iniciais que também eram caracteristicas no sistema com 12 equacdes

diferenciais.

Figura 1 — Séries temporais da varidvel = no sistema de Lorenz iniciadas a partir de duas condigbes
iniciais muito proximas, a saber P, = (—7.860616, —16.438335, 5.302712) e P, = (—7.860,
—16.438335, 5.302712). Os valores dos parametros para a simulagdo foram o = 10, r = 28 e

b=8/3.
? I I | I IE\fnluz;ﬁo tenl’lporal de x E; partir da cnlndigﬁo inicialI Py
Evolugdo temporal de x ajpartir da condicdo inicial P2
bl l"|'|"|| I |\|\ I |
| |H ”" i i
i |‘ M ||I | M ||| | | (]
|| Nl |||||I| '.' II |u"| I|||‘I| A [
= |'I'| ||| J J-'l || l_.I | || |J |.' U‘ [V II| | | .r|, I|
\S‘E'D_ ‘ll Il II||| \ '" |||H | “||~| ‘|| |"'|| I I:I 'Il_
{
|

| | I i

ur | 11 | ||

|| I|I | \ Y' | ||'I\||| |||||||
||I

A1 MW LELd

—
——
—

_20 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

O sistema adaptado e usado por Lorenz é um sistema nao-linear com trés
equacoes diferenciais ordinarias:
& =o(y—x),
Y=rr—y—T2,
z=uxy — bz,
em que as variaveis dinamicas z, y e z representam (no contexto do fenébmeno de
convecgao), respectivamente, a taxa de convectividade, a diferenca de temperatura

horizontal e diferenca de temperatura vertical, e os parametros o, r e b, sédo, respecti-
vamente, o niumero de Prandil, o nUumero de Rayleigh e um parametro relacionado a

dimensdes espaciais do sistema fisico (HIRSCH; SMALE; DEVANEY, 2004). As nao-

linearidades estao nos termos xz e xy.
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Mesmo condicdes iniciais tomadas muito préximas uma da outra, levariam
a solucbes divergentes nos sistemas estudados por Lorenz, contrariando o que se
conhecia sobre os sistemas lineares, em que erros pequenos nas condicdes iniciais
crescem lentamente, ndo alterando de forma significativa os resultados. Naqueles sis-
temas dinamicos nao-lineares, por outro lado, uma minuscula diferenga nas condi¢des
iniciais cresce exponencialmente durante o calculo, mudando radicalmente a solugdo
final. Na[Figura 1|podemos verificar a sensibilidade as condigdes iniciais do sistema de
Lorenz através da representacao da evolucao temporal da variavel = a partir de duas
condi¢des iniciais tomadas muito proximas: P, = (—7.860616, —16.438335,5.302712)
e P, = (—7.860,—16.438335,5.302712). Esta corresponde apenas a um truncamento
na terceira casa decimal no z(t,) de P;. Além das condigdes iniciais, a dindmica em
sistemas ndo-lineares pode depender sensivelmente da variagdo dos valores dos pa-
rametros.

Para além da série temporal, a relagéo entre as variaveis dinamicas de um sis-
tema pode ser analisada qualitativamente num espaco cartesiano cujos eixos repre-
sentam estas variaveis, o chamado espaco de estadoﬁz_’]. O modelo com trés equacdes
diferencias adaptado por Lorenz exibia a entdo incompreensivel sensibilidade as con-
digdes iniciais: as solu¢des para condigdes iniciais muito proximas eram radicalmente
diferentes num tempo suficientemente longo. Todavia, ao representar as variaveis di-
namicas no espaco de estados, as trajetérias dessas solugcées convergiam para um
mesmo atratorff] Podemos visualizar o atrator gerado por Lorenz na [Figura 2} cuja
forma assemelha-se as asas de uma borboleta. Os atratores na[Figura 2| foram cons-
truidos a partir das mesmas condigdes iniciais e parametros usados para a construcao
da[Figura 1] Dado a idiossincrasia deste conjunto, ele foi chamado de atrator estranho.
O atrator estranho, agora nomeado de atrator cadtico, € formado por uma trajetéria no
espaco de fases que nunca se fecha ou se cruza, mas ainda permanecendo numa
regidao delimitada (MONTEIRO, 2006). Neste caso, ela ndo condiz com os preceitos
da geometria euclidiana.

Muitas das contribuigcdes para o entendimento geométrico do atrator caético
foram dadas por Benoit Mandelbrot (1924-2010), matematico auto denominado frac-
talista. Mandelbrot, que trabalhou para a International Business Machines (IBM), tinha
contato com economistas e engenheiros. Entre essas areas, ele acabou percebendo
um padrdo na distribuicdo de dados supostamente aleatorios em fendmenos néo rela-
cionados e que nao se encaixavam em modelos estatisticos tradicionais, como a dis-
tribuicdo normal. Mandelbrot enxergou um mesmo padrao na distribuicdo da oscilacao
de precgos de algodao e na distribuicdo de erros em linhas de transmissao telefénica

3
4

O espaco de estados (ou espaco de fases) sera discutido no préximo capitulo.
Os atratores serdo definidos e exemplificados no préximo capitulo.

21



19

Figura 2 — O atrator de Lorenz com trajetérias iniciando a partir das condig¢oes iniciais P, =
(—7.860616, —16.438335,5.302712) em (a) e P, = (—7.860, —16.438335, 5.302712) em (b).

(@)

50 -

2(t)| 2(t)|

25 25

x(t) 7530 x(t) 7030

Fonte: Elaborado pelo autor.

usadas para transmitir informac¢des de computador para computador (GLEIK) |1989).
Tal padrao consistia na seguinte descricdo: no problema do ruido nas linhas de trans-
missao, sabia-se que pela sua natureza o ruido era aleat6rio, mas ainda sim ocorria
em grupos. Periodos de comunicacdo sem erros era seguido por periodos com er-
ros. Analisando mais detalhadamente os periodos com erros, observava-se que eles
também eram seguidos de periodos sem erros e periodos com erros. Mandelbrot mos-
trou uma maneira de descrever esta distribuicdo de forma a condizer com os padrdes
observados.

Efetivamente, Mandelbrot apontou que aquela distribuicdo se correlacionava
com a teoria dos conjuntos de Cantor, nome em homenagem ao matematico que a
elaborou, Georg Cantor (1845-1918), no século XIX (GLEIK, [1989). Constroi-se um
conjunto de Cantor a partir de um intervalo de numeros de 0 a 1 representados por
um segmento de linha. Entao, retira-se o terco médio deste segmento resultando em
outros dois segmentos. Retira-se novamente o terco médio de cada segmento, resul-
tando em outros quatro segmentos, e assim sucessivamente até o infinito. O resultado
€ um conjunto de pontos que, apesar de ser infinito, estdo dispostos em grupos e estéao
infinitamente dispersos.

Mandelbrot dedicou-se também a estudar as formas geométricas que seguiam
esta l6gica de construcdo, como a curva de Koch. Para construir a curva de Koch,
toma-se um triangulo equilatero e, no terco médio de cada um dos lados, sobreponha-
se outro tridngulo equilatero cujos lados medem um tergco dos lados do original. O
novo contorno terd agora doze segmentos. Este procedimento pode ser repetido até
o infinito, sobrescrevendo um novo triangulo em cada segmento dos novos contornos
com as mesmas regras ja descritas. A cada nova transformacao € acrescentada uma
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Figura 3 — Representagao do Conjunto de Cantor com diagrama de bifurcagéo sobressaido.

Fonte: (CIENCIA|, 2020).

pequena area a figura, mas a area total nunca sera maior que a de uma circunferéncia
tracada nos contornos do triangulo original. A curva do contorno cresce infinitamente,
mas nunca se cruza, pois cada novo tridngulo é sempre pequeno o suficiente para
impedir o contato com outro. Este resultado paradoxal de uma extenséao infinita que
nunca se cruza permanecendo dentro de um espaco finito € também uma propriedade
dos atratores estranhos.

Figura 4 — Curva de Koch apés quatro iteragoes.

Ak %k

Fonte: Gleik (1989).

Essa nova linha de estudos na geometria foi nomeada fractal por Benoit Man-
delbrot. Este termo entdo designaria na mateméatica formas e distribuicbes em que a
propriedade de dimensao estende-se além das dimensdes usuais da geometria eu-
clidiana, possuindo dimensao fracionada. De maneira basilar, nos objetos fractais os
padrées de formacao se repetem parcial ou totalmente em escalas cada vez menores,
uma caracteristica de auto-semelhanga (LICHTENBERG; LEIBERMAN, 1992).

Os fisicos também encontraram o caminho para a Ciéncia do Caos no pro-
blema da turbuléncia nos fluidos. O fluido num curso suave era um problema ja mo-
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nétono para os fisicos. As partes do fluido em regime suave, a despeito das suas
inUmeras particulas constituintes, seguem um fluxo previsivel, estatico ou periédico.
No entanto, a partir de certas condigdes, este movimento se torna ininteligivel para
0 que se espera de modelos matematicos tradicionais: vértices em varias escalas,
instaveis e dispersivos, coexistindo entretanto com algumas regiées de regularidade.
Uma imagem cadtica. A turbuléncia ganhou descri¢gdes imprecisas dos cientistas rus-
sos Andrei Kolmogorov (1903-1987) e Lev Landau (1908-1968), cujas contribuicoes
sao imprescindiveis, inclusive, para a teoria do caos (GLEIK| 1989).

Os fisicos experimentais Harry Swinney (1939-) e Jerry Gollub (1944-2019),
aquele inspirado pelos fendbmenos na criticalidade das transicées de fase (do sélido
para o liquido, do ndo imantado para o imantado, do fluido para o super fluido), cons-
truiram um experimento capaz de investigar em detalhes a transi¢cao do regime suave
para o turbulento nos fluidos. As transi¢cdes envolvem efeitos macroscépicos que sao
dificeis de prever pela analise dos fendbmenos microscopicos dos constituintes do sis-
tema. O experimento de Swinney e Gollub pretendia confirmar o inicio da turbuléncia
nos fluidos tal como descrevia a teoria de Landau, que conjecturou que novas frequén-
cias apareceriam uma de cada vez a medida que o fluxo aumentava. Os experimenta-
dores identificaram uma primeira transicdo com o surgimento de uma nova frequéncia
bem definida, mas na transicao seguinte o fluido ja ndo possuia frequéncias definidas,
exibindo um comportamento cadtico. Apesar de inconclusivo, o resultado ndo fomen-
tava a teoria de Landau, que sugerira um aumento de complexidade gradual (GLEIK,
1989).

Foi com David Ruelle (1935-), que teve contato com os resultados do menci-
onado experimento de Swinney e Gollub e com o trabalho de Edward Lorenz, que a
conexao entre a turbuléncia e o atrator estranho foi sugerida. Juntamente com o ma-
tematico Floris Takens (1940-2010), conjecturaram que a turbuléncia podia ser produ-
zida pela combinacdo de equacdes simples, poderia surgir abruptamente e que, no
espaco de estados, deveria existir um atrator que representasse a turbuléncia, con-
tendo a infinidade de ritmos de um fluxo turbulento mas representados numa regiao
finita. O termo atrator estranho havia sido designado por Ruelle e Takens (MONTEIRO,
2006).

A regido limitrofe de transi¢do do regime periddico para o cadtico também foi
investigada por Mitchell Feigenbaum (1944-2019) através do conhecido mapa logistico
Toe1 = rx,(1 — z,). Esta equagéo foi popularizada por Robert May como um modelo
de evolucdo em populagbes de insetos e se notabilizou pela estranha complexidade
vinda de uma equagao simples. A depender do valor do parametro r, a equagao pode
se estabilizar num Unico valor, oscilar em dois ou mais valores (que acontece apds
sofrer duplicagdes de periodo a partir de determinados valores criticos do parame-
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tro r), divergir ou oscilar entre valores diversos dentro de um intervalo, apresentando
um comportamento cadtico. O mapa logistico pode ser representado num grafico bidi-
mensional em que o eixo horizontal representa o valor do paradmetro r e o eixo vertical
representa os possiveis valores de z,,; ao atingir estabilidadeE], 0s conhecidos dia-
gramas de bifurcacdo. Feigenbaum verificou um padrao de convergéncia dos pontos
de duplicacéo de periodo que se confirmou numa constante. Ele encontrou a mesma
constante num mapa com uma fun¢do trigonométrica, x,,; = rsin(7x,), uma regu-
laridade numérica e geométrica incrivel, até entdo obscura na Matematica ou Fisica.
Este resultado € hoje conhecido como uma das constantes de Feigenbaum (GLEIK,
1989).

Durante as décadas de 1960, 1970 e 1980, os desenvolvimentos para a ainda
nao consolidada Dindmica Nao-Linear ocorriam de maneira independente entre pes-
quisadores formados como fisicos ou matematicos (em sua grande maioria), envol-
vendo problemas de variadas areas do conhecimento. Além dos ja citados, podemos
citar, por exemplo, Robert May (1936-2020) nos problemas de biologia populacional
(MAY, [2019), Michel Hénon (1931-2013) no problema da Astronomia dos aglomera-
dos globulares e Otto Rossler (1940-) através da biologia quimica (GLEIK, [1989). E
importante ressaltar que a teoria moderna para os sistemas dindmicos nao-lineares se
desenvolveu no contexto do advento dos computadores nos meios académicos. Apds
a Segunda Guerra Mundial, esta ferramenta foi gradativamente se popularizando nos
centros de pesquisa, encontrando resisténcia entre cientistas mais ortodoxos. Natu-
ralmente, em tal contexto, os computadores eram equipamentos muito inferiores em
relagdo aos niveis tecnoldgicos atuais, tendo baixa capacidade para armazenar infor-
magcdes, baixo poder de processamento e recursos graficos bem limitados.

Em 1977, os fisicos Joseph Ford (1927-1995) e Giulio Casati (1942-) organi-
zaram a primeira conferéncia de uma Ciéncia chamada Caos (GLEIK, [1989)F| A teoria
do caos era verificada em fenémenos estudados nas mais variadas areas do conheci-
mento, desde a Astronomia a Economia. A Dinamica Nao-Linear é, portanto, uma area
de estudos que admite inter e transdiciplinaridade e que estabelece uma nova forma
de tratar sistemas néo-lineares através de técnicas topoldgicas e geometria fractal,
suscitando um método sistematico para investigar a caoticidade. Concomitantemente,
revitaliza os debates filoséficos nos ambitos epistemoldgico e ontoldgico.

5 A depender do valor do z,, inicial, a evolugdo da equagéo passa por um periodo transiente até se
estabilizar numa das condi¢des citadas. Por isso, na geragao dos diagramas de bifurcacao descarta-
se as iteracodes iniciais. No mapa logistico, a equacao passa a divergir para r > 4.

6 James Gleik é um jornalista e escritor que se ocupou de fazer uma investigacdo dos trabalhos
pertinentes a teoria do caos.
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1.2 NANOTUBOS DE CARBONO

O objeto de estudo deste trabalho pode ser descrito, assumindo condicdes
gue serdao abordadas no capitulo 3 desta dissertacdo, por uma equagéao diferencial
ordinaria de segunda ordem nao-autbnoma e nao-linear, que tem a pretensao de des-
crever caracteristicas gerais do movimento oscilatério de um nanotubo de carbono
de parede simples cujas flexdes ocorrem num plano chamado plano de flexao.

Os nanotubos de carbono, CNTs (sigla para a expressdo em inglés carbon
nanotubes), sao estruturas cristalinas em formato cilindrico oco com extremidades
fechadas constituidas puramente de carbono, ligados entre si na configuragéo de hi-
bridizacao sp? (FERREIRA, 2003). Basicamente, eles se formam com o enrolamento
de uma folha bidimensional de carbono, o grafeno, que pode se fechar num Unico
tubo cilindrico, o nanotubo de carbono de parede simples (SWCNT, sigla para Single
Wall Carbon Nanotube), ou formar um tubo com mudltiplos cilindros concéntricos, os
nanotubos de carbono de paredes mudltiplas. Em relagdo as dimensdes, podem ter
didmetro da ordem de poucos nanémetros e comprimento podendo chegar a varios
micrémetros.

Figura 5 — Nanotubos de carbono de parede simples (SWCNTSs) vistos por um microscopio eletrénico
de transmissao (TEM). (a) Tipica amostra do produto de um procedimento de obtencao de
SWCNTSs contendo os nanotubos e estruturas amorfas de carbono. E necessario um pro-
cesso de purificagdo para isolar os CNTs. (Barra para escala = 100 nm.) (b) Imagem ampli-
ada de SWCNTs individuais. (Barra para escala = 10 nm.)

Fonte: Harris (1999).

Sua descoberta é atribuida ao fisico japonés Sumio lijima (1939-) no inicio
da década de 1990, quando este observou, através de um microscopio eletrénico
de transmissao, e descreveu em detalhes as curiosas estruturas que se formavam
num catodo de grafite como subproduto de um processo de arc-evaporation (HARRIS,
1999). Até meados da década de 1980 as Unicas estruturas cristalinas bem defini-
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das feitas totalmente de carbono conhecidas eram os alétropos diamante e grafite,
de ocorréncia natural. Foi entdo que um grupo de pesquisadores liderados por Harry
Kroto (1939-2016), Richard Smalley (1943-2005) e Robert Curl (1933-) iniciaram uma
série de experimentos para investigar os produtos da vaporizacado a laser sob uma
superficie de grafite. Esta empreitada resultou no descobrimento da primeira estrutura
cristalina sintética de carbono com estabilidade e simetria Unicos: um cluster (agru-
pamento) formado por 60 atomos de carbono, identificados por um espectrémetro de
massa, que ficou conhecido como fulereno. Este trabalho rendeu um prémio Nobel em
Quimica para seus lideres (O’'CONNELL, 2006) e foi um pertinente predecessor dos
trabalhos que levaram aos nanotubos de carbono.

Tao logo as propriedades dos CNTs se evidenciaram, as pesquisas envol-
vendo estas estruturas avancaram rapidamente dentro da comunidade cientifica. Ape-
nas 9 artigos com as palavras-chave nanotubos de carbono foram publicados em
1992. Em 2004 foram mais de 5000 (O’'CONNELL, 2006). Os CNTs chamam a aten-
cao dos pesquisadores nas areas da Fisica, Quimica e Ciéncia dos Materiais pelas
suas extraordinarias propriedades eletrbnicas e mecanicas. A depender do niumero
de camadas e do angulo de enrolamento da folha de grafeno na formag¢ao do nano-
tubo (propriedade conhecida como quiralidade), um CNT pode ser um metal ou um
semicondutor; sua dimensao é quase unidimensional; e suas caracteristicas mecani-
cas aliam baixissima densidade e alta resisténcia mecanica. Por estes motivos o CNT
€ 0 material mais promissor para as atuais nanoaplica¢des, cujas aplicagdes auspicio-
sas e em curso incluem a fabricacdo de transistores menores que as atuais litografias
em camadas de silicio, condutores, sondas de microscopicos de tunelamento e forta-
lecimento de fibras em compostos de alta performance, substituindo o kevlar, as fibras
de carbono e as fibras de vidro (O'CONNELL, 2006).

1.3 OBJETIVOS E ESTRUTURA DA DISSERTAGAO

Neste trabalho documentamos um estudo sobre o material mais promissor da
nanotecnologia a luz da Dinamica Nao-Linear, investigando o comportamento cadtico
e regular do movimento oscilatério de um SWCNT submetido a oscilagbes harmé-
nicas tendo como base os trabalhos (MAYOOF; HAWWA, 2009) e (GENG; ZHANG,
2012). A partir da investigacao, apresentaremos resultados numéricos sobre a influén-
cia do valor dos parametros de controle do modelo do supracitado sistema na sua
dindmica. Estamos interessados especialmente na variacao da amplitude do forca-
mento harmdnico, da frequéncia angular propulsora e do parametro que representa
os efeitos dissipativos. Pretendemos responder aos seguintes questionamentos: Para
quais situacdes tem-se dinamica regular e para quais tem-se dindmica caotica? Exis-
tira caos transiente? Existira multiestabilidade?
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Esta dissertacdo é composta por cinco capitulos, incluindo esta introducao. No
capitulo 2 discorremos de forma concisa sobre os fundamentos de sistemas dinami-
cos nao-lineares e apresentamos as ferramentas que utilizamos para a identificacao
e caracterizacdo da dinamica do sistema: calculo do espectro de Lyapunov, analise
qualitativa dos atratores nos espacos de estados e construgdo dos diagramas de bi-
furcacdo. No capitulo 3 deduzimos o modelo matematico que descreve as oscilacdes
de um SWCNT sob certas condi¢gdes. No capitulo 4 apresentamos e discutimos os
resultados numéricos obtidos. No capitulo 5 é feito um panorama do trabalho, sali-
entando os limites do modelo trabalhado, discutindo concisamente os resultados e
conclusdes, além de apresentar futuras propostas de trabalho.
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2 FUNDAMENTOS PARA O ESTUDO DE SISTEMAS DINAMICOS NAO-
LINEARES

Um sistema pode ser definido como um conjunto de componentes que pos-
suem alguma relacao de interagcdo ou interdependéncia muatuas, de modo que possa
ser compreendido como um todo organizado. Um sistema é dito dinAmico quando
algumas grandezas que caracterizam seus elementos variam com o tempo (MON-
TEIRO, 2006).

Nas variadas areas do conhecimento, tais como Fisica, Quimica, Ecologia,
Economia, os sistemas dindmicos sdo expressos em termos de modelos mateméti-
cos que descrevem sua evolucao temporal. Estes modelos sao construidos a partir
da compreensao das regras/leis que governam os fenébmenos estudados, geralmente
com a finalidade de predizé-los. Vamos nos ater aos modelos cujo tempo ¢ é a unica
variavel independente. Quanto a variavel temporal, um sistema dindmico pode ser de
tempo discreto (que € modelado por equacgdes de diferencas onde o tempo ¢ € um nu-
mero inteiro geralmente positivo) ou pode ser de tempo continuo, onde o tempo ¢ € um
nuamero real, e este sistema € modelado por equagdes diferenciais. O tipo de variavel
temporal (discreta ou continua) se adequa ao proposito do modelo do fenémeno a ser
estudado. Neste trabalho é adequado um modelo de tempo continuo, de modo que o
enfoque deste capitulo sera a analise de sistemas de equacgdes diferenciais.

2.1 SISTEMAS DE TEMPO CONTINUO: EQUACOES DIFERENCIAIS

Equagdes diferenciais sdo equagdes que envolvem uma relagdo de igualdade
entre as derivadas de fungdes (variaveis dependentes), as funcbes e suas variaveis
independentes. As equacgdes diferenciais cujas fungdes possuem apenas uma variavel
independente sdo ditas Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs). A titulo de genera-
lizacdo, uma EDO linear de ordem n é escrita como (MONTEIRO, 2006):

m—1

w® 2D | L2 )
em que a;(t) (7 = 1,2,...,n) sdo chamados de parametros que podem ou n&o depen-
der de t e F'(t) € uma fungédo de entrada ou um forcamento externo que igualmente
pode ou nao depender de t. Caso os parametros sejam constantes e a funcao de en-
trada ndo dependa explicitamente de ¢ a equacao € dita autbnoma. Caso contrario, €
dita ndo-auténoma (HIRSCH; SMALE; DEVANEY, 2004 MONTEIRO, [2006). Ainda,
se temos F(t) = 0, a equacgéo diferencial € dita homogénea. Se F(t) # 0, tem-se
uma equacgao nao-homogénea. A ordem da derivada de maior ordem numa equagao
diferencial é também a ordem da equacéao diferencial.

d"x (t)

o dan (1) ta,Oz(t)=F(), (21)
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Sem formalismo, numa equacao diferencial linear, a Unica poténcia permitida
para as variaveis dependentes e suas derivadas é 1, e seus coeficientes s6 podem
ser ou constantes ou fungcdes apenas das variaveis independentes. Por exemplo, as
equacoes diferenciais

T (cost) 20 4 taft) = sint,
s@o EDOs lineares. Por outro lado, as equagdes diferenciais
di’lit) —sinz(t) =0,
(dgdﬁf))Q ~(eost) 4y o) = sint,

sdo ndo-lineares. Nestes exemplos de EDOs néo-lineares, a primeira € nao-linear pois
a variavel dependente é argumento de uma fungéo trigonométrica, e a segunda é
nao-linear pois a derivada de terceira ordem da fungéo esté elevada ao quadrado e a
funcé@o x(t) esta elevada ao cubo.

Encontrar uma solugdo para € encontrar uma fungéo z(t¢) que verifica a
equacgao para todo o t. O fato é que, mesmo para equacoes diferenciais line-
ares a parametros contantes, a solucao vinda da integracdo analitica das equacdes
nem sempre € uma tarefa simples (HIRSCH; SMALE; DEVANEY, 2004; MONTEIRO,
2006). Em geral, ndo existem férmulas analiticas para tratar EDOs lineares de ordem
superior a um. Além disso, quase nunca é factivel encontrar uma solucao analitica para
EDOs lineares a parametros variaveis (ndo-autbnomas). Neste caso, quando néo se
pode encontrar analiticamente uma solugdo exata, busca-se uma aproximacao poli-
nomial da solugéo real. E tornaram-se classicas algumas equacdes nao-autbnomas
homogéneas que apresentam solucdo em série que converge (MONTEIRO, 2006),
como por exemplo a equacao de Bessel,

d*x(t)  dx(t)
2
P T

+ (= v*)x(t) =0,

(b € uma constante) e a equacao de Legendre,

(1- t?)diigt) - Qtdz(tt) 11+ 1)x(t) =0,

em que [ € uma constante.

Outro caminho para obter solucdes para as equacdes diferenciais é através da
sua integracdo numérica, que envolve um processo iterativo de obter uma sequéncia
de pontos (tx, zx) que se aproximam da solucao real (¢, z(tx)). A precisdo do método é
determinada pela sofisticacao do algoritmo e pelo tamanho do passo de integracao At
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(ty+1 = tx + At). H& alguns algoritmos para obter os z;, tais como o método de Euler
e o Runge-Kutta de quarta ordem (HIRSCH; SMALE; DEVANEY/, 2004), este ultimo é
o método utilizado na obtencédo dos resultados numéricos deste trabalho. A solucéo
calculada pelo método numérico s6 é valida para o conjunto de condicdes iniciais e de
parametros usados na integragcdo (MONTEIRO, 2006).

Para que o comportamento cadtico possa existir num sistema dinamico, € ne-
cessario que ele seja nao-linear (MONTEIRO, 2006, p. 422). Entdo, para o caso de
sistemas de tempo continuo, estes deverdo ser modelados por equagdes diferenci-
ais nao-lineares para que se possa existir caos. O estudo do comportamento caé-
tico nos revela que as solugdes encontradas para condi¢des iniciais muito proximas
em sistemas nao-lineares no regime caotico destoam-se completamente num tempo
suficientemente longo (como exemplificado na [Figura 1)), uma vez que eles apresen-
tam dependéncia sensivel as condic¢des iniciais (MONTEIRO, 2006; HIRSCH; SMALE;
DEVANEY, 2004; OTT, [1993). Nas proximas sec¢Oes deste capitulo apresentaremos
meios de se examinar qualitativamente e quantitativamente o tipo de dinamica (regular
ou caodtica) num sistema.

Uma equacéo diferencial de ordem n pode ser escrita como um sistema de n
equacoes diferenciais de primeira ordem (MONTEIRO, [2006). Isso é feito através de
uma mudanca de variaveis. Por exemplo, a equacao pode ser escrita como um
sistema de n equagdes diferenciais de primeira ordem tomando z(t) = z:(t) e

dxl(t) .
= o)
dl’g(t) o
a =20
dl’nfl(t) .
T - xn<t),
dza(t) _ F(t) a”(t)z B an,l(t)x B an,g(t)x o al(t)x
B aot) a0 @ 2T m W 2oy o)

(2.2)
As variaveis z;(t) (j = 1,2,...,n) sdo chamadas variaveis de estado (ou variaveis
dindmicas). O estado de um sistema num dado instante ¢ é especificado pelos valores
de z,(t) nesse instante. E conveniente escrever uma equagéo diferencial de ordem
n como um sistema de n equacdes de 1¢ ordem por alguns motivos, entre os quais
esta o motivo de os métodos numéricos de integracao lidarem com as equacoes desta
forma.

Um sistema dinamico linear ou ndo-linear pode ser escrito na notagao vetorial:

dx

E = f<X7t>7 (23)
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onde x € o vetor de estados com n coordenadas e f(x,t) é conhecido como campo de
velocidades.

2.2 ESPACO DE ESTADOS E ATRATORES

Em sistemas dinédmicos, o espaco de estados (ou espaco de fases) € um
espaco n-dimensional formado pelos eixos coordenados x4, zs, ..., x,,. Deste modo, o
estado de um sistema dindmico (escrito como um sistema de n EDOs) num instante ¢
é representado por um ponto no espago de estados com coordenadas (z(t), z2(t), ...,
z,(t)). Conforme o tempo passa, este ponto se move, e o caminho formado pelos
pontos ao longo da evolucao temporal € chamado de érbita ou trajetéria (OTT, [1993).
O espaco de estados é o espago abstrato no qual se pode fazer uma analise qualitativa
de um sistema dinamico. Chamaremos aqui de retrato de fases a projecao do espaco
de estados no plano bidimensional, com base na traducédo do termo phase portrait
usado na referéncia (GENG; ZHANG, 2012).

Figura 6 — Representacdo de uma érbita no espaco de estados tridimensional.

-
ZA

z(0) 70

T3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vale explicitar que a dimenséo do espaco de estados sera igual ao numero de
variaveis dindmicas que caracterizam o sistema, que é também o numero de EDOs do
sistema de equacdes. Além disso, qualquer sistema nao-autbnomo que € escrito na
forma de n equacdes de 1° ordem, pode ser reescrito numa forma auténoma (MON-
TEIRO, 2006), definindo kt = z,,,.1, onde k € uma constante que pode acompanhar a
variavel t. Langando m&o deste artificio, o sistema definido por torna-se:
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dx
7; = fl([L‘h,I'Q, ...,xn,xn+1)7
dx
7; - f2(x17x27 "'7x”7xn+1)7
) (2.4)
dx,,
L A EE
danrl
— =L
dt

O espaco de estados correspondente ao sistema nao-autdnomo, reescrito numa forma
autdbnoma, é chamado de espaco de estados estendido e possui dimensao n + 1.

Um resultado importante que caracteriza um sistema dinamico como sendo
conservativo ou dissipativo pode ser derivado analisando a evolugao temporal de um
vqumeﬂ de condicdes iniciais no espaco de estados. Vamos considerar uma super-
ficie fechada arbitraria S(¢) de volume V(t) num espaco de estados tridimensional,
conforme a|Figura 7| Os pontos em S(t) e no seu interior sdo as condigdes iniciais das
trajetérias. Num intervalo de tempo infinitesimal dt os pontos irdo se mover segundo as
equacgoes que governam o sistema e S(t) evoluird para uma nova superficie S(t + dt)
com volume V(¢ + dt).

Figura 7 — Representacao da evolugao de um volume de condigdes iniciais no espago de estados. Con-
siderando um elemento de area da superficie deste volume, apds a evolugdo temporal num
intervalo de tempo dt dos pontos nessa superficie, tem-se um elemento de volume (n-fdt)dS.

T2\

f.

apés intervalo de tempo dt

S

V()

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Monteiro (2006, p. 70).

' Naturalmente, s6 sera um volume num espago de estados tridimensional; sera uma area num es-
paco bidimensional, um comprimento num espaco unidimensional € um hiper-volume num espaco
n-dimensional com n > 3.

33



31

Primeiramente, vamos tomar um vetor unitario n normal a um elemento infini-
tesimal de superficie dS e o vetor f(x) que é a velocidade no ponto x. Por conseguinte,
0 produto escalar entre n e f nos da a componente normal da velocidade em x. Num
intervalo de tempo infinitesimal dt, a evolucdo de um pedaco infinitesimal da superfi-
cie dS cria um volume infinitesimal (n - fdt)dS. Logo, V(t + dt) € igual a V' (¢) mais a
integral dos elementos infinitesimais de volume (n - fdt)dS criados pela evolugao dos
elementos de superficie:

Vit +dt) = V() + ]fs(n £dt)dS.
Rearranjando a equacao acima e dividindo ambos os membros por dt, temos o se-

guinte resultado:

V(t+dt)—V(t) _dV
dt ~at

a ultima integral foi obtida usando o teorema do divergente.

:%Sn.fdsz/vv-de, (2.5)

Como o volume é arbitrario, sé teremos dV//dt = 0 se e somente se o diver-
gente do campo de velocidades V - f for nulo. Neste caso, o sistema dindmico é dito
conservativo (MONTEIRQ, [2006). Caso V - f < 0, o sistema é dissipativa?]

Nos sistemas dissipativos, existem regides limitadas do espaco de estados
para onde as o6rbitas convergem. Ou seja, a partir de qualquer condigéo inicial x(0) de
um sistema dinamico dissipativo, transcorrido tempo suficiente, sua trajetoria x(t) sera
atraida para uma figura conhecida como atrator (OTT, [1993). A definicado de atrator
nao se aplica a sistemas dindmicos expansivos e conservativos, de modo geral. Mais
especificamente, um atrator € um conjunto C' que satisfaz as seguintes condicdes
(MONTEIRO, 2006)

a) C € um conjunto invariante, ou seja, uma trajetoria x(¢) que comega em C,
permanece em C' durante todo o tempo;

b) C atrai um conjunto aberto de condicoes iniciaisf]

c) Nao ha subconjunto de C que satisfaga as duas condigbes anteriores (C' é
minimo).

A partir desta definicéo j& podemos supor que a complexidade de um atrator
sera maior quanto maior for a dimensao do espaco de estados. Para um sistema de
tempo continuo bidimensional e autbnomo, o teorema de Poincaré-Bendixson garante
gue os unicos atratores possiveis serdo o atrator de ponto fixo, que corresponde a uma
solucdo cujo comportamento é independente do tempo, e o ciclo limite, que € uma

Quando V - f > 0, o sistema é expansivo.

Esta condicao impede que um ponto de sela seja considerado um atrator, por exemplo, uma vez que
nem todas as condig¢des iniciais tomadas a partir de uma hiperesfera centrada no ponto de sela sao
atraidas para ele (apesar de ser invariante e minimo, um ponto isolado € um conjunto fechado).
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orbita fechada e descreve um comportamento periédico. No caso tridimensional, além
dos dois ja citados, ainda encontraremos outro atrator regular, que € o atrator quase-
periodico, caracterizado por uma superficie toroidal e que representa um regime com
duas frequéncias fundamentais cuja razao € um namero irracional. Frequéncias com
essas caracteristicas sao ditas incomensuraveis (MONTEIRO, 2006).

Por fim, existe mais um atrator em sistemas de dimensao > 3, aquele que fora
conjecturado por Ruelle e Takens e obtida por Lorenz, o atrator cadtico. Este atrator
€ caracterizado por uma curva que nunca se fecha e nem se cruza, porém perma-
nece confinada numa regiao (MONTEIRO, 2006). Em outras palavras, trajetérias que
partem de condigdes iniciais vizinhas no atrator cadtico, devem se afastar exponencial-
mente, mas ainda ocupando uma regiao limitada do espaco de estados. Este suposto
paradoxo € resolvido pela introducdo dos conceitos da geometria fractal, que elucida
a formagao de um atrator ca6tico como envolvendo processos de esticamento e dobra
das trajetérias (OTT),|[1993). O atrator caotico é dito ter dimenséo fractal.

Na [Figura 8| podemos visualizar atratores gerados pelo sistema de Rossler,
que é um modelo cldssico na Dindmica N&o-Linear. Trata-se um sistema nao-linear
tridimensional de tempo continuo formado pelas seguintes EDOs:

T =—y— 2z,
y =+ ay,
Z=b+z(z—c).

A partir do teorema de Poincaré-Bendixson, se estabelece que para ter caos
em um sistema dinamico dissipativo de tempo continuo e autbnomo é necessario que
ele seja, no minimo, tridimensional, além de ser ndo-linear. Para sistemas dindmicos
dissipativos de tempo continuo e ndo-autbnomos admitirem dindmica cadtica, basta
ter dimensao n > 2, além de ser ndo-linear (OTT, 1993).

2.3 OS EXPOENTES DE LYAPUNOV

Conforme discutido na secéo anterior, duas trajetorias vizinhas no atrator caé-
tico devem divergir exponencialmente. Isto € o que caracteriza a dependéncia sensivel
do sistema as condigdes iniciais. A sensibilidade as condi¢des iniciais pode ser identi-
ficada através do célculo dos expoentes de Lyapunov (MONTEIRO, 2006), que estao
relacionados a rapidez com que as 6rbitas préximas convergem ou divergem (WOLF
et al., 1985).

Vamos considerar um sistema dinamico dissipativo de tempo continuo, no qual
tomamos duas condic¢des iniciais muito proximas x;(0) e x»(0), com a distancia entre
elas dada por ||[Ax(0)|| conforme ilustrado na figura|Figura 9| A evolugéo temporal go-
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Figura 8 — Atratores gerados pelo sistema de Rdssler para os seguintes valores dos parametros: (a)
a=-01,0=02,¢=570)a=01,b=01,¢c=6;(c)a=02b=0.2,¢c=5.7.
(a) Atrator de ponto fixo. (b) Atrator periddico de periodo 2.

0.044

z(t) | 2(t) r

0.03

25

z(1)

x(t) {12

Fonte: Elaborado pelo autor.

vernada pelas equacoes diferenciais a partir destas condigcdes iniciais formam as 6r-
bitas representadas por x; (t) e x,(t), respectivamente. No instante ¢, o deslocamento
entre as duas solugdes € dado por Ax(t). Se as duas condigbes iniciais estao infini-
tesimalmente préximas (||Ax(0)|| — 0) e, apds um intervalo de tempo suficientemente
longo, a distancia entre as érbitas crescer exponencialmente em relacao a distancia
quando ¢ = 0 mas estando confinadas numa regiéo do espago de estados}, isto ¢,

| Ax(t)]
ax(o)] ~ PO &

com \ > 0, entdo o sistema apresenta dependéncia sensivel as condi¢oes iniciais e é
caético (OTT, [1993).

De forma semelhante a que foi feita na para chegar ao resultado

que classifica um sistema como conservativo ou n&o conservativo, vamos considerar
4

A determinacgéo de que as oOrbitas devam permanecer confinadas numa regiao impede que sistemas
lineares ftriviais sejam considerados cadticos por esta definicdo, uma vez que as 6rbitas nestes
sistemas podem divergir exponencialmente quando ¢ — oo.
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Figura 9 — Duas trajetérias iniciadas muito préximas distanciam-se exponencialmente num sistema caé-
tico, mas permanecem confinadas numa regiao.

X1 (f)

Ax(t)

Fonte: Elaborado pelo autor.

um sistema de n EDOs e tomar, no espaco de estados, uma hiper-esfera de condicoes
iniciais de hiper-volume V(ty) centrada num ponto x(¢,). Conforme o tempo passa, o
hiper-volume se deforma. Vamos assumir que o raio inicial r;(¢,) da hiper-esfera ao
longo da j-ésima dimenséao tenha variado exponencialmente no tempo, de forma que
a relagéo entre o valor do raio correspondente no instante ¢ dado por r;(¢) e o raio no
instante ¢, seja

rj(t) = rj(to) exp[A; (¢ —to)], (2.7)
emquej=1,2 .. n.

Usando as condi¢des que definiram a expressao (2.6), rearranjando a equa-
cao (2.7) e tomando o logaritmo natural de seus membros, temos

A= lim lim Infry (1)/r;(to)] (2.8)

r4(to)—0t—00 t— 1o

Os numeros \; sdo chamados de expoentes de Lyapunov (MONTEIRO, 2006) e es-
tao relacionados com a expansao ou contragdo em diferentes dire¢cdes do espaco de
estados.

A hiper-esfera infinitesimal de condi¢des iniciais torna-se um hiper-elipsoide
com o transcorrer do tempo. Como a orientacao dos hiper-elipsoides varia continua-
mente ao longo do atrator, as dire¢cdes associadas aos expoentes de Lyapunov tam-
bém variam de uma forma bem complicada (WOLF et al., [1985). Deste modo, nédo se
pode atribuir uma direcdo bem definida do espaco de estados para cada expoente.
Os nameros A; que formam o espectro de Lyapunov s&o organizados do maior para
0 menor dentro do algoritmo que computa os expoentes. Discorremos sobre o calculo
numérico do espectro de Lyapunov na|subsecao 2.3.1|

Em um instante ¢t > t, 0 hiper-volume V' (¢) deve ser proporcional ao produto

37



35

das distancias r;(t) que o caracterizam:

) o Hr] V(to) exp[t—to zn: } (2.9)

Se temos V (t) < V(ty), o sistema é dissipativo. Em termos dos expoentes de Lyapu-
nov,

> A <O.
j=1

A soma dos expoentes de Lyapunov é a média temporal da velocidade de divergén-
cia no espago de estados. Se V (t) = V(t), 0 sistema é conservativo e a soma dos
expoentes de Lyapunov é zero.

Os sinais dos expoentes de Lyapunov proporcionam um exame qualitativo do
sistema dinamico (MONTEIRQO, 2006). Tratando-se dos sistemas dinamicos de tempo
continuo tridimensionais, no atrator de ponto fixo, ha contracao do volume ao longo de
todas as direcoes do espaco de estados, de forma que a trajetéria convirja para um
ponto. Neste caso, tem-se 0s expoentes \; < 0, Ay <0 e A3 < 0.

No atrator periédico, a distancia entre dois pontos numa dada direcao se man-
tém constante, em média, no transcorrer do tempo, de modo que o expoente de Lya-
punov associado a esta direcao é nulo. Nas diregdes perpendiculares, ha contracao
do volume. Logo, os expoentes associados a estas dire¢cdes sao negativos.

O atrator quase-periodico tem expoentes de Lyapunov \; =0, A\ =0 e A3 < 0,
de forma que as trajetérias atratoras se situam sobre uma superficie.

Para se ter um atrator cadtico, um dos expoentes deve ser positivo para que
o sistema tenha dependéncia sensivel as condic¢des iniciais. Outro expoente deve ser
negativo e maior, em médulo, do que o0 expoente positivo para que o sistema se con-
firme como sendo dissipativo. Aquele ao longo da trajetoria deve ser nulo. Entéo, para
o atrator caotico, tem-se
A >0, =0e X3 <0,

sendo |A\3] > \;. A[labela 1| organiza as combinagfes dos sinais dos expoentes de
Lyapunov e o tipo de dindmica correspondente.

2.3.1 Calculo numérico do espectro de Lyapunov

Primeiramente, definamos os expoentes de Lyapunov da forma mais condi-
zente com seu célculo numérico. Os expoentes de Lyapunov sdo definidos pela evo-
luc&o a longo prazo dos eixos de uma hiper-esfera infinitesimal no espago de estados
(WOLF et al., 1985). Uma forma de implementar este calculo no ambiente computaci-
onal seria definir os eixos principais desta hiper-esfera de condi¢ées iniciais de forma
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Tabela 1 — Combinagdes dos sinais dos expoentes de Lyapunov em sistemas continuos tridimensio-
nais e respectiva dindmica caracteristica. No calculo numérico do espectro de Lyapunov, os
valores dos expoentes devem ser ordenados do maior para o0 menor.

A1 <0, Ay <0, A3 <0 | Ponto de equilibrio
A =0, Ay <0, A3 <0 | Periodicidade

A1 =0, Ay =0, A3 < 0 | Quase-periodicidade
A >0, =0, A<0 Caos

Fonte: Elaborado pelo autor.

que as separacbes fossem tao pequenas quanto as permitidas pelo computador e
evolui-las através da integracédo das equagdes de movimento.

O problema desta abordagem € que, para sistemas no regime cadético, nao se
pode garantir a condicao de separacao infinitesimal para que o calculo dos expoentes
convirja apés um tempo suficientemente longo (WOLF et al., 1985).

Uma abordagem que supera este problema foi implementada para o célculo
dos expoentes de Lyapunov de sistemas néo-lineares dissipativos de tempo continuo
(sistema de equacdes diferenciais), por volta dos anos de 1979 e 1980, por Benne-
tin et al. e Shimada e Nagashima (WOLF et al., [1985). O método consiste em adotar
um espacgo tangente a uma trajetéria fiduciaria. Isto €, a partir de uma condigéo ini-
cial arbitraria, obtém-se a trajetéria fiduciaria (centro da hiper-esfera) via integracao
numeérica das equacdes do sistema dinamico; a trajetoria dos pontos na superficie da
hiper-esfera centrada na trajetéria fiduciaria € obtida via integragéo das equagées dina-
micas linearizadas. Estas, por sua vez, sdo obtidas pelo produto da matriz jacobiana
do sistema nao-linear com os vetores que identificam os eixos da esfera de condi¢des
iniciais. Deste modo, a deformacgéo na direcdo do i-ésimo eixo da hiper-esfera (Si) €
dada por:

ey (0)/dt)  Odar(D/dt) | Old (1) /dt) 5
Ox1 Oxo Oxn 21
ddws()/dt)  Odea(D)/dt) . Odas(t)/dt) 5
oy Oza Oxn . 2
A A 28 (2.10)
O(dan(t)/dt)  O(dwa(t)/dt)  O(da(t)/dt) 5.
8:131 812 axn in
J

em que J é a matriz jacobiana do sistema dinamico definido por € (05 0iny -y 0,
sdo as componentes do vetor que identifica o i-ésimo eixo (i = 1,2, ..,n, correspon-
dendo a dimensao do sistema). Os vetores que identificam os eixos da hiper-esfera
de condig¢des iniciais formam, inicialmente, uma base ortonormal que esta ancorada
na trajetoria de referéncia. Por definigdo, os eixos obtidos via aplicacdo das equacdes
linearizadas sao infinitesimais relativos ao atrator (WOLF et al., 1985).

A cada passo da iteragdo, uma nova matriz jacobiana (que segue a trajetoria
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fiduciaria) age sobre os ultimos vetores obtidos, que sao os vetores iniciais multipli-
cados por todas as matrizes jacobianas antecedentes. O célculo dos expoentes de
Lyapunov envolve a soma do comprimento de cada vetor que identifica os eixos do
entdo hiper-elipsoide. Nos sistemas caéticos, devido a precisao finita do método nu-
mérico, os vetores tendem a colapsar na diregdo de maior crescimento e as direcoes
dos eixos do espaco tangente passam a ser indistinguiveis. Este problema é evitado
com o algoritmo de reortonormalizacao de Gram-Schmidt (GSR), responsavel por
ortonormalizar a base formada pelos vetores que identificam os eixos.

Seja (v, va, ..., viy) um conjunto de vetores obtidos apds um passo de integra-
céo de (2.10). Eles formam uma base no espago vetorial. Ap6és o computador guardar
o tamanho de cada vetor, a base formada por eles serd ortonormalizada segundo a
GSR como segue:

— Um vetor é eleito arbitrariamente para ser a referéncia para que um segundo vetor
seja feito ortogonal a ele. Digamos que seja o0 v;. Dividindo o vetor pela sua norma,
teremos o vetor normalizado, e o vetor referéncia para a nova base ortonormal sera:

/ Vi

Vi = .
F vl

Como v’ preserva a direcao original do vetor de referéncia, ele ira sempre seguir a
direcdo de maior crescimento;

— Para fazer um segundo vetor, vo/, ser ortogonal a v/, a GSR determina que:

/ /
’ Vo— < Vg,V >V

V =
2 ||V2— < V27V1/ > V]_/H’

sendo <, > a notagao para produto interno;

— Os préximos vetores deverdo ser ortogonais a todos os seus antecessores, por
exemplo, v’ devera ser ortogonal tanto a v’ quanto a vs'. Assim, temos que

/ / / /
, Vp— < Vp,Vp_1 >Vp 1 —...— < Vn, Vi >V

Vn = / / / T
|[Va— < Vi, Va1’ > Vo1’ — ..— < Vp, V1’ > v{/||

Apés a GSR, (v4/,v2/,...,vy,) sera a nova base ortonormal.

Os expoentes de Lyapunov ndo sdo uma medida local, seja em termos espaci-
ais ou temporal. Eles séo obtidos pela soma da deformacgéo dos eixos de um elemento
de volume no espaco de estados, computados a longo prazo, dividida pelo tempo total
da iteracdo. Trate-se, portanto, de uma média.

2.3.2 Diagramas de Lyapunov

Nao é necessario representar todo o espectro de Lyapunov para se fazer um
exame qualitativo da dindmica do sistema. Nos sistemas dinamicos a tempo continuo

40



38

tridimensionais em particular, uma representacéo que envolva apenas o expoente de
maior valor € suficiente para identificar os atratores.

Isto é feito através do diagrama de Lyapunov, que trata-se de uma representa-
céao tridimensional em que dois dos eixos sdo formados pelo plano de parametros e o
terceiro é formado pelos expoentes de Lyapunov de maior valor calculados para cada
par de parametros. O eixo dos expoentes é representado por uma paleta de cores
graduada para espelhar o valor do expoente.

E fundamental esclarecer que aqui estaremos nos referindo a parametros fi-
X0S, OuU seja, que permanecem constantes durante o tempo de estudo das variaveis
dindmicas de interesse. Os parametros influenciam o comportamento dinamico do
sistema, entretanto, durante a obtencao de uma o6rbita (i.e., durante o tempo total de
integracao do sistema para determinados valores dos parametros), os valores dos pa-
rametros (coeficientes) permanecem fixos. Para gerar um diagrama de Lyapunov de
um sistema que depende de dois ou mais parametros, dois parametros sao elegidos a
serem variados ap6s uma 6érbita completa ser calculada, e os intervalos sob os quais
estes parametros variam, formam um plano que chamados de plano de parametros.
Os demais parametros sdo mantidos fixos durante a varredura completa do plano de
parametros.

Figura 10 — Exemplo de um diagrama de Lyapunov.

0 3 10 15 20

G

Fonte: Manchein, Albuquerque e Mello (2018).

Nesta dissertacao, construimos os diagramas de Lyapunov com base na refe-
réncia (MANCHEIN; ALBUQUERQUE; MELLO, |2018), trabalho no qual se encontra o
diagrama de Lyapunov da[Figura 10| A paleta de cores na lateral direita indica:

a) branco para expoente de Lyapunov negativo, que representa os pontos de
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equilibrio;
b) preto para maior expoente nulo, que pode indicar comportamento periédico
ou quase-periédico;

c) gradiente de amarelo para vermelho para expoentes positivos, que sdo as
regides de caos. Quanto maior for o expoente, mais sensivel as condi¢cdes
iniciais € o sistema, isto é, mais rapido as solu¢des de duas orbitas proxi-
masP| passam a divergir.

2.4 DIAGRAMAS DE BIFURCAGCAO

A variacdo dos parametros altera o comportamento qualitativo das 6rbitas.
Graficamente, podemos analisar os pontos criticos a partir dos quais ha uma mudanca
no comportamento assintético do sistema. Os diagramas de bifurcagcdo sao gréaficos
bidimensionais em que o eixo horizontal representa o parametro de controle e o eixo
vertical uma das variaveis dinamicas do sistema, conforme exemplificado na[Figura 1]

Figura 11 — Diagrama de bifurcacao do sistema dindmico modelado pala equacao diferencial G + uq +
q+ Bq* +vq* = fcos(wt). Foi construido através da variagdo do parametro f no intervalo
0.5 < f < 3.5 e estabelecendo . = 0.5, 8 = 0.468, v = 0.05 e 0 argumento do cosseno
constante igual a 1.0.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja um sistema dinamico definido pelo sistema de n equacdes diferenciais e
por um parametro qualquer i € R:
dx
pn =f,(x,1). (2.11)
Tal sistema possui z1,zs, ..., z, variaveis dependentes. A variacao de p pode alterar
a estabilidade estrutural do sistema e o ponto ((x*,xo*, ..., Zp*)|u—p., hc) €M QUE O
sistema sofre uma mudanca topoldgica no espaco de estados é chamado de ponto

5

Por érbitas proximas entende-se érbitas que se iniciam a partir de dois estados quase indistinguiveis.
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de bifurcacdo, sendo 1. 0 valor critico do parametro a partir do qual a estabilidade é
alterada (MONTEIRO, [2006).

Bifurcacdes de codimensao 1 sdo obtidas a partir da variagdo de somente um
parametro do sistema, enquanto os demais permanecem constantes (MONTEIRO,
2006). A codimensao da bifurcagao indica o0 numero de parametros que séo variados
para obté-la, e neste trabalho também haverao diagramas de bifurcacao de codimen-
sao 2, isto é, obtidos pela variacao de dois parametros simultaneamente. Para obter os
valores no eixo vertical, integram-se as equag¢des de movimento passando pelo crivo
da analise de estabilidade. Neste caso, os diagramas de bifurcagdo nos revelam o
comportamento dinamico do sistema para cada valor do parametro, sendo assim pos-
sivel analisar a partir de quais valores dos parametros ha uma mudanga topol6gica no
retrato de fases.

Os diagramas de bifurcagdo podem ser utilizados para identificar o periodo de
orbitas periddicas e estudar os caminhos que levam ao caos. Nao ha aqui qualquer
intencdo de se fazer um estudo sobre os tipos de bifurcacéo e as rotas para o caos.
Os diagramas de bifurcagéo serao utilizados como ferramenta complementar aos dia-
gramas de Lyapunov.
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3 O MODELO

Neste capitulo, deduziremos a equagdo que descreve as vibracées de um
SWCNT sob condigdes que serdo esclarecidas conforme o desenvolvimento. Parti-
remos da definicdo das grandezas fundamentais até as relacées necessarias para
escrever as equacdes de energia, que serdo usadas para a obtencdo da equacao de
movimento através da Mecéanica Hamiltoniana.

O nanotubo sera modelado como uma vigd|tubular presa nas duas extremida-
des, ou com extremidades duplamente engastadas, conforme ilustra a|Figura 12| Esta

Figura 12 — Esquema do nanotubo de carbono com extremidades fixas, sendo a razéo e/L muito pe-
quena. O pontilhado representa a linha neutra e w(x, t) é a deflexao, isto é, o deslocamento
transversal de qualquer ponto da linha neutra em relagao ao eixo z.

A w(z,t)

Fonte: Elaborado pelo autor.

configuragcdo n&o permite translacdes e torgdes nas extremidades da viga. Trata-se de
um problema de condigao de contorno homogéneo:
ow(0,t)  Ow(L,t)

w(0,t) =w(L,t) = e om 0, (3.1)

sendo w(0,t) e w(L,t) a deflexé nas extremidades e 2“ uma das componentes da
deformagao de cisalhamentd|

Assumiremos o plano zy como o plano de simetria desta viga tubular, e que
as forcas (externas) laterais que nela atuam, atuam neste plano de modo que as fle-
x06es também ocorram nele e ndo existam torgcbes em nenhum ponto da viga. Nos
referimos, entdo, ao plano xy como plano de flexdo. A posi¢cao da origem do sistema

1

Vigas séo elementos estruturais em que as forgcas e torques agem perpendicularmente ao seu eixo
(GERE; GOODNO, [2010).

2 Na sera discorrido sobre a necessidade da obtengéo de uma equagéo diferencial
para a curva de deflexdo para uma descricdo parcial das deformagdes no nanotubo.

3 Isto sera esclarecido na(segéao 3.3

44



42

de coordenadas sera discutida na[se¢do 3.2l O nanotubo de carbono é assumido ter
secéo transversal A anular conforme ilustrado na|Figura 13 comprimento L de dimen-
sdo0 muito maior que seu diametro e sua massa esta distribuida uniformemente com
densidade p.

As imagens de nanotubos de carbono feitas por microscopios eletrénicos de
transmissdo mostram que essas estruturas ndao sao, geralmente, retas. Elas costu-
mam ter uma certa curvatura. O efeito da curvatura mostrou ser significativo para a
determinacdo do modulo de elasticidade, entretanto ndo ha trabalhos que relacione
este efeito as caracteristicas de vibragdo (GENG; ZHANG, [2012). A [Figura 12 que
ilustra 0 esquema de CNT, enfatiza esta curvatura, sendo e a amplitude de curvatura.

Figura 13 — Segéo transversal perpendicular ao eixo do nanotubo de carbono.

Y,

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.1 GRANDEZAS E RELACOES FUNDAMENTAIS

Figura 14 — Alongamento longitudinal numa barra.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeiramente iremos introduzir as grandezas pertinentes e as relagdes entre
elas que sao fundamentais para o problema. Vamos considerar uma barra prismatica
e homogénea de comprimento L engastada em uma de suas extremidades que, sob
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a agao de uma forga F na extremidade livre, sofre um alongamento longitudinal 9,
conforme ilustra a[Figura 14] Uma barra prismatica é um membro estrutural reto com a
mesma secao transversal ao longo do seu comprimento. Considerando que esta forca
esta distribuida uniformemente na area de secao transversal A da barra, é exercida
uma pressao p dada por: -

P=7 (3.2)
Ha um encurtamento da area de secao transversal do corpo em paralelo ao alonga-
mento longitudinal, entretanto, para fins praticos, podemos desconsiderar esta dimi-

nuicao em pequenas deformacoes.

A analise da pressao exercida num corpo e a deformacéo gerada pode ser
representada num diagrama pressao-deformacéao obtido pelo teste de tracdo. Chama-
mos de deformacado ¢ a razdo entre o alongamento longitudinal § e 0 comprimento

inicial da barra L:

€= (3.3)

No teste de tracdo, um corpo de prova é preso pelas suas extremidades e é sujeito a
uma tragdo. Um extensémetro mede o alongamento para cada valor de forca aplicada.
Usando os conceitos de pressao e deformacéo tem-se quantidades que nao repre-
sentam explicitamente as dimensdes do corpo de prova, e, assim, 0s pares pressao-
deformacao sdo expressos num diagrama que forma uma curva caracteristica do ma-
terial (GERE; GOODNO, 2010).

Figura 15 — Representacdo do diagrama pressado-deformacao do ago estrutural sem escalas.

L8

Tensao maxima - g

Tensao de escoa- y
mento - pp— —
Limite de pro- - ¢

porcioalidade

ndurecimento de de-

Plasticidade perfeita
F

Fase linear

o1 escoamento
formacao
Estricgao

el i

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Gere e Goodno (2009, p. 12).
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A[Figura 15|apresenta um diagrama pressao-deformagéo sem escalas do ago
estrutual (também conhecido como ago com baixo teor de carbono ou aco mole). Na-
turalmente ha curvas pressao-deformacao para cada material, entretanto a resposta
linear indicada pela regiao “fase linear” € comum, de modo geral. Nesta faixa, o com-
portamento € dito elastico e podemos escrever como a equagao de uma reta:

p = Ee, (3.4)

em que a inclinacdo da reta £ € chamado de médulo de elasticidade e a relagao (3.4)
€ uma das formas da Lei de Hooke (TIMOSHENKO; GERE, [1972; GERE; GOODNO,
2010). Além de linear, esta relagao também é de proporcionalidade.

No modelo estudado aqui, adotamos o critério de pequenas oscilagdes, o que
corresponde, naturalmente, a pequenos alongamentos e estara na faixa de compor-
tamento elastico. Neste caso, tem-se 0 médulo de elasticidade E constante. Combi-
nando as equacdes (3.2) e (3.4) em (3.3), temos

FL
0= — 3.5
EA’ ( )
ou seja, o alongamento longitudinal € diretamente proporcional a forca aplicada e ao
comprimento inicial da barra. Por outro lado, quanto maior for o modulo de elasticidade

e a area de secao transversal, mais dificil sera de provocar um alongamento.

3.2 DEFORMACOES NORMAIS NA FLEXAO

Figura 16 — Representacdo de uma viga simplesmente apoiada, que € o nome dado a uma viga com
um apoio de pino em uma de suas extremidades e um apoio de rolete na outra (GERE;
GOODNO, 2010, p. 262). Nas vigas ilustradas em (a) e (b), o apoio da esquerda é a re-
presentagdo de um apoio de pino, que evita translagdes, mas permite a tor¢ao; e o apoio
da direita € um apoio de rolete, que ndo permite translacdo vertical, no entanto permite
translagdo no sentido horizontal, além da torgéo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Consideremos agora uma viga simplesmente apoiada esquematizada na
gura 16| (a). Nela sdo aplicadas duas forgas laterais a uma distancia « igual das extre-
midades. Assumiremos o plano xy como o plano de simetria da viga e que as forgas
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gue nela atuam, estdo contidas neste plano, de forma que as flexdes também ocor-
rerem nele. A viga também é prismatica e de material homogéneo. Em resposta as
forcas aplicadas (e o proprio peso da barra sobre os apoios) surgem pressdes (ou
tensbes, na nomenclatura das engenharias) no interior da viga, e esta pode vir a flexi-
onar. As resultantes das tensées numa secao transversal sdo conhecidas como forga
de cisalhamento (for¢a agindo paralelamente a seg¢éo transversal) e momento fletor
(resultante dos torques das forcas internas em relagdo ao eixo z) (TIMOSHENKO;
GERE, [1972;|GERE; GOODNO, 2010).

Numa flex&o, representada na (b), as fibras longitudinais da parte
superior irdo se contrair, enquanto que as da parte inferior irdo se alongar. Entretanto,
entre a parte superior e inferior da viga existe uma regido onde as fibras longitudinais
nao sofrem deformacao. Toda esta regido é conhecida como superficie neutra, e sua
interse¢cao com o plano zy chama-se linha neutra. A origem do sistema de coordena-
das € posicionado convenientemente na superficie neutra. Segue que, nesta flexao,
as fibras longitudinais acima da superficie neutra sofrerdo compressao, enquanto que
as abaixo da superficie neutra serao tracionadas.

Figura 17 — Visado ampliada do centro da viga.

m P

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para analisar as deformacdes nessas fibras, tomamos dois cortes transver-
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sais mn e pq equidistantes do centro da viga e que estdo na regiao entre as forcas
aplicadas. A [Figura 17ilustra uma visdo ampliada deste corte. Devido a configuragdo
que impomos a esta viga, sem entrar em detalhes, a regido compreendida entre as
forcas aplicadas encontra-se em flexdo pura, estado em que nao ha forgas de cisa-
lhamento e 0 momento fletor é constante ao longo de toda secéo transversal dentro
desta regido. Na flexdo pura, a barra se curva formando um arco de circunferéncia
e 0s cortes transversais mn e pq permanecem perpendiculares ao plano zz. Deste
modo, os planos dos cortes mn e pq se interceptam no centro de curvatura do arco O
formando um angulo df. O raio r €, entéo, a distancia entre o ponto O e qualquer ponto
da superficie neutra nos limites da regidao em questao. Como estamos considerando
deflexdes muito pequenas, a curva formada pela deflexdo € quase plana, e o raio r de
curvatura é muito maior que o comprimento da barra.

O elemento dx é um segmento da linha neutra, logo seu comprimento nao
sofre deformacado durante a flexdo. Entretanto, as demais fibras longitudinais acima
e abaixo da linha neutra se contraem ou se alongam, gerando assim deformacdes
normais ¢,. Pela relacdo de comprimento de uma circunferéncia, temos que

dx = rdf. (3.6)

O segmento de uma fibra longitudinal C,;, localizada a uma distancia y acima da linha
neutra tera, entdo, o comprimento:

Cap = (r —y)db. (3.7)
Substituindo (3.6) em (3.7), teremos
Cop = (1 —y/r)du. (3.8)

Para determinar o encurtamento 4., (ou alongamento) sofrido por esta fibra, tomamos
a diferenga entre seu comprimento C, e o comprimento ndo deformado dz:

5ab = Cab —dx

dap = (1 —y/r)dx — dx

dap = —y/rdr = —kydx, (3.9)

em que k é a curvatura, o inverso do raio: £ = 1/r. Quanto menor for a flexdo da
barra, maior sera o raio r de curvatura, e menor sera a curvatura k. Por questdes
dimensionais, € mais conveniente trabalhar com a curvatura k. Estamos adotando &
como positivo quando a barra é fletida com concavidade voltada para cima. Assim,
pela equagéo (3.9), tomando uma distancia y positiva (acima da linha neutra), teremos
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um alongamento de valor negativo, ou seja, um encurtamento da fibra. Caso contrario,
y negativo (fibras abaixo da linha neutra), teremos um alongamento positivo.

Conforme definido em (3.3), pode-se estabelecer uma relacéo para a defor-
macgao normal ¢, tomando a razdo entre o0 alongamento ¢ determinado por (3.9) e o
comprimento que nao sofre deformacao dz:

€ = —ky. (3.10)

Como estamos no limite de deformagédo do material onde este apresenta um
comportamento elastico linear, podemos utilizar a lei de Hooke em para relaci-
onar a deformagédo normal ¢, com uma tensédo associada p,. Substituindo a relacéo
encontrada em na lei de Hooke, temos

P, = —kEvy, (3.11)

ou seja, para y positivo tem-se uma tensdo de compressao e para y negativo, uma
tensao de alongamento.

Figura 18 — Forga agindo sobre o elemento de area de uma segao transversal tomada na regido de
flexdo pura da viga.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos deduzir duas equagdes das condi¢cbes de equilibrio aplicadas a su-
perficie da segéo transversal’ Na tem-se a representacgéo da secao trans-
versal da viga. A for¢a agindo sob um elemento de &rea dA da se¢ao transversal sera,

4 Os desenvolvimentos apresentados nesta se¢do podem ser encontrados em materiais da disciplina
de Mecéanica dos Materiais. Nesta dissertacdo adotamos as referéncias (TIMOSHENKO; GERE,
1972) e (GERE; GOODNO, 2010), ambas estdo disponiveis na biblioteca fisica da UDESC CCT
(campus de Joinville).
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entdo, p,dA. Uma vez que nao ha forcas externas agindo na direcao axial (eixo x), a
resultante das forcas em toda secéao transversal deve ser nula:

/ podA = —/ kEydA = 0,
A A

/AydA —0. (3.12)

Como a integral em (3.12) € uma propriedade da area, pode-se concluir que a ori-
gem do sistema de coordenadas (que coincide com a linha neutra), esta localizada no
centro geométrico (centroide) da area de secao transversaﬂ

A segunda equacao expressa o fato de que o momento resultante das tensdes
normais p, agindo sobre a secao transversal € igual ao momento fletor M. Uma tenséo
p. Positiva agindo num elemento de area dA localizado numa posi¢ao y acima da linha
neutra, produz um momento elementar p,ydA negativo, pois estamos considerando o
momento fletor M como positivo no sentido da barra fletida de referéncid;

dM = —p,ydA.

A integral de todos esses momentos elementares em toda a area de secao transversal
A deve ser igual ao momento fletor:

M= — / DaydA — / kEy2dA = kE / J2dA,
A A A

M = kEI, (3.13)

emque [ = [, y>*dA é o momento de inércia de area e € uma propriedade da area de
secéo transversal. Podemos rearranjar a equacao (3.13) em

k= — (3.14)

gue mostra que a curvatura k£ é maior quanto maior for o momento fletor M, mas
€ inversamente proporcional ao produto E7, chamado de rigidez de flexdo da viga
(TIMOSHENKO; GERE/ [1972).

3.2.1 Equacao diferencial da curva de deflexao para pequenas deflexoes

A deflexao w é o deslocamento transversal de qualquer ponto do eixo da barra
(eixo x). Tal como nos desenvolvimentos das segdes anteriores, estamos conside-
rando as flexdes no plano de flexao, plano xy. Para obter uma equacéo para a curva
de deflexdo, vamos considerar o caso estacionario, ou seja, a deflexdo como funcao
apenas da coordenada x, w(x).

5 Concluséo valida quando o material obedece a lei de Hooke e ndo ha forgas axiais externas.
6 O momento fletor M positivo, na nossa convengao, tende a comprir a parte superior da viga e
tracionar a parte inferior.
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Figura 19 — Curvatura da viga fletida.

O/

Fonte: Elaborado pelo autor.

Convenientemente, consideraremos a viga engastada em uma de suas extre-
midades e com uma for¢a sendo aplicada para cima na sua extremidade livre, con-
forme [Figura 19 A deflexdo w em um ponto qualquer m; na curva de deflexdo esta
localizado a uma distancia x a partir da origem. A reta tangente a curva de deflexdo
no ponto m; faz um angulo # com o eixo x. Um segundo ponto ms, localizado a uma
distancia x + dz, representa a deflexao w + dw, e a reta tangente a este ponto da curva
faz um angulo 6+d6 como o eixo =, onde df é o aumento no angulo conforme andamos
na curva do ponto m; para o ponto m,. Tomando retas normais as retas tangentes nos
pontos m; € ma, elas também formarao um angulo df (angulos opostos pelo vértice).

Como ds é o comprimento do arco de circunferéncia delimitado pelos pontos
mi € mo, temos que ds = rdf, onde r € o raio de curvatura, ou, em funcao da curvatura

k,
o

k= —.
ds

(3.15)

A primeira derivada da curva de deflexdo w(z) em relagéo a z, 4, no ponto m,
€ igual a tangente do angulo 6. Entretanto, para deflexdes muito pequenas, tan 6 ~ 0,
e a diferenga ds € praticamente a mesma que o incremento dz ao longo do eixo .
Assim, temos que

d—w:tanemﬁ, (3.16)
dx
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e a equacao (3.15) torna-se
db

k= —. (3.17)
dx
Tomando a derivada de ¢# em relagdo a x na equacao (3.16), temos
do  d*w
= T (3.18)

Combinando esta equacado com a equacao (3.17), obtemos uma relacéo entre a cur-
vatura de uma barra e sua deflexao:

P _
dx?
Enfim, caso o material obedeca a lei de Hooke, podemos usar a equacéao (3.14) e
combinar com equacgao acima para obter
dPw M
W - ﬁ, (3.19)
gue é conhecida como equacao diferencial da curva de deflexao para pequenas defle-
xbes. A equacao (3.19) pode ser integrada para cada caso particular para encontrar
a deflexdo w, com a condi¢cdo de que o momento fletor M seja conhecido como uma
funcédo de x. Esta relagdao é fundamental para se obter a expressao para a energia

potencial de flexdao do nanotubo.

3.3 TENSOR DEFORMAGAO

Na séo obtidas relagdes a partir da analise das deformagdes nor-
mais a area de secdo transversal perpendicular a superficie neutra de uma viga em
flexao pura. Ja nesta secao, apresentaremos as ferramentas que descrevem o alonga-
mento de um elemento infinitesimal de um corpo continuo. Esta analise culmina nas
expressdes necessarias para obter uma equacgao para a energia potencial devido es-
ticamento do nanotubo, onde estarao contidos termos nao-lineares do modelo. Para
isso, lancamos mao da seguinte idealizacdo matematica: um corpo continuo € ca-
racterizado por um conjunto de pontos materiais. A vizinhanga de um ponto material
num corpo continuo é densa e esta totalmente ocupada por outro ponto material. Uma
configuracao de referéncia (também chamada de configuragédo nao deformada) para
o corpo € adotada para, assim, poder ser escrita uma configuracdo atual deformada
relativamente a configuragao de referéncia (ABEYARATNE, 2015).

Sendo C a configuracao de referéncia de um corpo qualquer. Dois pontos p
e ¢ quaisquer em Cj localizados pelos vetores posicao x e x + dx, respectivamente,
formam o elemento infinitesimal dx, conforme ilustrado na [Figura 20} Na configuragao
deformada C, os pontos p e ¢ sdo deslocados para os pontos P e @, localizados por
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Figura 20 — Corpo deformado na configuracéo C relativo a configuracéao Cy.

Fonte: Elaborado pelo autor.

y(x) e y(x + dx), respectivamente, e o elemento na configuragdo deformada C sera
dado por
dy = y(x + dx) — y(x).

Ressalta-se que o numero de pontos materiais contidos no elemento dx é o mesmo
em dy, ou seja, um ponto material em C ndo se divide em dois em C, ou dois pontos
em uma das configuracdes nao se fundem na outra. E uma relagdo de mapeamento
entre uma configuracao e outra. Um ponto y(x) localizado em C' é escrito em funcao
do seu ponto correspondente em x.

Expandindo y(x + dx) em série de Taylor, temos
y(x +dx) = y(x) + Vy(x)dx + O(|dx[").
Desprezando termos de ordem superiores a 1:

y(x+ dx) - y(x) = Vy(x)dx,

dy = Fdx, (3.20)

sendo F = Vy(x) o tensor gradiente de deformag&o, um tensor de segunda ordem,
que pode ser representado por uma matriz 3x3. Em funcdo dos seus elementos, o

tensor F é escrito comd’| 5
_ OYi

N 3:13]-'

F; (3.21)

7 Em notag&o indicial.

54



52

F, conforme a equagéo (3.20), é a transformagdo matematica que leva um
elemento de comprimento do corpo da configuracdo de referéncia C, para a configu-
racdo do corpo deformado C. E facil perceber que, por exemplo, caso F seja o tensor
identidade I, ndo havera deformacgao no elemento de comprimento. O tensor gradiente
de deformacao pode conter as regras matematicas que realizam uma rotacdo e/ou um
alongamento.

Geralmente sao utilizados tensores de deformacéo que séao funcao do tensor
gradiente de deformacao F. A diferenca € que os tensores de deformacao representam
a taxa de deformacéo, conforme foi definido na equagéo (3.3), e devem ser nulos para
nao provocar uma deformacao num elemento de comprimento. Na literatura séao utili-
zados numerosos tipos desses tensores, que vao depender das deformagdes que séo
possiveis num corpo. Para o modelo aqui estudado, é conveniente usar uma versao
simplificada do tensor de deformacao de Green-Lagrange e, que caracteriza peque-
nos alongamentos porém moderadas rotagdes dos planos de secéo transversal. Este
tensor € comumente conhecido como tensor deformacao de von Karman (REDDY;
MAHAFFEY, 2013).

Iremos deduzir o tensor de von Karman a partir do tensor de Green-Lagrange
E, que é obtido tomando a diferenca entre o quadrado dos comprimentos dos elemen-
tos na configuracdo deformada, dy, € na de referéncia, dx:

1
5 (dy2 —dx2) = —(dy-dy — dx - dx).

1
2
Usando a relagcado em (3.20) a equagéo acima torna-se

1

1
2 2) _ 1 . v
5 (dy —dx)- 2(Fdx Fdx — dx - dx),

(dy2 — dx2> = ; (dx -FTFdx — dx - dx) ,
5 (dy” —dx®) = ; (dx - (F'F - 1) dx),

S (dy* — dx*) = ;(dx-(C ~I)dx),

1
5 (dy” — dx*) = dx - Edx. (3.22)

C = F”F é conhecido como tensor direito de Cauchy-Green. E = 1 (C —I) é o tensor
de Green-Lagrange, que ainda pode ser escrito em termos do campo de deslocamento
u(x):

u(x) =y(x) — x. (3.23)

Tomando o gradiente de u(x):
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Vu=F —1,

F=Vu+l (3.24)

Substituindo (3.24) no tensor E

1

E:§(FTF—I): (Vu+ DT (Vu+1)-1],

1
2
1
E= 5 (Vu + Vul + VuTVu) . (3.25)
Em termo dos seus elementos, podemos escrever

1 <8ui Ou, n Ouy, auk>

Ei’ - =

(3.26)

Para o problema tratado aqui, o Unico componente ndo nulo do tensor é o
Ey; (ou E,.), pois as flexdes ocorrem no plano de flexdo =y e, no limite de pequenas
deflexdes, a secdo transversal permanece constante ao longo do comprimento do

nanotudo:
I _1 aux+8ux+ Ou, 2+ % 2+ ou,, 2
9| Ox ox ox ox ox ’

Oug 1 [0u,\> 1 Ou, 21 0w\’
=—=+= ud — | = — . 27
Eoa 8x+2<8x> +2(0x> +2<8x> (3.27)
No tensor de von Karman e, que trata-se de uma simplificacao do tensor de Green-
Lagrange, (8“w)2 ~ 0. Logo,

ox
Ou, 1 [0uy, > ou, 2
Eaz 8x+2(6a:> +2<8x> (3.28)
Segundo a teoria das vigas de Euler-Bernoulli, que estabelece que para pe-
quenas flexdes na viga, o plano da secdo transversal permanece perpendicular ao

eixo neutro (REDDY; MAHAFFEY, 2013), o campo de deslocamento u(x, t) para uma
viga com imperfeicdo geométrica (curvatura) € escrito como:

0w

Uy(I,y,t) = w(x,t) + Z(I)a

em que Z(x) € a fungdo da curvatura da viga e y’ € um ponto medido a partir do eixo
neutro.

Assumindo pequenas deformacdes, o tensor de von K&rman usando o campo
de deslocamento (3.29) € aproximadamente (FARSHIDIANFAR; SOLTANI, 2012)

2
ou 1 (810) dZ Ow (3.30)

€oo =5y T o\or ) T awon

56



54

3.4 EQUACOES DE ENERGIA

Nesta secdo serdo escritas as equacdes de energia cinética e potencial a
partir das equacgdes até entdo obtidas.

3.4.1 Energia cinética

Cada elemento de massa do nanotubo dm = pAdx com velocidade ndo nula
contribui com a energia cinética total 7" do sistema. A velocidade em um ponto da linha
neutra do nanotubo é dada pela derivada temporal do deslocamento transversal %—?.
Logo, a energia cinética total é dada por

1 L (ow\?
T—§pA/O (m) dz. (3.31)

3.4.2 Energia potencial de flexao

Conforme discutido na a partir da andlise de uma viga em flexédo
pura, as fibras longitudinais de uma viga sofrem deformacdes normais a secao trans-
versal, isto €, elas se comprimem ou se tracionam. Neste estado de compressao ou
tragdo € armazenada energia na forma de energia potencial.

Os resultados a seguir s6 sao validos para materiais que seguem a Lei de
Hooke. Numa flexdo neste caso, existe uma relacédo linear entre o momento fletor
M e o angulo de curvatura df de um elemento da viga, cuja relacdo podemos obter

combinando as equacoes (3.14) e (3.17):

Mdzx
df = T (3.32)

Conforme o momento fletor aumenta em magnitude desde zero até seu valor
maximo, € realizado trabalho e, pelo principio de conservacéo de energia, a energia
fica armazenada na forma de energia potencial. O trabalho realizado é igual a area
da regido hachurada na|[Figura 21| que representa um diagrama mostrando a relagdo
linear entre momento fletor e angulo e curvatura. Assim, a energia potencial de flexao

num elemento da viga sera:

Mdo
AW = dUs = =

Combinando a equacéo (3.32) com a expressao acima, temos

EI (df)?

Substituindo (3.18) em (3.33) e integrando ao longo de todo o comprimento do nano-
tubo, temos que a energia potencial de flexdo total dU; armazenada no nanotubo sera

(3.33)

57



Figura 21 — Relag&o linear entre momento fletor e angulo de curvatura.

M

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

dada por )
2
U = E2I OL <§;§> dx.
3.4.3 Energia potencial de alongamento
Figura 22 — Relagdo linear entre for¢ca e alongamento.

F

A

P&y o

0 dd’

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Uma outra equacéao de energia potencial é obtida por conta das deformacoes
governadas pelo tensor de deformagdo conforme discutido na[secdo 3.3 Durante es-
tas deformagdes, trabalho é realizado ao esticar (ou comprimir) um elemento dz numa
quantidade d¢'. Pelo principio de conservagao de energia, a energia potencial é igual
ao trabalho realizado. Caso a forga seja removida, o elemento deformado volta ao
comprimento original.

Se o material segue a lei de Hooke, o diagrama tensao-alongamento obedece
uma relagéo linear, conforme esquematizado na|Figura 22| Assim, o trabalho realizado
durante a deformacao de um elemento da viga, que € igual a energia potencial dU,, é
F(dd")dd'

5
isto é, a area da regido hachurada na [Figura 22| Combinando a equagéo com a
expressao acima, obtemos

dW = dU, =

EAdd™?
au, = . :
U, S (8.35)

Conforme ja definido no inicio dasecdo 3.1|na equagéo (3.3), dé’ = edz. Substituindo
esta relagéo na equacao (3.35), temos

dUa = 752dﬂf. (336)

No nosso problema, a deformagéo é dada pela componente ndo nula do tensor
de deformagdo de von Karman e,,. Por isso, substituiremos a relagdo em na
equacdo (3.36). A energia potencial de alongamento total U, é a integral de dU, ao
longo de todo o comprimento do nanotubo de carbono:

2
EA (r(ou 1 (ow\® dZow
Vo= )y (ax+2<ax> +da:8:v) o (837

3.5 EQUAGCAO DE MOVIMENTO

Para obter a equacdo de movimento, seguiremos o0 mesmo caminho trilhado
pelos autores das referéncias (MAYOOF; HAWWA, 2009; GENG; ZHANG, 2012}, JOSHI;
SHARMA; HARSHA, 2012). Primeiramente, obtemos a lagrangiana £ do sistema, que
€ definida como

L=T-U,

sendo U a soma da energia potencial de flexdo U; e a energia potencial de alonga-
mento U,. A partir das equacdes de energia obtidas na secao anterior, a lagrangiana
€ dada por

2
1 L fow)? EI L [8w\’ EA (L {ou 1 [ow\®> dZow
£ god | (m) =5, (m) N (aﬁz(&) +dx8x> de.

(3.38)
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L é o funcional L(w",w', w,w,z,t). A equagdo de movimento é obtida a partir
da aplicagéo do principio variacional de Hamilton ¢ [? Ldt = 0, que trata-se do pro-
blema do célculo variacional de encontrar a funcéo que extremiza o funcional (GOLDS-
TEIN; POOLE; SAFKO, 2001). A aplicacao do principio de Hamilton na lagrangiana
definida por nos da a equacgao de movimento na forma:

du 1 (w\* dZow) (ow  dZ
or 2 \O0x dx Ox or dx
Os préximos passos eliminam a componente da deformacao longitudinal. Note

gue o termo
du 1 (w\* dZow
or 2\ 0z dx Oz
€ a componente nao nula de .. Aplicar ., a toda extensao do nanotubo nos retorna

o alongamento por esticamento. Analisamos entao a integral de 0 a L de ¢,,dx, de
forma que a equagéo (3.39) torna-se

A%aﬂﬁ%_ww/L%+1%“+ﬂwjd ow  dZ
p ot? oxr* L dx o \Ox 2\ 0z dx Ox v or dx ’
(3.40)

Todo o termo também deve ser dividido por L para manter a igualdade. Como o nano-
tubo tem extremidades fixas, o alogamento na direcao longitudinal fOL %dw =0, 0 que
nos deixa apenas com os ultimos dois termos tensor. Deste modo, obtemos

2 2
dx(aw—i—dZ), (3.41)

2 4
pA@_E[iM:EAi

ot? ozt dx ' (3.39)

0*w tw  FEA (L
P4 ot? _E]8x4 L Jo

O da?

1(ow\* , dZow
2\ Oz dzx Oz

pois a integral definida em z sera constante numa derivada em relacéo a z.

Vamos impor um forgcamento harménico da forma F cos(€)t) agindo transver-
salmente ao nanotubo, em que F' € a distribuicdo espacial do forcamento, estando
em unidade de forca por unidade de comprimento. Assim, temos a seguinte equacao

diferencial parcial (EDP)
Pw 0w EA (L |1 (ow\?  dZow
pA———FEI—— = Fcos(Qt)+— 3 (Zh) + I 0n dx

ot? Oxt L Jo o0x?  da?

(72 27)

com as condi¢des de contorno (3.1).

3.5.1 Metodologia da solucao

Com o objetivo de converter a equagéao (3.42) numa EDO, o método de Galer-
kin sera utilizado (ARANI; HASHEMIAN; KOLAHCHI, [2013;[MAYOOF; HAWWA| [2009|;
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GENG; ZHANG, [2012; | JOSHI; SHARMA; HARSHA, 2012). Segundo este, a solucao
w(z,t) pode ser simplificada por

N

w(z,t) = Xi(x) - Ti(t),

=1

sendo N o numero de graus de liberdade do sistema, &X;(x) a i-ésima autofungéo
e T,(t) o i-ésimo parametro de deflexdo dependente do tempo do modelo (ARANI;
HASHEMIAN; KOLAHCHI, 2013).

Um modelo com apenas um grau de liberdade pode ser resolvido com pre-
cisao apropriada (ARANI; HASHEMIAN; KOLAHCHI, 2013) e a solugao tera a forma

w(z,t) = X(z) - T(t). (3.43)
Substituindo a solugdo da forma (3.43) em (3.42), teremos
. d*Xx
PAXT — EIWT F cos(Q2t)+
pa 1 ax N\ dzdx ] (@X P2 (244
L Jo |2\ de dr dv ' |\ a2 T da?

De modo a realizar um estudo do comportamento dinadmico do sistema sob
a condicao de ressonancia primaria (primeiro modo de vibragdo), assumiremos que
a funcdo X (z) tenha a forma espacial dada por X (z) = \f [1 — COS (2”)} que cor-
responde a solucdo espacial (com boa aproximacao) para o modo normal de vibra-
cédo fundamental da verséo linear do problema definido por e (MAYOOF;
HAWWA| 2009; GENG; ZHANG/ 2012; JOSHI; SHARMA; HARSHA| 2012). Também
assumiremos que a funcéo da curvatura do nanotubo tenha a forma:

Z(x) = esin (T) : (3.45)

em que e representa a amplitude maxima da curvatura do nanotubo medida do eixo
x até a linha neutra e € muito menor que o comprimento L do nanotubo. Substituindo

r)e na equagao (3.44), temos a expressao

,oA\/7 [1 — cos (2721.)} T — EI\/E (22-)4008 <27[T/$) T = F cos(Q)+

PR ) [ (7 i (e § () e (5|
( ?) (2;)2005 (27?) T — (Z>2esin (T)) )

L

(3.46)
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Resolvendo as integrais com limite de integragédo de 0 a L:

pA\/g [1 — cos (?) T - E]\/g (2L7T>4 cos (27er> T = Fcos(Qt)+

(3.47)
EA S\Fﬂ 74 2T f(?w)z () 7= (2) esin (%2)
L \3V32° "31% s\z) UL L) M\ )
e reorganizando os termos, ficamos com
2 2\ = 2 /2m\*4 2
pA\/; [1 — cos (L)] T - EI\/; <L> cos (L) T = F cos(Q2t)+
64 3 2 8 |27 , T
= itahedl IO i e in (=2 3.48
EA9 L4€TQCOS< 7 > EA3 3 74¢ Tsm<L)+ ( )
8 2 /m\*, 2w 2 /m\*4 . [TX
pag|5(3) Teos (F) - B (7) e (T)-

Usando as relagdes trigonomeétricas cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) e
sin(a) + cos?*(a) = 1, podemos escrever

2
on () <2 ().
2
cos (7) =1 — 2sin? (7) )

e reescrevemos a equacao (3.48) como sendo

sz\/gf'rsm? (”L“T) + E116\/§ (2)47— ET32 ; (2)4751112 (”;) _

64 73 128 73 5 . o (TT
Peos() + BA TeT? — EA—=TeT?sin (L) _

8 27 , . (7w 8 /2 /m\*,
EAg\[gme Ton () + EAgﬁ (7) -

16 /2 (m\*_5 . o (7T 2 /m\* . (Tx
pA 5 (5) Tt () = Bag () em*sin ().

(3.49)

Multiplicando todos os termos de (3.49) por X*(x) = [1 — cos (%T“’)} = 2sin? (%) e

usando os resultados 5
sin? (W;) - 2sin? (T) = ZX*(x),

sin (7?) - 2sin? <7;$> = \/iz\f*(gc),

obtemos
3 /2 . 2 /m\4 32 73 4+/2 73
SN SpAT X — EIS /= (= X+ EA= —eT?X* + BEA— =" 2T X*
2\/;” T \/;<L> TX + BAG T X+ BASE 5T

(3.50)

4 12 /Nt s, 2 3 /m\* . .
pAS 3<L> TS + BAS 4(L) eT2X* = F cos(Q) X,
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Finalmente, dividindo todos os termos por X*(z) e agrupando os coeficientes, teremos

.. 3 gﬂ
T+aT +bT*+cT° = \/;pA cos(Qt), (8.51)

sendo
8v3m L E 16(7?)4E] )
a=———"———|=] — =wp,
9 L* p 3 \L) pA
b—ge 32673 + 9/67*
o 27LA ’

0_8(7T>4E
C9\L/) p’

A equacéo tem um termo quadratico devido a curvatura assumida para
o nanotubo e um termo cubico devido aos efeitos de esticamento. Sdo os termos nao-
lineares da equacado. Nao foram considerados efeitos de dissipacdo de energia na
deducao da equacdao. Por isso, para simular uma situagdo mais realista, adicionamos o
termo de dissipacgao %7" de viés fenomenolégic, em que ( é arazao entre a energia
armazenada e a energia perdida por ciclo do oscilador (GENG; ZHANG)|, 2012):

.. wo 9 3 gi
T+ QT+wOT+ VT2 + T _\/;pA cos(Qt). (3.52)

Podemos normalizar e adimensionalizar a equacéo (3.52). Escrevendo o tempo
em termos de um tempo caracteristico 7 = 1/wy € 0 comprimento em termos de um
comprimento caracteristico dy, que é o diametro externo do nanotubo, temos

L wh 2 F
widog + aodoq + wadoq + bdiq® + edig® = \/;pA cos(wt)
a 2 F
doG + —dog d bd2q* d33:\/7 t
adog + 5 dod + adog + bdog” + cdyg 3pACOS(w),

em que w = Q/w, e x é a varidvel dependente em sua versao adimensional. Dividindo
todos os termos por ady, temos a versado adimensional da equacao:

G+ pg+q+ B¢ +~¢° = [ cos(wt), (3.53)
sendo
_ 1
ILL Q?
bdy
6 — 77
_ cdg

Y

g
a
2 F
f n \/;pAdOCL

8 Modelos fenomenolégicos sdo adotados quando ndo se conhecem os processos fundamentais, mas
0 modelo descreve bem os efeitos macroscopicos.
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A equacao (3.53) € uma EDO de segunda ordem nao-autbnoma e nao-linear.
Definindo o conjunto de variaveis (g, 4,0 = wt) como sendo

(q7 q'u 9) = (‘rla T2, l’g),

e com uma manipulacao algébrica analoga a usada em (2.4), podemos escrever (3.53)
como um sistema nao-linear composto por trés EDQO’s de primeira ordem autdnomas
com dimenséao de espaco estendido n = 3:

Ty =g =T
Ty = G = —pae — 11 — B2t — 2’ + fcos s (3.54)

:t3:¢9:w.

A matriz jacobiana J do sistema € dada por

O(dwr (1)/dt)  B(dei()/dt)  O(dwr(t)/dt) 0 1 0
o(d 8:(Btl)/dt) o(d. a?f)/dt) o(d 8??)/dt)
J= w;xl z;m w;xg = (1 —2Bx; —3yx?) —pu —fsinzs|,
O(dzs(t)/dt)  O(dzs(t)/dt)  O(dws(t)/dt) 0 0 0
ox1 Oxa oz3

(3.55)
qgue é fundamental para o calculo dos expoentes de Lyapunov.

3.5.2 Significado fisico das variaveis dinamicas

Ao retornarmos ao problema na versdo da equagéo (3.42), com as condi¢des
de contorno (3.1), temos uma EDP formada pela fungéo deflexao w(z, t), suas deriva-
das parciais em relacao a = e ¢ e estas variaveis independentes. A deflexao € medida
em unidade de comprimento. Apds a aplicagdo da metodologia descrita na
para a obtencdo de uma solucao, realizamos uma separacao de variaveis
seguida por uma série de desenvolvimentos algébricos para eliminar a variavel inde-
pendente x, 0 que nos levou @ EDO em (3.52). A andlise dimensional dos termos da
equacgao nos revela que eles tém dimensao de unidades de comprimento por
unidade de tempo ao quadrado.

Com o problema na forma da equagao (3.53), a variavel ¢ é adimensional; ¢
€ uma espécie de frequéncia. Além disso, realizamos mais uma transformacao para
escrever a equacao diferencial de segunda ordem nao-autbnoma, em sua versao auté-
noma, dada pelo sistema de equagdes (3.54). Dai, chegamos na concluséo de que a
equacgao descreve caracteristicas gerais do movimento oscilatério do nanotubo,
tendo em mente o nivel de abstracédo a partir do resumo das transformagdes realiza-
das supracitado.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos a partir da investigacéao
do sistema dindmico definido por recorrendo as definicoes de atrator, espectro
de Lyapunov e diagrama de bifurcacao conforme expostas no capitulo 2, com a fina-
lidade de descrever a dependéncia do sistema dindmico a variagdo dos parametros
que representam a amplitude do forcamento externo f, a frequéncia do forcamento w
e a componente de dissipacao u. As equacgdes diferenciais foram resolvidas através
do algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem.

Para construir os diagramas de Lyapunov, discretizamos os planos de parame-
tros em um milh&o de pontos igualmente espagados formando uma malha 1000x1000.
Na prética, a distancia entre dois pontos num mesmo eixo do plano de parametros é
dada pelo tamanho do intervalo (moédulo da diferenca entre os dois extremos que de-
finem o intervalo) dividido pelo nimero de pontos que se deseja na direcdo de cada
eixo menos 1. Definimos arbitrariamente as condi¢des iniciais a partir das quais se
inicia a trajetoria fiduciaria no espaco de estados para o célculo dos expoentes de
Lyapunov como sendo (x;(ty) = —1x1072, z5(tg) = 5x1072, 23(ty) = —3x107%,ty = 0), €
usamos 10~3 como tamanho do passo de integragdo. Constatamos que o nimero total
de iteragbes estabelecido em 2x10° é suficiente para garantir a convergéncia para um
valor dos expoentes de Lyapunov para este sistema, descartando um transiente de
104

Os retratos de fases sao gerados a partir da integragdo do sistema de equa-
cbes diferenciais que descreve o sistema dinamico, tomando condi¢des iniciais arbi-
trarias. Entdo, plotamos num plano os valores calculados para x; € xs.

Para construir os diagramas de bifurcagdo, utilizamos a mesma férmula para
determinar o valor do incremento no eixo dos parametros que a utilizada para o plano
de parametros nos diagramas de Lyapunov. Para os valores no eixo vertical, deter-
minamos que, a cada valor do parametro, fossem calculados 60 valores de uma das
variaveis dindmicas descartando 300 resultados que representam um arbitrario (po-
rém suficiente) periodo transiente. Foram estabelecidas as mesmas condicées iniciais
das tomadas para o calculo dos expoentes de Lyapunov e o passo de integracéo foi
definido em 10~*. Todas as figuras neste capitulo foram geradas através do software
Gnuplot versao 5.2.

65



63

4.1 DELIMITACAO DOS VALORES DOS PARAMETROS

Na referéncia (GENG; ZHANG, 2012), foi realizado um trabalho analitico para
determinar os valores dos parametros 3 e v para os quais pode haver dindmica caéd-
tica, atraves da analise de Melnikov. Tomamos a liberdade de estabelecer os mesmos
valores para /3 e v que os utilizados no supracitado trabalho. Em todas as simulacées
realizadas neste trabalho de dissertacao, os valores de 5 e v foram fixados em 0.468
e 0.05, respectivamente.

4.2 PLANO DE PARAMETROS f versus .

A motivacao para o inicio desta investigacao foi reproduzir os resultados nu-
méricos apresentados por Geng e Zhang (2012), bem como amplia-los. A partir deste
intento, definimos primeiramente um plano de parametros f x p com intervalo do pa-
rametro que representa a amplitude do forgamento harménico f delimitado em [0, 70]
e o intervalo do parametro do termo de dissipag¢éo p delimitado em [0,0.9], para as-
sim gerar o diagrama de Lyapunov representado na [Figura 23] A frequéncia angular
do forcamento harmdnico w foi estabelecida em 1.0, condi¢do para se ter ressonancia
primaria.

Figura 23 — Diagrama de Lyapunov formado pelo plano de par&metros f x u com intervalos [0, 70] x
[0,0.9]. Destacadas em retangulos, estao as regides que contém caos. A ampliacdo dessas

regides estao na
19

0.5 f 70

Fonte: Elaborado pelo autor.

Conforme discorrido na|subsecao 2.3.2, a regido em preto do plano de para-
metros na[Figura 23| representa maior expoente de Lyapunov nulo, portanto represen-
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tando dinamica regular periddica ou quase-periddica para o sistema dinamico definido
pelos correspondentes valores de parametros. A regido colorida pelo gradiente de co-
res do amarelo para o vermelho representa maior expoente de Lyapunov positivo, o
que indica dindmica caotica. Quanto mais intensa for a cor na diregdo do vermelho,
maior € o valor do expoente de Lyapunov, isto €, mais sensivel as condi¢gdes iniciais
€ o sistema dinamico. Para exibir estes atributos, num primeiro momento, elegemos
alguns pontos do plano de parametros do diagrama de Lyapunov na para
construir retratos de fases e as séries temporais da variavel dindmica x;. Os pontos es-
colhidos estdo marcados com um X’ no supracitado diagrama. Deste modo, é possivel
categorizar o comportamento dindmico do sistema sob aqueles valores dos parame-
tros através de um exame qualitativo, além, é claro, de verificar os resultados ja postos
no diagrama de Lyapunov. O resultado para os retratos de fases e séries temporais

encontram-se

Figura 24 — Retratos de fases (a esquerda) e séries temporais da variavel x; (a direita). Para gera-los,
definimos nas simulagdes o tamanho do passo de integracdo em 10~2 e nimero total de
iteragbes em 3x10%, descartando um transiente de 10°. No diagrama da estao
marcados com um X’ 0s pontos que correspondem aos valores dos parametros utilizados
para esta simulagdo, sendo n = 0.3 para todos e diferentes valores de f, que encimam
cada gréfico.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Dos retratos de fases na (b) e (c) evidenciam o carater periddico
regular do comportamento dindmico do sistema para aqueles valores dos parametros.
Nestes retratos de fases, observa-se uma curva fechada. Enquanto que, em (a) e
(d), os retratos de fases apresentam uma curva que nunca se fecha, caracteristica de
aperiodicidade dos sistemas dinamicos no regime caético. A direita dos retratos de
fases estdo as séries temporais da variavel ;.

Além da aperiodicidade, os sistemas dinamicos no regime cadtico apresen-
tam grande sensibilidade as condigbes iniciais, conforme discorrido no capitulo 2.
Para ilustrar esta sensivel dependéncia, geramos séries temporais estabelecendo no
sistema dinamico os valores dos parametros usados para gerar os gréaficos
na [Figura 24(a) e (d). Este resultado encontra-se na [Figura 25, em que, em (a), o
gréfico lilas é uma série temporal da variavel dependente z; iniciada a partir das
condigdes iniciais (1|, = 11.3504291463565, 23]—y, = —3.2701669559943, T3|;—s, =
10.9599999990992, ¢, = 0), e o grafico esverdeado é uma série temporal iniciada a par-
tir de (x1|i=¢, = 11.350429, z5|;—, = —3.2701669559943, 23|, = 10.9599999990992, t, =
0); em (b), o grafico em lilas representa uma série temporal da variavel z; iniciada a
partir de (1], = 7.3904435523934, 25|y, = —10.2852354590762, 3]y, =
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10.9599999990992, t, = 0), e o grafico esverdeado, uma série temporal iniciada a par-
tir das condigcdes iniciais (z1|i—y, = 7.390443, xo|t—y, = —10.2852354590762, x3i—t, =
10.9599999990992, t, = 0). Ou seja, em ambos 0s casos, para gerar o par comparativo,
foi tomado somente um truncamento a partir da sexta casa decimal na condic¢ao inicial
x1|i=t,, SUfiCiente para as trajetdérias no espago de fase iniciadas a partir das supra-
citadas condigdes iniciais, se afastem exponencialmente. De maneira pratica, mesmo
uma medicdo tomada com precisdo da ordem de 10~¢ neste modelo, ndo garantiria a
obtencao de solugdes quase indistinguiveis, nos moldes que se tem para sistemas di-
namicos no regime regular. Trata-se de um exercicio para despontar a particularidade
dos sistemas cadticos de possuirem dependéncia sensivel as condi¢des iniciais.

Figura 25 — Séries temporais iniciadas a partir de duas condigdes iniciais muito préximas quando o sis-
tema dinamico encontra-se no regime caético. Para gera-las, definimos nas simulagdes o
tamanho do passo de integragdo em 102 e nimero de interagdes em 5x10%, sem tempo
transiente. Os valores dos parametros (pontos do plano de parametros) encimam as legen-
das.

(@) p=0.3, f =34,
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Voltando a |Figura 23] é interessante ampliar as regides delimitadas por re-
tangulos, onde sao encontradas formas caracterizadas por regides de regularidade
imersas em dominio cadtico. Estas formas aparecem com frequéncia em sistemas di-
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namicos que admitem caos. Na [Figura 26| encontram-se os diagramas de Lyapunov
gerados a partir da ampliagdo das supracitadas regides selecionadas.

Figura 26 — Diagramas de Lyapunov resultantes da ampliacao das regides selecionadas por retangulos
na Em (a), ampliagéo da regiao sob retangulo de contorno lilas; em (b), amplia-
¢ao da regiao sob retangulo de contorno verde.

0.19

A1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Examinando a|Figura 26(a), verificamos a existéncia de frequentes formas no
formato de camarées. Os diagramas de Lyapunov na[Figura 27| (a), (b) e (c) resultam
da ampliagédo das regides selecionadas pelos retangulos na a). A essas for-
mas do tipo camarao, nos referimos as regides de regularidade imersas em dominio
cadtico, que sdo evidenciadas nos diagramas de Lyapunov em (b) e (c) da[Figura 27|
A partir destes diagramas, decidimos gerar diagramas de bifurcagdo definindo retas
no plano de parametros cujos pontos atravessam essas formas do tipo camargo. Os
resultados sdo diagramas de bifurcacéo de codimensao 2, isto é, obtidos pela variacéo
de dois parametros simultaneamente. Com esta ferramenta podemos identificar valo-
res criticos dos pares de parametros f e p a partir dos quais o sistema dinamico passa
por uma mudanca na topologia dos retratos de fases. Os resultados sdo apresentados

na Figura 28)
O diagrama de bifurcacao na|Figura 28|(a), foi gerado a partir da variacao dos
dois parametros f e p, em que u variou obedecendo a equacéao da reta
w(f) = —0.04485f + 0.79752,

para f no intervalo [1.85,2.2]. Esta reta passa pelos pontos (1.95701,0.70974) e (2.1688,
0.70024) do plano de parametros do diagrama de Lyapunov da [Figura 27(b), escolhi-
dos convenientemente para atravessar as estruturas de formato camargo. De maneira
semelhante, para a obtengdo do diagrama de bifurcagdo no quadro (b) da[Figura 28]
o parametro u variou obedecendo a equagao da reta

pu(f) = —0.74605 f + 2.84855,
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Figura 27 — Em (a), (b) e (c), diagramas de Lyapunov resultantes da ampliacao das regides delimitadas
na a); em (d), ampliagao da regiao delimitada pelo retangulo de contorno lilas na
c). As retas tracejadas na cor verde clara em (b) e (c) representam as equagdes
das retas cujos pontos que foram selecionados para gerar os diagramas de bifurcacao da

0.72 0.19

0.19

- 0.627 e 0
f 3.01 2.9225 f 2.94

Fonte: Elaborado pelo autor.

para f nointervalo [2.86, 3.01]. Esta reta passa pelos pontos (2.89035, 0.69219) e (3.00069,
0.60987) do plano de parametros do diagrama da [Figura 27|c). Nos diagramas na
0 eixo horizontal representa o parametro f; os valores de p correspondentes
sao obtidos a partir das equacoes de reta definidas. As regides de muita densidade
de pontos indicam os valores dos parametros para os quais se tém caos. As regides
cujo gréfico esta discretizado, indicam os valores dos parametros para os quais se tem
periodicidade, sendo a quantidade de valores discretos no eixo vertical equivalente ao
periodo da érbita. Estas regides nos diagramas de bifurcacdo coincidem com os in-
tervalos das estruturas regulares nos diagramas de Lyapunov por onde passam as
retas que definimos na constru¢cdo dos diagramas de bifurcacdo destes casos. Uma
mencgao fica para o resultado que consiste em regides, em ambos os diagramas de
bifurcacao, onde pontos se concentram formando espécies de fun¢des senoidais.

Ademais, ainda analisando a ¢), podemos identificar uma estrutura
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Figura 28 — Diagramas de bifurcacdo de codimenséao 2. O diagrama em (a) foi construido a partir da
variagdo dos parametros f e p segundo a linha tracejada destacada na [Figura 27|b); o
diagrama em (b) foi construido a partir da variacao dos parametros f e u segundo a linha
tracejada destacada na C).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

de auto-similaridade. Esta regiao foi delimitada por um retangulo de contorno lilds na

¢) e ampliada na[Figura 27(d).

Figura 29 — Diagramas de Lyapunov resultantes da ampliagao das regides selecionadas por retangulos

na Figura 26]b).

(a)

0.095
f 49.5 43

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os diagramas de Lyapunov na [Figura 29| sdo obtidos da ampliagdo das areas
delimitadas pelos retangulos na [Figura 26{b), e foram gerados com o objetivo de evi-
denciar as regides regulares sob dominio caético. Na a) aparecem as cita-
das formas de formato de camardo. Geramos retratos de fases através dos valores
dos parametros f e p que estdo no interior dessas formas, cujos pontos no plano de
parametros estdo demarcados por um ’x’ na a). Os retratos de fases re-
sultantes encontram-se na As curvam fechadas nos gréficos representam
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dindmica periddica e, pelo exame qualitativo, evidencia-se a semelhanca na topolo-
gia. J& na[Figura 29(b), podemos observar uma espécie de duplicagdo das regides de
regularidade.

Figura 30 — Retratos de fases gerados a partir da escolha de valores dos pardmetros de dentro das
regides de regularidade no diagrama de Lyapunov da [Figura 29|(a), cujos pontos corres-
pondentes no plano de parametros foram marcados por um ’x’. Para gera-los, definimos
nas simulagdes o tamanho do passo de integragdo em 10~2 e niimero total de iteragbes em
3x10%, descartando um transiente de 10°. Os valores dos parametros usados nas simula-
¢Oes encimam cada gréfico.

(a) f = 45.72 e ;i = 0.363. (b) f = 46.75 e ;1 = 0.38.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.3 PLANO DE PARAMETROS f versus w

A motivacao para a escolha do plano de parametros f versus w para a cons-
trucdo de diagramas de Lyapunov foi realizar uma prospeccéo no sistema dinamico
fora da condicdo de ressonancia primaria estabelecida na seg¢do anterior. Com esta
finalidade, delimitamos o intervalo da frequéncia angular do forcamento harménico w
em [0,2.5] e o intervalo da amplitude do forgamento harménico f em [0, 100]} Para
este caso, o parametro da componente de dissipacéo . foi variado para representar
menor ou maior influéncia dos efeitos dissipativos. Os diagramas de Lyapunov resul-
tantes estéo ilustrados na [Figura 31] cujas legendas indicam o valor do parametro
estabelecido em cada simulacgao.

Novamente, as regides em preto nos diagramas de Lyapunov espelham o
maior expoente de Lyapunov tendo valor nulo, portanto podendo representar dindmica
regular periddica ou quase-periddica. O gradiente de cores do amarelo para o verme-
lho esta indexado aos maiores expoentes de Lyapunov sendo positivos, resultado da
divergéncia no espaco de estados de érbitas quase idénticas, conforme discorrido no
capitulo 2. Logo, indicam os valores dos parametros para os quais o sistema dindmico
€ caotico. Qualitativamente, observa-se uma formacéao de regido cadtica para os valo-
res iniciais de f, seguidos por um conjunto de faixas de regides cabticas conforme se
aumenta a amplitude do forcamento, isto nos diagramas na em (a), (b), (c),

(d). (e), (f) e ().

Figura 31 — Diagramas de Lyapunov para o plano de parametros f x w e diferentes valores de p.

(@) = 0.13. (b) 1 = 0.26.

0.27

1 O estabelecimento deste intervalo se deu ap6s a sondagem do plano de parametros numa exten-

s&o maior (aumento do tamanho do intervalo de f e de w, ao que foi constatado que as regides
de maior interesse para a investigacdo da dinamica do sistema limitavam-se aos intervalos entao
estabelecidos.
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(c) u=0.58. (d) u=0.6.
0.27
<
0
(e) p=0.39. (f) u=0.45.
0.27
<
0
(g) n=0.53.
0.27

Al

0 f 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

Conforme aumentamos o valor de ., 0 conjunto de faixas de regides cadticas
vao se esmaecendo e a regido de caos para os valores iniciais de f vai sendo supri-
mida, acompanhada da diminuicdo do valor dos expoentes de Lyapunov, identificado,
nos diagramas de Lyapunov, pela diminuicdo da intensidade da cor relativo a caixa
de cores que acompanha os planos de parametros. Nesta situacao, com o aumento
no valor de u, aproxima-se do limite conservativo, ou seja, quanto maior o valor de
i maior sera a supressao no dominio caético. Para p = 0.6, cujo diagrama de Lya-
punov encontra-se na [Figura 31fh), j& ndo h& as descritas faixas de regides cadticas
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existentes para valores de . predecessores quando 0 < f < 100.

Ademais, hd uma regido peculiar no digrama de Lyapunov para p = 0.13 que
selecionamos na a), e cuja ampliacdo, seguida de aumento na resolucéo,
encontra-se na[Figura 32 Este granulado de caos sobre uma regido que representa a
dindmica regular pode indicar a existéncia de caos transiente (HOFF, 2014, MAGA-
LHAES, [2019).

Figura 32 — Diagrama de Lyapunov resultado da ampliagcdo da regido delimitada na a), que é

uma caracteristica do fendmeno de caos transiente. As condigbes para esta simulagdo sao
as mesmas das citadas no inicio deste capitulo.

2 27

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da-se o nome caos transiente quando um sistema dindmico pode se com-
portar de forma cadtica apenas por um periodo denominado transiente, até passar a
apresentar um comportamento regular periédico ou quase-periédico. O granulado no
diagrama de Lyapunov é indicio da instabilidade topoldgica do sistema dindmico na-
quela regido. Uma maneira de confirmar este fenébmeno é através da analise qualitativa
dos retratos de fases de um sistema dindmico evoluido a partir de condi¢des iniciais
arbitrarias, observando se ha mudancga topolégica no retrato de fases em diferentes
momentos, o que corresponde ao fendmeno descrito. Fizemos este procedimento e

os resultados foram estruturados nalFigura 33|

Os retratos de fases na foram construidos estabelecendo, para o
sistema dinamico, valores de f e w de dentro da suposta regido de caos transiente.
Em todas as simulagdes, fixamos w = 1.9 e os valores para f estdo indicadas nas le-
gendas, reiterando que, nas simulac¢des realizadas, o valor de . para o qual se obteve
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Figura 33 — Retratos de fases gerados para verificar a existéncia de caos transiente no sistema di-
namico. Para estas simulagées, definimos o tamanho do passo de integracdo em 1072 e
nimero total de iteragbes em 9x10%, sem tempo transiente. A cada intervalo de tempo,
indicados acima dos graficos, é revelado a topologia do retrato de fases.
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o diagrama de Lyapunov com indicio de caos transiente é 0.13. No plano de parame-
tros, os valores dos parametros escolhidos estdo marcados com um ’x’. Definimos?|

2

E importante salientar que ha a possibilidade de escolher um conjunto de condicdes iniciais para o

qual o sistema ja se encontrara no regime periédico, ndo sendo possivel confirmar o fenébmeno de
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para as simulacdes destes retratos de fases, as mesmas condi¢cdes iniciais usadas
para obter a trajetdria fiduciario no calculo dos expoentes de Lyapunov e que foram in-
dicadas j& no inicio deste capitulo, a saber (z;(ty) = —1x1072, z5(tg) = 5x1072, z3(to) =
—3x1072, ¢, = 0). Para cada conjunto de dados de uma simulagao, dividimo-los em trés
partes que correspondem, cada um, a um determinado intervalo do tempo total de in-
tegracdo. Deste modo, € possivel examinar possiveis transigdes topoldgicas durante
a simulacao. O intervalo de tempo ao qual corresponde cada retrato de fases, enci-
mam cada gréafico, e, como o passo de integracao foi estabelecido em 10~2, cada valor
unitario de t equivale a 10? iteragdes. O t = 400, por exemplo, significa a 4x10*-ésima
iteragao.
Figura 34 — Painel comparativo de diagramas de Lyapunov ampliados na regido de caos transiente,
com valor de p = 0.13. O diagrama em (a) é o mesmo do da Para construir o
diagrama em (b), usamos os mesmos dados das simulac¢des para a construgéo dos diagra-

mas de Lyapunov conforme explicitado no inicio deste capitulo, com excegéao do nimero de
iteragdes, que fora estabelecido em 4x10°.

(a) (b)

0.27

A1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisando a [Figura 33| podemos observar que ha transigdo topolégica do
caos para o regime peridédico em todas as simulagdes, o que confirma a existéncia
do fenbmeno de caos transiente neste sistema dindmico. Na a), os dois
primeiros graficos, da esquerda para a direita, representam retratos de fases de um
sistema no dominio caético. Entretanto, a partir da 8x10*-ésima iteracéo, pelo menos,
ja pode ser constatada a transicdo topologica para o regime peridédico de periodo
2; em (b), os dois primeiros graficos também indicam que o sistema encontra-se no
dominio cadtico, porém a transi¢cao para um regime periddico de periodo 2 ja pode ser
constatada a partir da 6x10*-ésima iteragdo, conforme indica o terceiro retrato de fases;
por fim, em (c), vemos uma transicao topoldgica do caos para um regime periédico de
periodo 1 ja constatado a partir da 3x10*-ésima iteragéo. Na|Figura 34} colocamos lado

caos transiente. Por isso, pode se fazer necessario realizar simulagées com diferentes condigbes
iniciais.
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a lado diagramas de Lyapunov da supracitada regido de caos transiente, tendo, para
a construgdo do diagrama naFigura 34{b), o tempo total de integragdo ampliado. Com
o aumento do tempo total de integracao, podemos observar a supressao do granulado
de caos sobre a regidao de dominio regular, uma vez que os valores dos expoentes de
Lyapunov tendem a zero apds o tempo de caos transiente.

Figura 35 — Diagramas de Lyapunov para o plano de parametros f x w com intervalos definidos em
[0.5,4.8] x [0.2,1.6] e diferentes valores de p.

() 1« = 0.60. (b) 12 = 0.66.

1.6 0.15

A1

0.2
0.5

1.6 0.15

Al

. 0.2
0.5 f 4.8 0.5 f 4.8

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fim de examinar a pequena regido caodtica revelada pelo diagrama de Lya-
punov na [Figura 31|h), ampliamos o trecho correspondente a regido de caos supra-
citada, definindo os intervalos do plano de parametros f x w em [0.5,4.8] x [0.2, 1.6].
O diagrama de Lyapunov correspondente encontra-se ilustrado na a). Re-
alizamos também simulacdes numéricas para diagramas de Lyapunov aumentando
a magnitude do parametro de dissipacao n para efeito comparativo. Os resultados
encontram-se na|[Figura 35| nos quadros (b), (c) e (d). Sobre cada diagrama, estao os
valores que foram estabelecidos para .

Os diagramas de Lyapunov na sdo bastante peculiares, com a ima-
gem colorida, fruto da existéncia de expoentes de Lyapunov positivos (portanto, do
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caos), formando uma espécie de asa, interiorizada por regides que configuram regu-
laridade. Naturalmente, nota-se sem surpresas a supressao do dominio cadtico ao se
aumentar a magnitude do termo de dissipagéo.

Figura 36 — Graficos na posicao superior: Diagramas de bifurcacédo construidos a partir da delimitagao

de w em 0.86 e f variando no intervalo [0.5,4.0]. Graficos na posigao inferior: Grafico do
maior expoente de Lyapunov sob as mesmas condic¢des.

() 1« = 0.60. (b) 12 = 0.66.

0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos obter valores criticos dos parametros, para os quais o sistema di-
namico sofre uma mudancga de comportamento, através dos diagramas de bifurcacao.
Avaliando os diagramas de Lyapunov na|Figura 35| estabelecemos w = 0.86 enquanto
variamos f no intervalo [0.5,4.0] (regides indicadas pelas linhas tracejadas nos dia-
gramas de Lyapunov), que julgamos conter multiplicidade de tipos de comportamento
dindmico, gerando assim os diagramas de bifurcacdo de codimensdo 1 (ou seja, obti-
dos a partir da variacdo de somente um parametro de controle do sistema, mantendo
os demais fixos) representados na|Figura 36 Tendo como base cada diagrama de Lya-
punov na[Figura 35| construimos o diagrama de bifurcagao correspondente, conforme
as legendas na indicam o valor de 1 adotado. Abaixo de cada diagrama de
bifurcacao, encontra-se também o grafico do maior expoente de Lyapunov )\, para o
mesmo intervalo de f e mesmo valor de w. Observa-se, evidentemente, que os ex-
poentes de valor nulo estdo associados ao movimento periddico, enquanto que os
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expoentes positivos, associam-se as regioes de caos. Logo, estas ferramentas podem
ser usadas paralelamente para verificar o resultado obtido através de uma delas. O va-
lor do parametro, neste caso o parametro f, a partir do qual o expoente de Lyapunov
passa a ser positivo, € o parametro cn’ticoﬂ a partir do qual o sistema deixa o regime
periédico e entra no cadtico.

Ao definir o valor do parametro de dissipacao . em 0.85, também obtivemos
um diagrama de Lyapunov peculiar, apresentado na [Figura 37} O plano de parame-
tros f x w para a obtengao deste diagrama foi definido nos intervalos [1.05,3.05] x
[0.4,1.025]. O desenho formado pela parte colorida (regido de caos) tem aspecto de
asa pontiaguda em formato de V”, tendo em seu interior uma estrutura arredondada
que indica periodicidade. A regido que contém esta estrutura foi selecionada por um
retangulo e ampliada, resultando no diagrama de Lyapunov na a).

Figura 37 — Diagramas de Lyapunov para o plano de parametros f x w com intervalos delimitados em
[1.05,3.05] x [0.4,1.025] € = 0.85.

1.025

1.05 f 3.05

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tomamos um ponto do plano de parametros (marcado por um ’x’) contido
nesta estrutura de regularidade arredondada evidenciada na a) para gerar
o retrato de fases da [Figura 39| Para esta simulagdo, fixamos f em 1.656 e w em
0.688. Este retrato de fases evidencia o comportamento dindmico periédico do sistema
guando definido pelos supracitados valores dos parametros, e revela sua topologia.

Ha também outras formas peculiares de regularidade imersas no dominio caé-
tico no diagrama de Lyapunov da |Figura 38(a), como a que fora selecionada por um

3 A precisdo é determinada pelo tamanho do incremento no valor do pardmetro na programagcéo.
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Figura 38 — Em (a) diagrama de Lyapunov para o plano de parametros referente a area delimitada pelo
retangulo na[Figura 37} em (b), ampliagé&o da regido delimitada em (a).

(b) 1« = 0.85.

} e AR 0.7275 : - 0
1.486 f 1.94 1.71 f 1.835

Fonte: Elaborado pelo autor.

retangulo. A figura|Figura 38|b) é uma ampliagdo desta regiao, e nela podemos ver as
ja citadas formas em formato de camaréo.

Figura 39 — Retrato de fases do sistema dinamico quando definido pelos valores dos parametros
uw = 0.85, f = 1.656 e w = 0.688. Para esta simulagao, definimos o tamanho do passo
de integragdo em 10~2 e nimero total de iteragdes em 3x10*, descartando um transiente

de 10°.

*2

*1

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste trabalho, realizamos uma investigacdo de um modelo de nanotubo de
carbono de parede simples curvado sob influéncia de forcamento harmdnico e cu-
jas flexdes estado contidas num plano chamado de plano de flexdo. A deducéao deste
modelo encontra-se no capitulo 3 desta dissertagdo. O comportamento dindmico de
um modelo do material mais promissor da nanotecnologia foi investigado a luz da Di-
namica Nao-Linear. Pretendiamos ampliar os resultados numéricos apresentados na
referéncia (GENG; ZHANG, |[2012) e buscar pela existéncia de multiestabilidade e caos
transiente no sistema.

Com relacéo aos limites do modelo, podemos salientar os seguintes pontos: o
filamento de nanotubo foi considerado ter extremidades fixas (isto é, ser duplamente
engastado). Logo, a deflexdo nas extremidades, i.e. w(0,t) e w(L,t), assim como a
velocidade transversal nestes pontos, é zero. Portanto, trata-se de um problema de
condi¢des de contorno homogéneo; ademais, o nanotubo € considerado ter formato
curvado descrito pela fungéo Z(z) = esin (mz/L), sendo e a amplitude de curvatura;
todas as deflexdes ocorrem num plano chamado plano de flexao, o que implica que
as forcas externas agem transversalmente ao nanotubo, e este também nao sofre
torcoes; o CNT estudado sofre apenas pequenas deformacdes, sendo seu comporta-
mento dado como elastico linear que obedece a Lei de Hooke (mddulo de elasticidade
E constante); no limite de pequenas flexdes no CNT, podemos considerar que nao
ha deformagao por cisalhamento nas flexdes, e o campo de deslocamento pode ser
escrito considerando a teoria das vigas de Euler-Bernoulli; finalmente, para chegar na
equacao diferencial ordinaria ndo-linear de segunda ordem e nao-auténoma (3.53), a
solucéo da parte espacial do problema dado pela equacao (3.44) e pelas condi¢des
de contorno (3.1), X (x), foi estabelecida como sendo X (z) = \/g [1 — cos (2“79”)} que
corresponde a solucao espacial para o modo de vibracao fundamental da versao linear
do problema.

Em relagédo aos valores dos parametros da equagdo (3.53), os parametros
g e v, que acompanham os termos n&o-lineares da equagédo, foram estabelecidos
em 0.468 e 0.05, respectivamente, para todas as simulacdes apresentadas neste tra-
balho. No primeiro momento da investigacdo do sistema dindmico objeto de estudo
neste trabalho, delimitamos a frequéncia angular do forcamento w em 1.0, situagéo
de ressonancia primaria, e a investigacao procedeu com a variagdo dos parametros
relacionados a amplitude do forcamento harménico f e aos efeitos de dissipagao .
Através do diagrama de Lyapunov construido a partir da delimitacao dos supracitados
valores dos parametros 3, v e w e do plano de parametros f x u definido nos intervalos
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[0,70] x [0,0.9], identificamos as regides que representam os valores dos parametros
para os quais a dinamica é dita periddica (regido em preto do diagrama de Lyapu-
nov na e as regides coloridas pelo gradiente de cores do amarelo para o
vermelho indexadas aos valores dos parametros para os quais o sistema dinamico é
caético. Examinamos qualitativamente o tipo de comportamento dindmico do sistema
através dos retratos de fases nas Figuras 24 e 30 nesta primeira etapa, em que cur-
vas fechadas no retrato de fases estdo associadas a dinamica periédica, enquanto as
curvas abertas, associadas ao comportamento caético. Ressaltamos as formas pecu-
liares formadas por regides de regularidade sobre dominio cadtico nos diagramas de
Lyapunov apresentados neste trabalho, em especial as regides com formato de cama-
rdo. Com base nos diagramas de Lyapunov da [Figura 27|b) e [Figura 27c), geramos
os diagramas de bifurcagdo de codimenséo 2 apresentados na através da
variacado simultanea dos parametros f e u de forma a obedecerem equacdes de reta
que cortam as regides no formato de camardo nos mencionados diagramas de Lyapu-
nov. Destes diagramas de bifurcacao, destacamos uma concentragdo de pontos nas
regibes caodticas que formam uma espécie de fungbes senoidais, 0 que indica que,
apesar do comportamento cadtico, a distribuicdo estatistica destes resultados pare-
cem obedecer alguma regra matematica.

No segundo momento deste trabalho, definimos o plano de parametros f x w
e realizamos simulagbdes para construir diagramas de Lyapunov definindo, em cada
simulagao, um valor para o parametro do termo de dissipag¢do p de modo a examinar
situacdées com menor e maior influéncia dos efeitos de dissipacao. Observamos a su-
pressao das regides de caoticidade conforme aumentamos a magnitude do parametro
u. No diagrama de Lyapunov da a), para p = 0.13, identificamos uma regiao
apresentando uma suposta existéncia de caos transiente, que foi confirmada através
da andlise de transi¢do topolégica apresentada na [Figura 33, o que responde a um
dos questionamentos feitos na introducao.

Numa perspectiva para trabalhos futuros, ainda pela mesma metodologia de
obtencao de uma solucao para o problema definido por e (3.1), podemos pro-
ceder usando a solugédo espacial que represente 0 segundo modo de vibragdo do
problema em sua versao linear, por exemplo, € comparar com os resultados obtidos
neste trabalho. Também, podemos examinar como a amplitude de curvatura do nano-
tubo pode afetar suas caracteristicas de vibragédo. Por fim, podemos trabalhar com a
mesma equacao diferencial ndo-linear apresentada nesta dissertacao adicionando um
contra-forcamento F»(¢) do tipo Fy(t) = fysin (wet), analisando o que esta quebra de
simetria provoca nos diagramas de Lyapunov.
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