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RESUMO

Quando um estado quantico se espalha por uma rede de posicdes discretas, em certas circuns-
tancias € possivel que este se recomponha em outra regido da rede, fendmeno chamado de
transferéncia de estado. Neste trabalho, investigamos a transferéncia de estado a partir de cami-
nhadas quanticas continuas no tempo em grafos circulares C,,. Descobrimos que estados iniciais
dados por uma superposi¢cao de estados de posi¢cao que obedece uma distribui¢do estatistica,
cuja dispersao inicial € suficientemente grande, possuem transferéncia de estado e periodicidade
com alta fidelidade, mesmo em grafos grandes (n > 100). A fidelidade melhora a medida que o
estado inicial se aproxima de uma distribuicao Gaussiana. Identificamos os principais aspectos da
geometria da distribui¢do do estado inicial que otimizam a transferéncia de estado e encontramos
uma expressao analitica para calcular a densidade de probabilidade de um estado Gaussiano ao

longo do tempo para diferentes tamanhos do grafo C,,.

Palavras-chave: Caminhadas quanticas; Grafos; Estados deslocalizados; Transferéncia de esta-

dos.



ABSTRACT

When a quantum state spreads on a lattice of discrete positions, under certain circumstances
it is possible that it recomposes itself in another region of the lattice, phenomenon called state
transfer. In this work, we investigate the state transfer through continuous-time quantum walks
on circular graphs C,,. We find out that initial states given by a superposition of position states
which obeys a statistical distribution, whose initial dispersion is large enough, have state transfer
and periodicity with high fidelity even in large graphs (n > 100). The fidelity improves as the
initial state approximates a Gaussian distribution. We identify the main aspects of the initial state

distribution geometry that optimize the state transfer and we find an analytical expression to

calculate the probability density of a Gaussian state over time for different sizes of the graph C,,.

Keywords: Quantum walks; Graphs; Delocalized states; State transfer.
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1 INTRODUCAO
1.1 CAMINHADAS ALEATORIAS CLASSICAS E QUANTICAS

Imaginemos que uma pessoa, de posse de uma moeda, esteja parada em uma dada posicao
inicial, e inicia uma caminhada em linha reta, podendo se deslocar para a esquerda ou para
a direita. Antes de dar o primeiro passo, ela lanca a moeda, e hd probabilidades iguais de o
resultado da jogada ser cara ou coroa (50% de chances para cada, considerando uma moeda
justa). Se o resultado for cara, digamos, o caminhante d4 um passo para a direita; se o resultado
for coroa, para a esquerda. Assim, condicionamos a caminhada dessa pessoa a um processo
aleatorio: antes de dar um passo, a moeda € lancada e, a depender do resultado, ela dd um passo
para a direita ou para a esquerda. Diante dessa situacdo, podemos nos perguntar: onde estard o
caminhante apds um certo nimero de passos? Como nao é possivel prever com exatidao qual
serd a sequéncia de resultados dos langamentos da moeda, nao podemos responder tal pergunta,
porém, a partir da andlise combinatdria, podemos determinar as probabilidades de o caminhante
se encontrar numa posi¢do j apds um certo nimero de passos ¢, isto é, obter a fun¢do densidade
de probabilidades Z(j,t). Este exemplo hipotético ilustra o que chamamos de uma caminhada
aleatdria cldssica (em sua versdo discreta), problema apresentado pela primeira vez por Pearson
em 1905 (PEARSON, 1905), no qual o caminhante € um objeto cldssico, ou seja, sujeito as leis
da mecanica cldssica. O modelo de caminhadas aleatdrias cldssicas pode ser apresentado no caso
continuo ou discreto, e descreve uma imensa gama de processos que ocorrem em diversas dreas
da ciéncia, tais como biologia (NEIGEL; AVISE, 1993; BERG, 1993b), economia (SCALAS,
2006; MANTEGNA; STANLEY, 2000), matematica (HOSHINO; ICHIDA, 1971; BERG, 1993a;
SPITZER, 2013) e fisica (GENNES, 1979; CEPERLEY; ALDER, 1986; STEWART, 2001;
ANTENEODO; MORGADO, 2007).

Em 1993, Aharonov, Davidovich e Zagury propuseram um analogo quéntico das cami-
nhadas aleatérias, ou seja, um problema no qual o caminhante seria uma particula sujeita as leis
da mecanica quantica. Deste modo, temos uma caminhada descrita em termos das amplitudes de
probabilidades e de um grau de liberdade interno que condiciona a evolugdo da caminhada (o
spin de um elétron ou a polariza¢do de um f6ton, por exemplo) (AHARONOV; DAVIDOVICH;
ZAGURY, 1993). Este modelo inaugura, portanto, o estudo das caminhadas aleatorias quan-
ticas, que posteriormente passaram a ser referidas apenas como caminhadas qudnticas (CQs).
Assim, se numa caminhada aleatdria classica, a cada passo o caminhante possui probabilidades
iguais de se deslocar para a esquerda ou para a direita, no caso quantico deve-se levar em conta
as interferéncias construtivas e destrutivas que decorrem da superposi¢do das amplitudes de
probabilidades, levando a densidades de probabilidades radicalmente distintas das obtidas numa
caminhada cldssica (AHARONOV; DAVIDOVICH; ZAGURY, 1993; VENEGAS-ANDRACA,
2012; PORTUGAL, 2013). Podemos visualizar essa ideia na Fig. 1, que compara o caso quantico

com o caso classico.
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Classico Quantico

Figura 1 — Exemplo de caminhadas aleatdrias nos casos classico e quantico. Enquanto no caso
classico o caminhante possui posi¢des bem determinadas apds cada passo, no caso
quantico, até ser realizada uma medida, o caminhante existe numa superposi¢ao
de estados, ocupando mais de uma posi¢do simultaneamente. Figura extraida de
(MACIEL, 2018).

Alguns trabalhos posteriores que se tornaram referéncias bésicas no estudo das CQs
devem-se a Kempe (KEMPE, 2003) e Kendon (KENDON, 2007) e, com o crescente interesse
pelo estudo das CQs, verificou-se uma gama de aplicacOes diversas em fisica, podendo ser
utilizadas como algoritmos de busca quantica (SHENVI; KEMPE; WHALEY, 2003), para fazer
computacgdo universal (CHILDS, 2009; LOVETT et al., 2010), na simulagcdo de hamiltonianos
de Dirac (CHANDRASHEKAR, 2013) e no estudo da oscilacdo de neutrinos (MOLFETTA;
PEéREZ, 2016). Ainda, se o estudo das caminhadas aleatdrias cldssicas possibilitou diversos
avancgos em campos distintos da ciéncia, 0 mesmo vale para o caso quantico, sendo aplicadas, por
exemplo, no estudo da eficiéncia energética da fotossintese (ENGEL et al., 2007) e em processos
de tomada de decisdo humana (BUSEMEYER; TOWNSEND, 2006).

Nas CQs descritas até agora o tempo ¢ tratado como varidvel discreta (vide Fig. 1),
ou seja, a cada passo de tempo alteram-se as probabilidades de encontrarmos a particula em
dada posicao, o que seria o andlogo de um caminhante cldssico dar um passo para a esquerda
ou para a direita. Em suma, a evolu¢do de uma caminhada discreta a cada passo de tempo
¢ determinada por um operador que translada a particula e rotaciona seu spin, num processo
sempre condicionado ao estado de spin da particula no momento da a¢io do operador (ORTHEY,
2018). Todavia, assim como ocorre no caso cldssico, as caminhadas quanticas também possuem
uma descricao que lida com o tempo como varidvel continua, as chamadas caminhadas quanticas

continuas no tempo (CQCTs). Nesse modelo, as CQCTs s@o descritas como processos de Markov

continuos no tempo (formalismo que serd desenvolvido com mais rigor no capitulo seguinte).

Nestes processos, 0 espaco de posicdes onde se realiza a caminhada € descrito por um conjunto

discreto de sitios, os quais chamaremos de vértices. Tais vértices podem estar conectados das

mais diversas maneiras, possibilitando multiplas geometrias diferentes para o espaco de posigoes.

Assim, para cada par de vértices conectados, atribuimos uma aresta (o caminho que a particula
pode percorrer para migrar de um vértice a outro) - a este conjunto de vértices e arestas damos o

nome grafo. Nos processos de Markov, sistemas ditos sem memoria, a evolucdo do sistema nao
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Figura 2 — Exemplos de grafos que apresentam transferéncia perfeita de estado. A esquerda,
o grafo K3, o menor da familia dos grafos completos Kj,; no centro o grafo Cy4, da
familia dos grafos circulares Cy; e, a direita, o hipercubo de dimensdo 3, da familia
Q. Todos estes apresentam transferéncia de um estado local para o vértice antipodal,
ou seja, o mais distante do vértice inicial.

depende de seu estado anterior (como ocorre na mecanica newtoniana, por exemplo), de forma
que ha uma probabilidade de transi¢do por tempo 7Y entre os vértices, i.e., uma probabilidade de
a particula migrar de um vértice para outro. Assim, o operador hamiltoniano do sistema, que
determina a evolugdo temporal da CQCT, deve ser construido com respeito ao grafo no qual se
dard a caminhada. Notamos aqui uma diferenca significativa entre os casos discreto e continuo,
uma vez que para as CQCTs nido € necessario um operador de evolugdo que dependa do grau de
liberdade interna do caminhante, depende apenas da geometria do problema.

Um dos aspectos centrais da teoria da informagdo consiste em transmitir e reproduzir

a informagdo da forma mais fiel possivel de um ponto a outro numa rede (SHANNON, 1948).

No contexto das CQCTs, isso traduz-se em transferir um estado inicial de um vértice do grafo
para outro, e neste trabalho caracterizamos estes processos, chamados de transferéncias de
estados, buscando determinar sob quais condi¢des ocorrem e quais fatores afetam a perda de
informacao ao transferir um estado de um vértice para outro. Com efeito, é natural definir uma
grandeza que, de certa forma, meca o qudo fiel € o estado transferido em relacdo ao estado
inicial, ou seja, quanto do estado inicial |W¥() estd de fato em |W¥(z)): a essa grandeza damos o
nome fidelidade. A chamada transferéncia perfeita de estado ja foi verificada para uma série
de geometrias e contextos distintos (KENDON; TAMON, 2010; ALVIR et al., 2016; GODSIL,

2012). Na Fig. 2 apresentamos alguns grafos que apresentam transferéncia perfeita de estados.

Em todos esses casos, considera-se um estado inicial local, isto é, |¥y) = |j), com j denotando
o vértice inicial no qual estd localizado o estado. Neste trabalho, em contraste com os resultados
ja conhecidos na literatura, desejamos testar a possibilidade de transferéncia de um estado

deslocalizado. Reescrevendo o estado inicial como uma superposi¢do de diferentes estados de

posigdo, [Po) =Y ; f(j) | ), onde f(j) representa a fungdo distribuicdo que dd forma ao estado
inicial, verificamos a possibilidade deste estado emergir com as mesmas caracteristicas iniciais

em outra regido do grafo.
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1.2 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

A dissertacdo estd organizada em cinco capitulos. No Cap. 2 fazemos uma breve introdu-
cdo a teoria dos grafos, em seguida apresentamos os conceitos basicos para o estudo das CQCTs,
construindo o formalismo a partir das cadeias de Markov de tempo discreto e continuo (casos
classicos), para entdo chegar ao caso quantico, estabelecendo as ferramentas necessdrias para
andlise das caminhadas quanticas tanto no espaco de posi¢cdes quanto de momentos. No Cap. 3
apresentamos resultados referentes a caminhadas na linha infinita, enfatizando a dispersdo dos
estados local e deslocalizado, bem como a impossibilidade de obter-se transferéncia de estado
nesse caso. No Cap. 4 analisamos CQCTs em grafos C,, para estados locais e deslocalizados.
Verificamos as condi¢Oes para a obtengdo de transferéncia de estados e periodicidade para
diferentes estados iniciais, e, por fim, apresentamos as conclusdes do trabalho no Cap. 5. Demais
calculos auxiliares estdo presentes no apéndice A.

Todas as figuras e grificos presentes nesta dissertacao que nao possuem fonte indicada na
legenda sdo de prépria autoria. Matrizes sdo indicadas por letras em negrito, € usamos unidades

naturais, de modo que i = 1.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo desenvolveremos o ferramental matematico necessério para o estudo das
caminhadas quanticas em grafos, em particular, as caminhadas quénticas continuas no tempo
(CQCT). Utilizaremos duas abordagens, uma no espago de posicdes € a outra, no de momentos.
No espaco de posi¢des, a evolugdo temporal de um estado quantico é gerada pelo hamiltoniano
do sistema, o qual engloba os aspectos geométricos do grafo analisado e nos permite abordar tais
caminhadas via decomposi¢do espectral. Ja no espaco de momentos, podemos obter expressoes
analiticas para algumas quantidades de interesse.

Iniciaremos introduzindo o conceito e a defini¢do de grafo seguindo o caminho histérico:
pelo problema das pontes de Konigsberg, solucionado por Leonhard Euler em 1736. A partir
do problema de Konigsberg, introduzimos a notacao utilizada neste trabalho e descrevemos
algumas propriedades de grafos e matrizes associadas a estes. Em seguida, apresentaremos os
processos de Markov discretos, conectando-os com a ideia da caminhada aleatdria cldssica em
uma dimensao (PEARSON, 1905); posteriormente, os processos de Markov de tempo continuo,

para entdo fazermos a passagem para o caso quantico. Na descricdo da caminhada quantica

no espago de posicoes, apresentaremos os conceitos de transferéncia de estados e fidelidade.

Por ultimo, reescreveremos o estado quantico no espaco de momentos deixando os detalhes

matematicos para o Apéndice.

2.1 BREVE INTRODUCAO HISTORICA A TEORIA DE GRAFOS

A teoria de grafos surge no contexto de um problema muito particular, na cidade de
Konigsberg (atual Kaliningrado, Russia), no século XVIII. Segundo consta (PAOLETTI, 2006),
havia um desafio, um jogo, entre os habitantes da cidade, que tinham como hébito passear
pela regido central desta, cortada pelo rio Pregdlia, aos fins de semana. O desafio consistia em
encontrar um caminho que permitisse atravessar, uma dnica vez, cada uma das sete pontes da
regido (Figura 3). Mesmo os moradores nao encontrando tal caminho, ainda ndo havia sido
possivel provar que este, de fato, ndo existia.

Em 1736, o problema foi apresentado a Leonhard Euler, que finalmente provou ser
impossivel encontrar uma soluc¢io para o problema. A prova feita por Euler passa por uma
ideia central de reinterpretar o problema, mudando o foco das pontes para as faixas de terra:
identificando estas como pontos (vértices), e representando as pontes como ligacdes entre estes
pontos (arestas), Euler obteve a representacdo do problema na forma de um grafo (Figura 4). A
partir desta ideia, podemos definir matematicamente alguns conceitos da chamada geometria das

posicdes, conhecida hoje por teoria de grafos (MACIEL, 2018).
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Figura 3 — As sete pontes de Konigsberg (atual Kaliningrado), conectando as quatro faixas de
terra, como em 1736. Figura extraida de (NUMBERPHILE, 2016).

Figura 4 — Representacdo em grafo do problema de Konigsberg.

Definicao. Um grafo ¢(7,&) consiste de um conjunto nio vazio ¥/, de p vértices, e de um
conjunto & de ¢ pares (arestas) nio ordenados! de vértices em 7. O niimero de vértices de um
grafo é chamado cardinalidade |¢|, enquanto o nimero de arestas conectadas a um vértice é
chamado grau do vértice, d.

' Trata-se de um grafo nio orientado ou ndo dirigido, no qual é irrelevante a ordem dos vértices nas arestas (sdo

simétricos), ou seja, o vértice {a,b} é equivalente ao vértice {b,a}.
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O grafo da Figura 5 € formado por um conjunto de 4 vértices e 4 arestas, sendo
v ={1,2,3,4},
& = {{172}7{173}?{273}7{374}}~

Figura 5 — Exemplo de grafo com p = 4 vértices e g = 4 arestas.

Retomando as pontes de Konigsberg, Euler mostrou que vértices de grau par ndo trariam
problemas (NUMBERPHILE, 2016; NEWMAN, 2010), uma vez que, chegando em tais vértices,
havia sempre uma ponte disponivel para chegar ao préximo. Ainda, comecando o caminho por
um vértice de grau par, este poderia ser o vértice de chegada. Todavia, vértices de grau impar
representavam casos especiais, podendo compor o caminho apenas como ponto de partida e/ou
de chegada. Por exemplo, no grafo 3-pan da Figura 5 podemos percorrer todas as arestas uma
Unica vez partindo somente dos vértices de grau impar 3 ou 4. Consequentemente, um grafo que
satisfizesse o problema possuiria, no maximo, dois vértices de grau impar, o que nao ocorre no
caso de Konigsberg, onde todos os vértices possuem grau impar. Assim, Euler mostrou que o

problema de Konigsberg ndo possuia solucao.

2.2 MATRIZ ADJACENCIA E LAPLACIANO DE UM GRAFO

Podemos representar grafos matricialmente, através da chamada matriz adjacéncia A,

que representa as conexdes entre os vértices do grafo:

1, paracadaconexdo entreie j
Ajj= (2.1)
0, de outra forma.
Por exemplo, a matriz adjacéncia do grafo do problema de Koénigsberg na Figura 4 é

020

(2.2)

— O N
O = = =

0 2
20
11
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Notemos que a soma dos elementos de dada coluna j equivale ao grau do vértice correspondente,

d;. Como a matriz A € simétrica, 0 mesmo resultado vale para as linhas da matriz adjacéncia:
di =) Aij. (2.3)
J

H4 também outra matriz - intimamente relacionada a matriz adjacéncia - que nos diz muito
sobre a estrutura dos grafos e que serd de suma importancia posteriormente, chamada matriz
laplaciana (NEWMAN, 2010). Introduziremos esta matriz analisando um processo de difusao
num grafo, que pode ser utilizado como um modelo rudimentar de espalhamento em rede, por
exemplo, a difusdo de uma ideia ou até mesmo de uma doenca. Considere uma quantidade
fisica yj;, localizada no vértice i que se espalha pelos vértices vizinhos do grafo, como na Figura
6. Ainda, supomos que esta quantidade flui do vértice j para o vértice adjacente i numa taxa

C(y;—y;), onde C ¢ a constante de difusdo. Deste modo, a taxa com que y; varia ¢ dada por
d
"” CZA, (W — ) (2.4)

Separando os dois termos da equagdo anterior, fazendo uso da Eq. 2.3 e do delta de Kronecker,

pOdeOS escrever:

dy;
dr

= CZAijllfj —Cy; ZAij =C) Aijy;—Cyid;
J
_ CZ ij— lj lllj (2.5)

Agora, podemos reescrever esta equac¢ao na forma matricial,

dy

o =C(A-D)y. (2.6)

onde y € o vetor cujas componentes sdo Y, A € a matriz adjacéncia e D € a matriz diagonal

contendo os graus dos vértices:

d 0 0
D 0 & 0 --- 57
o o0 a - | 2.7)

Definindo a matriz L = A — D, reescrevemos a Eq. 2.6 como

dy

L 2.
dr =CLy, (2.8)

que ¢é idéntica a equagdo do calor, com a matriz L. fazendo o papel do operador laplaciano
V2. Desta forma, a matriz L recebe o nome de laplaciano do grafo, que serd de fundamental

importancia no estudo das caminhadas quanticas continuas no tempo.
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7 Ve

Figura 6 — Difusdo de uma quantidade fisica y por um grafo. Figura extraida de (MACIEL,
2018).

2.3 PROCESSOS DE MARKOV E CAMINHADAS ALEATORIAS CLASSICAS

Classicamente, caminhadas em grafos podem ser entendidas como processos de Mar-
kov, ou seja, como sistemas sem memdria cuja evolu¢do depende apenas de seu estado atual.
Agora, descreveremos cadeias de Markov de tempos discreto e continuo, seguindo os passos de
(PORTUGAL, 2013), que servirdo como base para a constru¢iao das CQCT.

2.3.1 Cadeias de Markov de tempo discreto

Lidando com o tempo como varidvel discreta, imaginemos uma caminhada num grafo
4 (7,&) no qual o conjunto dos vértices ¥ representa as posicdes e o conjunto de arestas
&, os caminhos possiveis a percorrer. Assim, a cada passo de tempo hd uma distribuicio
de probabilidades associada ao grafo, ou seja, diferentes probabilidades de encontrarmos o
caminhante em cada vértice. A distribui¢do de probabilidades pode ser descrita por um vetor na
forma
pi(t)
p)=| : | (2.9)
pn(?)
onde pj(t) é a probabilidade de encontrarmos o caminhante no vértice 1 no tempo 7, da mesma
maneira para os outros vértices. A evolu¢do da caminhada se d4 de forma recursiva: sabendo
as probabilidades num determinado tempo ¢, obtemos as probabilidades no proximo passo de

tempo utilizando a matriz de transicdo M, também chamada matriz estocdstica,
p(t+1)=Mp(t). (2.10)

Para garantir que p(¢ + 1) seja uma distribui¢ao de probabilidades, isto é, p; > 0,Vie ¥; p; = 1,
a matriz M deve possuir apenas elementos reais nao negativos, € a soma dos elementos de suas
linhas deve ser igual a 1. Os elementos M;; da matriz de transi¢@o representam a probabilidade
do caminhante em i ir para j, assim, nao havendo conexao entre esses vértices, M;; = 0. As

matrizes estocdstica e adjacéncia estdo relacionadas, e podemos escrever seus elementos como

M = D @2.11)
ij dj, .
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onde d; representa o grau do vértice j. Numa cadeia de Markov ndo € possivel dizer de maneira
deterministica, onde estard a particula no futuro, porém, podemos determinar a distribui¢ao
de probabilidades para um tempo qualquer sabendo a matriz de transi¢do. Partindo de uma

distribuicdo inicial p(0), apds sucessivas ¢ aplicacdes de M obtemos

B(t) =M'p(0). (2.12)

Exemplo 1. Caminhada aleatéria classica

O conhecido problema do “passeio do bébado”, referente a caminhada aleatdria unidimensional
(PEARSON, 1905), pode ser tratado com o formalismo de uma cadeia de Markov discreta
(PORTUGAL, 2013). A cada passo de tempo o caminhante possui a mesma probabilidade de dar
um passo a esquerda ou a direita, e a reta infinita onde se d4 a caminhada pode ser encarada como
um grafo, onde os vértices representam as possiveis posi¢cdes do caminhante, como mostrado na
Figura 7. Para determinar a matriz de transferéncia deste grafo usamos a Eq. 2.11. As unicas
entradas ndo nulas da matriz adjacéncia sdao os elementos vizinhos da diagonal, e como cada
vértice possui grau 2, temos

1 00 O
I 010 O
M:% 0 101 O
0 01 0 1
0 00 1

Tomando a posicao inicial do caminhante como o vértice central da Figura 7, os vetores de

probabilidades p(r), apés t+ multiplicagdes sucessivas pela matriz M sdo

Z)T(O):<-~- 0001000 )
ﬁT(1):<-.. 00loloo . )
ﬁT(z):<--- 0lololo. )
;,T(g):<... Lo2odol )

onde o sobrescrito 7" indica transposi¢do. Com efeito, podemos recuperar a conhecida distribuicio
de probabilidades para a caminhada aleatdria cldssica em uma dimensao por meio deste método
recursivo, onde os vetores p’ (¢) sio idénticos 2s linhas da tabela 1.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-0 o o o o o Oo—

Figura 7 — Linha infinita como um grafo.
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t\j| -5 -4 3002 -1 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 O | 120 12]0 0 0 0
0 0 0O |14| 0 (122 0 |[1/4]| O 0 0
0 0 0

0 78 | 0 |38 | 0 | 38| 0 | 1/8
O |16 O |14 O |38 0 |1/4] O |1/16] O
1732 0 |532| 0 |5/16| 0 [5/16| 0 |5/32| 0 |1/32

[S—

N W=D —

Tabela 1 — Distribuicdo de probabilidades para uma caminhada aleatdria cldssica em uma dimen-
sd0, com os valores de ¢ denotando os passos da caminhada e j as posi¢des.

2.3.2 Cadeias de Markov de tempo continuo

A andlise das cadeias de Markov de tempo continuo se mostra pertinente uma vez que este
modelo serviu como inspira¢ao para o formalismo das CQCT. Da mesma forma que procedemos
anteriormente, consideremos o grafo ¢ (7, &’). Quando tratamos o tempo como varidvel continua,
a particula pode migrar de um vértice i para outro j em qualquer tempo. Podemos visualizar
esta ideia de forma andloga a um fluido que escoa de um ponto a outro: inicialmente € mais
provavel encontrar o caminhante em i, com o passar do tempo, aumenta a probabilidade de
encontrarmos o caminhante nos vértices vizinhos, e diminui a probabilidade de encontra-lo em
i, de tal forma que hd uma taxa de transi¢do entre os vértices, que denotamos por Y. Assim, ¥
indica a probabilidade por unidade de tempo da particula migrar do vértice i para j. A principio,
esta taxa poderia ser diferente para cada aresta do grafo, mas aqui tomaremos 7y constante para
todo o conjunto de arestas, o que representa um grafo homogéneo e isotropico. Desta forma,
num pequeno intervalo de tempo &€, a probabilidade de transi¢do serd ye. O vértice i possui
d; vizinhos, logo, a probabilidade da particula migrar para algum dos vértices vizinhos neste
intervalo de tempo € yed;, e a probabilidade de permanecer em i é 1 — yed;. No caso continuo,
os elementos M;; da matriz de transi¢do sdo definidos como a probabilidade da particula que
estd em i migrar para j no intervalo de tempo ¢,

1 — yed; + O (&> ara (=]
Mye) =4 " (&%) para i=] 2.13)

ye + O(&?) para i# j.

Podemos encontrar uma expressdo para p(t), com o auxilio da matriz geradora H, definida como:

Yd; para i=j
Hijj=<{ —y para i#j eadjacente (2.14)
0 para i#j enao adjacente.

Determinar as probabilidades de transi¢cdo num tempo ¢ 4 € consiste em determinar os
elementos da matriz M(f + €). Analogamente a uma sequéncia de eventos independentes tal

como os lancamentos de um dado, por exemplo, multiplicamos a probabilidade de cada evento
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acontecer, aqui M(7 + €) = M(7)M(¢€). Portanto,
Mij(t+£) :ZMik(t)Mkj(g)- (2.15)
k

Notando que

—&H;. ara k#£j

My — ki P #J
l—€eH;; para k=],

podemos separar o termo k = j na Eq. 2.15:
Ml'j(l‘—l—g) = Mij(t) (1 — SHJ‘J‘) — & ZMik(t)ij-
k#j

Trazendo o primeiro termo do lado direito da equacio acima para o esquerdo, e dividindo toda a

expressao por € temos, no limite € — 0,

dM;(t
dj; (t) = —Xk:ijMik(t) (2.16)

cuja solugdo com condigdo inicial M;; = J;; é
M(t) = e 1, (2.17)

que pode ser facilmente verificada tomando a expansdo em série de Taylor da fun¢do exponencial.
Portanto, de posse da matriz de transi¢cao, podemos obter a distribui¢io de probabilidades para

um tempo qualquer, de forma similar a como procedemos para o caso discreto, obtendo
(1) =M(1)p(0) = e p(0). (2.18)

2.4 CQCT NO ESPACO DE POSICOES

Determinar a evolugdo no tempo de um sistema quantico ndo relativistico resume-se,

basicamente, a resolver a equacdo de Schrodinger,
.d .
i |W(1)) = H[¥(t)). (2.19)

Nosso intuito € analisar a estrutura e dindmica das caminhadas quanticas continuas no tempo em
um grafo & = (¥, &), logo o espaco de Hilbert .7# da caminhada € discreto e seus elementos
pertencem a {|a)}, tal que a € Z correspondem aos vértices do grafo. Assim, inserindo a rela¢do
de completeza para os estados dos vértices na equacdo de Schrodinger (JOHNSON, 2015),

obtemos
d

i, (alP(0) =} (al H[b) (b|¥(1)), (2.20)

b
de modo que a probabilidade de encontrar a particula no vértice a é

P(a,t) = [(a]P(1))], 2.21)
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e as probabilidades sdo conservadas como:
Y [al () =1. (2.22)
a

O estado |¥(7)), que satisfaz a equacdo de Schrodinger, no caso de um hamiltoniano independente
do tempo, pode ser obtido utilizando o operador de evolugio temporal U (t) = i1 , de modo
que

(1)) = U W) = e %) (2.23)

Portanto, se faz necessario um operador hamiltoniano A que incorpore as caracteristicas da
rede que desejamos estudar. Neste caso, o hamiltoniano de uma CQCT deve representar as
caracteristicas estruturais do grafo - restringindo o movimento da particula a vértices conectados
- 0 que pode ser feito matricialmente, partindo da ideia de um processo de Markov continuo. Em
(FARHI; GUTMANN, 1998) Farhi e Gutmann propuseram que o operador A, hamiltoniano do
sistema, em analogia a um processo de Markov, € dado pela matriz geradora H (equacao 2.14).
Em nosso estudo, utilizaremos y = 1, de tal sorte que a matriz H torna-se igual ao laplaciano L
do grafo, resultando em

P(r)) = e 1 W) (2.24)

Quando o estado inicial W) € .7 é local, representando uma particula localizada em um vértice
especifico i, podemos escrever W) = |i). J4 para um estado deslocalizado, isto é, a particula

pode estar em um vértice inicial segundo uma distribui¢do inicial, temos
Po) =) ()14} (2.25)
J

representando uma superposicao de estados de posicao (vértices), ponderados por uma fun¢ao

f(j) que caracteriza a distribui¢@o inicial, tal que

LI =1. (2.26)
J
Por exemplo, para um estado retangular (uniforme truncado) distribuido ao longo de n vértices
temos,
fr(j) = = (2.27)

ou ainda, para um estado Gaussiano discreto simétrico (GHIZONI; AMORIM, 2019) centrado

no vértice c,

o)) = ——exp [— (- c)z} . (2.28)

(27op) 405
onde oy representa a dispersao inicial da particula e estamos considerando um grafo suficiente-
mente grande (n > 1), a fim de garantir a normalizagdo dada pela Eq. 2.26.
Sejam {A,} e {|®,)} os conjuntos dos autovalores e autoestados normalizados de L,

respectivamente, de modo que

1=) [@a)(Pal, (2.29)
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tal que m é o nimero de autovalores e autovetores de L. Logo, diagonalizando L e inserindo a

relacdo de completeza dada pela Eq. 2.29 na Eq. 2.24, obtemos:

W _’L’ZICP ) (Da['¥(0))

m

Z el (D, [F(0)) |Pg) - (2.30)

A Eq. 2.30 ilustra o que chamamos de decomposi¢do espectral, onde escrevemos o estado

evoluido no tempo, |¥(¢)), na base dos autoestados do operador Laplaciano.

2.5 TRANSFERENCIA DE ESTADO E FIDELIDADE

Em geral, quando um dado estado local |¥(0)) = |i) evolui no tempo, este se espalha pelos
vértices de acordo com a geometria do grafo. Contudo, sob certas circunstancias, € possivel que
este estado se reorganize, reemergindo em um vértice distinto, caracterizando o que chamamos
de transferéncia de estado. Dizemos que um grafo ¢ possui transferéncia perfeita de estado
(KENDON; TAMON, 2010) do vértice a para b, no tempo t*, se

‘(b]e_iL’* ]a>‘ —1. 231)

A transferéncia de um estado local pode ser avaliada por meio da fidelidade de um estado

quantico, como
. 2
Z5(0) = (1™ [w(0)] (232)

que representa o quao préximo do estado inicial € o estado que se encontra num certo vértice alvo
J» ou ainda, quanto do estado inicial se encontra nesse vértice. Assim, se hd transferéncia perfeita
do estado inicial para um vértice j, obtemos maxima fidelidade .%;(t) = 1. E interessante notar
que para um estado local, P;(t) = .%;(t), ou seja, a probabilidade de encontrar a particula no
vértice j dado pela Eq. 2.21 ¢ idéntica a fidelidade .#;(¢) da Eq. 2.32.
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Exemplo 2. Grafo K,
Para ilustrar o mecanismo desenvolvido até aqui veremos um exemplo simples, do grafo K>, que
consiste em apenas dois vértices conectados, como mostrado na Figura 9. Assim, tomando os

vetores de base como os préprios vértices do grafo, podemos escrevé-los como

e a matriz laplaciana

~1 1
L= ,

com autovalores A; = 2 e A, = 0 e autovetores normalizados

1 (-1 1 1 (1 1
@) =ﬁ< 1 ) = S-m), e =ﬁ<l> = 0+

Partindo de um estado inicial |¥(0)) = |1) e aplicando a Eq. 2.30, obtemos:

() = 5 (e ) 1)+ 5 (121 2).

Utilizando a definicao de fidelidade podemos encontrar os valores de tempo para os quais o
estado encontra-se localizado no vértice 2, ou seja, determinar os valores t* correspondentes a

transferéncia perfeita de estado do vértice 1 ao 2. Deste modo,
. 2
Za(r) = | @™ )| = @) = sin’s,

impondo %, (t*) = 1 obtemos t* = (I + %)n com [/ € N. Procedendo analogamente para o vértice
1, obtemos t* = [ que representa a periodicidade do estado, ou seja, o tempo necessario para o
estado retornar ao vértice inicial. Na Figura 8, temos a fidelidade ou a probabilidade de encontrar

a particula em cada vértice em fun¢@o do tempo.
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@ @

Figura 9 — Grafo K.
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Figura 8 — Probabilidades de encontrar a particula nos vértices 1 e 2 do grafo K5, para |¥(0)) =

).

2.6 CQCT NO ESPACO DE MOMENTOS

Outra forma de analisar as caminhadas quanticas € reescrevendo seus estados por meio
do espago dos momentos. Da relacdo p = fik, onde k € o nimero de onda e utilizando unidades
naturais, tal que /i = 1 tem-se que p = k, de modo que neste trabalho denotaremos o momento
pela letra k. Assim, o espago de momentos € continuo, em contraste com o espaco de posi¢oes
composto pelos vértices do grafo, com k € [—m, 7|. A passagem do espago de posi¢des para o
espaco de momento € feita via transformadas de Fourier (ARFKEN, 2007), cujos detalhes estdo

desenvolvidos no Apéndice A.1:

_ B 1 n—1 iy ‘

f(k) = T jZOe (), (2.33)
N 1 4 ikj 7

0= / _dke (k). (2.34)
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onde n denota o nimero de vértices do grafo. Uma transformac¢do de Fourier também pode ser

obtida para os estados de posi¢@o |j) e de momento |k):
1 n—1 "
K= —— Y |y 2.35
T J;) ) (2.35)

1 o
) = T /_ ndke*”‘f k). (2.36)

Trabalhando no espaco de momentos podemos obter expressdes analiticas para quantidades de
interesse, como por exemplo, a distribuicao de probabilidades em func¢do do tempo para um dado

estado inicial. Este recurso serd utilizado no capitulo seguinte.
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3 CQCT NA LINHA INFINITA

Com o intuito de investigar e caracterizar aspectos da dindmica das caminhadas quanticas
continuas no tempo (CQCT), analisaremos agora os casos de caminhadas ao longo de uma linha

infinita, partindo de estados localizados e deslocalizados. Para tal, trabalharemos no espago de

momentos, € aqui ficard clara a praticidade deste espaco na obten¢do de resultados analiticos.

Comecamos a andlise a partir da geometria dos espacos desta caminhada: a linha infinita em
questdo pode ser encarada como um grafo infinito, cujos vértices representam as posi¢oes ao

longo da linha, como na Figura 7. Portanto, o operador hamiltoniano (laplaciano do grafo) tem a

forma
I 0 0 O
1 -2 1 0 O
L=|0 1 -2 1 0 (3.1)
o o0 1 -2 1
0 0 0 1
Da ac¢@o deste hamiltoniano num ket de posi¢do, resulta
Lij)=2[) =i+ —=li-1), (3.2)

comportamento que ilustra a dindmica da caminhada: a informacao na posi¢do j € distribuida
com igual probabilidade para os vértices vizinhos, conectados por uma aresta cada um, e, a partir
destes vértices vizinhos, o vértice em j também recebe informacgdo. A diferenca de sinal decorre
do sentido em que viaja a informacao, saindo (entrando) no vértice. Atuando com o operador

laplaciano em |k) e usando a Eq. 2.35, temos

eiki eiki
L =Y Ll =L - @li-li+h)-li-1). (3.3)

A partir do operador de translagdo, T = e/, cuja acdo é T'|a) = |j +a),
ikj

Lyk)zz\e/ﬁ

(2—eik—e—”‘) 1j) = 2(1 — cosk) k), (3.4)

vemos que os autoestados de momento do operador hamiltoniano possuem autovalores 2(1 —

cosk), resultado que serd ttil na evolugdo das caminhadas.

3.1 ESTADOS LOCAIS

Com o resultado da Eq. 3.4 podemos calcular a distribuicio de probabilidades em funcio
do tempo para diferentes estados iniciais. Partindo de um estado inicial localizado no vértice
zero, |¥o) = |0):

2

. 2 T .
250 =l ™) = | =0l [ dke ™ k)] 33

1
’ V2T
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onde utilizamos a Eq. (2.36) para escrever o estado inicial no espaco dos momentos. Assim,

substituindo os autovalores de L e sabendo que (j|k) = (27)~!/2¢*/, obtemos

2

D) — | L7 qre-2it(i—cosk) iki| _ 11252 3.6
j(1) = ) e e =750 (36

onde J; € a fungdo de Bessel de ordem ;. Esta expressdo indica a probabilidade em fun¢ao
do tempo em um dado vértice j, logo, pode ser utilizada para determinar a distribuicdo de
probabilidades ao longo dos vértices da linha infinita. Aqui, vale ressaltar que a expressao
dentro do médulo na Eq. 3.6 ndo € identicamente igual a funcdo de Bessel citada. A igualdade
reside, de fato, entre |(j|¥(r))|* ¢ 0 médulo quadrado das fungdes J ;(2t). Na Figura 10 a seguir,
mostramos a distribuicdo de probabilidades para diferentes valores de tempo partindo de um
estado inicial localizado no vértice zero. E importante destacar o perfil das distribuicdes de
probabilidades com o passar do tempo: partindo de um estado local, o estado evolui para varios
picos que se propagam em sentidos opostos a partir da origem, com maior probabilidade nos
extremos. Notamos que, neste caso, o argumento das fungdes de Bessel € o tempo, enquanto
que a posicdo j indica a ordem das fungdes. Atentando ao perfil das funcdes de Bessel, sabemos
que sua amplitude diminui com o aumento de seu argumento, ou seja, tempos maiores tendem a

apresentar menores amplitudes de probabilidades.

0.20
—t=2
t=5
t=10
0.15¢
=
— 0.10f
SR
0.05f 7 / \
0.00 — \
-30 -20 -10 0 10 20 30

Posi¢ao

Figura 10 — Distribuicdes de probabilidade para a CQCT na linha infinita, partindo de um estado
local, nos tempos t =2, 5 e 10.

Ainda, para um dado valor de ¢, as maiores amplitudes acontecem nas posi¢des mais
afastadas da origem. Isso deve-se ao fato de que, quanto maior a ordem de uma fungao de Bessel
(maior posi¢ado j), mais distante da origem (em um maior valor de ¢) encontra-se seu primeiro
pico, de maxima amplitude. Tomemos como exemplo as posicdes 13 e 18: as amplitudes de
J13(20)) e [J15(21)]. No tempo ¢ = 10, a funcio |J;3/>

probabilidades sao, respectivamente,
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‘o - ~ 2 s .
encontra-se proxima de seu segundo maximo, enquanto a fung@o |J;g|~ estd praticamente em seu

primeiro maximo, resultando no comportamento visto na Figura 10.

3.2 ESTADOS DESLOCALIZADOS

Um caso de interesse € a caminhada na reta a partir de um estado deslocalizado, ou seja,

quando |Wy) é dado por uma distribuigdo inicial. Para ilustrar esse comportamento utilizaremos

um estado Gaussiano centrado no vértice zero, distribuido entre os vértices no intervalo [—N,N|.

N

Wo) =Y. fo(n)|n)
n=—N

_ i exp(—n?/407)

n=N~N (27tc70)%

), (3.7)

Procedendo analogamente ao caso local,

2

Pi(t) = ‘(j\e_’UZf(n) )

2

(3.8)

Zf(”) /” ek p=2it (1—cosk)
P 21 -

Esta relacdo pode ser escrita de forma compacta em termos de uma soma de func¢des de Bessel,

2

P25(1) = (3.9)

Y f ()i =" (21)

Aqui, vérios passos intermediarios foram omitidos, € uma andlise mais detalhada pode ser
encontrada no Apéndice B. Ainda, notamos que este resultado vale para qualquer distribui¢ao

f(n). Em termos de um estado Gaussiano, com distribui¢do f;(n), temos:

2
240) = | L faln)it 71120
1 N 2 /462 ’
__ v Z e /460Jj—n(2t) ) (3.10)

\/ 2763 [n=—N

Para visualizar o que ocorre na evolu¢iao de um estado Gaussiano, utilizamos a Eq. 3.10 com
N =50 e op = 4 e determinamos as distribui¢des de probabilidades nos tempos t = 20 e 40
apresentando-as junto com o estado inicial na Figura 11. Notamos que o resultado obtido
contrasta bastante com a evolucao de um estado local, ja que o estado Gaussiano se espalha

suavemente, mantendo as maiores probabilidades no centro da distribui¢do.
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Figura 11 — Distribuicdes de probabilidade para a CQCT na linha infinita, partindo de um estado
Gaussiano, nos tempos ¢t = 0, 20 e 40.

3.3 DISPERSAO DOS ESTADOS

Uma das caracteristicas mais marcantes da caminhada quantica € o transporte balistico
da particula quantica. Isso implica que a dispersdo na posi¢do € quadraticamente superior ao
comportamento difusivo ¢ o< /t de uma particula cldssica. Embora os perfis de distribui¢io
de probabilidade dos estados local e Gaussiano aparentam serem distintos, ambos apresentam

comportamento balistico, isto €, as variancias de ambos os estados dada por

2
o(t) =) /2 2)(1) - (Zj%(ﬂ) : (3.11)
J J

sdo proporcionais a > e portanto, a dispersdo pode ser escrita como ¢ = ar. No entanto, a
constante de proporcionalidade « varia significativamente em fun¢do da dispersao inicial oy
do estado. Para o estado local temos dispersio maxima cuja constante & = /2, enquanto para
os estados Gaussianos com oy > 1, temos & consideravelmente menor como pode ser visto na
Figura 12. Ademais, € perceptivel a semelhanga do comportamento entre um estado deslocalizado
e o conhecido padrao de dispersao de um pacote de onda Gaussiano, no qual temos que, se o
estado € largo, seu espalhamento ou dispersdo ao longo do tempo serd pequeno (GASIOROWICZ,
2003). Esse é exatamente o caso aqui, apesar de estarmos lidando com um espaco discreto de

posic¢des, enquanto um pacote de onda se espalha num espago continuo de posi¢des.
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o(t)

Tempo

Figura 12 — Dispersdo no tempo para os estados local e Gaussianos com dispersao inicial oy = 1,
2,3e4.

Por fim, ressaltamos um detalhe simples, porém fundamental para este trabalho: ao anali-
sar as caminhadas quanticas numa linha infinita, ndo podemos, ainda, falar sobre transferéncia de
estado. Como o estado inicial se espalha em sentidos opostos - tanto para estados locais quanto
para estados deslocalizados - € impossivel recuperar a informagao contida em um estado inicial
em qualquer outro ponto de uma linha infinita. Portanto, para obtermos transferéncia de estado,
fica evidente a necessidade de uma geometria finita (representada por um grafo), que permita
a superposicao necessdria para reconstruir o estado inicial em outra regido do grafo. Tal feito
pode ser obtido em diferentes tipos de grafos partindo de um estado local, como detalhado nas
referéncias (BARR et al., 2013), (KENDON; TAMON, 2010) e (ANGELES-CANUL et al.,
2010). No préximo capitulo voltaremos nossa aten¢do ao grafo circular, cuja geometria fechada
possibilita a transferéncia de estados com alta fidelidade, em particular, partindo de um estado

inicial deslocalizado.
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4 CQCT EM GEOMETRIAS CIRCULARES

Tendo em vista o formalismo desenvolvido no capitulo anterior, estamos em posi¢cao de
utiliza-lo, agora, na andlise de problemas envolvendo caminhadas quénticas continuas no tempo
(CQCT) em geometrias particulares, especificadas pelas estruturas dos grafos. Em particular,
nosso interesse reside no problema da transferéncia de estado em geometrias fechadas, isto &,
em grafos ciclicos, da familia C,. Nossa andlise sera feita via decomposi¢do espectral e faremos

uma compara¢do com alguns resultados analiticos.

4.1 O GRAFO G,

Podemos visualizar um grafo ciclico na forma de um anel, como uma linha finita cujos
vértices inicial e final sdo conectados entre si. Assim, todos os vértices do grafo possuem

exatamente dois vizinhos, e a matriz adjacéncia de um grafo C, possui a forma

4.1)

S O = O
S = O =
_ O = O
S = O O
S O O =

1000 --0
Notemos que a matriz Ac, possui a estrutura de uma matriz circulante, isto €, cada linha da

matriz pode ser obtida a partir de uma permutacao ciclica da linha anterior. Como todos os

vértices possuem dois vizinhos, para o caso de um grafo C,,, a matriz laplaciana é dada por:
L=Ac,—D=A¢,-2x1,, (4.2)

onde 1, € a matriz identidade de ordem n. Deste modo, como A e D comutam, o operador de

evolucdo temporal (omitindo os subindices das matrizes) serd

e*l‘Ll‘ — 1621'1‘671'1&[, (43)
o que introduz um fator de fase irrelevante na evolucao do estado. Com efeito, podemos nos ater
apenas A matriz adjacéncia no decorrer de nossas andlises. E comum denotarmos os indices das
matrizes circulantes por j =0,1,...,n— 1. Toda matriz circulante pode ser diagonalizada pela
matriz F de Fourier (AHMADI et al., 2002),
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onde V € a matriz de Vandermonde,

1 1 1 1
1 o w? ™!

Vio)=|1 > ot o D[ (4.5)
1 a)"‘_l a)z(”_]) .. a)("_l)z

com @ = 2™/"_ Assim, a matriz FAF' ¢ diagonal. Podemos denotar a j-ésima coluna da matriz
de Fourier como o vetor ’F j>, que se relaciona com os vetores de base dos vértices do grafo

como
1 "= 1

F) = Jplo) = 75 L o”la). o

Estes vetores formam uma base normalizada, e podemos escrever a relacao de completeza

n—1 lnfl
L= L [Fdm] = L JeiXe] 4.7)
J= =

Pode-se mostrar que os autovalores da matriz adjacéncia Ac, sdo dados por

) . 2
A=+ o/ = 2cos( ZJ) (4.8)

resultado que serd de valiosa utilidade no estudo das caminhadas quanticas nos grafos C,.

4.2 ESTADOS LOCAIS

Tomando um estado inicial localizado no vértice zero, podemos analisar a evolucdo de
tal estado utilizando o resultado da secdo anterior, tomando a decomposi¢ao espectral da matriz
adjacéncia do grafo C,:

|\P(t)> |\PO 1 ni ele it \00]> <wJ}0 Z 672ltCOS(27'L'J/n ‘(D > (49)
j_O

onde inserimos a relagdo de completeza da Eq. 4.7. Assim, a funcdo de onda é dada por:

1= 1 ) ) )
W(a,r) = (aP(t)) = ~ Y e 2ircosCmi/m gyia, (4.10)

ni=
Nosso interesse central é estudar a transferéncia de informacéo para a regido diametralmente
oposta de uma rede circular de vértices, ou seja, buscamos transferir um estado inicial, denotado
por Alice, para o vértice antipodal, denotado por Bob. Num grafo C,,, enumerando os vértices de
zero a n — 1, definimos o vértice antipodal m como

n—mod(n,2)

= 4.11
m 5 : (4.11)
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Figura 13 — Grafos C4 a Co, destacando os vértices inicial (Alice) e antipodal (Bob) em vermelho,
de acordo com a definicao dada pela Eq. 4.11.

onde mod(n,2) indica a operagdo médulo 2. Fica claro, com esta defini¢ao e pela Figura 13, que
para grafos C,, com n impar nao é possivel tomar um vértice exatamente antipodal, afinal, para
isso € necessdrio um nimero total de vértices par. Todavia, isso ndo prejudica nossa andlise, uma
vez que tal vértice antipodal “deslocado” terd a mesma probabilidade, seja este deslocado para a
direita ou para a esquerda. Se fixarmos a = m na Eq. 4.10, podemos explicitar a probabilidade

no vértice antipodal em fun¢do do tempo:

2
n—1
Z e—21tcos(27rj/n) o™

j=0

|
n2

P(m,1) = (4.12)

Notemos que, como trata-se de um estado inicial local, partindo do vértice zero, a probabilidade
no vértice m torna-se igual a fidelidade do estado (Eq. 2.32) numa transferéncia entre os vértices
zero e m. Assim, as probabilidades &7,(m,t) no vértice antipodal para alguns pequenos grafos

C, pares sao:
P4(2,1) = sin*(1),
16 t
c_@6(37t) = ESiI'l4 <§> sinz(t),

Pg(4,1) = 11_6 (cos(Zt) —2cos (\/§t> + 1)2.
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Figura 14 — Fidelidade do estado no vértice antipodal para grafos C, com n par de 4 a 10. Os

picos das fun¢des apresentadas na figura representam o primeiro maximo local da
fidelidade.

Para os casos impares as expressoes tornam-se mais complexas mais rapidamente:

335(2,1?):% (\/5—1)005 \/§2+5t —(\/§+l>cos \/32_5t

— 2cos <\/§t) +4} .

Com efeito, passaremos agora a uma andlise da transferéncia de estado. Como as probabilidades
no vértice alvo envolvem combinagdes de vérias funcdes trigonométricas, é esperado que
apresentem diversos maximos € minimos locais. Para sistematizar nosso estudo, adotaremos
como referéncia para transferéncia de estado, o primeiro maximo local em £, (m,t). Logo,

determinamos os valores de ¢ para os quais a probabilidade ¢ maxima com a condi¢@o
4 D(mot) = 0 (4.13)
- < n\IM, =Y, .
dr

e na Figura 14 mostramos a fidelidade do estado em fun¢do do tempo em grafos C,, pequenos com
n par, destacando esse primeiro maximo local. Notemos que, para n = 4 a fidelidade é méxima

para t* = (21 + 1)m com [ € Z, indicando que o estado inicial no vértice zero é totalmente

transferido para o vértice antipodal periodicamente, no entanto, isso ndo ocorre a partir de n = 6.

Portanto, vemos que existe uma tendéncia de diminui¢do da fidelidade do estado a medida em
que aumentamos o tamanho da rede. Estudando separadamente os casos cujo nimero de vértices
total é par ou impar, obtivemos as curvas do primeiro maximo da probabilidade &, em fun¢ao
do tamanho do grafo na Figura 15 até um tamanho maximo da rede com n = 200 vértices. Logo,

vemos que a transferéncia de estado dado pela fidelidade cai com o tamanho da rede segundo a
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Figura 15 — Primeiro maximo de probabilidade no vértice antipodal em funcido do nimero total
de vértices par e impar. No detalhe: em escala logaritmica com os respectivos ajustes.

lei de poténcia: .F ~ n~*. A partir dos gréaficos em escala logaritmica obtivemos os expoentes
o = 0,64 para redes pares e & = 0,60 para redes impares, evidenciando um comportamento
similar tanto para vértices antipodais com n par, quanto para n impar - uma vez que, a medida
em que cresce o tamanho da rede, a assimetria entre os grafos pares e impares passa a ser cada
vez menor. Por fim, verifica-se que partindo de estados locais em grafos circulares, quanto maior
a rede, menor a transferéncia de estado. Assim, caso nosso intuito seja transmitir informagao
de um vértice inicial (Alice) a um vértice alvo (Bob), sem alterar as estruturas da rede - isto €,
mantendo as probabilidades de transi¢ao iguais entre todos os vértices - estados locais podem
ser uteis no caso de redes substancialmente pequenas, como C4, porém, mostram-se ineficazes
em contextos de redes maiores. A partir da préxima se¢do buscaremos uma alternativa a estados

locais, visando melhorar a transferéncia de estado entre Alice e Bob.

4.3 ESTADOS DESLOCALIZADOS

Na secdo anterior verificamos que, para estados iniciais locais, a medida que aumentamos
o tamanho da rede, diminuem as probabilidades de transferéncia de estado para o vértice
antipodal. Assim, como alternativa ao problema citado, buscaremos a transferéncia de informagao
utilizando estados deslocalizados. Vimos no capitulo 2 que um estado deslocalizado € escrito

como na Eq. 2.25, tal que
[®o) =) f(a)la). (4.14)
a

onde tomamos o indice a para denotar a regido inicial (Alice) na qual o estado esta distribuido

e f(a) representa a fungdo de distribuicdo do estado inicial, caracterizando a superposi¢ao
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de estados de vértices que compdem o estado inicial. Nesta secdo, analisamos a evolucao de
uma CQCT para diferentes funcdes de distribuicao, destacando quais fatores sdo determinantes
na obtencdo de alta fidelidade de estado na regido antipodal!. Buscamos agora sintetizar os
resultados obtidos até aqui em uma forma analitica fechada, de modo a facilitar a andlise
quantitativa das CQCT em geometrias fechadas. Para obter o desejado resultado analitico,
procedemos analogamente ao método utilizado na secao 4.2, a partir da diagonaliza¢do da matriz
adjacéncia do grafo C,,. Tomando um estado inicial deslocalizado, distribuido pelo grafo inteiro, o
estado [¥(¢)) pode ser calculado via decomposi¢do espectral da matriz adjacéncia, onde usamos

a relacdo de completeza dos kets {w j> dada por 4.7:

n—1
¥ = Y fl@la

n—1n—1
=, L L f@]e;Xasla)
a=0j
1 "= 1n—1 ) )
Z Zf Je Mo w;). (4.15)

aOJ

Assim, substituindo os autovalores A; = 2cos (27 j/n) (Eq. 4.8) obtemos a seguinte amplitude

de probabilidade de cada vértice ao longo do tempo,

1 n—ln—1 ) 27;]
P(b,r) = BP(1) =~ Y Y fla)o’"Vexp {—Zitcos (-)1 : (4.16)
" 4=0 =0 n

que incorpora a geometria do grafo C, onde a caminhada evolui, tal que ® = exp(27i/n), e
permite calcular a distribuicdo de probabilidades na rede em um tempo qualquer, tomando o
mdédulo quadrado de W(x,¢). Aqui, o indice b foi escolhido para diferenciar a representacdo dos
vértices em a no estado inicial (Alice) com o estado evoluido no tempo (Bob). [lustraremos este
fato com o exemplo da distribui¢do Gaussiana, comparando estados com duas dispersdes iniciais

diferentes oy = 2 e 5. Tomando a equagdo 4.16, para um estado inicial Gaussiano, dado por

o) = Ze p|— (

(27r60 )i 4

2
“> a), 4.17)

onde centramos o estado inicial no vértice U, correspondendo ao centro da geometria, a forma
completa da densidade de probabilidades € dada por:
1 1 n—1n—1 _<ﬂ>2 — it (2ﬂ> 2
Pbt)=———=|Y Y e (2] T ilba)y =) | (4.18)
n? 2 4
210y |a=0,=0
A partir da equagdo 4.18 obtemos a figura 16, em concordancia com os resultados via decom-

posi¢do espectral nas se¢des anteriores, ilustrando a transferéncia de estado entre Alice e Bob.

I Como agora lidamos com estados deslocalizados, isto €, distribuidos em varios vértices, ndao faz mais sentido

falar em vértices inicial e antipodal, portanto denotamos a regido compreendida pelo estado inicial como regido
inicial (Alice) e os vértices diametralmente opostos como regido antipodal (Bob).
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Como j4 verificamos, dispersdes muito estreitas ndo levam a uma transferéncia de estado com
alta fidelidade - como ocorre para oy = 2, diferentemente de 0y = 5 - 0 que também pode ser
constatado na figura a seguir: quando a dispersao inicial nao € suficientemente grande, o estado
ndo se recompde integralmente, e vemos uma “sobra” de probabilidades, semelhante a uma

cauda em ambos os lados da distribuicdo de probabilidades no tempo de transferéncia r*.

0.201 0.201

—0p=2 —0op=2
—00=3 —09=5

S ©
= 0.10  o.10}
& [N
0.05} j \ 0.05}
0Dl%ob Alice 49 0'0%6 Bob Alice
Vértices Vértices

Figura 16 — Densidades de probabilidades para distribuigdes Gaussianas com dispersoes 6y = 2
e 5, respectivamente, nos tempos ¢ = 0 (a esquerda) e t* (a direita) no grafo Cs,
obtidas a partir do resultado analitico da Eq. 4.18. Quando oy = 2, t* = 204; ja para
op = 5, t* = 200. A direita notamos a transferéncia de estado com alta fidelidade
para a regido antipodal do grafo (denotada por Bob) para 6y = 5 e uma transferéncia
com menor fidelidade quando oy = 2. As linhas tracejadas, na figura a direita,
representam os resultados obtidos via decomposicao espectral (Eq. 2.30), em total
acordo com a Eq. 4.18.

4.3.1 Fidelidade para estados deslocalizados

Como descrito no capitulo 2, a fidelidade de um estado local pode ser escrita como na
Eq. 2.32,

Zi(0) = |Gl ™ )]

mas agora, ao se tratar de estados deslocalizados, € necessdrio uma nova forma de calcular
a fidelidade, que leve em consideracdo o carater distribuido do estado inicial, assim como o
deslocamento do estado ao longo dos vértices. Para tanto, vamos introduzir um operador de

deslocamento,

Ze=Y li+x) (Jl, (4.19)
J

cujo objetivo € transladar o estado em x vértices. Analogamente a Eq. 2.32 para o estado local,
queremos uma fidelidade que descreva o quao semelhante um dado estado inicial deslocalizado
€ comparado a esse estado evoluido no tempo independente de sua localiza¢do no grafo, ou seja,
podemos escrever,

F

(¥ (1)| 2, |(0)) > (4.20)
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Considerando que o estado |¥(¢)) serd um estado distribuido ao longo dos vértices do grafo,

podemos escrevé-lo como uma superposi¢do de estados,
=2 3(b)[b) (4.21)
b

distribuido de acordo com a fun¢do g(b). Notemos que o indice b denota uma regido alvo distinta
da regido a. Considerando a atuac@o do operador de deslocamento (Eq. 4.19) no estado inicial da

Eq. 4.14 escolhendo x convenientemente como x = b — a, obtemos

2,1%(0) Zf (b—x)|b), (4.22)

onde temos todas as amplitudes do estado inicial transladadas para o centro do pacote de onda

dado por |¥(z)) (VIEIRA; RIGOLIN; AMORIM, 2021). Substituindo o estado dado pela Eq.

4.21 e o resultado da Eq. 4.22 na Eq. 4.20 da fidelidade, temos finalmente que

2
=|<§g*(b) <b|> (;f(b—xﬂb)) - ;g*(b)f(b—

e assim como no caso local, nos fornece .# = 1 para fidelidade maxima e vemos que, para a # b,

2
, (4.23)

avalia a qualidade da transferéncia do estado de uma regido do grafo para outra.

4.3.2 Estado Retangular

Chamamos estado retangular aquele que é dado por uma distribui¢ao uniforme truncada,

isto é, um estado uniforme dentro de um certo intervalo [—N, N], sendo nulo fora desse intervalo.

Assim,

|Wo) = (4.24)

mz,"

Nosso interesse reside em encontrar as relagdes entre a dispersao do estado inicial e o tamanho

da rede que possibilitem transferéncia de estados entre regides diametralmente opostas do grafo.

Para uma distribui¢@o uniforme discreta de tamanho 2N 4+ 1 podemos determinar a largura do

estado inicial como funcdo da dispersdo inicial 6y na forma2,

2N+1=4/12065+1. (4.25)

Como precisamos que o nimero N seja um inteiro, na Tabela 2 mostramos 0s inteiros mais

proximos calculados pela Eq. 4.25 para diferentes dispersoes 0p.

op|1|2(3/4/5/6 |7 8910
N |[1|3|5|6|8]10|12| 13|15 17

Tabela 2 — Valores aproximados de N para diferentes dispersdes 6y numa distribuicdo retangular.

2 Em geral, tomando os limites da distribui¢do entre os vértices 1 e N, a varidncia da distribui¢io é dada pelo

resultado conhecido Gg = (N2 — 1) /12. Aqui, o tamanho total da distribui¢do é 2N + 1, de modo que basta
tomar N — 2N + 1 na expressdo anterior para obter o resultado mostrado na Eq. 4.25.
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Primeiramente, fixando dispersdes iniciais oy iguais a 2, 5 e 10, analisamos a fidelidade
do estado para diferentes tamanhos de rede. Na Figura 17 temos a fidelidade do estado em
fun¢do do tempo, para os valores de oy citados acima, com ¢ € [0, 103]. O valor inicial méximo
da fidelidade (em ¢ = 0) corresponde ao estado inicial. O primeiro pico dos graficos corresponde
ao momento em que o estado inicial se recompde parcialmente na regido antipodal do grafo,
representando uma transferéncia de estado parcial, o que pode ser visualizado na Figura 18 -
onde plotamos as densidades de probabilidade de dois estados iniciais, e destes mesmos estados
no primeiro valor de #* (tempo de transferéncia) para o grafo Cy49. O segundo maximo representa
o retorno do estado a regido inicial, e assim sucessivamente: o estado inicial se espalha pelo
grafo, recompde-se na regido antipodal, volta a se distribuir pelo grafo e se reconstitui na regiao
inicial. Atentando apenas para o primeiro maximo da fidelidade - primeira transferéncia parcial
para a regido antipodal - observamos que, se o estado inicial for suficientemente largo, com

op = 5, a fidelidade assume valores maiores que 80%.
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Figura 17 — Fidelidade do estado retangular em funcdo do tempo para dispersdes oy =2, 5 e
10, nos grafos C49, C79 € Ci00. Na construgdo desta figura utilizamos um filtro para
reduzir os ruidos das curvas e facilitar a visualizagdo dos picos de fidelidade.

Apesar de ainda ndo obtermos uma transferéncia de estado 6tima, ao distribuir o estado
inicial obtivemos fidelidades consideravelmente maiores na regiao antipodal, contrastando com
estados locais. Notamos também que, mesmo para dispersdes iniciais diferentes, os tempos de
transferéncia t* nos quais ocorrem os picos nos graficos da Figura 17 sdo muito parecidos, e
crescem com o quadrado do tamanho da rede: t* ~ n?, onde n é o nimero total de vértices do
grafo C,. Em seguida, analisamos a transferéncia de estado na Figura 19, por meio da primeira

fidelidade na regido antipodal em fun¢do do tamanho da rede. Aqui, chamamos a atencdo para a
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Figura 18 — Densidades de probabilidades para estados retangulares com dispersdes 6p =2 € 5,
respectivamente, nos tempos ¢t = 0 (a esquerda) e t* (a direita) no grafo Csy. Para
oo = 2, t* =205; ja para 6y = 5, t* = 203. A direita, temos a reconstitui¢do parcial
do estado na regido antipodal do grafo.

diferenca de comportamento entre estados locais e deslocalizados: a medida que o estado inicial
¢ distribuido em mais vértices (op = 5 e 10) obtemos uma transferéncia de estado com maior
fidelidade mesmo em redes grandes. Ja estados pouco distribuidos apresentam fidelidades cada

vez menores em redes grandes - comportamento semelhante ao visto em estados locais.

1.0 : : :
0.9
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Figura 19 - Fidelidade méxima para diferentes tamanhos da rede C,, partindo de estados retan-
gulares com dispersdes 6p = 2, 5 e 10. Notemos que a curva com 6y = 10 comega a
partir de grafos com 40 vértices, pois sdo necessarios 35 vértices para distribuir um
estado com esta dispersao (ver Tabela 2).

Ao observarmos a evolucao dindmica de estados retangulares ao longo de um grafo,
identificamos que ainda existe uma tendéncia em se dispersar como uma distribui¢do de pro-
babilidade de multiplos picos, semelhante ao caso local, dificultando uma superposicao que
descreva exatamente a descontinuidade do estado retangular como pode ser visto na Figura

18. Isso claramente, compromete uma transferéncia fiel do estado de uma regido para outra.
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Nas proximas secoes, vamos explorar estados cujas fungdes de distribui¢des possuem derivadas
finitas que variam suavemente ao longo dos vértices, a fim de entender o impacto da geometria

do estado na sua transferéncia ao longo da rede.

4.3.3 Estado Gaussiano

Visando caracterizar com maior riqueza de detalhes a evolucao da caminhada para estados
deslocalizados, estudamos estados iniciais que obedecem distribui¢cdes suaves. Repetiremos
agora a andlise da sec@o anterior para um estado Gaussiano discreto centrado no vértice zero
(Alice) do grafo,

N exp(—n?/40})

Wo) =), — |n), (4.26)

n=—nN (2mo})4

cuja condicao de normalizacdo é dada por

N 2
Sy exp<—”—> —A. (4.27)
N

2
\/2m0G n=— 209

E importante notar que, a depender da dispersio do estado, o valor de N na equagdo anterior deve
ser grande o suficiente para comportar o estado respeitando a normaliza¢do do mesmo (A = 1).
No entanto, caso haja divergéncia numérica, podemos impor a normaliza¢do multiplicando o
estado inicial por v/A obtido a partir da Eq. 4.27. Particularmente, isso torna-se critico para
dispersdes iniciais 6p < 1 (VIEIRA; RIGOLIN; AMORIM, 2021; ORTHEY; AMORIM, 2017).
No entanto, no nosso contexto aqui em geometrias fechadas, consideramos N = 50y e dispersoes
iniciais oy > 1, portanto assumimos A = 1.

Na Figura 20 novamente comparamos a fidelidade do estado como fun¢do do tempo para
diferentes dispersdes e tamanhos de rede. Alguns aspectos ja observados no caso retangular sdo
refor¢ados aqui: primeiramente, o comportamento periddico da propagac¢do do estado se repete,
e observamos transferéncias para a regido antipodal (primeiro pico de fidelidade) seguida de
reconstitui¢des do estado na regido inicial (segundo pico de fidelidade), e assim sucessivamente
para os outros maximos dos graficos. Verificamos também que o tempo de transferéncia 1*
continua sendo praticamente o mesmo, para diferentes valores de 6y, sendo novamente propor-
cional a n?, ou seja, t* = an®, onde a constante de proporcionalidade a ~ 0,08. Esse valor de
a, arredondado na primeira casa decimal, foi 0 mesmo para todas as distribui¢cdes analisadas,
sejam Gaussianas ou retangulares, quaisquer que sejam as dispersoes, €, portanto, concluimos
que o fator preponderante que afeta o tempo de transferéncia ¢* para estados deslocalizados em
redes circulares € somente o ndmero total de vértices do grafo. Ainda, com estados Gaussianos a
eficiéncia da transferéncia de estado € otimizada: a partir de 6y = 5 a perda de fidelidade com
o aumento do tamanho da rede é muito pequena. Para explorar este ultimo fato, na Figura 21
mostramos exclusivamente os valores da fidelidade no primeiro pico dos graficos da Figura 20,
assim como feito na se¢do anterior. Comparando com o caso retangular, € nitida a melhora na

transferéncia de estado ao utilizar uma distribuicdo Gaussiana, que mesmo para dispersdes nao
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Figura 20 — Fidelidade do estado Gaussiano em fun¢do do tempo para dispersdes oy = 2, 3 e 4,
nos grafos Csg, Cyo € Ciop.

muito grandes, como oy = 4, por exemplo, apresenta uma transferéncia com fidelidade préxima
de 100% em grafos Cjgo. Ademais, um dos resultados mais importantes dessa secdo, € para o
caso de uma distribui¢do Gaussiana com oy = 10, cuja perda de fidelidade € infima e vemos

na Figura 21 que a fidelidade correspondente a essa dispersao é praticamente constate, ou seja,

1.00

0.95

?méx

0.90

0.85

50 100 150 200
Numero de Vértices

Figura 21 — Fidelidade maxima para diferentes tamanhos da rede C,, partindo de estados Gaus-
sianos com dispersdes oy = 3, 4, 5 e 10 e respectivos ajustes quadraticos (linhas
sOlidas). Notemos que a curva com 6y = 10 comecga a partir de grafos com 100
vértices, pois € necessario um nimero grande de vértices para distribuir tal estado
Gaussiano respeitando a normalizagdo (vide Eq. 4.27).
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ndo varia com o tamanho do grafo. Este tltimo resultado confirma uma tendéncia vista no caso
retangular: a partir de uma certa distribuicao, larga o suficiente, a fidelidade da transferéncia
deixa de ser afetada pelo tamanho da rede, e neste caso, para uma distribui¢ao suave, atingimos
transferéncias de estados quase perfeitas mesmo em redes grandes. Na Figura 22, detalhamos
a fidelidade em func¢do do tempo para trés diferentes dispersdes iniciais, afim de observar o
comportamento periddico do estado para mais passos de tempo. Aqui, além de diversos fatores
que ja foram discutidos, fica evidente no segundo pico de fidelidade que, ao retornar a regiao
inicial, o estado apresenta também fidelidade alta, caracterizando periodicidade praticamente
sem perdas para oy = 10. Por ultimo, apresentamos na Figura 23 a evolu¢do dindmica de uma
CQCT partindo de um estado inicial Gaussiano com oy = 10 sobre um grafo Cyq, ilustrando
como a informagdo se propaga ao longo do grafo circular: primeiramente em ¢ = 0 no vértice
inicial (Alice) prepara o estado inicial Gaussiano, que se espalha por toda a rede, como j4 pode
ser visto em ¢ = 850. Em seguida, em t = 1594 correspondendo ao pico intermedidrio entre
os picos da fidelidade maxima inicial ( = 0) e do vértice antipodal (+* = 3187), vemos que o
estado se espalha como duas Gaussianas “filhas”, metade centrada no vértice da Alice e metade
centrada no vértice de Bob. Observamos que esse pico na fidelidade correspondendo a .%# =~ 0.5,
reflete a semelhanca geométrica com a distribuicao Gaussiana inicial, correspondendo a uma
superposicao cujo estado é dado por
N —n?/4c} o~ (m+n)* /405

¢ - |n) + — |m+n), (4.28)
n=—nN (8m0p) 4 (87moy)+

W(t = 1594)) ~

tal que m = 100 corresponde ao vértice antipodal. Por fim, em * = 3187 vemos que o es-
tado inicial centrado em Alice, estd agora centrado no vértice antipodal de Bob com % ~ 1,
caracterizando uma transferéncia de estado nesse caso praticamente perfeita.

Vimos até aqui que o estado Gaussiano com uma dispersao suficientemente grande
consegue atingir uma excelente transferéncia de estado independente do tamanho da rede. Isso
nos indica que a geometria na qual se deve codificar a informacao do estado € relevante, devendo
ser suave a fim de minimizar perdas de fidelidade ao longo do caminho. Outro aspecto interessante
€ como a informacdo do estado € enviada. O estado se espalha por toda a rede, dispersando-se
por todo o grafo e ndo pode ser interceptado ao longo desse caminho entre Alice e Bob por um
eventual espido (Charles), visto que a superposi¢ao concebida por Alice s volta a existir no
vértice de Bob num tempo ¢* especifico. Isso implica que o recebimento da informacio com alta
fidelidade por Bob necessita de uma sincronizagdo entre o tempo de envio e recebimento de tal
maneira que Bob s6 meca o estado no momento de maior fidelidade possivel. Qualquer tentativa
de Charles interceptar o estado sé pode ser feita a partir dos vértices de Alice e Bob e no tempo
correto, o que nos indica que, possivelmente, esse protocolo pode ser util para um envio seguro

de informag¢do quantica.
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Figura 22 — Fidelidade do estado em fun¢do do tempo, partindo de um estado Gaussiano com
dispersoes iniciais oy = 2, 5 e 10, numa rede Cyqg. O pico de fidelidade que ocorre
em t* = 3187, corresponde a transferéncia do estado para a regido antipodal. Ja o
segundo pico para t = 6374 representa o retorno do estado a regido inicial, demons-
trando a periodicidade da caminhada para oy = 10.

Alice — Bob Alice t ﬁ Bob

t= 1594 t=3187

‘ A
Alice g Bob Alice S~ Bob

Figura 23 — Distribui¢cdes de probabilidade na rede Cpog ilustrando evolucdo da caminhada
quantica. No instante inicial todo o estado estd centrado em Alice, enquanto no
tempo t* = 3187 todo o estado esta centrado em Bob, na regido antipodal do grafo,
representando a transferéncia de estado.

4.3.4 Outras distribuicdes

Visando explicitar quais fatores sdo necessdrios para a obten¢do de transferéncias de
estados com alta fidelidade, voltamos nossa aten¢ao para estados com outros tipos de distribuigdes.
Escolhemos trés distribui¢des, apresentadas na Tabela 3. Em particular, nosso interesse reside

em evidenciar o impacto na fidelidade do estado devido uma distribui¢do assimétrica (Gumbel),
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Distribui¢do Densidade de probabilidades Variincia

— Gaussiana
-Logistica

1 X 1
h2 ( ) 2_ 1 22
/ \ fx) = 450 2 %0 =37

—_— Gaussmna
Lorentz 6

3 9 1
/ \ f(x)zmm 50225

— Gaussiana
-Gumbel

flx)= lexp (—i —e_x/ﬁ) 0'3 = lnzﬁz

Tabela 3 — Distribui¢des e suas correspondentes variancias iniciais. Na coluna a esquerda temos
a sobreposicdo de cada distribuicio com uma distribuicdo Gaussiana, todas com
dispersao inicial oy = 5.

e pela presenca de um platd no centro da distribuicdo® (Lorentz 6). A andlise aqui consiste em,
basicamente, repetir para as novas distribuicdes, os cdlculos realizados numericamente para
os estados retangular e Gaussiano nas sec¢Oes anteriores. De fato, além de conseguir observar
a transferéncia dos estados, obtivemos 6timos valores de fidelidade desses estados na regiao
antipodal, e pudemos observar os mesmos aspectos ja descritos para a distribui¢do Gaussiana,
tal como a periodicidade. Na Figura 24, comparamos a fidelidade entre os estados Gaussiano,
Logistico, de Gumbel e Lorentz 6, todos com dispersio inicial 6y = 10 em Cpq, nos tempos t* e
T correspondendo, respectivamente, ao tempo da transferéncia de estado para a regido antipodal
e um periodo completo, ou seja, quando o estado volta a se recompor na regido inicial.

A partir desses resultados, fica evidente que, apesar de todas as distribui¢des escolhidas
apresentarem bons resultados quanto a transferéncia do estado - inclusive em distribui¢cdes

assimétricas - a perda de fidelidade € minima somente na distribui¢io Gaussiana. Assim, evi-

3 A escolha da distribui¢io “Lorentz 6 foi feita com inspira¢do na distribui¢io lorentziana. Como nido podemos

definir uma dispersdo para uma distribui¢@o lorentziana, adaptamos sua fun¢ao distribuicdo de probabilidade
com um novo expoente que tradicionalmente seria 2, para 6.
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Figura 24 — Fidelidade maxima como funcdo do tempo para diferentes distribui¢des, dentro de
um periodo completo 7. No tempo #* o estado inicial é transferido para a regido
antipodal do grafo, ja o tempo T corresponde a volta do estado para a regido inicial.

denciamos alguns aspectos importantes que devem estar presentes num estado que se deseja
transferir com alta fidelidade. O primeiro deles é a suavidade da distribui¢ao: reconstruir um
estado com descontinuidades na distribuicdo (como o estado retangular) torna-se uma tarefa
dificil, haja vista que a recomposicao do estado se da a partir de uma superposicao de amplitudes
de probabilidade. A perda de fidelidade num estado com um platd no centro da distribui¢ao
decorre da mesma razdo, embora seja bem mais sutil. Além disso, € importante ressaltar que
distribuicdes com “caudas longas” tendem a apresentar problemas de normaliza¢do - uma vez
que necessitam de uma geometria maior para comportar o estado inteiro - acarretando menor
fidelidade na transferéncia de estado. Ainda, observamos que a perda de fidelidade foi menor
para o caso da distribui¢do logistica, indicando que, quanto mais proximo de um perfil Gaussiano,

melhor a fidelidade do estado, tanto na transferéncia quanto na periodicidade.
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5 CONCLUSOES

A proposta de pesquisa deste trabalho foi investigar algumas caracteristicas fisicas de
interesse relativas as caminhadas quénticas continuas no tempo (CQCTs), em particular, a
dispersdo, fidelidade e periodicidade do estado inicial ao longo do tempo. Nossa andlise foi feita
nos espagos de posi¢do e momento do caminhante, iniciando a caminhada a partir de um estado
local ou a partir de diferentes estados deslocalizados. Tais caminhadas eram realizadas sobre
uma linha infinita e também em grafos circulares C,.

Considerando caminhadas numa linha infinita, obtivemos analiticamente o perfil da
distribui¢cdo de probabilidade sobre os vértices ao longo do tempo partindo de estados local e
deslocalizados. Em particular, observamos que nas CQCTs a dispersao dos estados € balistica,
ou seja, o (t) = ar similarmente ao que se observa nas CQs discretas no tempo (ORTHEY, 2018)
e, enquanto & = /2 iniciando a caminhada a partir de um estado local, no caso Gaussiano o
€ consideravelmente menor quanto maior for a dispersao inicial do estado. Para caminhadas
em grafos da familia C,, partindo de estados locais, foram reproduzidos alguns resultados ja
conhecidos na literatura (KENDON; TAMON, 2010), evidenciando a dificuldade de transferir um
estado local em uma rede circular C,,. De fato, apenas grafos pequenos, com n = 4, permitem a
transferéncia perfeita de um estado local de um vértice inicial para o vértice antipodal, no entanto,
com o aumento do tamanho do grafo, a fidelidade do estado diminui substancialmente. Deste
modo, estabelecemos que uma possivel alternativa para transferir o estado com alta fidelidade
em grafos grandes (n > 100) seria deslocalizar o estado inicial.

Como primeiro resultado, encontramos uma expressao analitica fechada que nos permitiu
calcular a densidade de probabilidade de um estado deslocalizado em funcao do tempo, para
diferentes tamanhos de um grafo C, e estabelecemos uma forma de calcular a fidelidade do estado
levando em consideracdo sua geometria. Considerando como exemplo um estado retangular (dado
por uma distribuicao uniforme truncada) observamos uma melhora significativa na fidelidade
do estado quando este se reconstituia na regido antipodal do grafo, indicando que, a depender
da geometria do estado inicial, poderiamos obter transferéncias com alta fidelidade. Ja para um
estado inicial Gaussiano, vimos que o padrdo de interferéncia gerado pela superposicao das
amplitudes de probabilidade fez com que o estado se espalhasse suavemente pelo grafo, primeiro
gerando duas “Gaussianas filhas” uma na centrada no vértice inicial e a outra no antipodal, e
posteriormente o estado inicial foi reconstituido, porém agora na regido antipodal do grafo. Ainda,
este efeito se repete, e o estado volta a se recompor na regido inicial do grafo, caracterizando
periodicidade, também com alta fidelidade. Outro fator importante que observamos foi o tempo
de transferéncia r*, i.e., o tempo necessario para o estado ser transferido se recompondo na regiao
antipodal, sendo dependente do tamanho do grafo, tal que r* o< n?.

Uma vez verificada a possibilidade de transferéncia dos estados deslocalizados retangular
e Gaussiano em grafos grandes, voltamos nossa atencao para outros tipos de distribui¢des, com

o intuito de evidenciar quais sdo as caracteristicas desejaveis de um estado inicial que permitem
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sua transferéncia com maior fidelidade. Assim, pudemos elencar quatro fatores que otimizam a

transferéncia de estado e periodicidade em grafos grandes:

1 Suavidade da distribuicdo - quando ha descontinuidades na derivada da distribuicdo em

relac@o a posi¢do, a perda de fidelidade € notdvel, vide estados retangulares;

ii Normalizagao - distribui¢des com caudas “longas’ apresentam perda de fidelidade, uma vez

que necessitam mais vértices do que um estado Gaussiano para garantir sua normalizagao;

i1 Auséncia de pontos de inflexdo - a presenca de um plat6 no centro da distribuicdo dificulta
a recomposicao do estado pela superposicdo das amplitudes de probabilidade, diminuindo
sua fidelidade;

iv Dispersdo inicial - para obter fidelidades altas em grafos grandes o estado precisa estar

suficientemente distribuido, com oy > 5.

Por fim, esperamos que nossos resultados possam contribuir em novos estudos relativos a
caminhadas quanticas e informacao quantica, e qui¢a colaborar em processos de transmissao de
informacdo quantica, uma vez que, a transferéncia de estado como estudada aqui poderia ser util,

em principio, como um protocolo de transmissao seguro de informacao.
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APENDICE A - TRANSFORMADAS DE FOURIER, ESPACOS DE MOMENTOS E
POSICOES

Faremos uma breve demonstracdo de alguns resultados matemaéticos utilizados ao longo
deste trabalho. Iniciamos com o produto interno entre um estado de posi¢do (momento) e de
momento (posi¢ao). Partindo da acdo do operador hermitiano p, em sua representa¢do no espacgo
de posicoes (SOPER, 2011):

plp)=plp)
(x| plp) = p{xlp)
d
—ifi5—{xlp) = p (+|p) .
Da equacdo diferencial resulta
ipx
(xlp) = exp(%). A
Procedendo de forma andloga, utilizando o operador X em sua representacdo no espago dos
momentos:
£lx) = x|x)
{p|£]x) = x(plx)
d
" (plx) =x(plx).

Assim, obtemos

(plx) = eXP(_;p x)- (A2)

Adotando unidades naturais (7 = 1), da relagdo entre momento € nimero de onda, resulta

p = hk = k. Como o espaco de posicdes é discreto, utilizamos j € N7 para denotar as posi¢des!

(vértices do grafo), de modo que podemos escrever os resultados anteriores como:

oiki
k) = A3
—ikj
)= (A4)

Os operadores identidade (relacdes de completeza) sdo de grande utilidade para obter as
leis de transformacao entre os espacos de posi¢ao e momento. No espaco de posicdes, dado pelo

conjunto dos estados {| )}, temos:

1= 17Ul (A.5)

' Em geral, para grafos de tamanho finito, j € [0,n — 1], onde n é o nimero total de vértices. J4 para o grafo da

Figura 7, j € (—oo,00).
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Ja no espago dos momentos, continuo, com o nimero de onda k € [—m, 7|:

1= / " dk |k)(k]|. (A.6)

Tais definigdes sdo consistentes com o postulado do produto interno (SOPER, 2011):

N N
=1l = Z )Gy = X 1) 8 =1d) (A7)
=1 j'=1
) =T k) = / aK' k) (K |k) = / dK' K'Y (K — k) = [K). (A8)
Utilizando os operadores identidade obtemos as transformagdes entre estados de posicao e
momento:
- ik j
Z (Jlk) = F Z 1), (A.9)
/) :/ dk k) (k| j) = / dke ™ k). (A.10)

Notemos agora que estas leis de transformacao ndo operam da mesma forma quando lidamos
com as fung¢des de onda. Denotando por ¥(j) e ‘I’(k) as fungdes de onda nos espacos de posi¢cdo

€ momento, respectivamente, e utilizando as relagdes de completeza, temos:

N

W(k) = (k¥ k W) = e kI ) (A.11)
(k) = (k|¥) = J_ZIHJMJ\ \/—Z
E para a transformacdo inversa:
™ 1 ™ L~
W) = 1) = [ ak (i W) = o [ dke (k) (A12)

Obtemos assim as transformadas de Fourier das funcdes de onda, na forma como comumente
sdo apresentadas na literatura (ARFKEN, 2007).
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APENDICE B - FUNCOES DE BESSEL

Uma das diversas representacdes das funcdes de Bessel de primeira espécie (ARFKEN,

2007) € a seguinte representacao integral

J (x) _ L/znei(xsinﬂne)de (B.1)
" 2w o ’ '

onde n € inteiro e representa a ordem da func¢do de Bessel. Para verificar a igualdade da Eq. (3.6),

faremos a substitui¢do 6 = /2 — k, de modo que sin O = cosk:

1 /3 : x
Jn(x) _ E 23” dkez(nk—i—xcosk—nj).
-2

Como a integracdo segue sobre um periodo completo e aqui lidamos com fungdes periddicas,

podemos tomar o intervalo [—7, 7] € 0 médulo quadrado da equagio,

. 2 2
‘J (x)’2 _ (—l)n /71: dkei(nk+xcosk) _ L/ﬂ dk X cosk yink (B.2)
" 21 -7 27 -7 .
Voltando agora para a Eq. (3.6), tirando da integral o termo independente de k,
e—2it d 2itcosk ikj ’ 1 4 2itcosk ikj ?
P(j.t) = / dk :—/ dk B3
(1)’27[_”6 e o] ke e (B.3)
que é igual a Eq. B.2 para |/, (x) \2, apenas trocando n — j e x — 2t. Portanto,
. 2
P(j,1) = [J;(2)] (B.4)
Procedendo analogamente, ao considerar a fun¢ao de Bessel de ordem j —n,
1 [2m . 0—(iemo
Tjnld) = 5 /0 Glesind—(j-n)6] qg (B.5)
com a mesma substituicdo utilizada anteriormente:
12 ixcosk—(j— 2—k
Jial) = 5= [ akeentoUmn (/0]
| : , , n—j
_ _/ dkez[xcosk+k(1—n)] (em/2>
2w J-x
_ 1277: / dkelk(l_n)elXCOSk- (B.6)
—T
Desta forma,
1 4 ik(j—n) jixcosk __ +j—n
ﬁ/ dke e =""Jj_p(x). (B.7)
—7T
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