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RESUMO

Barbosa, P. J. L.: Caminhadas Qudnticas com defeitos Fourier simétricos. Dissertagao
de Mestrado (Universidade do Estado de Santa Catarina, 2022). 66 p.

Neste trabalho estudamos a caminhada quéntica discreta no tempo sobre uma rede unidi-
mensional com defeitos Fourier em posi¢oes simétricas. O estado inicial é dado por um bit
quéantico partindo da origem. Investigamos o aprisionamento (localizacdo), transporte e
emaranhamento entre spin e posi¢ao da particula quantica. Observamos que essas propri-
edades sao fortemente dependentes da posicao j = £d dos defeitos. A insercao de defeitos
em |d| > 1 mostrou uma melhora nas propriedades de transporte e no emaranhamento
comparada a uma caminhada quantica dirigida por uma moeda Hadamard, enquanto que
para |d| = 1 observamos uma localizagao parcial substancial do estado quantico préximo
a sua posicao inicial.

Palavras-chave: caminhadas quanticas; defeito de rede; localiza¢ao; emaranhamento.
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ABSTRACT

Barbosa, P. J. L.: Quantum walks with symmetrical Fourier defects. Master Thesis (Santa
Catarina State University, 2022). 66 p.

In this work, we study the discrete-time quantum walk over a one-dimensional lattice with
Fourier defects on symmetrical positions. Our initial state is a qubit starting from the
origin. We investigate the trapping (localization), transport, and entanglement between
spin and position of the quantum particle. We observe that these properties are strongly
dependent on the position j = +d of defects. The insertion of defects on |d| > 1 shows
a improvement in the transport properties and quantum entanglement compared to a
quantum walk driven by a Hadamard coin, while for |d| = 1 we observe a substantial
partial localization of the quantum state close to its initial position.

Key-words: quantum walks; lattice defect; localization; entanglement.
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Capitulo

Introducao

Na virada do século XX, uma série de revolugoes estava para ocorrer nas teorias fisicas,
que estavam tendo problemas para explicar previsoes absurdas como a “catastrofe do
ultravioleta” [1]. Isto mostrou que as teorias da fisica da época (atualmente denominada de
fisica classica) eram insuficientes para explicar fenémenos em escala atoémica. No primeiro
quarto daquele século, a mecanica quantica surge como alternativa teorica, revolucionando
a maneira como alguns fendmenos naturais eram descritos e entendidos.

Na década de 30, outra revolugao ocorria em paralelo: o conceito da maquina de Tu-
ring era desenvolvido. Alan Turing (1912-1954) criava um modelo computacional abstrato
operando através de sequéncias logicas de unidades de informacao conhecidas como bits
[2], representados por “0” e “1” (a menor unidade de informagao possivel). Este modelo
forneceu uma base matematica para provar que toda a informacao poderia ser repre-
sentada através deste sistema binario e qualquer algoritmo pode ser simulado de forma
eficiente usando tal maquina [1].

Os bits sao representados fisicamente através da teoria cléassica, tendo como base o de-
terminismo classico. Nos computadores atuais, o transistores atuam como o processo fisico
binério, que contidos nos processadores, possibilitam maior eficiéncia do processamento
de informacgoes em tamanhos cada vez menores, atingindo atualmente valores atoémicos.
Nesta escala de tamanho, entretanto, o determinismo classico da lugar & interpretacao
probabilistica quantica da natureza, induzindo uma mudanca de paradigma na compu-
tagao: os bits agora serao representandos pelos seus analogos quanticos, denominados de
bits quanticos, em inglés quantum bits ou qubits [3].

O computador classico opera em um sistema binario de dois niveis (70" e ”1”) como

19
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20 CAPITULO 1. INTRODUCAO

em um jogo de cara ou coroa. Na computagao quantica teremos estados quanticos |0) e |1)
que podem estar superpostos, ou seja, na sequéncia loégica de um computador quéntico,
poderiamos operar com os dois niveis ao mesmo tempo, e o resultado dependeria da
probabilidade associada a sistemas quanticos [2]. Um sistema de dois niveis na mecanica
quantica é determinado como um sistema de dois estados distinguiveis entre si, tais como o
spin do elétron (up [1) e down |])), a polarizagao circular da luz (horario |©) e anti-horério
|9)) ou linear (horizontal |<+) e vertical |])), entre outros [1].

A pesquisa na area de informagao e computacao quantica pode ser definida como inter-
disciplinar, sendo dedicada desde a construcao de computadores quanticos e de sistemas
quanticos de processamento de informagao, assim como a construcao e utilizagao de algo-
ritmos que exploram tais propriedades quanticas. Denominados de algoritmos quanticos,
estes tém a dificil tarefa de, além de executarem aquilo para que foram planejados, execu-
tarem de forma mais eficiente que os algoritmos classicos. A caminhada aleatoria quantica,
a contraparte da caminhada aleatéria classica, se mostra como uma ferramenta avancada
para o estudo de algoritmos quéanticos [4]. Nesta introdugdo abordaremos a descrigdo
e as implicagoes fisicas da caminhada aleatoria classica para, em seguida, compara-la a
caminhada aleatoria quantica, observando como os fenémenos quanticos interferem nesta

descricao e em seus resultados fisicos.

1.1 Caminhada aleatoria classica

A caminhada aleatoria classica, em inglés classical random walk, trata da descricao do
movimento nao deterministico (aleatério) de uma particula através de uma analise pro-
babilistica de seu movimento'. Foi proposto pela primeira vez na literatura por Karl
Pearson em 1905 [5], e também é popularmente conhecida como “o andar do bébado” [6].
A caminhada classica descreve a probabilidade de encontrar o caminhante em uma rede
unidimensional de posigoes discretas, onde a sua caminhada é influenciada pelo resultado
obtido no lancamento de uma moeda.

A abordagem matemaética de tais caminhadas tem sido implementada em algoritmos

para a resolucao de intimeros problemas na fisica e mateméatica. Como, por exemplo,

'Em 1827 o botanico escocés Robert Brown observou e descreveu o movimento aleatério de graos de
pélen em agua. Muitos anos mais tarde, o movimento Browniano foi interpretado por Albert Einstein
como colisoes aleatorias de moléculas de d4gua em particulas macroscopicas como a causa desse movimento
erratico e serviu como uma evidéncia da existéncia de atomos e moléculas.

22



1.1. CAMINHADA ALEATORIA CLASSICA 21

5 4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4 5

\V VAV

t=5 t=4 t=3

Figura 1.1: Exemplo de uma caminhada aleatoéria classica com o caminhante partindo da posicao inicial
j =0. Apds 5 passos (t = 5) o caminhante encontra-se na posicdo j = —1. Retirado de [13].

encontrar solugdes de equagoes diferenciais [7]|, implementar o método de Monte Carlo
para a solugao da equagao de Schrodinger para muitos corpos [8], resolver problemas de
otimizagao [9], clusterizacio e sua classificacdo [10] e teoria dos fractais [11].

Para entender a descricao matematica da caminhada cléssica vamos considerar um
caminhante (podendo ser uma particula classica ou mesmo um "bébado") partindo da
origem (j = 0) de uma rede unidimensional. A particula possui uma probabilidade p
de dar um passo para a direita e uma probabilidade ¢ = 1 — p de dar um passo para
a esquerda, ambos os passos com um tamanho fixo [. Ou seja, temos um problema
binario de tomada de decisoes que pode ser associado ao langcamento de uma moeda com
probabilidades p e ¢, para os resultados de cara e coroa, respectivamente. Considerando
p = 1/2, teremos igual probabilidade do caminhante ir para a direita ou para a esquerda,
sendo esta a definigdo de uma moeda justa ou equilibrada (com mesma probabilidade de
obter cada uma das faces) [12].

Na Fig. 1.1, temos uma ilustracao que exemplifica a descrigao do movimento do nosso
caminhante. Nela, o caminhante, que se encontra inicialmente na origem, realiza dois
passos de tamanho fixo para a direita (devido a dois langamentos de moedas resultantes
em cara), seguido de trés passos de tamanho fixo para a esquerda (devido a trés lan-
camentos de moedas resultantes em coroa). Logo, sua posigao final serd j = —1 apos
esses b lancamentos. O nimero total de passos, dado pela variavel N, estara atrelada ao
lancamento da moeda, neste exemplo N sera igual a 5.

Neste problema, podemos supor que cada passo serd dado em sequéncia, em um de-

terminado intervalo de tempo 7. Podemos definir uma relagao entre o instante de tempo

23



22 CAPITULO 1. INTRODUCAO

t do caminhante e o niimero de passos realizado em sua dinamica, onde t = N7 [14].
Como a caminhada cléssica é um processo Markoviano no qual cada passo da cami-
nhada é probabilisticamente independente do anterior [12], podemos determinar a pro-
babilidade de encontrar o caminhante em uma posi¢ao j apés um determinado ntimero
de passos através de uma analise combinatoéria resultando em uma distribui¢ao binominal

[15], dado por

t!
[t + )72 — /2"

P(j,t) = (D2 (1 — p)t=9)/2, (1.1)

A Tab. 1.1 mostra a distribuicao de probabilidades para os 5 primeiros passos do cami-

nhante do exemplo anterior. Nela estamos considerando p = g = 1/2.

t/jl|-5]-4[-3][-2[-1]0[1[2][3[4]5
0 1
1 1
! 1 2 1 2 1
g 1 L 3 2 3 L 1
8 8 8 8
4 T T 3 T T
16 4 8 4 16
5 [ L 5 5 5 5 T
32 32 16 16 32 32

Tabela 1.1: Valores para a distribuicao de probabilidade de uma caminhada aleatéria classica com uma
moeda justa obtida a partir da Eq. 1.1 para os 5 primeiros passos.

No limite de muitos passos, ou seja, para t — 0o, podemos aproximar a distribuicao
de probabilidades para uma distribuigdo Gaussiana [16], onde a probabilidade P(z)dz de

encontrar o caminhante no intervalo entre x e x + dx apés t passos é

1
P(x)dx = me(x“)2/2"2dx, (1.2)

na qual a dispersao na posicao estaré associada ao tamanho fixo do passo [ e serda dada
pelo desvio padrao o = 2l4/tpq e a posigao média é u = (p — q)tl. Ao considerarmos o
caso justo e [ = 1, teremos que 0 = v/t e ;1 = 0, ou seja, o valor esperado médio é zero e
a variancia o2 sera proporcional a t.

Portanto, nao podemos afirmar com certeza em qual posi¢ao o caminhante se encon-
trard apos um tempo t, pois nao é possivel prever os resultados das moedas. Desta forma,
a funcao de densidade tem como finalidade nos fornecer a probabilidade de encontrar o
caminhante em uma dada posi¢ao. Por exemplo, a partir da Fig. 1.2, pode-se verificar

que existe uma probabilidade de 68,2% de encontrar o caminhante entre p 4+ o (verde).
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1.2. CAMINHADA ALEATORIA QUANTICA 23
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Figura 1.2: Distribuicio Gaussiana de probabilidades para os valores de o = v/t e 1 = 0. Retirado de
[13].

Se considerarmos, por exemplo, a regiao entre u + 20 (verde e amarelo), a chance de
encontrar o caminhante aumenta para 95,4% e chega até 99,7% ao considerarmos 3o

(verde, amarelo e vermelho).

1.2 Caminhada aleatéria quantica

Em 1993, Aharonov, Davidovich e Zagury propuseram um analogo quantico ao problema
da caminhada aleatoria classica, introduzindo um grau de liberdade quéntico extra cor-
relacionado ao sentido (direita ou esquerda) no qual a particula se move [17]. Esta nova
formulagao foi denominada de caminhada aleatoria quéantica, em inglés Quantum Random
Walk, ou simplesmente caminhada quantica.

O caminhante, agora uma particula quantica com um grau de liberdade interno (como
o spin do elétron), é representada como um qubit. Essa particula é colocada em uma rede
regularmente espacada na qual cada sitio representa uma posicao no espaco e, o grau de
liberdade externo da particula é determinado pela sua posicao nessa rede. Agora, em
vez do lancamento da moeda determinar a dindmica da particula, a dindmica quantica
do qubit ird depender de dois operadores: a moeda quantica e o operador de translacao
condicional. Ao serem aplicados ao estado quantico do caminhante, o primeiro ira levar o
estado interno do caminhante a uma nova superposi¢ao de estados, enquanto o segundo

ird condicionar a translacao das amplitudes deste novo estado com base em seu grau de

25



24 CAPITULO 1. INTRODUCAO

(b) Caminhada Quéntica
~

Figura 1.3: Representagdo de um (a) caminhante classico e (b) caminhante quantico e suas respectivas
dindmicas sobre a rede unidimensional. Retirado de [18].

liberdade interno.

Na Fig. 1.3, o caminhante classico em (a) pode ir para a direita ou para a esquerda
dependendo do resultado da moeda, portanto, ird4 caminhar sobre um caminho especifico.
Entretanto, o caminhante quantico em (b) pode ter suas amplitudes de probabilidade
colocadas em superposicao abrangendo todas as possibilidades de caminho. A particula
ir4 se propagar como um pacote de onda viajando por todos os caminhos possiveis. Como
o comportamento serd ondulatorio, as amplitudes de probabilidade sofrerao interferéncias
construtivas e destrutivas, alterando de forma drastica a distribuicao de probabilidade do

analogo quantico com relagao ao caso classico.

1.2.1 Interferometro de Mach-Zehnder

Para facilitar a compreensao dos fenomenos de interferéncia construtiva e destrutiva que
ocorre com as amplitudes de probabilidade ao longo de uma caminhada quéantica podemos
fazer uma analogia com o interferometro de Mach-Zehnder [19]. Na Fig. 1.4 (a), a
montagem experimental consiste em dois divisores de feixe BS (beam splitter, em inglés),
dois espelhos refletores E7 e Ey e dois detectores Dy e D_q, nas posicoes 1 e —1 em nossa
rede, que serao utilizados para medir a intensidade da luz.

Ao passar pelo BS, a luz sera dividida em dois feixes, uma transmitida e outra refletida
ganhando 7/2 de fase. Assumindo uma divisao igualitaria dos feixes pelo BS, teremos
que cada metade tera uma amplitude de 1/ V2 do feixe original.

Uma observacao importante a ser destacada é que podemos partir de um ponto de
vista classico para uma visao quantica neste experimento. Caso o feixe fosse restrito a
somente uma particula de luz (féton) nesta configuracao, observariamos os mesmos feno-

menos de interferéncia e obteriamos os mesmos resultados. Desta forma, os conceitos da
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Figura 1.4: (a) Interferometro de Mach-Zehnder. (b) Esquema em séries de interferdmetros de Mach-
Zehnder que simulam uma CQ para trés passos. Para cada posi¢do no espaco em determinado passo
sao explicitados as probabilidades. Neste arranjo, cada B.S atua como o operador moeda quantica e o
operador de translagao condicional ao mesmo tempo. Retirado de [15].

mecanica quantica do principio da complementariedade na interpretagao de Copenhague
sao utilizados para descrever os resultados observados [20].

Na Fig. 1.4 (a), o feixe inicial é dividido em dois feixes com amplitudes de 1/v/2,
enquanto que o feixe em azul é refletido e ganha uma fase de 7/2, o feixe transmitido (em
vermelho) ird manter a mesma fase. Ambos os feixes serdo refletidos pelos espelhos M
e M, ganhando uma adigao de 7/2 na fase. Antes de atingirem o segundo BS, o feixe
em azul terd uma fase de 7 e o feixe em vermelho terd uma fase de 7/2 em relagao ao
feixe original. Apo6s atingir o segundo B.S, os feixes serao novamente divididos, formando
quatro feixes com amplitudes de 1/2 do feixe original. No detector D;, a metade do
feixe azul serd transmitida, continuando com sua fase m, entretanto, a metade do feixe
vermelho ser4 refletido obtendo uma fase resultante 7, portanto teremos uma interferéncia
construtiva neste detector. No detector D_;, metade do feixe vermelho sera transmitido
mantendo sua fase 7/2, enquanto metade do feixe azul sera refletido obtendo uma fase
resultante de 37/2, acarretando em uma interferéncia destrutiva neste detector.

Um arranjo experimental que pode nos ajudar a entender uma caminhada quantica
estd na Fig. 1.4 (b), onde os espelhos serao substituidos por outros BS sucessivos. Apos
uma série de sucessivas reflexoes e transmissoes, as amplitudes dos feixes resultantes serao
medidas nos detectores em t = 3. Neste arranjo iremos definir cada coluna como uma
posicao em uma rede unidimensional, onde no BS central, ao qual o feixe original esta
incidindo, sera definido como j = 0. O feixe ¢é incidido vindo da esquerda para a direita

em j = 0 e ird se dividir em dois feixes no primeiro BS, o feixe transmitido mantera a
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mesma fase indo para a posi¢ao j = 1, enquanto o feixe refletido ganhard uma fase de
7/2 e ird para j = —1, ambos com amplitude de 1/4/2 em relagio ao feixe original. Como
a intensidade do feixe é igual ao modulo da amplitude ao quadrado, podemos calcular a
probabilidade através de sua amplitude e determinar, assim, a densidade de probabilidade.
Em ¢t = 3, o detector D_; iré registrar uma intensidade de 1/8 da original, enquanto o
detector Dy ira registrar 5/8 da intensidade original. Isto ocorre devido aos processos de
interferéncia, em 7 = —1 a onda azul chegando pela direita sofreu 3 reflexoes sucessivas,
assumindo uma fase de 37/2 em relagdo ao original, enquanto a onda vermelha esta
com uma fase de 7/2 devido a uma tunica reflexdo. Teremos o caso de uma interferéncia
totalmente destrutiva, sobrando somente o feixe em verde sendo registrado neste detector.
J& no detector D; ocorre uma interferéncia construtiva, pois ambas as ondas que vem da
esquerda sofreram duas reflexoes, possuindo a mesma fase.

Utilizando os dados das intensidades calculadas para cada posi¢ao em nossa rede uni-
dimensional para cada passo de tempo, podemos obter a distribuicao de probabilidades. A
distribuigao de probabilidades para este arranjo do interferometro de Mach-Zehnder (Tab.
1.2) tem um tendéncia para probabilidades maiores na regiao a direita, no entanto se o
experimento fosse refeito com o feixe indo para a esquerda, observariamos uma tendéncia
de distribui¢ao de probabilidades maiores na regiao a esquerda. E por tltimo, poderiamos
ainda ter uma distribuicao simétrica considerando o feixe inicial como uma superposicao
de um feixe vindo da esquerda com vindo da direita. Portanto, a assimetria ou simetria
da distribuicao de probabilidade é devido a escolha do estado interno inicial da particula

(quantico), diferindo notavelmente da distribuigao da caminhada cléassica (Gaussiana).

t/jl|-5][-a[-3][-2]-1[0[1][2[3[4]5
0 1
1 1
! 1 2 1 2 1
2 1 1 1 2 5 E 1
8 8 8 8
4 T T T 5 T
16 8 8 8 16
5 | L 5 T T i T
32 32 8 8 32 32

Tabela 1.2: Valores para a distribuicao de probabilidade para uma caminhada quantica feita a partir de
um arranjo do experimento de Mach-Zehnder para os cinco primeiros passos.

Vale lembrar que tal esquema do interferometro utiliza a luz como o caminhante, onde
o grau de liberdade interno do féton é relacionado com a sua direcao de propagacao. Desta

forma, o féton que é transmitido (ou refletido) seguindo a direita é o equivalente ao spin
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Figura 1.5: Uma particula quantica com spin up (azul) em j = 0 sofre uma rotac¢do devido ao operador
moeda quantica, na qual o seu estado de spin ird entrar em uma superposigdo (roxo) entre os spin
up e down (vermelho). Logo em seguida, as amplitudes de probabilidade up e down da particula serdo
transladadas para as posigoes j = 1 e j = —1 respectivamente, ou seja, com base em seu grau de liberdade
interno (spin). Este procedimento é repetido para os demais passos da caminhada. Retirado de [15].

up, enquanto o que segue a esquerda ¢ spin down. Vemos entao que o lado de entrada do
foton no primeiro B.S, representa o seu estado inicial, logo se ele incide nesse BS a direita
(esquerda) trata-se de um estado up (down), influenciando na assimetria da distribuigao
de probabilidade.

A Fig. 1.5 mostra esta dindmica de uma forma simplificada. Vamos supor que numa
posicao j = 0, aplica-se o operador moeda a uma particula quantica com spin up, resul-
tando numa superposi¢ao dada por a|f) + b|)). Em seguida, a a¢do de outro operador
realiza um deslocamento condicional movendo a componente de spin up para a posicao
vizinha & direita, enquanto a componente down para a posicao vizinha a esquerda. Por-
tanto, vemos que o processo dinamico da caminhada da particula, correlaciona o grau
de liberdade externo (posigao na rede unidimensional) com o grau de liberdade interno,

neste caso o spin.

1.3 Organizagao da dissertagao

Neste capitulo inicial foi apresentado de forma introdutoéria os conceitos relativos a cami-
nhada quantica e sua contraparte classica com o intuito de abordar de uma forma geral
esse topico de pesquisa. No capitulo 2 é apresentado a formalizacao matematica, des-

crevendo os operadores moeda e de translacao condicional, assim como, os conceitos de
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densidade de probabilidade, dispersao e entropia de emaranhamento.

No capitulo 3 é apresentado os resultados obtidos neste trabalho, introduzindo dife-
rentes defeitos de rede até a caracterizacao da caminhada com defeitos Fourier simétricos,
apresentando seus perfis de probabilidade, dispersao e emaranhamento. Por tultimo, o
capitulo 4 traz as conclusoes do trabalho sendo apresentado os pontos mais importantes
e perspectivas futuras para outras pesquisas sobre o tema.

Todas as figuras e graficos presentes nesta dissertagao que nao possuem fonte indicada

na legenda sao de propria autoria.
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Capitulo

Teoria

Neste capitulo seréd abordado os conceitos basicos das caminhadas quanticas, apresentando
as ferramentas matematicas necessérias para o entendimento da evolucao temporal da ca-
minhada, tais como os operadores moeda quantica e de translagao condicional. Também
iremos demonstrar as equacoes para determinagao das amplitudes de probabilidade, dis-
persdo e entropia de von Neumann (emaranhamento) em conjunto com sua conceituagao.
Tal formalismo serd importante para o entendimento dos resultados obtidos no préoximo

capitulo.

2.1 Formalismo matematico das caminhadas quanticas

O estado geral de um caminhante quantico unidimensional |¥), denominado de vetor de
estado, pertence ao espago de Hilbert H (espago vetorial complexo e completo em relagao
a métrica interna) que sera dado pelo produto tensorial entre o espago de posicao Hp e
o espaco de moeda Hc¢, ou seja, H = He @ Hp. O espago de posigao Hp (espago infinito
e contéavel), é o espago de Hilbert que refere-se as posigoes discretas sobre a rede regular
unidimensional, sendo sua base representada por {|j) : j € Z}. Em relagao ao espago
da moeda H¢, a sua base é composta pelos estados quanticos ortonormais {|1),[})}, ou
seja, nesse espago, os estados podem assumir |1), |]) ou qualquer superposicao entre esses

estados (qubits). Matricialmente, os estados |1) e |]) sdo representados por

=] w={) (2.1)

O estado |¥), portanto, serda composto pelo seu grau de liberdade externo, referente

29
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a informacdo da posigao |Wp) € Hp, e de seu grau de liberdade interno, referente a
informagao extra do sistema quéntico. Este estado esta atrelado ao espaco de Hilbert
bidimensional, ou seja, Vo) € He. O estado inicial de uma caminhada quéantica é dado

por,
[W(0)) = |¥¢) ® [Vp). (2.2)

Neste trabalho, vamos considerar que o estado inicial da caminhada quéntica na Eq. (2.2)
¢ local, ou seja, o caminhante esta localizado inicialmente na posi¢ao de origem 7 = 0,
portanto |¥p) = |0). Além disso, podemos escrever |¥¢) como uma superposigao dos

estados |1) e |{), logo

[W(0)) = (a(0,0) [1) + 6(0,0) [})) ® 10}, (2.3)

onde iremos assumir uma representacao da particula de spin % com orientagao no eixo Z.
Portanto, os coeficientes a(j,t) e b(j,t) representardo as amplitudes do spin up e down

respectivamente. A condicao de normalizacao para tal estado inicial, é dada por:

(W(0)|w(0)) =(a*(0,0) (1] 4 6°(0,0) (L) (a(0,0) [1) + b(0,0) |}) ® (0[0)
=a"(0,0)a(0,0) {t [ 1) 4 a™(0,0)b(0,0) (t | 1) +
6(0,0)a(0,0) (1 | 1) +67(0,0)6(0,0) (L | 1)
=la(0,0)|* + |b(0,0)]* = 1. (2.4)

Como as amplitudes de spin sao niimeros complexos, estes podem ser expressos em
coordenadas polares preservando a condigao de normalizagao da Eq. (2.4), desta forma,

o qubit que pertence ao espaco de Hilbert da moeda pode ser escrito na forma geral como

We) = cos (%) 1) + e sin (%) 1), (2.5)

com « € [0,7] e § € [0,27], sendo representado através da esfera de Bloch (Fig. 2.1).
Como exemplo, podemos observar que no polo norte (o« = 0) teremos somente o spin up
e no polo sul (o« = 7) teremos o spin down. No equador da esfera de Bloch teremos uma

superposicao equilibrada (ou balanceada) de spin up e spin down, sendo que os diferentes
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pontos ao longo do equador determinam a fase relativa entre estados de spin, como pode
ser visto na Fig. 2.1. Ja nos hemisférios teremos uma superposi¢ao nao-equilibrada entre
spin up e spin down, com maior probabilidade de medir spin up nos qubits do hemisfério

norte e spin down nos qubits do hemisfério sul da esfera.

Figura 2.1: Esfera de Bloch. Retirado de [15].

2.1.1 Operador evolugao temporal

A evolucao no tempo do estado de uma caminhada quéantica discreta ocorre através da
aplicagao de um operador U , denominado operador de evolugao temporal. Dado um

estado quantico |¥(t)) geral, ao aplicar o operador U, temos
U(t+1)) = U |T(t)). (2.6)

Para encontrar um estado |¥(¢)) a partir de um estado inicial |¥(0)) é necessario a

aplicacao de U por t vezes, resultando em

(U(t)) = U(n)U(n—1)...UQ1) [¥(0)) =T [[U)[¥(0)), (2.7)
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sendo 7 um operador para explicitar o ordenamento temporal do produtério. O operador

de evolucao temporal é dado entao por
U=50CxIp), (2.8)

onde C' é o operador moeda, que ira atuar no espaco de Hilbert da moeda Hc, Ipéo
operador identidade no espago de posicao e Séo operador de translagao condicional. Em
um primeiro momento, o operador moeda ird atuar no caminhante mudando o estado da
moeda |¥¢) (qubit) para uma nova superposicao de estados. Em seguida, o operador de
translacao condicional move a particula para as posi¢oes vizinhas na rede condicionada

pelas amplitudes de spin [21]. Desta forma, um estado geral pode ser escrito como,

+o0o

(WD) = > (a(G,t) 1) +b(, ) [4) @ [5) . (2.9)
j=—o00
tal que a(j,t) e b(j,t) correspondem respectivamente as amplitudes de probabilidade de

spin up e spin down numa certa posi¢ao j no tempo t.

2.1.2 Operador moeda

Todas as infinitas possibilidades de superposi¢cao das amplitudes de probabilidade do spin
up e spin down que determinam o estado interno inicial do caminhante (qubit) podem
ser representadas geometricamente pela esfera de Bloch como discutido anteriormente. A
funcéo do operador moeda C' é rotacionar o estado interno do caminhante nesta esfera 3],
portanto, colocando o estado interno em uma nova superposicao preservando a condi¢ao
de normalizac¢ao [22]. Como exemplo de moedas quéanticas, podemos observar que as
matrizes de Pauli 0,, 0, e 0, que representamos pelos operadores X , YeZ [1], levam a

uma rotagao na esfera de Bloch de 180° sobre os respectivos eixos z, y e z,

. 01 - 0 — 1 0
10 t 0 0 -1

<
Il
~
Il
Ny
Il

(2.10)

Utilizando esses operadores, podemos equacionar rotacoes arbitrarias por um angulo

34



2.1. FORMALISMO MATEMATICO DAS CAMINHADAS QUANTICAS 33

0 em torno dos eixos z, y e z da seguinte forma,

o R cos ¢ —isin?
R.(0) = e 0%/2 = cos <§>I — isin (g)X 2 2|,

0 0

—ising  COSg
o 0 0\ ~ cos? —sin?
R,(0)=e /2 =cos (= |I —isin( =]V = 2 2, (2.11)
Y 9 2 0 0
— Sin 5 COS 5
o R e—i9/2 0
R.(0) = e /% = cos <Q>I — isin <€>Z =
2 2 0 i0/2

E possivel mostrar que um operador moeda arbitrario, pode ser escrito como
C = e R,(Bu)Ry(vu) R2(64), (2.12)

que partir das Eqgs. 2.11 nos fornece,

e [0 [eosu/2) —sin(u/D) [0 (2.13)
e , .
0 /2] \sin(v,/2) cos(7./2) 0  ¢u/?

onde os parametros av,, 3., Y. € d, possuem valores reais [1]. Ao realizar as substitui¢oes:
o, = 7 (fase global da moeda), 3, = 20, cos (7,/2) = \/q e 0, = 2 + 7, obtemos uma
moeda quantica C geral pertencente ao grupo especial SU(2) das matrizes complexas
unitarias de grau 2,

. o C VI = qge?
oo e Ve “ . (2.14)

oy VI=ge* —\/qe’"
tais que 0 < ¢ <1e0<60,p <2m. O parametro ¢, também conhecido como tendéncia
(bias) da moeda, nos informa se a moeda é justa ou nao, podendo variar entre 0 e 1. Por
exemplo, se definirmos ¢ = % na Eq. 2.14, a aplicagao da moeda ir& gerar um estado de
superposicao igualitaria entre as amplitudes de spin up e spin down, portanto, sera uma
moeda justa (ou balanceada). Para o caso onde g # %, a moeda é denominada tendenciosa.
Os parametros 6 e ¢ definem as fases relativas entre os estados de spin superpostos. Até

entao, estamos considerando esses parametros fixos no tempo e na posi¢ao, mas eles podem

variar somente no tempo, na posi¢ao ou em ambos [3, 23, 24|. Neste trabalho, a fim de
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introduzirmos os defeitos Fourier em certas posigdes da rede (simétricas) consideraremos
os parametros 6 e ¢ como dependentes da posigao como mostraremos no proéximo capitulo.
Duas moedas justas (¢ = 1/2) que sao amplamente utilizadas na literatura sao a

Hadamard H e Fourier F' (ou Kempe) e sao dadas por

T 1, et (2.15)
V2 \1 1 V2 \i 1

que podem ser obtidas, respectivamente, tomando 6 = ¢ ambos nulos ou iguais a 7/2 na

Eq. (2.14). Ou ainda, em termos de rotagoes do estado na esfera de Bloch (Eq. (2.12)), po-

demos escrever H = ¢™/2R,(0)R,(n/2)R.(—7) enquanto F' = R, (7 /2) R, (7/2) R.(—7/2).

Podemos observar no Exemplo 1 e na Fig. 2.2 que, embora ambas moedas sejam justas,

ao aplica-las no qubit [1), ambas levam a uma nova superposi¢ao no equador da esfera de

Bloch, no entanto com fases relativas entre estados de spins distintas.

Exemplo 1. Partindo de um qubit |V¢) = [1), ao aplicar o operador moeda Hadamard

e Fourier obtemos:

Am_ 1 1 1 1 1 1 1 1 N 1 0
v\t 1) o) v2\e) velo) v2
1
= 51+ 1) (216)
1 1 4 1 1 1 1 1 i 0
=20 o) el ) T
= L+, (2.17)

A moeda X de Pauli também é conhecida como porta NOT. Na computacgao cléssica,
o operador NOT tem como objetivo inverter o valor de entrada da operacao, ou seja, se o

valor inicial é 1, o valor gerado apos a operagao serd 0 (em notacdo binéria) e vice-versa.
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Ao aplicar o operador moeda X ao estado inicial spin up obtemos:

X =

1

0

35

(2.18)

A moeda X ira inverter a base do estado do qubit, pois realiza uma rotacao de 180° em

torno do eixo z da esfera de Bloch.

Figura 2.2: Representagoes das atuacoes dos operadores moedas Hadamard H , Fourier F e NOT X ,
sobre o estado |1) na esfera de Bloch. Retirado de [22].

2.1.3 Operador de translagao condicional

O operador de translagao condicional S é escrito matematicamente como

S:me@|j+1><j|+|¢><¢|®|j—1><j|-

(2.19)

Ao ser aplicado ao estado da caminhada, esse operador iré transladar a posicao dos estados

condicionado pelo grau de liberdade interno, ou seja, o estado |1) ® |j) vai para a posigao

a direita |7 + 1) e [{) ® |j) para a posigao a esquerda |j — 1), emaranhando o spin com a

posicao. Portanto, apds o operador C' atuar sobre o qubit rotacionando-o para um novo
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estado de superposicao, o operador de translacao condicional S faz a translacao desse

novo estado, separando as componentes de spin nas duas posicoes vizinhas.

Exemplo 2. Assumindo um estado local na origem dado por |¥) = \%(H) + 1)) ® 10y,

ao aplicarmos o operador de translagao condicional ao estado, obtemos

. 1 1
5 (ﬁm e |o>) — (1) (@ (1) (0] + 1) (4 @ |~1) (0]) (ﬁm ) e |o>)
— 1) €11 1) 010)+ ) (114 -1 (00)

1

\/E(IT>®!1>+H>®\—1>)- (2.20)

Se o estado inicial for dado por [¥(0)) = \%(!T) +i]})), a atuagao do operador de

translagao condicional ird resultar em

5 (im fil) e |o>) — (1) (11 @ 11 401 + 1) (] @ |13 (0)) (%

- <r¢>+i|¢>>®ro>)

1 .
=N (T 1) @10+ 1) 0[0) +ilL) (4 ]1) © 10~ 1) (0[0))
—— (@) +ill) o |-1). (221)

V2

Note que adotamos acima como estados iniciais, os estados obtidos no Exemplo 1.

Como o operador de evolucio temporal U (Eq. (2.8)) é composto pelos operadores
moeda quantica, de translacao condicional e identidade em relacao ao espaco de posicao,
agora ¢ possivel verificar matematicamente como este operador evolui temporalmente um

estado partindo de um dado estado inicial |¥(0)).

Exemplo 3. Assumindo um estado inicial local |¥(0)) = |1) ® |0). Podemos obter o

estado |W(1)) a partir do operador evolugao temporal, considerando uma moeda quantica
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Hadamard H , fazendo

U |w(0))
S(Celp)(1) ©10))
S(H 1) @ 1p0)). (2.22)

[W(1))

Como Ip|0) = [0), e ja tendo realizado a operacao da moeda quantica H sobre o ket |1)
no Exemplo 1, temos que

1

W) = 8 ( v

(1 + 1) @ |o>) ,

a atuacao do operador S no estado acima foi demonstrada no Exemplo 2, nos resultando

em

1

V(1) = —=(Mel) + 1) @|-1)). (2.23)

Sl

2

Ja a evolugao temporal do estado |¥(0)) = [1)®|0) com uma moeda Fourier F', usando

o Exemplo 1 e a Eq. 2.21, resulta em

W) = S(F ©1p) (%) — (e + il -1 (2.21)

Portanto, para um estado inicial 1) ® |0), tanto a aplicagdo do operador de evolugao
temporal com uma moeda Hadamard quanto a Fourier resultam em um estado com 50%
de probabilidade de medir [1) na posicao j = 1 e 50% de probabilidade de medir ||)
na posigdo j = —1, mas com a fase relativa entre [1) e |]) diferentes, sendo nula para
a Hadamard (Eq. (2.23)) e 7/2 (Eq. (2.24)) para a Fourier. Fisicamente, podemos
associar a atuacao da moeda Hadamard com o papel do campo magnético nao-uniforme no
experimento de Stern-Gerlac! que faz com que o feixe inicial fique numa nova superposicao
de estados de spin. Por outro lado, a moeda Fourier pode ser entendida fisicamente como

um divisor de feixes num experimento de Mach-Zehnder, considerando as duas dire¢oes

10O experimento de Ster-Gerlach, proposto por Otto Stern e realizado com o auxilio de Walther Gerlach
entre 1921 e 1922, é composto por um feixe de atomos de prata aquecidos por um forno e, em seguida,
colimados, entao submetidos a um campo magnético nao-homogéneo perpendicular ao feixe.
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perpendiculares de propagacao como o sistema de dois niveis. Entao, por exemplo, se um
foton chega numa dire¢ao, metade de sua intensidade é transmitida sem fase nenhuma,

enquanto a outra metade ¢ refletida com uma fase de 7/2 [13, 15].

Exemplo 4. A partir do estado |¥(1)) é possivel calcular |¥(2)) para a caminhada

Hadamard, assim

S

O B A T R I e P
v2 o lve 21 Lo 2\1 -1/ \1
b)ome () )

® |-1)
1
SN + W) @ 1)+ (1) — |1 @ [-1)). (2.25)

Para o passo t = 2, o operador S sera escrito levando em conta as posicoes 7 =1 e —1,

resultando em

S= 1) (1@ (12) (1] +10) (=1]) + 14) (H @ ([0} (1] + [=2) (1)) (2.26)

Substituindo na Eq. 2.25 temos

[W(2)) Z%(Iﬂ (M (12) (1] +10) (1) + ) (U @ (10) (1] + |=2) (=1]))-
(D) + ) D)+ (1) =) @ [=1), (2.27)

e escrevendo somente os termos dos produtos internos nao-nulos, resulta em

(@) =5 (1) (1) @ [2) (A1) + 1) (1)1 ©10) (1]~ 1)
FI 1 @ 10 (101 — 143 (] ) @ -2 (-1~ 1))
SN ®12)+ (1) + 1) ©10) ~ 14 ®-2). (225)

[W(2))
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Podemos obter o estado |¥(3)) a partir de |W(2)):

W (3)) =U |%(2))
=S SU ) ©lp [2) + H(1) + 1) @ 1r 0) — A1) ©1p | -2)
=55 <\/_<|T>+H>)®|2> f|¢>®|o> %( |¢>+|¢>>®|—2>). (2:29)

O S sera determinado pelas posicoes j =2, 0 e —2,

S = 1) (1@ (13) 21+ 1) (O] +|=1) (=2))+ 1) (U@ (|1) (2] +|=1) (0] +|-3) (~2]), (2:30)

cuja substituicao na Eq. 2.29, resulta em

1/ 1 2 1 1
#E) = (M@ + SMell- e+ o+ ol-3)
V2
4

(IMeB)+eM+)el)-Mel-1)+[)e[=3)). (2.31)

Esse processo pode ser repetido n vezes para obter qualquer estado [¥(n)).

Observamos através dos exemplos acima, que o calculo das amplitudes de spin em cada
posicao ao longo do tempo é um procedimento recursivo, no qual repete-se o processo de
calcular as amplitudes no tempo t a partir das amplitudes obtidas anteriormente no tempo
t — 1 pelo mesmo processo. Logo, reescrevendo a Eq. (2.6) usando a Eq. (2.8) tal que
1U(t)) = S(C(j,t) @ Ip) |¥(t — 1)), mas agora considerando um operador moeda C'(j, t)
(Eq. (2.14)) que pode variar no tempo e posicao, as amplitudes de probabilidade a(j,t) e

b(j,t) do estado podem ser escritas através das seguintes equagoes de recorréncia [24],

Cl(j, t) = CTT(j - 17t>a’(] —1,t- 1) + CTJ,(j - ]-7t)b(.] —1t- 1)7

portanto, vemos que partindo de um estado local em ¢ = 0, calculamos as amplitudes do
passo t = 1 variando 7 de —1 a 1, em seguida de —2 a 2, ou seja, para cada passo de

tempo t calculamos as posigoes variando de j = —t até j = t.
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2.1.4 Probabilidade e dispersao

Devido a esse carater probabilistico intrinseco ao processo de medida em sistemas quanti-
cos, a probabilidade tem grande importancia em caminhadas quanticas, sendo imprescin-
divel para varias anélises relevantes. A distribuicao das probabilidades sobre as posi¢oes
para um estado |V (t)) esta atrelada as amplitudes a(j,t) e b(j, t), e elas podem ser obtidas
a partir da projecao da fungao de onda do estado na base do espaco de Hilbert de posicao

Hp, ou seja,

P(j.t) = (T @ GD1T®) * + [((H @ G [ 0) [F = la(, )" + (G117, (2.33)

onde vemos que o primeiro e segundo termos acima nos fornecem respectivamente as
probabilidades de encontrar a particula no estado |1) e |]) na posigao j e tempo ¢, ou

seja,

Pr(5.) = [((H@ GDITE) 1, P t) = (U ® () @) [* (2.34)

Na Tabela 2.1 obtemos a distribuicao de probabilidades de uma caminhada quéantica

Hadamard a partir do estado |¥(0)) = |[1) ® |0) (Exemplo 4) usando a Eq. 2.33.

t/jl-3[-2[-1[o[1[2]3
0

1
1 1
1 1 2 1 2 1
2 1 Z 1 5 5 Z T
3 | & 8 8 g

Tabela 2.1: Distribuicao de probabilidades para os trés primeiros passos em uma caminhada quéntica
Hadamard com uma particula no estado inicial |¥(0)) = |1) ® |0) (Exemplo 4).

As informacgoes obtidas na Tabela 2.1 nos indicam uma distribui¢ao assimétrica de
probabilidades. A Fig. 2.3 nos mostra a distribuicao de probabilidades para 100 passos de
uma caminhada quantica Hadamard iniciando de diferentes estados iniciais e respectivas
dispersoes ao longo do tempo obtidas através de simulacao computacional. A partir dos
estados |1) ou |) a evolugao temporal leva a uma distribui¢ao assimétrica para direita ou
para esquerda, respectivamente, diferindo do caso classico. Entretanto, com o qub:t inicial
Vo) = \%(H ) + i), a distribuigao sera simétrica. Na caminhada quantica temos uma
maior concentracgao de probabilidades nas regioes laterais devidos aos efeitos quanticos de

interferéncia destrutiva, que ocorrem com maior intensidade proximo a origem. Portanto,
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na caminhada quantica, em particular no caso de uma moeda fixa (que ndo varia no tempo
e nem nas posigoes), a distribui¢do de probabilidade tem uma forte dependéncia com o

estado inicial e moeda quantica utilizada na caminhada [3].

14—
12}
X 10
o |
B 8 ]
=i =0
S 6 Y
% : —-—ﬁ(IT>+lli>)
S
2
of

Posicao j

Figura 2.3: Distribuigdo de probabilidades P(j) para uma caminhada quantica Hadamard apo6s 100
passos de tempo, iniciando da posi¢do j = 0 com os qubits |1) (circulo preto), [{) (quadrado vermelho) e
(I1) 4+ [4))/v/2 (triangulo verde) com as respectivas dispersoes o(t) no detalhe.

Outra caracteristica que podemos observar através da Fig. 2.3 é a dispersao o(t),
colocada em detalhe. Esta pode ser calculada a partir da variancia, sendo escrita como a

diferenca entre os valores médios (j2) e (5)?, resultando em

Zj (la(G, ) + b0, 1) (Z] la(, t* + b(4, 1) )) - (2.35)

Portanto, esta dispersao ira depender do passo t da caminhada e, assim como a probabi-
lidade é calculada a partir das amplitudes de probabilidades a(j,t) e b(j,t).

No caso da caminhada cléssica, a dispersao é dita difusiva, pois tem uma dependén-
cia dada por o(t) oc v/t. No caso quéantico, a dispersido sera dita balistica, devido a

dependéncia o(t) o t, isto é, terd um fator quadraticamente superior.

2.1.5 Emaranhamento quantico

O emaranhamento quantico (ou entrelacamento quéntico) é um tipo de correlagao quan-

tica que surge entre os graus de liberdade interno (spin) e externo (posigao) do caminhante
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quantico devido a propria dinamica da caminhada quantica. Para determinar tal correla-
¢ao em termos matematicos, é necessario a introdugao do operador densidade.

Os estados puros sao dados pelo operador densidade p = |¥) (¥|. Quando o sistema
for descrito por um ensemble de estados puros |¥;) o estado é definido agora como estado

misto, cujo operador densidade é
P = Zpi W) (Wil (2.36)

onde p; é a probabilidade de se encontrar o sistema em um dado estado |¥;).

Para uma caminhada quantica, os estados iniciais sao puros e bipartidos, ou seja, sao
descritos como o produto tensorial de dois subestados |V 4) e [¥g) de dois subsistemas A
e B, que correspondem respectivamente aos espagos de spin (moeda) e posigdo. Temos

que a generalizacao de um estado emaranhado é descrito na forma bi-ortogonal [25]

|W(A, B)) = Zci lag) @ |5;) (2.37)
i=1
onde |aq),|as), -+, |ax) e |B1),|B2), -+ ,|Bk) sdo estados ortogonais dos subsistemas A

e B respectivamente, tal que ¢; sao coeficientes reais e positivos.

Devido ao estado inicial [¥(0)) da caminhada quantica ser puro e a evolugao temporal
ser unitéria, ou seja, nao ha efeito de decoeréncia no sistema, o estado |W(t)) permanecera
puro. Entao, o emaranhamento serda quantificado entre os dois subsistemas através da

entropia de von Neumann, sendo definida como [25],

Sp = —Trlplog, pl, (2.38)

onde T'r é a funcao matricial traco que corresponde a soma dos elementos da diagonal de

uma matriz. Como o estado geral da caminhada quéntica é dada pela Eq. 2.9, o operador
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densidade sera,

p(t) =¥(1)) (U ()]

= Z (a(7,8) 1) + 605, t) 1)) (a4, 2) (11 + 07 (5, 2) (H) @ [7) (]
= Z la(i ) 1) {1+ a(i, )b" (7, 1) [1) (U + a*(7, )b, 1) |1 (1] +
b, O 1) (L @ 15) (Gl (2.39)

A representacao matricial pode ser usada para obter os produtos entre os bras e kets,

) (1 = [1) (1 o): ((1) 2 : (2.40)
1) (H = (1) (0 1>: 2 (1) : (2.41)
o= o={) ) (2.42)
) (= (1) (0 1)= 2 (1)) (2.43)

Desta forma, a Eq. 2.39 pode ser reescrita como,

S A E=IT U] (2.44)

Zja (jat)b(jat) Z]|b<]7t>’
O operador densidade psp descreve o estado para um sistema bipartido composto
pelos subsistemas A e B, mas podemos obter o operador densidade reduzido em relagao

a A, pa=Trg(pap), sendo que Trg é denominado trago parcial sobre B. Por sua vez, a

aplicac¢@o do trago parcial em um operador é definido por [1]

Trp(lon) (ao| @ |Br) (B2]) = |aa) (aa| Trp(|B1) (B2]) = [ar) (@l (Ba|B1) (2.45)

tal que |aq) e |ag) sao dois vetores quaisquer do espago A e |51) e |52) s@o dois vetores
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quaisquer do espaco B.
Portanto, ao realizarmos a operacao do traco parcial sobre o espaco de posicao no
operador densidade da Eq. 2.44, obtemos o operador densidade reduzido no espaco da

moeda, sendo escrito como

o [ SolGOr SieorGo) (a0 o) o,
S0 G0 X, bGP I B()

com A(t) =3 la(j, )%, B(t) = 32, [b(, )%, T(t) = 32; a(j, )b*(4.) e I () = 35, a* (4, 1)b(j, ).
Ao diagonalizarmos a matriz po(t) (Eq. (2.46)),

det — =0, (2.47)

lembrando que A(t) + B(t) = 1, teremos,
M (t) — A(t) + At)(1 — A@t)) — [T (#)]> =0, (2.48)

cuja solucao nos fornece os seguintes autovalores,

Malt) = 5 \/i — A(1)(1— A1) + [T(B)[2 (2.49)

Por fim, a Eq. 2.38, referente a entropia de von Neumann, pode ser reescrita como
Sp(t) = —Trlpc(t)1ogy po(t)] = =Xy () logy Ay () = A_ () logy A_(£).  (2.50)

Desta forma, pode-se obter em qualquer instante de tempo a entropia de emaranhamento
SE do estado de uma caminhada quantica. Portanto, se o estado ¢ dado por um produto de
estados, é nao-emaranhado o que implica que Sg = 0, se tem alguma correlagao entre spin
e posicao, o estado é parcialmente emaranhado (0 < Sg < 1) ou totalmente emaranhado

quando a entropia assumir o valor méaximo Sg = 1.

Exemplo 5. Calcular o emaranhamento do estado inicial |¥(0)) = |[1) ® |0). Para este

estado tem-se que Y |a(j,)[* = 1 e 37, [b(j,1)[* = 0, desta forma A(0) = 1 e [['(0)|* = 0,
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assim, usando a Eq. 2.46 temos

pol0) = - , (2.51)

que nos fornece os autovalores Ay (0) =1 e A_(0) = 0, e usando a Eq. 2.50, obtemos

Sp(0) = —1log,(1) — 0log,(0) = 0, (2.52)

ou seja, o estado é nao-emaranhado.

No Exemplo 5 vemos que as informagoes estao completamente definidas: o estado de
spin € up e a posicao é a origem (j = 0). Portanto, a medigao de qualquer informagao de

um espago de Hilbert nao nos permite obter nenhuma informagao do outro espaco.

Exemplo 6. Calcular o emaranhamento do estado inicial deslocalizado |¥(0)) = 1[||) ®
|=2) + (I1) + 1)) ® [0) + 1) ® [2)]. Para este estado tem-se que Y. la(j,t)]* = 3,
Zj ‘b<jat)’2 = % € Zj a(ja t)b*(j7 t) = Ej Cl*(j, t)b(ja t) = ia assim,

: (2.53)

[ SIS e

=
*
—~
(e
~
=
(a)
SN—
= N

que nos fornece os autovalores A, (0) = 3/4 e A_(0) = 1/4, e usando a Eq. (2.50), obtemos

Sg(0) = —0, 7510g,(0, 75) — 0, 2510g, (0, 25) ~ 0, 811278, (2.54)

que nos indica um estado parcialmente emaranhado.

No Exemplo 6, parte do estado possui alguma correlacao entre o estado interno e
externo. Pode-se, por exemplo, afirmar que se medirmos |1) no estado de posigao j = 2,
para j = —2 o spin sera |[|). No entanto, ao medirmos na posi¢do j = 0 poderemos ter
ambos os estados de spin. Da mesma forma, se medirmos o estado |1) sabemos que sua
posicao serda j = 0 ou 2 excluindo a posi¢ao j = —2 e da mesma forma, se medirmos ||)

podemos excluir a posicao j = 2.
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Exemplo 7. Calcular o emaranhamento do estado inicial deslocalizado |¥(0)) = \%H@ ®

|=1) + [1) ® [1)]. Para este estado tem-se que Y |a(j, t)|* = 3, [b(j,1)[> = 5 resultando

, (2.55)

=
*
—
o
N
=
o
~~
S N

N[ =

que nos fornece os autovalores A\, (0) = A_(0) = 1/2, e usando a Eq. (2.50), obtemos

SE(0) = —0,5log,(0,5) — 0,51log,(0,5) = 1, (2.56)

que nos indica um estado totalmente emaranhado.

No estado totalmente emaranhado do Exemplo 7, vemos que o estado de um espaco
de Hilbert esta totalmente correlacionado com o estado do outro espaco, por exemplo, se
medirmos numa certa posi¢ao, saberemos qual é o spin do estado, e 0 mesmo ocorrera

caso o spin seja medido, saberemos qual é a posi¢ao do estado.
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Capitulo

Resultados

O objetivo deste capitulo é estudar caminhadas quanticas com defeitos de rede tipo Fourier
introduzidos em posi¢oes simétricas via simulacoes numéricas. Esses defeitos consistem
em moedas quanticas que introduzem uma fase de 7/2 entre estados de spin em posi¢oes
simétricas da rede, enquanto todas as demais moedas sao Hadamard. Primeiramente,
faremos uma revisao de alguns trabalhos da literatura para abordar algumas possibilidades
de defeitos de rede. Em seguida, investigaremos o actimulo de probabilidade entre as
posi¢oes dos defeitos e como esses defeitos modificam as propriedades de transporte e
emaranhamento de tais caminhadas em comparacao as caminhadas quanticas dirigidas

por uma moeda Hadamard (caminhada Hadamard).

3.1 Defeitos de rede

Na literatura, existem alguns trabalhos que estudam caminhadas quanticas com um tnico
defeito de rede na posicao de origem (j = 0) do caminhante [21, 22, 26]. Nesses estudos
pode-se observar que a inser¢cao de um tnico defeito de rede nessa posicao pode gerar
uma série de interferéncias construtivas, localizando parte da probabilidade da particula
na origem, no entanto, sem impedir que parte do estado nao-localizado disperse balisti-
camente [22|. J& numa caminhada Hadamard, a probabilidade de retorno da particula a
origem, ou seja, a probabilidade de encontra-la na posi¢ao de origem cai exponencialmente
ao longo do tempo [26].

Norio Konno, por exemplo, estudou o perfil de localizacao de uma particula na origem
em funcao de um pardmetro w da moeda, por meio de um método combinatério de

contagem de caminho [26]. Ele estudou uma caminhada Hadamard com um defeito de
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rede em j = 0 dado pela seguinte moeda,
Cx = — ' , (3.1)

onde w € [0,27). Considerando que numa caminhada quantica partindo de um estado
local, o caminhante s6 ocuparé posicoes pares em passos de tempo também pares, pelo
método combinatorio do Konno, ele mostrou analiticamente tomando o tempo ¢ = 2n que
o limite da probabilidade da particula quantica retornar a origem é dado por

lim Py(2n) = (Hﬂy (3.2)

n—00 3 —2cosw

localizando até 64% do estado na origem para w = w. Um dos aspectos mais interessantes
do perfil de localizagao observado por esse tipo de defeito é que independe do qubit inicial.
Em contrapartida, Wojcik et al. introduziram um outro tipo de defeito cujo perfil de
localizacao ¢ dependente do qubit inicial. Os autores introduziram uma fase global e a

uma moeda Hadamard em j = 0,

w W
e N

Cw=—|[ | =evh, (3.3)

e observando a evolucao da localizacao da particula para estados estacionarios em passos
duplos, eles obtiveram tais estados a partir da resolucao das equacoes de recorréncia e
analisaram a sobreposicao desses estados com diferentes qubits iniciais. A partir de uma
descricao analitica, eles obtiveram trés diferentes perfis de localizagao determinado pelos
qubits 1) e (1) £ |1))/V2.

Por ultimo, recentemente Teles et al. propuseram como defeito de fase uma moeda
com caracteristicas semelhantes a proposta de Wojcik et al., com ambas possuindo o

mesmo determinante, entretanto com a nova moeda possuindo uma fase relativa w extra,

Cr = 1, (3.4)

resultando em uma nova translacao de g por w apos Cr atuar no qubit [22]. No estudo

comparativo, Teles et al. reproduziram os resultados de Konno e Wojcik e mostraram que
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os resultados via simulacoes numeéricas coincidem com os resultados analiticos de ambos
autores, ja na ordem de 1000 passos [22]. Devido a fase extra utilizando a moeda Cr,
os autores obtiveram cinco diferentes perfis de localizagao determinados pelos qubits |1),
(11 £ ]4)/v2 e (I1) £1]4))/v2. Entretanto, de maneira distinta das moedas abordadas
anteriormente, ¢ interessante notar que é‘T ¢ a Unica moeda que permite introduzir um
defeito de rede Fourier ao tomar w = 7/2, uma vez que esse defeito nao pode ser descrito
por Ck, nem pela adicao de uma fase global como em Cw [22].

Nesse trabalho, introduziremos defeitos de rede simétricos reescrevendo a moeda na

Eq. 2.14, considerando 0(j) = ¢(j) = wd(|j| — d) como,

. 1 1 ciwd(1j1—d)
C(j) = — , (3.5)

V2 \ piwd(ljl=d)  _ gi2ws(|jl—d)
ou seja, se a posigao da moeda for j = +d, temos que §(|j| —d) = 1 resultando em moedas
C'r nessas posicoes, mas se j # +d implica que d(|j| — d) = 0 obtendo Hadamard nas
demais posi¢oes. Portanto, vemos que utilizando essa moeda com w = 7/2, estabelecemos

caminhadas quanticas Hadamard com defeitos Fourier simétricos nas posicoes j = +d.

3.2 Caminhada Hadamard

Antes de iniciar o estudo com defeitos simétricos, é importante caracterizarmos alguns
aspectos da caminhada Hadamard, a fim de comparé-la posteriormente com as caminha-
das com defeitos. Diferentemente do caso de um tnico defeito na origem, para defeitos
simétricos devemos analisar a probabilidade acumulada ao longo do tempo para a regiao
entre os defeitos dada por —d < j < d, ou seja, a presenca de localizacao do estado
para |j| < d. Para obter este perfil de probabilidade podemos reescrever a Eq. 2.33 para

abranger todas estas posicoes,
d
Pac(lj] < d,t) Z (e G em) P+ e Gh1ee)

onde P,. é denominado probabilidade acumulada.

A Fig. 3.1 mostra o decaimento da probabilidade acumulada para os valores d=1 até
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5. Devido a dispersao balistica na caminhada Hadamard, as probabilidades acumuladas
proximas a origem caem rapidamente segundo P,.(t) ~ t~! (no detalhe) e ndo possuem
dependéncia com o qubit inicial. No detalhe ainda é possivel observar que para os diferen-

tes valores de d, a lei de decaimento serd a mesma, mudando somente o coeficiente linear

entre elas.
1.0
\4 :
-1,
0.8 4 ~\
0.6 o \ ~1
vl -2
= —3
3 4
Qj‘ 0.4 5
102
1 10 10%
0.2
0.0
20 40 60 80 100
t
Figura 3.1: Probabilidade acumulada (P,.) para uma caminhada Hadamard para valores de d = 1

(preto), 2 (vermelho), 3 (azul), 4 (verde) e 5 (rosa) para os primeiros 100 passos. No detalhe: em escala
logarftmica comparando com a lei de poténcia t~1 (cinza).

Observamos também que entre passos de tempo adjacentes, existe uma aparente des-
continuidade entre as probabilidades. Isso acontece devido a propria dinamica da particula
quantica que partindo da posi¢ao de origem 7 = 0, ocupa posigoes impares em passos de
tempo fmpares e posicoes pares em passos de tempo pares. Quando considerada a pro-
babilidade acumulada entre as posi¢oes +d, o nimero de posi¢oes nas quais se calcula
a probabilidade pode variar a cada passo. Por exemplo, assumindo que d = 1, a pro-
babilidade acumulada em passos de tempo pares refere-se somente a probabilidade na
posicao j = 0 e em passos de tempo impares é considerada a soma das probabilidade em
j = —1el, levando a saltos na probabilidade acumulada semelhante a um comportamento
dente-de-serra.

Uma forma de avaliar o transporte da particula em uma caminhada quantica é por meio
da variancia da posi¢ao. Ao considerar o efeito de localizagao da probabilidade ocasionada

pela introducgao de um defeito, pode-se esperar que o estado dispersaria menos, portanto
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terd uma variancia com valores inferiores ao de uma caminhada Hadamard. Sabendo
inhad anti iancia é ional 0% oc t de- tifi
que numa caminhada quéantica a variancia é proporcional ¢°  t°, pode-se quantificar o
coeficiente de proporcionalidade a partir da razao o?/t*. A Fig. 3.2 mostra a evolugao do
coeficiente 0% /t? ao longo do tempo obtido para uma caminhada Hadamard partindo de
diferentes qubits iniciais. E possivel observar que, apés uma flutuagao inicial, 0% /t* tende

para um valor constante alcancado um regime de longa duragao em algumas centenas de

passos.
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Figura 3.2: Coeficiente 0% /t? em fungio do tempo para uma caminhada Hadamard com 500 passos. Os
qubits iniciais utilizados séo |1) (preto), %( [ty £i|l)) (vermelho) e %( Y £ 1)) (azul).

Ao observarmos a Fig. 3.2, podemos verificar que algumas curvas se superpoem, resul-
tando em apenas dois valores para o coeficiente da variancia no regime de longa duracgao
para os cinco qubits diferentes analisados. Orthey et al. mostraram que no regime de
longa duragao, o coeficiente da variancia ird depender somente dos angulos polar « e

azimutal 8 do qubit inicial |27, tal que, para uma moeda Hadamard

o2 /t? = { <1 — \/7§> — (g — \/§> [cos (ar) + sin («) cos (B)]Z} : (3.7)

Ao aplicarmos os valores de a e § de cada qubit na Eq. 3.7, o resultado obtido sera
o /t? = 0,2071 para [1), Z5(I1) + 1)) e J5(IT) — 1)) e no valor de o3, /t* ~ 0,2929 para
\%(\ﬂ +ill)) e \%(!T) —i]})) conforme pode ser visto na Fig. 3.2. A partir da Eq. 3.7

é possivel obter o perfil das curvas de contorno do coeficiente da variancia para todos os
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valores de o e 3, conforme Fig. 3.3.

2n
0.28
i 0.26
0.24
Q 0.22
0.20
> 0.18
0.16
0 0.14

o 5 & ¥ o
04

Figura 3.3: Curvas de contorno dos coeficientes da variancia ¢%/t?> no limite de longa duracio numa
caminhada Hadamard para a € [0, 7] e 8 € [0, 27| com valores entre 0,1213 e 0,2929.

A evolugao do emaranhamento quantico em func¢ao do qubit inicial para uma cami-
nhada Hadamard é mostrado na Fig. 3.4, para os estados iniciais [1), \%(!T) +ill)) e
() £ 14)), 4 que os qubits (1) +i[1)) e L5(11) — i[4)), assim como, L(I1) + |4))
e \%ﬂﬂ — |[4)) possuem a mesma evolu¢ao. A Fig. 3.4 nos mostra que o emaranhamento
¢é dependente do estado inicial do caminhante e os valores de entropia para os estados
1) e \%(H) + |})) parecem nao tender a um valor mesmo quando analisados para 10.000
passos. A partir disso, pode-se inferir erroneamente que para alguns qubit iniciais o valor
do emaranhamento nao ira possuir um limite assintotico para a caminhada Hadamard.

A dependéncia do emaranhamento em caminhadas quanticas em funcao do estado ini-
cial local no limite assintotico foi analisada analiticamente no trabalho de Orthey et al.
[28]. Neste trabalho, os autores obtiveram a equacao da entropia no limite assint6tico Sg
quando t — oo, em fungao dos angulos polar « e azimutal 5 do qubit (tal como para a Eq.
3.7). A partir desse resultado, os autores obtiveram a superficie de emaranhamento em
funcao dos angulos a e 3, como mostra a Fig. 3.5, cujos valores de o e  para o emara-
nhamento maximo (Sz = 1) correspondem a (7/4,7) e (37/4,0) e para o emaranhamento
minimo (Sg ~ 0,736) correspondem a (37/4,7) e (/4,0). Para os estados em questao
da Fig. 3.4, vemos que Sg =~ 0,872. Desta forma, os valores oscilantes de emaranhamento

observados no detalhe da Fig. 3.4 para os estados 1) e \%(H) + [{)) nos mostram que em
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SO 1A 11
=

t

Figura 3.4: Emaranhamento Sg no tempo para uma caminhada Hadamard de 100 passos. Os qubits
iniciais utilizados sao |1) (preto), %(H) +i|})) (vermelho) e %(|T> + ||)) (azul). No detalhe: emara-
nhamento entre os passos 9.900 até 10.000.

10.000 obtemos uma tendéncia de convergéncia ao limite assintoético, para o qual todas as

trés curvas estao confluindo.

0.90
0.85
0.80

0.75

Figura 3.5: Emaranhamento assintético Sz em funcao dos angulos polar a e azimutal 3 do qubit inicial
para uma caminhada Hadamard. Temos a € [0,7] e 8 € [~m,7|. O emaranhamento varia entre ~ 0, 736
e 1, com valor médio (Sg) = 0,872 [15].
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3.3 Defeitos Fourier simétricos

Na ultima secao caracterizamos a caminhada Hadamard com respeito a probabilidade
acumulada para [j| < d, o coeficiente de varidncia 0% /t* e emaranhamento ao longo
do tempo para diferentes qubits. Para a introducao de defeitos Fourier simétricos na

caminhada quéantica, definimos w = Z na moeda dependente da posicao (Eq. 3.5). A

S

Fig. 3.6 mostra os gréaficos dos valores obtidos de probabilidade acumulada e coeficiente
de varidncia em caminhadas com defeitos simétricos Fourier até 10000 passos, tal que

j = +d corresponde as posi¢oes dos defeitos Fourier variando de d = 1 até 5.
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- 0.2 -)
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1 10 10% 10° 104 0 2x10°  4x10°  6x10°  8x10° 104
1 : 1 :
c) —=(T)+i[d d) —=(m)+i|d
1 (©) Z5(IM+ill)) 04 (d) F5 D)+l
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Figura 3.6: Probabilidade acumulada e coeficiente de varidncia para caminhadas quanticas com defeitos
Fourier simétricos para j = +d tal que d = 1 (preto), d = 2 (vermelho), d = 3 (azul), d = 4 (verde) ed =5
(rosa) até t = 10000 passos partindo dos qubits iniciais (a)-(b) |1}, %(|T> + |4)), (e)-(d) %(|T> +ild)
e (e)-(f) %(|T> —i]J)). Ambos os eixos dos graficos da probabilidade acumulada em (a), (c) e (e) estao
em escala logaritmica, enquanto os eixos do coeficiente de varidncia em (b), (d) e (f) s@o lineares.

A partir da Fig. 3.6 vemos que parte do estado permanece na regiao entre os defei-
tos (—d < j < d) ao longo do tempo, ou seja, a probabilidade acumulada tende a um
valor constante, diferindo do caso Hadamard que segue uma lei de poténcia dada por
t~1, conforme mostrado na Fig. 3.1. No entanto, vemos que quanto maior o valor de d,

menor ¢ a probabilidade acumulada. Para d = 1, uma parte expressiva do estado cuja
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probabilidade oscila entre 5% a quase 60% (dependendo do qubit), permanece localizado
proximo a origem, enquanto que a medida que d aumenta, a probabilidade acumulada
tende para valores exponencialmente menores. Dessa forma, podemos observar que a pro-
babilidade acumulada tem uma dependéncia inversamente exponencial com a posicao d,
logo seu valor é consideravelmente maior quanto mais préximos os defeitos Fourier simé-
tricos encontram-se da origem. Além disso, podemos notar que o niimero de passos para
convergéncia de P,. também tem uma dependéncia com o parametro d, ja que para d = 1
a probabilidade acumulada péara de cair e permanece oscilando em torno de um valor cons-
tante na ordem de dezenas de passos e, conforme d aumenta, esse comportamento ocorre
em um nimero de passos exponencialmente maior. Portanto, mais passos sao necessarios
para alcancar esse comportamento quanto mais distante esses defeitos se encontrarem da
origem. Na caminhada Hadamard a probabilidade acumulada é independente do qubit
inicial, j& para uma caminhada com defeitos Fourier simétricos essa mesma probabilidade
depende fortemente do estado inicial.

No que diz respeito ao coeficiente de variancia 0% /t* na caminhada Hadamard, como
visto na Fig. 3.2, os cinco qubits analisados convergem ao longo do tempo para somente
dois % /t* distintos. Observamos um comportamento semelhante para a caminhada com
defeitos Fourier: as curvas para os qubits |T) e \%(H) + |})) se sobrepoem tanto para a
probabilidade acumulada (Fig. 3.6 (a)) quanto para o coeficiente de variancia (Fig. 3.6
(b)). No entanto, para os demais qubits %(|T> +i[)), enquanto que no caso Hadamard
ambos possuem o mesmo comportamento, com defeitos Fourier tanto a probabilidade
acumulada quanto o coeficiente de variancia bifurcam-se em dois comportamentos dis-
tintos. Em particular, quando consideramos defeitos simétricos em d = 1, observamos
comportamentos opostos para esses dois qubits: para \%(H) +4]))) temos uma pequena
localizacao do estado entre os defeitos com alto coeficiente de variancia, enquanto para
\%(\T} —1i|4)) temos uma localizagao significativa e baixa variancia. A atuac¢do da moeda
Fourier nas posicoes j = £1 em caminhadas partindo desses dois qubits com tais fases
relativas, gera uma interferéncia destrutiva (construtiva) para a fase 7/2 (—m/2) entre
os defeitos (—1 < j < 1), enquanto que na atuacdo da moeda Hadamard ha somente
interferéncias destrutivas.

Um comportamento similar foi observado por Teles et al. ao estudar os perfis de loca-

lizagdo da probabilidade em j = 0 em fungao do parametro w (Eq. (3.4)) de um defeito
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nessa mesma posicao [22]. Os autores observaram que para w = /2, o que implica um
defeito Fourier na origem, os qubits |1) e \%(H} +i})) possuem a mesma probabilidade na
origem, enquanto o qubit \%(H) +[4)) evolui para uma pequena localizagao e \%(H) — 1))
para a maior localiza¢do entre todos os qubits considerados [22]. Neste trabalho, os au-
tores observaram ainda que embora grande parte da probabilidade do estado esteja presa
na origem para este ultimo qubit, isso nao impediu o restante do estado nao-aprisionado
de dispersar balisticamente. Isso, claramente se opoe ao comportamento de uma locali-
zagao de Anderson, que ocorre quando uma particula quantica se propaga em um meio
desordenado e é caracterizado pela auséncia de difusao [22], ou seja, sua variancia tende
para um valor constante no tempo [3, 24]. Segundo os autores, uma forma de interpretar
tal defeito na origem ¢é entendé-lo como uma barreira absorvedora, ja que o que nao é
absorvido por tal barreira ainda se dispersa balisticamente [22].

Este raciocinio de interpretar o defeito na origem como uma barreira absorvedora,
pode ser empregado no contexto de defeitos simétricos, uma vez que todos esses defei-
tos levam a uma localizagdo em |j| < d, no entanto, sem impedir que parte do estado
disperse balisticamente (Fig. 3.6). Entretanto, podemos distinguir dois comportamentos
entre as caminhadas com tais defeitos. Para d = 1, temos um comportamento muito
dependente do qubit, variando de uma pequena localizacao com alto coeficiente de vari-
ancia até uma expressiva localizacao com baixa variancia, como ja mencionado. Ja para
d > 1 nao observamos tal variacao ja que tanto localizagao quanto variancia apresentam
aproximadamente o mesmo comportamento para os qubits analisados. Para entender se
essa diferenca no comportamento é algo geral ou esta atrelada a escolha particular de
qubits e, a fim de comparar a varidncia de tais caminhadas com a caminhada Hadamard
correspondente, na Fig. 3.7 mostramos as curvas de contorno para a probabilidade acu-
mulada e a razao 0?/c% em funcao do qubit inicial (« e 3) para o caso d = 1 e também,
para d = 2 ambas calculadas ap6s uma caminhada de 10000 passos. Note que d = 2
pode ser tomado como referéncia para d > 1, uma vez que as demais curvas de contorno
seguem comportamentos qualitativamente similares ao caso d = 2 mostrado, tendo como
tnica diferenga o valor da escala na legenda na probabilidade acumulada, que sao ordens
de grandeza menores para os demais defeitos.

O primeiro aspecto interessante na Fig. 3.7 é que embora a intensidade da localizagao

seja diferente ao comparar os casos (a) d =1 e (¢) d = 2, as curvas sao qualitativamente
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Figura 3.7: Curvas de contorno para a probabilidade acumulada e a razao entre a varidncia de uma
caminhada com defeitos Fourier simétricos e a varidncia correspondente para uma caminhada Hadamard
em fungdo do qubit inicial, para d = 1 em (a) e (b) e para d = 2 em (c) e (d), considerando ¢ = 10000
passos. O angulo polar « varia entre [0,7] e o Angulo azimutal § varia entre [0,27] em incrementos
independentes de 0, 1 totalizando 2016 qubits iniciais.

semelhantes. Isso mostra que embora o valor da probabilidade acumulada varie conforme
o qubit inicial, a mudanca dos defeitos para posi¢oes mais afastadas da origem s6 reescala a
intensidade dessa localizacao. O mesmo nao dé para ser dito da razao entre as variancias,
ja que as curvas para (b) d =1 e (d) d = 2 sao bem distintas. No entanto, salta aos olhos
o fato de que mesmo com uma localizagao significativa para d = 1 ainda hé& qubits iniciais
cuja variancia é superior a da Hadamard (0/0% > 1) e, mais impressionante ainda, é que
para d = 2 todos os qubits iniciais possuem uma variancia superior a Hadamard, sendo
até quase trés vezes superior para alguns casos (veja exemplo na Fig. 3.8). Isso ocorre
porque como o coeficiente de variancia para d = 2 é bem elevado e aproximadamente o
mesmo para qualquer qubit, ao confrontar os pontos de minimo do coeficiente de varian-
cia na caminhada Hadamard na Fig. 3.3, vemos que sao exatamente esses pontos que

apresentaram maior aumento relativo na Fig 3.7, enquanto aqueles que correspondiam ao
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méaximo na Fig. 3.3, correspondem ao minimo na Fig. 3.7 ja que tiveram menor aumento
relativo.

E importante salientar ainda que, na Fig. 3.7, a probabilidade acumulada oscila
abruptamente de um passo para o outro, pelo mesmo motivo que leva ao comportamento
dente-de-serra discutido na Fig. 3.1 referente a caminhada Hadamard. Entao, por exem-
plo, para o qubit %(]T) +41]})) que corresponde ao ponto de minimo (a, §) = (7/2,7/2)
para d = 1, no passo t = 10000 sua intensidade ¢ de ~ 5%, enquanto no passo anterior era
~ 19%. A mesma coisa vale para o maximo em («, 8) = (7/2,3m/2), correspondendo ao
qubit %(H) —i]l)), tal que a intensidade é ~ 38% em ¢ = 10000 e no anterior era ~ 58%.
Por tltimo, cabe mencionar que embora a razao o2/c% para o caso d = 2 seja qualita-
tivamente similar aos demais defeitos com d > 2, esse caso ainda possui em média uma
variancia 14% superior ao caso d = 5, portanto a caminhada com defeitos simétricos em
j = £2 trata-se do melhor caso em termos de propriedades de transporte, porque embora
localize uma fracao consideravel do estado, a parte nao-localizada dispersa notavelmente

melhor que os demais casos, sendo superior inclusive a caminhada Hadamard.

0067 T T T T T T T i
0.066-= | Hadamard -

——d=2

0.03
S
= 0.02

0.01

0.00
-750 -500 -250 0 250 500 750

Posicdo j

Figura 3.8: Distribuicao de probabilidade comparando a caminhada Hadamard (preto) com a caminhada
quantica com defeitos Fourier simétricos para j = +d tal que d = 2 (vermelho) partindo do qubit inicial
%(H) +]4)). Neste caso, 0%/0% ~ 2,6.

A Fig. 3.9 mostra o emaranhamento em func¢ao do tempo para caminhadas quénticas
com defeitos Fourier simétricos, respectivamente, com d = 1 até 5. Podemos observar que
o emaranhamento também ird depender do qubit inicial e que, a medida que d aumenta,
vemos oscilacoes cada vez menores em torno dos seus respectivos provaveis limites assin-

toticos Sg. Repare que, para o caso d = 1, o qubit \%(\ﬂ +7]J)) que corresponde ao
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maior coeficiente de variancia e menor localizagao (Fig. 3.6 (c) e (d)) é também o mesmo
qubit que leva a entropia de emaranhamento mais expressiva com menor oscilagao. Por
outro lado, o qubit \%(H) — 1]J)) que corresponde ao menor coeficiente de variancia e
maior localizagao (Fig. 3.6 (e) e (f)), é o que tem menor emaranhamento e evolui com
uma alta amplitude de oscilacao. Para os demais casos d > 1, observamos que os qubits
1), \%(lﬂ +4)) e \%(H) —1]J)) exibem comportamento similar e parecem convergir para o
mesmo valor (ou valores bem préximos) com S > 0,98, enquanto os qubits \%(H) +il))
e \%(!T) —i|{)) também exibem o mesmo comportamento, sobretudo na medida que d
aumenta, e parecem convergir para Sp ~ 0,87 como é possivel ver nos detalhes da Fig.
3.9. Isto indica que existe um limite assintético Sg tal como no caso Hadamard para es-
ses qubits, mas com valores de entropia de emaranhamento superiores aos da caminhada

Hadamard apresentados na Fig. 3.4 em pelo menos trés deles.
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Figura 3.9: Emaranhamento em fungdo do tempo com defeitos Fourier simétricos com (a) d = 1, (b)
d=2,(c)d=3,(d) d=4e (e) d =5 para uma caminhada de 100 passos. Os qubtis iniciais utilizados
sdo [1) (preto), Z5(|1) +ill)) (vermelho), —(It) —i L)) (azul), (/1) + 1)) (verde) e Z5(|1) — 1))
(rosa). No detalhe: emaranhamento entre os passos 9.900 até 10.000.
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Quando comparamos o emaranhamento da caminhada com defeitos Fourier simétricos
(Fig. 3.9) ao emaranhamento da caminhada Hadamard partindo dos mesmos qubits,
observamos que em pelo menos trés deles, ha uma expressiva melhora no emaranhamento.
No entanto, é preciso verificar se isso ¢ uma coincidéncia com relacao aos qubits analisados,
ou se é de fato, um comportamento geral. Para tanto, na Fig. 3.10, apresentamos a curva
de superficie de emaranhamento apds uma caminhada de 10000 passos para o caso d = 5,
j& que esse foi o caso que mostrou a menor oscilagao em torno do provavel limite assintotico
Sg. O valor minimo do emaranhamento nesse caso Sg ~ 0,873 e a média entre todos os
qubits analisados, (Sg) = 0,963 sdo ambos muito superiores ao valor minimo assintotico
Sp = 0,736 e a respectiva média (Sg) = 0,872 da caminhada Hadamard (Fig. 3.5) e

também de uma caminhada dirigida por uma moeda Fourier [28]. E importante mencionar

1.000
0.975
0.950
0.925
0.900

0.875

Figura 3.10: Superficie de emaranhamento de uma caminhada com defeitos Fourier simétricos com d = 5
em funcao do qubit inicial, considerando ¢ = 10000 passos. O angulo polar « varia entre [0, 7] e o ngulo
azimutal 8 varia entre [0, 27] em incrementos independentes de 0,1 totalizando 2016 qubits iniciais.

que é possivel controlar o coeficiente de variancia e o emaranhamento de uma caminhada
quantica através do parametro ¢ de enviesamento da moeda. A moeda justa com ¢ = 1/2
comporta-se em cada posi¢ao j, como um centro espalhador transmitindo [1) para j + 1
e refletindo |}) com mesma probabilidade [27]. Agora, por exemplo, ao tomarmos ¢ = 0,
temos que a moeda quéantica sera uma o, (porta NOT) que faz com que a amplitude |1)
indo para direita seja totalmente refletida para a esquerda como amplitude [|) e vice-
versa, causando a localizacao do estado. Ja para ¢ = 1, temos que a moeda quantica
serd uma o, que faz com que a amplitude [1) seja totalmente transmitida para a direita

e a amplitude |}) para a esquerda, separando espacialmente |1) e |/), consequentemente,
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levando a auséncia de superposicao entre estados de moeda. Logo, numa caminhada cujo
qubit inicial é \%(\T} + 1)) (por exemplo), a medida que consideramos ¢ cada vez mais
proximo de 1, tanto o coeficiente de variancia quanto emaranhamento aumentam, mas as
custas da diminui¢ao da superposicao entre estados de moeda.

Portanto, como vimos, a presenga dos defeitos Fourier simétricos numa caminhada
quantica para d > 1 aumenta tanto o coeficiente de variancia quanto emaranhamento em
comparagao com a caminhada Hadamard para o mesmo qubit inicial, no entanto, sem
abrirmos mao de manter uma superposi¢ao igualitaria entre estados |1) e |]), uma vez

que tanto a moeda Hadamard quanto Fourier sao ambas moedas justas.
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Capitulo

Conclusoes

A proposta inicial deste trabalho era realizar caminhadas quénticas com defeitos Fourier
simétricos em cinco posigoes proximas a origem (j = =+d, tal que d = 1 até 5), com o
intuito de estudar trés propriedades de tais caminhadas: a probabilidade acumulada P,.
entre os defeitos, coeficiente o2/t? da variancia de posi¢cao e emaranhamento Sg entre
spin e posi¢ao do estado, confrontando-as com uma caminhada dirigida por uma moeda
Hadamard (caminhada Hadamard). A fim de verificar como essas propriedades evoluem
ao longo do tempo, foram estudados cinco qubits iniciais partindo da posi¢ao j = 0: |1,
%(|T> +ill))e %(H) +1J)). Como essas propriedades atingem um regime de longa dura-
gao (estavel) ap6s um niumero consideravel de passos, para determinar a dependéncia com
o qubit inicial, elas foram calculadas neste limite para 2016 qubits iniciais e comparadas
com os respectivos valores de uma caminhada Hadamard no limite assintético obtidos a
partir da literatura [15, 27, 28|.

A partir da probabilidade acumulada P,. observamos que parte do estado do cami-
nhante localizava-se na regiao entre os defeitos e, para d = 1 essa localizagdo mostrou
possuir uma forte dependéncia em relacao ao qubit inicial. Para esse caso, enquanto o qu-
bit \%(\ﬂ +i [{)) exibia uma fraca localizagao e alto coeficiente de variancia, \%(H) —i|d))
mostrava uma forte localizagao e baixo coeficiente de varidncia, enquanto que para os de-
mais qubits tinhamos uma situagao intermediaria entre esses dois casos. Para d > 1, essa
dependéncia em relacao ao qubit inicial mostrou-se menos significativa. Em todos os ca-
sos analisados, observamos que ap6s um determinado ntimero de passos, a P,. evolui para
um valor constante (regime estével). Tanto o valor da P,. quanto o nimero de passos

para atingir tal regime possuiam dependéncia exponencial com a posicao d do defeito,
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portanto, quanto mais proximos os defeitos estavam da origem, maior parte do estado era
aprisionado e mais rapidamente a P,. convergia para um valor constante.

Em relacao ao transporte da particula quantica, a comparagao entre a caminhada
com defeitos simétricos e a caminhada Hadamard foi realizada através da razao entre
os coeficientes de variancia de ambas caminhadas 02/0%. Para d = 1, observou-se que
somente para poucos qubits iniciais obtivemos valores do coeficiente de variancia superior &
caminhada Hadamard. Ja a caminhada com d = 2 se mostrou a mais relevante, resultando
em 0?/c% > 2,6 para alguns qubits iniciais. Para d > 2, vemos comportamento similar
embora com coeficientes menos expressivos do que os obtidos para d = 2, porém, vale
ressaltar que os valores de P,., sao menores quanto mais distante os defeitos se encontram
da origem. Ao comparar esses resultados de transporte com a P,., podemos através de
uma escolha apropriada do qubit inicial, otimizar o transporte da particula minimizando
a parte do estado que permanece aprisionado (localizado), logo ao escolher o, 5 e d é
possivel controlar tanto a localizagao quanto o transporte da particula quéantica.

Quanto ao emaranhamento, vimos que de uma maneira geral para d > 1 todos os cinco
qubits analisados obtiveram resultados proximos ou bem superiores ao emaranhamento
no limite assintético Sg = 0,872 de uma caminhada Hadamard. Ao mapear numa super-
ficie o emaranhamento de todos os qubits para o caso que apresentou menor oscilacao no
regime de longa duragao (d = 5) obtivemos que o valor minimo do emaranhamento nesse
caso Sg ~ 0,873 e a média entre todos os qubits analisados, (Sg) = 0,963 sao bem supe-
riores ao valor minimo assintético S = 0,736 e a respectiva média (Sg) = 0,872 numa
caminhada Hadamard. Cabe enfatizar que embora seja possivel controlar as propriedades
de transporte e emaranhamento de uma particula quantica através de uma caminhada
cujo parametro de enviesamento da moeda quantica seja ¢ > 1/2, isso ocorre as custas
de uma menor superposicao entre os estados de moeda [1) e ||). Portanto essa estratégia
de melhorar o transporte e emaranhamento através da insercao de defeitos simétricos,
preserva uma superposicao igualitaria entre esses estados, uma vez que tanto a moeda
Hadamard quanto a Fourier (defeitos) sdo moedas justas.

Por 1ltimo, considerando todos os resultados alcancados, uma possivel extensao desse
trabalho seria analisar as mesmas propriedades para outros tipos de defeitos simétricos,
em particular para entender com mais profundidade qual o papel desempenhado pela fase

relativa imposta pela moeda dos defeitos em tais caminhadas.
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