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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta um estudo a respeito de um oscilador de Van der Pol-Duffing de
quatro dimensdes. A investigacao € feita através de simulacdes numéricas, utilizando o método
de integracdo de Runge-Kutta de quarta ordem e o cédlculo dos expoentes de Lyapunov para
construir planos de parametros e bacias de atracdo, além de diagramas de bifurcacdo também
obtidos com o método de Runge-Kutta. Em um primeiro momento, € estudado o plano de
pardmetros (a,b), onde ambos a e b multiplicam a varidvel z no sistema de equagdes que
descreve o modelo. Para esse plano, sdo encontrados atratores periddicos, quase periddicos,
cadticos e hipercadticos, além da coexisténcia de mais de um atrator para o mesmo valor de
parametro, chamado de multiestabilidade. Multiestabilidade € encontrada através da constru¢do
de diagramas de bifurca¢do idénticos sobre a mesma reta, para valores do pardmetro crescendo
e decrescendo sobre tal reta, além da confec¢do de bacias de atragcdo a partir da andlise dos
expoentes de Lyapunov. Na segunda parte, propomos a investigacdo de um novo plano, (c¢,d),
onde esses novos parametros multiplicam a varidvel dindmica w nas equacgdes. Nesse novo plano
encontramos todas as caracteristicas presentes no anterior, hipercaos e multiestabilidade, além
do surgimento de conjuntos de estruturas periédicas bem definidas, similares as encontradas
para o oscilador de Van der Pol-Duffing, osciladores de Rossler e o circuito de Chua, por
exemplo. Confeccionando diagramas de bifurcacdo para tais estruturas, encontramos cascatas de

dobramento e soma de periodos.

Palavras-chave: Van der Pol-Duffing. Plano de parametros. Expoente de Lyapunov. Diagrama

de bifurcacdo. Multiestabilidade. Hipercaos.



ABSTRACT

This dissertation presents a study regarding a four-dimensional Van der Pol-Duffing oscillator.
We investigate the system through numerical simulation, utilizing a fourth-order Runge-Kutta
integration method and the computation of Lyapunov exponents to construct parameter planes
and basins of attraction, along with bifurcation diagrams also obtained with the Runge-Kutta
method. Firstly, we study the (a,b) parameter plane, where both @ and b multiply the variable z
on the system of equations that describes the model. We find periodic, quasiperiodic, chaotic
and hyperchaotic attractors on this plane, and also the coexistence of more than one attractor
for the same parameter value, namely multistability. Multistability is found by plotting identical
bifurcation diagrams along the same line, for increasing and decreasing values of the parameter
on this line, along with plotting basins of attraction obtained by analyzing Lyapunov exponents.
On the second part, we propose the investigation of a new parameter plane, namely (c,d), where
the new parameters ¢ and d now multiply the dynamical variable w on the equations. On this new
plane, we find all the same features found on the previous plane, hyperchaos and multistability,
for example, along with the emergence of organized periodic structures, similar to those found
for the Van der Pol-Duffing oscillator, Rossler oscillators and the Chua circuit, to name a few.
Plotting bifurcation diagrams for these structures, we find period-doubling and period-adding

cascades.

Keywords: Van der Pol-Duffing. Parameter planes. Lyapunov exponent. Bifurcation diagram.

Multistability. Hyperchaos.
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1 INTRODUCAO

No final do século XVII Newton publicou os Principia, onde sintetizou as trés leis
fundamentais da dindmica (REICHL, 2004). Utilizando essas leis e o cdlculo diferencial, foi
capaz de explicar as leis de Kepler dos movimentos planetarios e a interacdo entre dois corpos
(STROGATZ, 2014). Durante décadas, varios cientistas procuraram estender as leis de Newton
ao problema de trés corpos (interagdo entre trés corpos) (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996).
Porém, solucdes algébricas nao foram encontradas e o problema foi considerado impossivel
de ser resolvido (STROGATZ, 2014). Contudo, nos anos finais do século XIV, o matematico
franc€s Henri Poincaré propds uma nova abordagem para o problema (OTT, 2002). Poincaré
propds uma abordagem qualitativa ao invés de quantitativa, sugerindo questionar a estabilidade
do sistema total, e ndo a posi¢c@o de cada corpo individualmente (STROGATZ, 2014).

A inveng¢do dos computadores por volta de 1950 possibilitou um novo avanco no estudo da
dindmica (STROGATZ, 2014). Dessa forma, em 1963, o matematico Edward Lorenz descobriu,
por acaso, o famoso atrator em forma de borboleta (SCHUSTER; JUST, 2005). Lorenz percebeu
uma sensivel dependéncia as condi¢des iniciais no sistema que estava estudando, tal sensibilidade
€ um dos principais indicios da existéncia de caos (SCHUSTER; JUST, 2005). A partir de 1970,
o estudo de sistemas cadticos se expandiu, sendo estudados sistemas de diversas areas do
conhecimento, tais como: dinamicas populacionais (HASSELL; COMINS; MAY, 1991), redes
neurais (SOMPOLINSKY; CRISANTI; SOMMERS, 1988), lasers (WINFUL; RAHMAN, 1990),
mercado financeiro (LEBARON, 1994), mecanica de fluidos (KHAYAT, 1994), criptografia
(BAPTISTA, 1998), entre varios outros.

Ap0s a publicagdo do artigo de Lorenz em 1963 (LORENZ, 1963), diversos sistemas
dinamicos tridimensionais foram estudados (ROSSLER, 1976)(HAYES; GREBOGI; OTT,
1993)(KENNEDY, 1994). Isso se deve, principalmente, ao teorema de Poincaré-Bendixson,
0 qual mostra que apenas sistemas de dimensdo maior que 2 podem exibir comportamento
cadtico (HIRSCH; SMALE; DEVANEY, 2012). Entretanto, em 1979, Otto Rdssler publicou o
primeiro trabalho a respeito de um sistema com quatro dimensdes apresentando comportamento
cadtico (ROSSLER, 1979). Neste trabalho, Rossler detecta pela primeira vez o que chamou
de hipercaos. Desde entdo, a existéncia de tal comportamento cadtico de maior dimensao tem
sido alvo de varios estudos (CHLOUVERAKIS; SPROTT, 2006)(LI; TANG; CHEN, 2005)(LI;
CHEN, 2004)(MATSUMOTO; CHUA; KOBAYASHI, 1986).

A equacdo de Duffing foi proposta em 1918, pelo engenheiro alemao Georg Duffing. Tal
equacdo foi muito estudada no século XX, por ser uma das mais simples a apresentar dinamica
cadtica (KOVACIC; BRENNAN, 2011). Ja o oscilador de van der Pol foi proposto em 1920 pelo
engenheiro holandés Balthasar Van der Pol, sendo um modelo simples de um circuito elétrico
com resisténcia ndo linear (GUCKENHEIMER, 1980). O oscilador de Van der Pol-Duffing
(MURALI; LAKSHMANAN, 1993), por sua vez, tem sido estudado nas ultimas décadas, como
exemplo de sistema cadtico que apresenta multiestabilidade (CHUDZIK et al., 2011). Dentre
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as aplicacoes do sistema, seja em formas forcadas ou acopladas, podemos citar a detec¢ao de
sinais (ZHIHONG; SHAOPU, 2015), biestabilidade 6ptica (KAO; WANG, 1993) e sinais de
eletroencefalogramas (GHORBANIAN et al., 2015).

O sistema estudado nesta dissertacdo foi proposto por Kuiate et al, em 2018, sendo
uma versdo de 4* ordem do oscilador de Van der Pol-Duffing (KUIATE et al., 2018). Neste
artigo, é exemplificada a implementacdo deste sistema na forma de um circuito elétrico. A
dinamica € brevemente discutida e mostra-se a possibilidade de utilizacdo de tal sistema como
ferramenta de criptografia. O objetivo deste trabalho € entdo se aprofundar nos detalhes da
dinamica deste sistema, detectando e localizando regides de hipercaos e multiestabilidade nos
planos de parametros. As andlises sao feitas através do calculo dos expoentes de Lyapunov e
constru¢do de diagramas de bifurcacao.

Esta dissertacdo € organizada de maneira que no Capitulo 2, Fundamentagdo Tedrica, sdo
discutidos conceitos bésicos de dindmica nao linear, tendo em vista a elaboracao e compreensao
do trabalho. No Capitulo 3, Osciladores de Van der Pol e Duffing, sdo apresentados brevemente
as equagOes na qual o sistema estudado € baseado. No Capitulo 4, Resultados Numéricos, sao
apresentados os resultados obtidos numericamente e sua andlise. No Capitulo 5, Conclusao, sdao

dadas as consideracdes finais e possiveis continuacdes.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serdo apresentados conceitos basicos da teoria de dinamica nao linear,

com o intuito de possibilitar a elaboragdo e compreensao do trabalho.

2.1 SISTEMAS DINAMICOS

De acordo com Yuri Kuznetsov, a ideia de sistema dinamico € a formalizacao matematica
do conceito de processo deterministico (KUZNETSOV, 2013). Ou seja, um sistema dindmico é
um modelo matematico deterministico que descreve a evolucio de uma dada varidvel de acordo
com o tempo (OTT, 2002). Em outras palavras, € uma regra que determina estados futuros
dessa varidvel de acordo com os estados passados (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996). Em

tais sistemas, o tempo, dado por ¢, pode ser uma varidvel discreta ou continua (OTT, 2002).

Sistemas com tempo continuo sdo comumente chamados fluxos, e sistemas com tempo discreto
sao referidos como mapas. Um exemplo de forma geral de sistema dindmico a tempo continuo €

dado pelo conjunto de n equagdes

1
% :fl('x(l)ax(z))' 7x(n))
2
% = fZ(x(l)ax(2)7 ax(n))
(1)
dx(™ 0
= - ( (),x( ),‘ 7x(n))

Esse € um sistema de primeira ordem (devido a ordem da maior derivada), de n equacdes
autdonomas (devido a independéncia explicita ao tempo) e ordindrias (derivadas em relagcdo a
somente uma varidvel independente) (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 2017).

2.2 ESPACO DE FASE

O espaco (x(l) X2 ...,x(")) composto pelas n varidveis dinamicas do sistema € chamado
espaco de fase (STROGATZ, 2014). O estado do sistema em um tempo ¢ € determinado por
um ponto no espaco de fase (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996). Em mecénica classica, o
espaco de fase é composto pelas coordenadas generalizadas g e pelos momentos generalizados p
(GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2001). O caminho percorrido pelos pontos através do espaco
de fase é chamado de o6rbita ou trajetéria (OTT, 2002).

2.3 BIFURCACOES

Mudangas qualitativas na dinamica de um sistema devido a variacdo de parametros
sao chamadas de bifurcagdes (STROGATZ, 2014)(OTT, 2002)(KUZNETSOV, 2013). Essas
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mudangas podem alterar a estabilidade e criar ou extinguir um ponto fixo (STROGATZ, 2014).
Bifurcacdes podem ser locais, quando ocorrem préximas a um ponto fixo ou ciclo limite
(trajetoria periddica), ou globais, caso contrario (KUZNETSOV, 2013)(GUCKENHEIMER;
HOLMES, 2013). O plano dado por parametro x varidvel € chamado diagrama de bifurcacao
(STROGATZ, 2014). Nos diagramas de bifurcagdo, o parametro € considerado como varidvel
independente.

Podemos ainda classificar bifurcacdes de maneira mais especifica, de acordo com a
mudancga que tal bifurcagdo provoca na dindmica. A bifurcacio do tipo sela-né € um dos mais
simples e comuns, sendo a bifurcacio que cria e destroi (aparecimento e desaparecimento) pontos
fixos (STROGATZ, 2014)(ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996). Bifurcacdes transcriticas
ocorrem quando a estabilidade de um ponto fixo € alterada devido uma variagdo no parametro
de controle (GUCKENHEIMER; HOLMES, 2013). Entretanto, ao contrario das bifurcagdes
sela-ng, nas bifurcagdes transcriticas os pontos fixos continuam existindo para todos os valores do
parametro (STROGATZ, 2014). Bifurcacdes do tipo forquilha ocorrem em sistemas com alguma
simetria espacial. Nesse tipo de bifurcacio, pontos fixos tendem a aparecer e sumir em pares
(STROGATZ, 2014). Em bifurcacdes de dobramento de periodo, o ponto fixo perde estabilidade,
e novas 6rbitas com o dobro do periodo surgem (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996). Uma
bifurca¢do de Poincaré-Andronov-Hopf, ou simplesmente bifurcacdo de Hopf, ocorre quando
a estabilidade de um ponto fixo € alterada e uma Orbita periddica de baixa amplitude surge
(KUZNETSOV, 2013)(GUCKENHEIMER; HOLMES, 2013)(WIGGINS, 2003).

24 ATRATOR

De maneira simples, um atrator ¢ um conjunto de pontos para o qual trajetérias proximas
a este convergem no espago de fase (STROGATZ, 2014). Uma defini¢do mais formal € dada por:

um atrator € um conjunto fechado A com as propriedades

1. A é um conjunto invariante, qualquer trajetéria x(") (t) iniciada dentro do conjunto perma-

nece neste;

2. A atrai um conjunto aberto de condic¢des iniciais. Existe um conjunto aberto U tal que
A C U onde, se uma condigdo inicial x") (0) estd em U, a distancia entre x")(¢) e A tende
a zero quando ¢ — oo. Ou seja, A atrai as trajetdrias que iniciam suficientemente proximas.

A bacia de atragc@o de A € o maior conjunto U que satisfaz tal condicao;

3. Nao existe subconjunto de A que satisfaz as condi¢des anteriores (STROGATZ, 2014)(AL-
LIGOOD; SAUER; YORKE, 1996)(OTT, 2002)(LICHTENBERG; LIEBERMAN, 2013).

Os atratores de um sistema podem ser classificados como:

* ponto de equilibrio: um ponto do espaco de fase para onde condi¢des iniciais proximas

sao atraidas;
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* atrator periddico: trajetdria periddica fechada no espacgo de fase, conforme exemplo na
Figura 1;

* atrator quase periodico: trajetoria aberta no espaco de fase, com dois ou mais periodos
incomensuraveis, ou seja, a razdo entre eles ndo ¢ um ndmero inteiro. De maneira
mais simples, movimento quase peridédico pode ser pensado como uma combinagdo
de movimentos periédicos com diferentes frequéncias de oscilacdo. Caracterizado pela

formacdo de uma superficie toroidal no espago de fase, visivel na Figura 2;

* atrator cadtico: trajetdria aberta irregular no espago de fase. Possui como caracteristica
a sensivel dependéncia as condi¢des iniciais, ou seja, duas trajetdrias iniciadas muito
proximas divergem exponencialmente quando ¢ cresce. Um exemplo € dado na Figura 3
(ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996)(STROGATZ, 2014)(OTT, 2002).

LN s o o~
LAt Dlaln by

Figura 1 — Exemplo de atrator periddico para o sistema estudado em (WIGGERS; RECH,
2017a).
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Figura 2 — Exemplo de atrator quase-periddico para o sistema estudado em (WIGGERS; RECH,
2017a).

e}
Lo
Gty me @~ o W
——

Figura 3 — Exemplo de atrator cadtico para o sistema estudado em (WIGGERS; RECH, 2017a).

2.5 EXPOENTE DE LYAPUNOV

O comportamento dindmico local de um sistema pode variar para as diferentes dire¢des
do fluxo no espago de fase. Por exemplo, condi¢des iniciais préximas podem se aproximar
em uma direcdo e se afastar em outra, conforme a evolucao temporal (ALLIGOOD; SAUER;
YORKE, 1996). Um atrator cadtico apresenta sensibilidade em relacdo as condi¢Oes iniciais
(OTT, 2002). O elemento que quantifica essa sensibilidade é o que chamamos de expoente de
Lyapunov, ou melhor, expoentes de Lyapunov, uma vez que um sistema com n dimensdes possui
n expoentes (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996). O expoente de Lyapunov indica a taxa
exponencial média de divergéncia ou convergéncia entre trajetorias inicialmente muito proximas
no espaco de fase (STROGATZ, 2014).

Considerando uma hiperesfera de condic¢des iniciais no espaco de fase n-dimensional,
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com raio inicial infinitesimal ry, inicialmente em x") (f). Apés um tempo 1, tais condicdes
iniciais seguem o fluxo das equacgdes diferenciais e o raio da hiperelipse na dire¢do j do espaco

de fase pode ser escrita como

r(j)(t —10) = rge* ), )

Podemos ainda reescrever a equagdo (2) na forma

ren\t—1
l(]) — ,lgf}o (t_lto) In |: (/)(ro 0)} : (3)
sendo 7L( j) © j-€simo expoente de Lyapunov da trajetoria iniciada em x() (o). Um expoente
positivo indica crescimento do fluxo nesta direcdo, e consequentemente divergéncia exponencial
de drbitas préximas (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996)(OTT, 2002)(WIGGINS, 2003).

O Teorema de Liouville (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2001) afirma que o hipervo-
lume de estados no espacgo de fase de um sistema Hamiltoniano (conservativo) deve se manter
constante no tempo, € que no caso de um sistema dissipativo esse hipervolume se contrai. To-

mando o hipervolume v (t) da hiperesfera de condigdes iniciais supracitada em um instante ¢

como
n
V(n) (l) = I’(l)(l‘)l’(z) (l‘)l’(n) (l‘) = H r(j) (l) @)
j=1
Utilizando (2) e (4), podemos escrever o volume da hiperesfera em fun¢do dos expoentes
de Lyapunov
n n
V(1) = [T roe*o" = rielEi=1 2o (5)
j=1

Portanto, para um sistema dissipativo

Aj <0 (6)
i=1

J

ou seja, a soma de todos os expoentes de Lyapunov deve ser menor que zero.

E possivel caracterizar um atrator de acordo com os expoentes de Lyapunov, da forma:

* ponto de equilibrio: todos os expoentes sdo negativos, o atrator converge para um ponto

especifico;

e atrator periddico: o maior expoente € zero, € os demais negativos, sendo o expoente nulo

na direcdo da trajetoria;
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* atrator quase-periddico: os dois maiores expoentes sdo nulos, dando origem a formacao

da superficie toroidal;

* atrator cadtico: o maior expoente de Lyapunov € positivo, associado a direcdo divergente
entre as trajetdrias inicialmente préximas. O segundo maior expoente é nulo, referente a
direcdo de propagacdo da trajetéria. Entretanto, os demais expoentes sao0 menores que

zero, e a soma de todos € negativa;

* atrator hipercadtico: somente possivel em sistemas de quatro ou mais dimensdes, € carac-
terizado por dois ou mais expoentes de Lyapunov positivos (STROGATZ, 2014)(ALLI-
GOQOD; SAUER; YORKE, 1996)(OTT, 2002)(WIGGINS, 2003).

2.6 PLANOS DE PARAMETROS

Planos de parametros sdo utilizados para caracterizar o sistema de acordo com os expoen-
tes de Lyapunov e a variagdao dos parametros de controle do sistema. Os eixos das ordenadas e
abscissas indicam os valores dos parametros, e a terceira dimensdo, representada por um gradi-
ente de cores, indica os valores dos expoentes de Lyapunov. Tal diagrama permite a identificagdo
de estruturas periddicas e rotas para o caos dentro do espaco de parametros composto pelos

parametros de controle do sistema.

2.7 MULTIESTABILIDADE

Multiestabilidade € a coexisténcia de mais de um atrator para um mesmo conjunto de
valores de parametros (ANGELI; FERRELL; SONTAG, 2004). O fend6meno foi comprovado
experimentalmente por Arrecchi et. al (ARECCHI et al., 1982) em um sistema de laser de CO;.
Desde entéo, tal fendmeno tem sido estudado e encontrado em diversas areas do conhecimento
(ANGELI; FERRELL; SONTAG, 2004), e o controle dos multiplos estados estaveis € desejado a
fim de aplicagdes tecnoldgicas (PISARCHIK; FEUDEL, 2014). A detecciao de multiestabilidade
em um sistema pode ser feita através de andlises do espaco de fase, diagramas de bifurcacio e
bacias de atracdo (WIGGERS; RECH, 2017b).
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3 SISTEMAS DE VAN DER POL E DUFFING

Neste capitulo serdo introduzidos brevemente os sistemas de Van der Pol e Duffing, os

quais servem como base para o sistema estudado nesta dissertagao.

3.1 OSCILADOR DE VAN DER POL

O oscilador de Van der Pol, dado pela equacao diferencial

i—e(1—x*)i+x=0, (7)

foi proposto pelo engenheiro eletricista holandés Balthasar Van der Pol, como modelo de circuito
eletrénico com resisténcia nao linear (GUCKENHEIMER, 1980). Devido a sua simplicidade
matematica e rica dindmica, esse sistema foi amplamente estudado, especialmente os fenomenos
de bifurcacdo e rotas para o caos, vistos em (GUCKENHEIMER, 1980)(HOLMES; RAND,
1978)(PARLITZ; LAUTERBORN, 1987)(KENNEDY; CHUA, 1986).

3.2 EQUACAO DE DUFFING

A equacdo de Duffing, proposta por Georg Duffing, engenheiro alemao, em 1918, como
modelo de oscilador gerador de vibracdes harmdnicas, cuja rigidez € composta por termos
quadraticos e ctbicos, e o amortecimento viscoso linear (KOVACIC; BRENNAN, 2011), pode

ser escrita na forma for¢cada como

i+ ax+ ojx+ Bx’ = feos ot (8)

Assim como o oscilador de Van der Pol, a simplicidade matemadtica possibilitou diversos
estudos, tedricos e experimentais, principalmente relacionados a circuitos eletronicos, mostrados
nas referéncias (ALDRIDGE; CLELAND, 2005)(PARLITZ; LAUTERBORN, 1985)(KOVACIC;
BRENNAN, 2011)(NOVAK; FREHLICH, 1982)(SEBALD et al., 2011).

3.3 OSCILADOR DE VAN DER POL-DUFFING

Entre as décadas de 1970 e 1980 iniciaram-se os estudos da combinacdo dos osciladores

de Van der Pol e Duffing, dada pela equagao

i—e(1—x?)i+wix+ Bx’ = feos o, 9)

conhecida atualmente como oscilador de Van der Pol-Duffing (HORVA et al., 1975)(UEDA;

AKAMATSU, 1981). Tal equacdo tem servido como modelo para diversos fendmenos nao
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lineares, tais como a existéncia de multiestabilidade (KAO; WANG, 1993)(WIGGERS; RECH,
2017b)(CHUDZIK et al., 2011), deteccao de sinais (MURALI; LAKSHMANAN, 1993), e
controle da dindmica do sistema através de feedback (XU; CHUNG, 2003).

3.4 SISTEMA DE VAN DER POL-DUFFING 4D

O oscilador de Van der Pol-Duffing quadridimensional foi proposto por Kuiate et. al
(KUIATE et al., 2018), devido a possibilidade de um sistema dessa forma apresentar hipercaos
(CHLOUVERAKIS; SPROTT, 2006)(LINZ, 2008), aliada a possibilidade de implementacao de
um circuito eletrdnico modelado por tal (VAIDYANATHAN et al., 2015). A dindmica desse novo
sistema é brevemente discutida nas referéncias (KUIATE et al., 2018)(RAJAGOPAL et al., 2019),

onde sdo encontradas regides periddicas, cadticas e hipercadticas, além de multiestabilidade.

Kuiate et. al e Rajagopal et. al ainda demonstram a implementacao de um circuito eletronico
modelado pelo sistema proposto, através de um software (KUIATE et al., 2018) ou circuito
integrado (RAJAGOPAL et al., 2019), ambos obtendo resultados experimentais qualitativamente
proximos aos tedricos.

O sistema € dado pelo conjunto de equagdes

X=Y,
y=az, (10)
Z=w,

Ww=—w—bz+e(l—x*)y—x+Bx,

onde os parametros a e b sao introduzidos como forma de gerar caos e hipercaos no sistema. No
circuito eletronico experimental, tais parametros sdo equivalentes a razao entre dois resistores
(KUIATE et al., 2018).
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4 RESULTADOS NUMERICOS

No seguinte capitulo serdo apresentados os resultados obtidos durante a pesquisa, refe-
rente ao sistema de equacdes (10). Os calculos dos expoentes de Lyapunov foram obtidos com
o algoritmo de Wolf (WOLF et al., 1985), o qual € baseado nos métodos desenvolvidos por
Benettin et. al (BENETTIN et al., 1980), Shimada e Nagashima (SHIMADA ; NAGASHIMA,
1979), utilizando o método de integracdo de Runge-Kutta de quarta ordem. Em cada uma das
figuras de planos de parametros sdo considerados um milhdo de pontos, distribuidos de maneira
equidistante em uma grade 1000x1000. A cada um desses pontos estd associada uma cor, refe-
rente ao valor do maior expoente de Lyapunov, ou segundo maior expoente nas figuras indicadas.
Para valores positivos, € associado um gradiente entre amarelo e vermelho, a cor preta esta relaci-
onada a expoentes nulos, e o gradiente entre preto e branco indica valores menores que zero em
tais figuras. As condi¢des iniciais para todas as figuras sdo (xo,yo,z0,wo) = (0, 1;0,2;0,3;0,4),

exceto quando explicitamente indicado o contrario.

41 PLANO (a,b)

Nesta secdo discutiremos os resultados das simulacdes numéricas referentes ao plano de

parametros (a,b).

20

15
b 10
b)
-2
0 ‘ ‘ ‘ -2,5

o 5 10 15 20

o

Figura 4 — Plano de parimetros (a,b) para o sistema (10), parag =1,0e f =0,01.

Figuras 4, 5 e 6 mostram recortes do plano ab para valoresde € = 1,0e f =0,01. A
Figura 5 é uma ampliacdo da drea indicada pela caixa verde na Figura 4. A regido pintada em

branco na parte inferior direita nas figuras € caracterizada por Orbitas divergentes. A Figura 6
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Figura 5 — Plano de parimetros (a,b) para o sistema (10), para € = 1,0 e f = 0,01. Ampliagdo
da regido indicada em 4.

10 12 14 16 18 20

Figura 6 — Plano de pardmetros (a,b) para o sistema (10), para € = 1,0 e f = 0,01. Ampliacido
da regido indicada em 4. O gradiente de cores indica os valores dos segundos maiores
expoentes de Lyapunov.

indica o segundo maior expoente de Lyapunov para os mesmos valores de parametros da Figura
5, a qual indica o valor do maior expoente.
Portanto, comparando as duas figuras e utilizando as informagdes contidas no Capitulo 2,

vemos que a regido em amarelo nas Figuras 5 e 6 indica trajetdrias hipercadticas. Regides com
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o gradiente entre amarelo e vermelho na Figura 5, e preto na Figura 6, representam trajetdrias
cadticas, regides em preto em ambas as figuras localizam trajetdrias quaseperiddicas e regides
em preto na Figura 5 e com gradiente entre preto e branco na Figura 6 sinalizam trajetdrias

periddicas.

Figura 7 — Plano de pardmetros (a,b) para o sistema (10), para g = 1,0 e f = 0,01. Ampliacéo
da regido indicada em 4.

Figura 8 — Plano de pardmetros (a,b) para o sistema (10), para € = 1,0 e f = 0,01. Ampliacéo
da regido indicada em 4. O gradiente de cores indica os valores dos segundos maiores
expoentes de Lyapunov.
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A mesma andlise € vélida para as Figuras 7 e 8, ampliacdes da outra 4rea indicada pela
caixa roxa na Figura 4. Nesse caso, a Figura 7 apresenta o maior expoente de Lyapunov, € a
Figura 8 o segundo maior. Assim, percebemos na Figura 8 que a regido hipercadtica inicia para

valores de a préximos a 6,0, e b préximos a 7,0.

6.5 7 7.5 8 3.5

Figura 9 — Diagrama de bifurcacdo para o sistema (10) do parametro a pela varidvel x para
e=1,0,=0,01eb=38,0.

7.5 80 8.5

Figura 10 — Diagramas de bifurcacgdo para o sistema (10) do parametro a crescente (azul) e
decrescente (vermelho) pela variavel x para € = 1,0, B = 0,01 e b = 8§,0.

A Figura 9 mostra um diagrama de bifurcacdo construido sobre a linha indicada na Figura
7, onde b =8,0 e a varia entre 6,5 e 8,5. Este diagrama de bifurcacdo, assim como todos os outros
contidos nessa dissertacdo, sao feitos utilizando o método de integracdo de Runge-Kutta de
quarta ordem. O intervalo do parametro de controle é dividido em mil partes iguais. Sao plotados
os méaximos locais da varidvel x, representados por x,,, em funcdo do pardmetro escolhido,
considerando-se uma trajetéria completa do atrator no espaco de fase. E importante salientar

que, quando fazemos as contagens dos periodos nos diagramas de bifurcagdo, estamos contando
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o nimero de maximos locais da varidvel em questdo. Os valores de tais mdximos locais estao
indicados com os nimeros na cor roxa na Figura 9. Observam-se bifurcacdes de dobramento de
periodo entre a =7,5 e a =7,75.

Plotados na Figura 10 estdo dois diagramas de bifurcacdo, um em azul e um em vermelho,
ambos sobre a mesma linha b =4,0 na Figura 7, porém apenas para a entre 7,5 e 8,5. O diagrama
em azul € iniciado para o valor de a =7,3, e incrementado até 8,5, com um passo igual a 1073.0
diagrama na cor vermelha, por sua vez, € iniciado em a =8,5 e reduzido com 0 mesmo passo,
até a =7,5. Os diagramas sdo construidos seguindo o atrator, ou seja, os cdlculos sdo iniciados
no valor inicial do pardmetro a, com as condi¢des iniciais (xo, yo,20,wo) = (0,1;0,2;0,3;0,4),
e a integracdo € feita para esse valor de a. Ao final desse passo de integracdo para o valor fixo de
a, os valores das varidveis (x,y,z,w) sdo utilizados como condi¢des iniciais para a integracdo do
proximo valor de a. Analisando a Figura 10, percebemos que existem valores do parametro a
onde os diagramas nao coincidem, ou seja, existe mais de um atrator. Tal fendmeno € conhecido
como multiestabilidade, também encontrado no sistema de Van der Pol-Duffing forcado em
apenas duas dimensdes (WIGGERS; RECH, 2017b).

Figura 11 — Bacia de atracdo para o sistema (10) das condi¢des iniciais xq € yg para € = 1,0,
B=0,01a=2,135,b=4,0,z=0,3ew=0,4.

Outra ferramenta ttil na identificacdo de multiestabilidade € a construcdo de bacias de
atracdo. Sendo o sistema aqui estudado composto por quatro dimensdes, consequentemente as
bacias de atracdo de tal sistema também t€m quatro dimensdes. Entretanto, o que chamaremos
a partir de agora de bacias de atracdo sdo na verdade secdes transversais ou cortes da bacia de
atracdo, considerando apenas o plano de condig¢des iniciais (xo, yo)-

As bacias sdo obtidas a partir da andlise dos dois maiores expoentes de Lyapunov em
cada ponto. Se os dois expoentes em determinado ponto sdo positivos, tais condi¢des iniciais

levam a uma trajetoria hipercadtica no espacgo de fase, para um expoente positivo e um igual
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a zero, atrator cadtico, com dois expoentes nulos observamos um atrator quase periddico, e
para um expoente nulo € um negativo, temos um atrator periddico ou ciclo limite. Os expoentes
sao calculados com um cd6digo adaptado do utilizado para o calculo nos planos de parametros,
novamente usando o método de Runge-Kutta para integracao numérica. Nesse caso, ao contrrio
do anterior, os valores dos pardmetros sdo fixados e as condi¢des iniciais sao variadas.

A Figura 11 mostra uma se¢do da bacia de atragdo construida para as condic¢des iniciais
X0 € Yo, considerando zy = 0,3 e wy = 0,4, com os valores de parAmetros € =1,0,  =0,01,
a =2,135 e b =4,0. Vemos na Figura 11 uma malha de 250000 pontos, distribuidos de maneira
equidistante. Regides em branco indicam condicdes iniciais para as quais as trajetorias divergem
no espago de fase, pontos em vermelho indicam trajetérias periddicas e as partes em ciano
equivalem a atratores quase periddicos. Novamente observamos diferentes atratores para os

mesmos valores de parametros.

20

15

Figura 12 — Plano de pardmetros (a,b) para o sistema (10), parag =0,5¢ f =0, 1.

Consideremos agora o mesmo plano (a,b), porém para os valores de € =0,5 e 8 =0,1.
Comparando as Figuras 4 e 12 percebemos que a regido cadtica em 12 acontece para valores
menores de b, para a préximo a 20. Entretanto, encontramos expoentes positivos para valores
menores de a na Figura 12.

A Figura 13 € a ampliagdo da parte indicada pela caixa roxa na Figura 12. A Figura 14,
por sua vez, exibe os segundos maiores expoentes para a mesma regiao do plano de parametros.
Observando os pontos amarelos em 14 vemos que nesee plano a regido hipercadtica inicia-se
proximadea=7,0e b =6,0.

Na Figura 15 observamos novamente dois diagramas de bifurcagdo, feitos sobre a linha
b =6,0 indicada na Figura 13, em azul construido para a crescente a partir de 5,0 até 9,0, e em

vermelho para a decrescente de 9,0 a 5,0. Novamente observamos multiestabilidade, claramente
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Figura 13 — Plano de parimetros (a,b) para o sistema (10), para € = 0,5 ¢ 8 = 0, 1. Ampliagdo
da regido indicada em 12.

Figura 14 — Plano de pardmetros (a,b) para o sistema (10), para € = 0,5 ¢ B = 0, 1. Ampliacido
da regido indicada em 12. O gradiente de cores indica os valores dos segundos
maiores expoentes de Lyapunov.

para valores de a entre 6,0 e 7,0, conforme indicam as linhas pontilhadas. Multiestabilidade
confirmada mais uma vez através da bacia de atracdo na Figura 16, construida para os valores
de (a,b) = (6,825;6,0). A bacia mostra condi¢des iniciais que levam a atratores periédicos

em vermelho, e atratores quase periddicos em ciano, além de condig¢des iniciais que levam a
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Figura 15 — Diagramas de bifurcacdo para o sistema (10) do pardmetro a crescente (azul) e
decrescente (vermelho) pela varidvel x para e = 0,5, 3 =0,1e b= 6,0.

trajetdrias divergentes no espago de fase em branco.

Figura 16 — Bacia de atracdo para o sistema (10) das condig¢des iniciais xq € yg para € =0, 5,
B=0,1a=6,825,b=6,0,z=0,3ew=0,4.

Por fim, analisamos o plano (a,b) para os valores de € =2,0 e B =0,1. A Figura 17
mostra o plano para a e b variando entre 0 e 20, plotado com os maiores expoentes de Lyapunov.
Comparando a Figura 17 com as Figuras 12 e 4, vemos que a regido de trajetdrias divergentes €
consideravelmente maior em 17, sendo que para valores de a a partir das proximidades de 13,0,
quase toda a regido de b entre 0 e 20 leva a tais trajetérias divergentes.

Observamos na Figura 18 a ampliacdo da drea retangular destacada em azul na Figura 17,

com a Figura 19 representando a mesma drea, porém, mostrando os segundos maiores expoentes.

Analisando os pontos em amarelo na Figura 19, nota-se que existem atratores hipercadticos para
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Figura 17 — Plano de pardmetros (a,b) para o sistema (10), parae =2,0e f =0, 1.

valores de a préximos a 4,0 e b préximos a 7,0.

Figura 18 — Plano de parimetros (a,b) para o sistema (10), para e =2,0 e f = 0, 1. Ampliagdo
da regido indicada em 17.

A Figura 20 mostra os dois diagramas de bifurcacio construidos sobre a reta indicada na

Figura 18. O diagrama em azul € feito incrementando o valor de a, e em vermelho o caso contrario.

A equacio que caracteriza a reta sobre a qual os diagramas foram feitos é dada por b = —8a + 39.

Mais uma vez, observam-se dreas onde os diagramas ndo coincidem, mais precisamente entre
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Figura 19 — Plano de parimetros (a,b) para o sistema (10), parae =2,0 e f = 0, 1. Ampliagdo
da regido indicada em 17. O gradiente de cores indica os valores dos segundos
maiores expoentes de Lyapunov.

3,65 e 3,75, e também 3,85 e 3,95, de acordo com as caixas pontilhadas. Apresentado na Figura
21 estd um recorte da bacia de atragdo para as condi¢des inicias xg € yg, com z =0,3, w =0,4,
a =3,910 e b =7,72. A regidao com os pontos em branco continua representando condi¢des
iniciais que levam a trajetdrias divergentes, assim como os vermelhos e ciano apontam condicdes
iniciais que levam a atratores periddicos e quase periddicos, respectivamente. Os pontos pintados

em preto indicam condicdes iniciais que levam a atratores cadticos no espago de fase.

3

Figura 20 — Diagramas de bifurcagdo para o sistema (10) do parametro a crescente (azul) e
decrescente (vermelho) pela varidvel x para € = 2,0, f =0, 1 e b sobre a reta
b= —8a+39.
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Figura 21 — Bacia de atracdo para o sistema (10) das condig¢des iniciais xq € yg para € = 2,0,
B=0,1a=3,910,b=7,72,z=0,3e w=0,4.

42 PLANO (c,d)

Consideraremos agora uma outra versao do sistema indicado nas equacdes (10), onde os
parametros a e b sdo iguais a 1,0, e introduzimos os parametros de controle ¢ e d, de maneira

que as equacdes (10) podem ser reescritas na forma

x=y,
y=1z, (11)
Z=cw,

W= —dw—z+¢e(1—x*)y—x+px’.

Assim como os pardmetros a e b, ¢ e d sdo controlados através de resistores no circuito
experimental. Originalmente, a e b estdo diretamente ligados a varidvel dindmica z (multiplicam z
no sistema de equagdes 10). Logo, o objetivo da introducdo dos pardmetros c e d € a investigacdo
do efeito que tais parametros, agora associados a varidvel w (multiplicando a varidvel w no
sistema (11)), exercem sobre a dinimica do sistema.

A Figura 22 mostra o plano de pardmetros (c,d), com c e d variando entre 0 e 20, € =1,0
e B =0,01. O esquema de cores permanece o mesmo dos planos anteriores, sendo que branco
indica trajetdrias divergentes, preto o expoente nulo, e o gradiente entre amarelo e vermelho
expoentes positivos. Vemos na Figura 23 a ampliacdo do quadro destacado na Figura 22, e na
Figura 24 a mesma regido, porém com os segundos maiores expoentes.

Observamos no quadrante inferior direito da Figura 24 pontos pintados em amarelo,

indicando que existem dois expoentes de Lyapunov maiores que zero nessa regido. Portanto,
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Figura 23 — Plano de pardmetros (c,d) para o sistema (11), parae =1,0e § = 0,01.
Ampliacao da regido indicada em 22.

vemos a existéncia de hipercaos também para o plano cd, mesmo que os parametros a € b sejam
iguais a um.

Vemos na Figura 25 a ampliagdo da caixa em 23. Observamos o aparecimento de estrutu-
ras periddicas em meio a regido cadtica. Estruturas semelhantes aparecem também no espaco de
parametros do oscilador de Van der Pol-Duffing bidimensional (WIGGERS; RECH, 2017b), em
osciladores de Van der Pol-Duffing acoplados (KUZNETSOV; STANKEVICH; TURUKINA,
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Figura 24 — Plano de pardmetros (c,d) para o sistema (11), parage =1,0e § = 0,01.
Ampliacdo da regido indicada em 22. O gradiente de cores indica os valores dos
segundos maiores expoentes de Lyapunov.

2009), e também em um oscilador de Rossler (GALLAS, 2010).

Os nimeros marcados em branco em algumas das estruturas periédicas indicam os
periodos das mesmas. Tais periodos foram calculados com o diagrama de bifurcagdo apresentado
na Figura 26. Facilmente nota-se que os periodos indicados em 25 coincidem com os periodos em
26. O diagrama de bifurcacao foi construido sobre a reta d = 0,0714285714¢c + 1,45, explicitada
na Figura 25.

Iniciando em 5,6, na maior estrutura periddica, e avancando sobre a reta até 6,3, atravessam-
se diversas estruturas periddicas. Nota-se que sempre existe uma estrutura menor entre duas
maiores. E possivel observar isso em ambas as figuras, 25 ¢ 26. Podemos considerar dois conjun-
tos de estruturas principais, um formado pelas estruturas maiores, cujos periodos sao impares e
crescem sempre de dois em dois, indicados pelos nimeros roxos. E um segundo conjunto, com
estruturas menores, intermedidrias as estruturas anteriores, onde os periodos sdo pares e também
aumentam de dois em dois, representados pelos nimeros em verde. Entretanto, se consideramos
os dois conjuntos como um sd, os periodos sdo apenas incrementados de um em um, iniciando
em 5 e indo até 20, conforme mostram as Figuras 26 e 27.

As estruturas diminuem em tamanho conforme o parametro c¢ € incrementado, dificultando
a visualizacdo dos periodos na extremidade direita da figura. A fim de possibilitar a contagem
dos periodos foi feita a ampliacdo dessa regido do diagrama de bifurcagao, para c entre 6,2 e
6,3, conforme a Figura 27. Ainda sobre as estruturas periddicas intermedidrias, vemos na Figura
28, ampliagdo de outra parte de 26, o surgimento de bifurcacdes de dobramento de periodo

sucessivas. De acordo com o exemplo em 28, a estrutura inicia com periodo 8 e dobra de periodo
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Figura 25 — Plano de parAmetros (c,d) para o sistema (11), parag =1,0e 8 =0,01.
Ampliagdo da regido indicada em 23.

i

e

Figura 26 — Diagrama de bifurcacao para o sistema (11) do parametro c pela varidvel x para
€=1,0,8 =0,01ed sobre aretad = 0,0714285714c + 1,45.

duas vezes, para 16 e 32 respectivamente. Logo apds, existe uma breve regido cadtica, seguida
por uma nova parte com periodo 32, que decresce para 16 e retorna a 32 novamente. Surge entao
uma nova regido caética, seguida por uma regido com periodo 32 mais uma vez, e finalmente, os
periodos sdo reduzidos pela metade duas vezes, para 16 e 8 respectivamente.

Analisando agora a Figura 29, onde estdo plotados dois diagramas de bifurcacdo. Em

azul, o mesmo diagrama da Figura 26, construido sobre a reta indicada em 25 para valores
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6,22 , 6,26

Figura 27 — Diagrama de bifurcacao para o sistema (11) do parametro c pela varidvel x para
€=1,0,B8 =0,01ed sobre aretad = 0,0714285714¢ + 1,45. Ampliacdo de uma
parte da Figura 26.

6,01

Figura 28 — Diagrama de bifurcacio para o sistema (11) do parAmetro ¢ pela varidvel x para
€=1,0, 8 =0,01ed sobre aretad = 0,0714285714¢c + 1,45. Ampliagdo de uma
parte da Figura 26.

crescentes de c. Em vermelho, um diagrama também construido sobre a mesma reta em 25,
porém, desta vez para c iniciando em 6,3 e decrescendo até 5,6. Observamos claramente nas
regides explicitadas com as caixas tracejadas a existéncia de diferentes atratores para os mesmos
valores de pardmetros. Explicitamos agora a existéncia também de multiestabilidade no plano
(c,d).

Na Figura 30 temos o corte da bacia de atragdo para os valores de parametros ¢ =6,055,
d =1,756875, € =1,0 e B =0,01. A regido branca representa condigdes iniciais que levam a
trajetorias divergentes no espaco de fase, pontos em preto levam a atratores cadticos, em vermelho
e ciano atratores periddicos e quase periddicos respectivamente. Mais uma vez observamos a

existéncia de mustiestabilidade.
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Figura 29 — Diagramas de bifurcacio para o sistema (11) do parametro ¢ crescente (azul) e
decrescente (vermelho) pela varidvel x para € = 1,0, f = 0,01 e d sobre a reta
d =0,0714285714c + 1,45.

Yo O

-3 -2 -1 0 1 2 3

9

Figura 30 — Bacia de atracdo para o sistema (11) das condic¢des iniciais xg € yg para € = 1,0,
B =0,01c=6,055d=1,756875,z=0,3ew=0,4.

Analisaremos agora o plano (c,d) para os valores € =0,5 e § =0,1. Um recorte do plano
¢ mostrado na Figura 31 para ¢ e d entre 0 e 20. Comparando 31 com 22 vemos uma clara
diferencga na estrutura do plano, ou seja, na dindmica. A regido de trajetorias divergentes é maior
em 31 na regido esquerda superior, para valores de c entre O e 10, e d entre 5 e 20. Vemos também
que os expoentes positivos estdo concentrados principalmente na regido inferior esquerda. J4 na
Figura 32, que mostra os segundos maiores expoentes, ndo observamos expoentes positivos para
essa faixa de valores.

A Figura 33 mostra a ampliacdo da 4rea indicada pela caixa azul na Figura 31. Encon-
tramos nessa regido o aparecimento de novas estruturas periddicas, sendo a maior destas a
encontrada em (c,d) =(3;2,5). Estruturas periédicas semelhantes sdo também encontradas, por
exemplo, para o circuito de Chua (GALLAS, 2010), o mapa de Hénon (GALLAS, 1993) e para

40



38

20

15

0 b 10 15 20

C

Figura 31 — Plano de pardmetros (c,d) para o sistema (11), parae =0,5e¢ f =0, 1.

20

15

0 b 10 15

C

Figura 32 — Plano de parmetros (c,d) para o sistema (11), para € =0,5e 8 =0, 1. O gradiente
de cores nessa Figura representa os valores dos segundos maiores expoentes de
Lyapunov.

um rotador periodicamente forcado (OLIVEIRA; ROBNIK; LEONEL, 2011).

Vemos na Figura 34 o diagrama de bifurcagdo da varidvel x pelo parametro c, construido
sobre a linha indicada em 33, dada por d = 18c — 58, 6. Essa reta atravessa algumas das estruturas
periddicas em 33, e observamos entdo em 34 a sequéncia de periodos: 7 —9 — 9 — 11 — 5,

que ndo aparentam pertencer a nenhuma série especifica.
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Figura 33 — Plano de parimetros (c,d) para o sistema (11), para e =0,5 e = 0, 1. Ampliagdo
da regido indicada em 31.

’23,4 3,42 344 3,46 348 3.5

Figura 34 — Diagrama de bifurcacao para o sistema (11) do pardmetro c pela varidvel x para
€=0,5,8=0,1edsobre aretad = 18¢c —58,6.

Ja na Figura 35 observamos a ampliagdo da area destacada em 33. Percebemos entdo
que na extremidade da estrutura periddica surgem novos conjuntos de estruturas periddicas,
novamente em formato de camardo. Percebe-se ainda uma simetria entre dois conjuntos de
estruturas, aparentemente espelhados, conforme indicado pelas letras A e B na Figura.

Vemos na Figura 36 um diagrama de bifurcacdo construido sobre a reta que atravessa
o conjunto de estruturas periddicas B, reta dada por d = 0,35¢ — 1,5085, indicada na Figura

35. A fim de possibilitar a contagem do nimero de méximos locais, foram feitas maximizacdes

de algumas partes da Figura 36, porém, tais maximizac¢des ndo estdo incluidas na dissertagao.

Conforme indicam as linhas pontilhadas em vermelho, assim como seus respectivos periodos ao
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Figura 35 — Plano de parimetros (c,d) para o sistema (11), para e = 0,5 ¢ § = 0, 1. Ampliagdo
da regido indicada em 33.

lado, vemos a sequéncia de periodos pares: 2 — 10 -8 = 10 - 6 — 10 — 12 — 8.

2 T T T T

L ] 1 | L ] 1
2,95 2,96 2,97 2,98 2,99
C

Figura 36 — Diagrama de bifurcacao para o sistema (11) do pardmetro c pela variavel x para
€=0,5,8=0,1edsobre aretad =0,35¢—1,5085.

Apresentado na Figura 37 estd um corte da bacia de atracao das condi¢des iniciais xq € Yo,
para os valores dos pardmetros: ¢ =2,95070, d =2,55117, € =0,5 e B =0,1. O esquema de cores
se mantém o mesmo das bacias de atragdo anteriores, branco representa condi¢des iniciais que
levam a trajetérias divergentes no espago de fase, preto a atratores cadticos e ciano a atratores
quase periddicos.

Por fim, analisaremos o plano (c,d) para os valores de €=2,0 ¢ § =0,1. A Figura 38

mostra o recorte do plano para c e d entre 0 e 20. Observa-se uma nova mudanca na configuragdo
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Figura 37 — Bacia de atracdo para o sistema (11) das condi¢des iniciais xq € yg para € =0, 5,
B=0,1¢c=2,95070,d =2,55117,z=0,3e w=0,4.

do plano, com a regido de divergéncia se mantendo agora proxima aos €ixos, € a regido cadtica
(pontos em amarelo/vermelho) se estendendo para ¢ entre 0 e 10, e d entre 0 e 20, nos dois
quadrantes do lado esquerdo da figura.

Entretanto, existe ainda uma faixa com expoentes positivos para valores de ¢ entre 10 e
20 e d proximos a 2 e 3. Nessa mesma regido, para c entre 15 e 20 observamos na Figura 39 uma
faixa com pontos amarelos. Uma vez que a Figura 39 mostra os segundos maiores expoentes,

conclui-se que essa faixa de pontos representa atratores hipercadticos.
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Figura 38 — Plano de parAmetros (c,d) para o sistema (11), parag =2,0e B =0, 1.

20

15

Figura 39 — Plano de parmetros (c¢,d) para o sistema (11), parag =2,0e =0, 1. O gradiente
de cores nessa Figura representa os valores dos segundos maiores expoentes de
Lyapunov.

A Figura 40 apresenta a amplia¢do indicada na caixa em 38. Nessa ampliacdo, vemos um

novo conjunto de estruturas peridédicas em formato de camardo. Tais estruturas surgem em meio
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a uma regido cadtica. Observamos na regido central superior destacada que existe uma interse¢do
entre duas estruturas maiores que as outras, algo que também acontece na regiao mais abaixo
em uma das estruturas menores, também destacada. Nessas intersecdes, vemos novamente o
surgimento de outros conjuntos de estruturas periddicas, aparentemente espelhadas entre si, da

mesma forma que ocorre na Figura 35.

48
46
44
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Figura 40 — Plano de parimetros (c,d) para o sistema (11), para € =2,0 e B =0, 1. Ampliacédo
da regido indicada na Figura 38.

Figura 41 — Diagrama de bifurcacao para o sistema (11) do parametro c pela varidvel x para
€=2,0,=0,1edsobrearetad =2,6c—21,62.

Vemos na Figura 41 o diagrama de bifurcacio construido sobre a reta d = 2,6¢ — 21,62
indicada em 40. Conforme mostrado na figura, vemos a sequéncia de periodos impares 5 — 9 —
13—-19—=11—=17.
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A Figura 42 traz a ampliacdo da regido de intersecio entre duas estruturas periddicas,
destacada na Figura 40. Com essa ampliacdo, vemos em mais detalhes o surgimento dos conjuntos
espelhados préximos a interse¢do (A e B na figura), assim como o surgimento de estruturas

menores entre as extremidades da maior estrutura, nas proximidades de d =4,05.

42 0.16
4,15 0,14
41 0.12
0.1
4,05
0,08
d 4
0.06
3,95
0.04
3.9 0,02
3,85 0
3.8 —0,02

9.0 9,05 97 9,75 9.8

Figura 42 — Plano de parimetros (c,d) para o sistema (11), parae =2,0 e f = 0, 1. Ampliagdo
da regido indicada na Figura 40.

13 24 37 217

_ 1 | I | 1 | I
é,7 1 9,72 9,73 9,74 9,75

Figura 43 — Diagrama de bifurcacao para o sistema (11) do parametro c pela varidvel x para
€=2,0,=0,1edsobrearetad =1,1c—6,67.

A Figura 43 traz o diagrama de bifurcagdo construido sobre aretad = 1,1¢c — 6,67, que

corta o conjunto B de estruturas periddicas. Novamente foram necessarias sucessivas ampliacoes
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para a contagem dos periodos, dado que os maximos locais se encontram préximos um dos
outros em algumas partes do diagrama. As linhas tracadas em vermelho indicam os periodos de
quatro das estruturas em questdo. Nota-se que o terceiro periodo € o resultado da soma dos dois

periodos anteriores, entretanto, o quarto termo nao aparenta seguir a mesma tendéncia. Vemos

finalmente na Figura 44 o corte da bacia de atracdo para os valores de ¢ = 10,083 e d = 4,5958.

Observam-se mais uma vez condicdes iniciais que levam a dois diferentes tipos de atratores,
periddicos e quase periddicos, em vermelho e ciano respectivamente, além de condi¢des iniciais

que levam a trajetorias divergentes no espaco de fase, representadas por pontos brancos.

Yp O

-3 -2 -1 0 1 2 3

g

Figura 44 — Bacia de atracdo para o sistema (11) das condi¢des iniciais xg € yo para € = 2,0,
B=0,1c=10,083,d=4,5958,z=0,3ew=0,4.
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5 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi o estudo da dinAmica de um oscilador de Van der Pol-Duffing
em quatro dimensdes proposto recentemente. Para tal, foram utilizados planos de parametros,
diagramas de bifurcacdo e bacias de atracdo, todos eles obtidos através de simula¢des numéricas,
com o método de integracdo de Runge-Kutta de quarta ordem.

Inicialmente foi estudado o plano de pardmetros (a,b), os quais multiplicam a variavel z
no sistema de equacgdes estudado. Esse plano foi investigado para trés combinagdes diferentes
dos parametros (&, 8): (1,0,0,01), (0,5;0,1) e (2,0;0,1). Para as duas primeiras combinagdes,
(1,0;0,01) e (0,5;0,1), vemos similaridade entre os planos, e para a terceira combinagao,
(2,0;0,1), vemos que a regido de trajetérias divergentes é consideravelmente maior. Entretanto,
a partir da andlise dos dois maiores expoentes de Lyapunov, observamos que para as trés
combinacdes existem regides periddicas, quase periddicas, cadticas e hipercadticas.

Observamos ainda, através da construgdo de diagramas de bifurcagdo para valores de a
crescentes e decrescentes, a existéncia de mais de um atrator para o mesmo valor de a, ou seja,
multiestabilidade, que ocorre também para o oscilador de Van der Pol-Duffing bidimensional.
Além disso, a constru¢do de bacias de atracao corrobora esse fato. Tais bacias sdo construidas
através da andlise dos dois maiores expoentes de Lyapunov, calculados para a trajetéria no espagco
de fase iniciada em cada uma das condig¢des iniciais. Multiestabilidade foi encontrada para as
trés combinacdes de valores de € e 3.

Em um segundo momento, propomos o estudo de um novo plano de pardmetros (c,d),
andlogo ao plano anterior. Entretanto, os parametros ¢ € d multiplicam a varidvel dindmica w nas
equacoes. Esse estudo € feito a partir da mesma anélise feita para o plano anterior, utilizando
planos de parametros, diagramas de bifurcacdo e bacias de atracdo, novamente para as trés
combinagdes dos parametros (g, 3): (1,0;0,01), (0,5;0,1) e (2,0;0,1).

Considerando (g,8) = (1,0;0,01) vemos que a regido de trajetérias divergentes se
restringe proxima aos €ixos c e d. A regido contendo expoentes positivos ocorre para valores
baixos de d. Através de uma ampliacdo dessa regidao, vemos o surgimento de um conjunto
organizado de estruturas periddicas, similares as encontradas para o oscilador de Van der Pol-
Duffing bidimensional e osciladores de Rossler. Utilizando de diagramas de bifurcagdo, vemos a
ocorréncia de cascatas de adicao de periodos e dobramentos de periodos, nesse segundo caso
para estruturas menores intermedidrias. Através do mesmo método com dois diagramas de
bifurcagdo, para valores crescentes e decrescentes de ¢, além da constru¢cdo de uma bacia de
atracdo, observamos a existéncia de multiestabilidade. Além disso, observa-se para uma pequena
faixa de valores nesse plano a existéncia de dois expoentes de Lyapunov positivos, indicando
atratores hipercadticos.

Seguindo para a combinagdo (&, ) = (0,5;0, 1) observamos o crescimento da regido de
trajetorias divergentes. Logo, a regido de expoentes positivos € mais restrita, € nao se encontram

trajetdrias hipercadticas para os valores de ¢ e d considerados. Entretanto, dentro da regido cadtica
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existem estruturas periddicas em formato de camardo, similares as encontradas para o mapa de
Henon, por exemplo. Analisando a maior dessas estruturas, encontramos o surgimento de dois
conjuntos de estruturas semelhantes, espelhados entre si. Utilizando diagramas de bifurcacao
em dois locais diferentes desse plano, ndo encontramos nenhuma organizagdo para os periodos
de tais estruturas, pelo menos para os valores em questdo. Com o auxilio de uma bacia de
atracdo, observamos novamente a existéncia de multiestabilidade, visto que tal bacia mostra a
coexisténcia de atratores cadticos e quase periddicos para os mesmos valores de c e d.
Finalmente, estudamos o plano (c,d) para os valores de (g, 3) = (2,0;0, 1). Nesse caso,
a regido com expoentes positivos € consideravelmente maior em relacio aos dois casos anteriores.
Além disso, encontram-se dois expoentes positivos para uma faixa no quadrante inferior direito
do plano. Dessa vez, a presenca de estruturas periddicas é mais facilmente observada, visto
que existem tais estruturas em maior quantidade e tamanho. De maneira andloga a combinacao
de € e B anterior, observando mais de perto uma das estruturas, vemos o surgimento de novas
estruturas similares menores, divididas também em conjuntos espelhados entre si. A utilizacao
de diagramas de bifurcacdo mais uma vez possibilita a contagem dos periodos de tais estruturas,
porém, nenhuma sequéncia aparente é obedecida. Por fim, a constru¢do de uma bacia de atragdo
apresenta a coexisténcia de atratores periddicos e quase periddicos, indicando multiestabilidade.
Apresentamos portanto, para dois planos de pardmetros diferentes, a existéncia de atra-
tores periodicos, quase periddicos, cadticos e hipercadticos. Além disso, mostramos também a
existéncia de multiestabilidade para ambos os planos. Com isso, mostra-se uma alternativa para
aplicagOes experimentais, estas discutidas nos artigos utilizados como base, sendo que o plano
proposto (c,d) apresenta estruturas periédicas bem definidas, similares as encontradas em outros
sistemas, algo ndo encontrado no plano (a,b). Todavia, existem ainda aspectos desse sistema
a serem estudados, podemos considerar por exemplo novas combinagdes de (&, ), investigar
outras regides dos planos (a,b) e (c,d), ou ainda a combinag@o dos pardmetros a, b, ¢, e d, ou

seja, avaliar o plano (a,b) para valores de c e d diferentes de 1,0 e vice-versa.
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