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RESUMO

Pulsares sdo objetos compactos com emissao caracterizada pelo feixe de radia¢do emitido dos
seus polos magnéticos. Em sistemas bindrios pode haver a acrecao de matéria da estrela com-
panheira nos pdlos magnéticos do pulsar, formando o que chamamos de colunas de acréscimo.
O presente estudo busca reproduzir o perfil da emissdo na faixa dos raios-X dessas colunas de
acréscimo, em uma estrela com duas colunas em posi¢des independentes, levando em considera-
¢ao um espaco tempo de Schwarzschild, redshift gravitacional, efeito Doppler relativistico, e,
para estrelas de menor periodo, atraso temporal. A simulagdo cria a estrutura tridimensional das
colunas, monitorando as posicdes de cada subdivisdo do objeto. Paralelamente, criamos uma
tabela por integracdo com os resultados das geodésicas dos fétons. Por interpolacao bilinear
dos dados da tabela, encontramos o angulo de emissdo e o parametro de impacto referente a
cada ponto de emissdo da coluna. A simulacao resultante estd em acordo com outros estudos
realizados, e comparamos seus aspectos para diferentes alturas das colunas, periodos de rotagao,
forma e posi¢des da coluna, assim como o raio da estrela. Utilizamos entdo algoritmos de
amostragem (Algoritmo Genético e Markov Chain Monte Carlo) para determinar os melhores

parametros que descrevem o perfil de pulso da fonte 1A0535+262.

Palavras-chave: Estrelas de Néutrons; Objetos Compactos; Colunas de Acréscimo; 1A0535+262.



ABSTRACT

Pulsars are compact objects with emission characterized by the beam of radiation emitted from
their magnetic poles. In binary systems there can be accretion of matter from the companion
star to the magnetic poles of the pulsar, forming what we call accretion columns. The present
study seeks to reproduce the emission profile in the X-ray range of these accretion columns, in a
star with two columns in independent positions, taking into account a Schwarzschild spacetime,
gravitational redshift, relativistic Doppler effect, and, for stars of shorter period, time delay.
A simulation creates a three-dimensional structure of the columns, monitoring the positions
of each subdivision of the object. At the same time, we created a table from integration with
results of the photon geodesics. By bilinear interpolation of the table data, we find the emission
angle and the impact parameter for each column emission point. The resulting simulation is
in agreement with other studies carried out, and we compared its aspects for different column
heights, rotation periods, column shape and positions, as well as the star radii. We then use
algorithms for sampling (Genetic Algorithm and Markov Monte Carlo Chain) to determine the
best parameters that describe the pulse profile of the source 1A0535 + 262.

Keywords: Neutron Star; Accretion Column; Compact Objects; 1A0535+262.
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1 INTRODUCAO

As ENs sdo remanescentes de estrelas de alta massa (8M < M < 20M,), conhecidas
por suas altas densidades (p oc 10!7kg/m?) da ordem de niicleos atdmicos, intensos campos
magnéticos (B oc 10% ~ 10'%) maiores que qualquer um produzido na Terra, e pequenos periodos
de rotacdo, podendo chegar a ordem de 1 ms, com velocidades tangenciais na superficie proximas
as da luz. O que observamos desses objetos sdo seus perfis de pulso, um grafico como o da

Figura 1, proporcional a quantidade de fétons observados para cada fase de rotacao do objeto.
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Figura 1 — Perfil de pulso observado da fonte 1A0535+262 na banda [0.5,10keV].

Em estudo recente, de Lima et al. (2020) mostraram que um modelo de Estrelas de
Néutrons (EN) com um campo magnético multipolar produz um fluxo luminoso muito mais
condizente com dados experimentais da fonte SGR J1745-2900 (LIMA et al., 2020). O mesmo
foi encontrado por Bilous et al. (2019), estudo em que utilizaram dados do NICER da fonte PSR
J0030+0451 (BILOUS et al., 2019).

O modelo consiste em determinar quais fétons emitidos dos hot spots chegam no observa-
dor. Para uma dada localizac¢do e tamanho dos spots, o modelo utiliza a métrica do espaco-tempo
ao redor da estrela para obter seu parametro de impacto no plano do observador. Beloborodov
montou esse modelo utilizando a métrica de Schwarzschild, para objetos esféricos e estaticos,
além disso desenvolveu uma aproximagdo das equacdes de movimento (BELOBORODOV,

2002). Em seu estudo, considerou também efeitos de redshift gravitacional. Posteriormente, ele e



Poutanen desenvolveram um modelo para pulsares de milissegundo, onde consideravam também
efeito Doppler resultante da rdpida rotagc@o da estrela e o atraso temporal de observacio devido
as diferencas no comprimento das trajetérias (POUTANEN; BELOBORODOV, 2006).

E foi através desse modelo que os estudos mencionados inicialmente foram capazes de
inferir que o campo magnético das ENs pode ser multipolar, uma das configuragdes dos spots
encontrada por Lima et al. (2020) estd apresentada na Figura 2. Entretanto, existem diversas
classes de ENs, em particular nas chamadas Low Mass X-Ray Binaries (LMXBs) e High Mass
X-Ray Binaries (HMXBs) em que temos a formacao de estruturas nos spots, chamadas de colunas

de acrecdo.

Figura 2 — Possivel configuracdo dos hot spots que explica o fluxo do SGR J1745-2900. A seta
azul representa o eixo polar do spot em vermelho, a seta vermelha o eixo de rotagdo e
a preta a dire¢do do observador. O plano que corta a estrela na figura representa o
angulo méximo de visdo. (LIMA et al., 2020)

Em ambos os casos, temos ENs compondo um sistema bindrio com outra estrela. Nas
LMXBs, suas companheiras sdo estrelas de baixa massa, como gigantes vermelhas, ands brancas
ou outra estrela de baixa massa da sequéncia principal. Neles as ENs possuem periodos de
rotacio que pode chegar 2 ordem de ms e seus campos magnéticos sio mais fracos (B ~ 10% G)
que o comum em ENs. Nesses sistemas, a matéria da companheira pode ser acretada na EN, pelo
transbordamento do 16bulo de Roche (HARDING, 2013). O I6bulo de Roche € a regido na qual
a matéria estd gravitacionalmente ligada a estrela companheira. Quando a matéria excede essa

regido ela pode fluir através ponto Lagrangeano interno, ponto onde o potencial gravitacional



€ nulo, podendo entdo cair no campo gravitacional da estrela principal formando um disco de
acrecdo (MARTINEZ-PAiS; SHAHBAZ; VELAZQUEZ, 2012).

Ja nas HMXBs, as estrelas companheiras possuem massa M = 5Mg, seus campos
magnéticos sdo, em torno de, quatro ordens de grandeza maiores que das LMXBs, e possuem
periodos de rotacdo P ~ 1 — 1000 s (HARDING, 2013). Neles, a matéria pode ser acretada por
dois mecanismos distintos, transbordamento do 16bulo de Roche atmosférico e transferéncia de
massa de vento.

No primeiro, a camada atmosférica da companheira atinge o 16bulo de Roche antes de
sua fotosfera, sendo comum em estrelas com uma camada atmosférica maior, o que nio acontece
quando se trata de estrelas de baixa massa da sequéncia principal. E a transferéncia de massa de
vento ocorre quando a companheira possui fortes ventos solares, fendmeno comum em estrelas
mais massivas, cuja massa cai no campo gravitacional da EN (MARTINEZ-PAiS; SHAHBAZ;
VEL4ZQUEZ, 2012).

Ao se aproximar da EN, a matéria chega a uma distancia chamada de raio de Alfvén,
no qual a pressao magnética exercida pelo campo magnético da EN é capaz de parar o fluxo
de matéria. A matéria que passa o raio de Alfvén €, entdo, canalizada ao longo das linhas de
campo magnético até a superficie da estrela, onde a maior parte da radiac@o é produzida. Nesse
processo, a forma como ocorre a conexdo da matéria com as linhas de campo sao cruciais na
geometria da coluna de acréscimo, formada nos polos magnéticos.

Desconsiderando qualquer instabilidade nessa conexao, as formas mais esperadas sdo a
de um funil cheio (Figura 3a) ou de uma coluna oca. Enquanto que, quando temos um contato
incompleto, apenas segmentos do funil sdo formados (Figura 3b). Ainda, se as instabilidades
ocorrem nas proximidades do kot spot, a coluna pode ser quebrada em panquecas ou espaguetes
(Figura 3c e 3d) (MéSZ4aROS, 1984).

As colunas de funil cheio estdo relacionadas com a queda da matéria radialmente com
simetria esférica, mais proximo do que ocorre na acre¢do por ventos solares. Enquanto que a
formacdo de segmentos de funis ocorre quando acrecio € feita por discos de acrec¢do, quando ha
transbordamento do 16bulo de Roche (BASKO; SUNYAEV, 1976).

Em pulsares muito brilhantes, quando o fluxo de radiagdo supera a pressdao do gas, o
gds em acregdo passa por um choque dominado pela radia¢do ao se aproximar da superficie da
estrela. Nela, nos hot spots, estd o que chamamos de monte térmico, a partir do qual a maioria
dos fétons emitidos da colunas sdo produzidos. Esse fotons sdo entdo espalhados para cima no
choque, para depois serem difundidos pelas paredes da coluna. Nesse processo, a radiacao de
alta energia freia a particulas em queda até o repouso na superficie (BECKER; WOLFF, 2007)
(BECKER; WOLFF, 2005). Esse processo esta representado na Figura 4.

Esse espalhamento dos fotons com sua emissao pelas paredes das colunas formam o que
chamamos de fan beam. Enquanto que, quando a taxa de acre¢ao de matéria for pequena, a maior
parte dos f6tons deixa a estrela ao longo das linhas do campo magnético, o que chamamos de
pencil beam (ROTHSCHILD et al., 2014). A Figura 5 mostra a formac¢ao das colunas e essas
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Figura 3 — Diferentes geometrias para colunas de acre¢ao. (a) Funil cheio. (b) Funil oco
seccional. (¢) Panquecas. (d) Espaguetes (MESZAROS, 1984).

duas formas de emissao. (WHITE; SWANK; HOLT, 1983) examinou perfis de pulso de sistemas
com luminosidade acima de 10°7 ergs s~! e observou caracteristicas associdveis 2 esse tipo de
emissdo. Também chegou a mencionar que modelos que consideram uma combinagdo de fan
beam e pencil beam nao podem ser descartados.

O espectro nos raios-X observado de fontes alimentadas por acrecdo € costumeiramente
bem explicado por uma combinacio de espectro de lei de poténcia mais uma componente de
corpo negro em temperaturas da ordem de keV. H4 também aspectos de emissdo ciclotron e
linhas de emissio de ferro em intimeras fontes (BECKER; WOLFF, 2005).

Falkner (2012) desenvolveu uma simulac@o de colunas de acréscimo antipodais com
forma de funil cheio na qual ele utiliza o modelo de Beloborodov para calcular o perfil de pulso

emitido por ENs. Um detalhe destacado por ele é que deve-se levar em conta trajetérias em
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Figura 4 — Emissao de raios-x a partir das colunas de acrecdo por meio de choques radiativos.
(BECKER; WOLFF, 2005)

que o féton se aproxima da estrela, antes de se afastar, o que deixa o problema um pouco mais
complexo, o que serd discutido em mais detalhes. As colunas também aumentam a visibilidade
dos spots, alargando os picos observados como se observa em seus resultados na Figura 6, ao
comparar apenas o pencil beam com a emissao total de uma das colunas.

Entretanto, essas simulacdes ainda ndo foram comparadas com dados experimentais
como aconteceu em Lima et al. (2020) e Bilous et al. (2019), sendo um de nossos objetivos
aqui. Utilizamos dados da mais longa observacao da fonte 1A0535+262, retirados do arquivo de
dados da missdo NuSTAR (HARRISON et al., 2013). Com as observagdes ocorridas no dia 26
de dezembro de 2018 (ObsID 90401370001), por cerca de 33 horas, com tempo de exposi¢ao de
cerca de 15 horas.

Os dados foram reduzidos seguindo os procedimentos padroes da NuSTAR Data Analysis
Software (NUSTARDAS pipeline v2.0) com os arquivos de calibragem retirados de CALDB versao
20210427. A fonte e fundo usados para gerar a curva de luz foram extraidos, respectivamente,
a partir de uma regido de ~ 75 arcseg centrada na posicao da fonte e, a partir de uma regiao
livre de fontes, no mesmo detector de ~ 95 arcseg. Alem disso, foi realizado uma corre¢do de
baricentro com a FTOOL barycorr.
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Figura 5 — Esquerda: Matéria acretando nos polos magnéticos de uma estrela de néutrons,
formando as colunas de acréscimo. A matéria ionizada segue as linhas de campo
magnético na superficie de Alfvén. Direita: As duas formas de emissdo de uma
coluna de acréscimo (AC). (FALKNER, 2012)

A 1A0535+262 € uma bindria de raios-X composta por uma estrela de néutrons e uma
companheira 6ptica, a HDE245770. Possui periodo orbital de P,,, = 111.1 £0.3 d, periodo de
rotacdo de P ~ 103s e emissio quiescente de raios-X com luminosidades de Ly < 103736 ergs~!
(CABALLERO et al., 2011). Essa HMXB ja foi analisada por Caballero et al. (2011), na qual
realizaram uma decomposi¢do dos perfis de pulso em séries de Fourier, onde assumiu-se colunas
ocas e de altura 4 = 0,5km e nao havia liberdade nos parametros da massa e raio, tomados como
M=14MgeR=10km.

Assim, neste trabalho, pretendemos reproduzir a simulacdo desenvolvida por Falk-
ner (2012), comparando nossos resultados com a simulacdo dele e, usando dados do pulsar
1A0535+262 na faixa dos raios-X para comparar com Caballero et al. (2011). Em nosso modelo
adotaremos colunas com geometria de funil cheio com emissao de corpo negro, emitindo fan
beam e pencil beam ao mesmo tempo. Os dados da fonte utilizados foram na banda 0.5 a 10 keV.

As equagdes das trajetorias na métrica de Schwarzschild, o redshift gravitacional e como
calcular o fluxo serd mostrado na secdo 2. Na secdo 3 discutimos detalhes da simulagdo, como
criar o objeto, como resolver as equagdes, como calcular o fluxo e como comparar com dados
observados. E na secdo 4 apresentamos os perfis de pulsos obtidos, assim como os parametros

que melhor se adéquam aos dados observados.
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Figura 6 — Perfil de fluxo normalizado obtido por Falkner (2012). Aqui C1, C2, pencil e fan se
referem a coluna 1, coluna 2, pencil beam e fan beam, respectivamente. As condi¢des
utilizadas aqui foram de R = 10km, M = 1.35M, P = 1s,i =90°, 6y = 17.2°,
0 = 45° e H = 3km, cujos significados serdo explorados posteriormente.
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2 REFERENCIAL TEORICO

No caminho dos fétons, ao deixarem uma estrela de néutrons, alguns deles chegam no
satélite e como isso obtemos um perfil de pulso. Mas para fazer uma simulagdo desses processos
precisamos entender como se comporta o espago-tempo ao longo do trajeto, como determinar
quais chegam no observador e como, a partir disso, podemos calcular o perfil de pulso. Com base
em Falkner (2012) e Schutz (2009), destacamos nessa secao os aspectos tedricos da simulagdo

realizada.

2.1 ESPACO-TEMPO DE SCHWARZSCHILD

A EN candnica possui uma massa de 1,4 Mg e um raio de 10 km. O raio de Schwarzschild
(1) é o raio minimo que a estrela deveria ter tal que a luz ndo escapasse dela. Para uma EN

canoOnica obtemos que esse vale r; = 4,1km, o que corresponde a 41% de seu raio.

2GM
ry =

(D

c2

Para comparagdo, uma ana branca, o objeto mais denso apés uma EN, possui R =
0,0103R, =7,2x 103 kme M = 0,55M, o que por (1) nos di r; = 1,6km. Isso corresponde
a 22% de seu raio. Quanto mais perto o raio de uma estrela se encontra do raio de Schwarzschild
maior € a distorcao da geometria do espaco-tempo ao seu redor. Portanto, € a teoria da relatividade
geral que nos fornecera as equacgdes das trajetorias dos fétons nas proximidades de uma estrela
de néutrons.

A expressao geral de um elemento de linha no espaco-tempo € dada por

ds* = guydx*dx” (2)

Onde guv € o tensor métrico, fornecendo a curvatura do espaco-tempo, e dx* é um
quadrivetor cujas componentes sdo elementos do espago-tempo . Considerando uma estrela
esféricamente simétrica e estdtica, ou seja, considerando a métrica de Schwarzschild, esta

expressdo se torna

Is

ds* = —(1—2)d? + (1= 2)"1ar® + 1*(d6? + 5in*0d%?) 3)
p

r

Nessa expressao e para todas a partir daqui utilizamos um sistema de unidades naturais,
no qual c = G = 1. E onde ry; = 2M € o raio de Schwarzschild de uma estrela de massa M. Com
6 como o angulo polar e ¥ o azimute.

Note que aqui desconsideramos efeitos de rotacdo da estrela e seu consequente achata-

mento. Cadeau et al realizaram comparagdes entre o uso dessa métrica e a métrica de Kerr (na
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qual efeitos de rotagdo sdo considerados) para o célculo das curvas de luz nas proximidades de
EN. Seus resultados mostram que ndo hd muita diferenga na forma das geodésicas (CADEAU et
al., 2007).

No mesmo estudo, verificou o efeito do achatamento das EN sobre as curvas de luz,
e observou que para frequéncias de rotacdo maiores que 300 Hz houve enormes desvios em
comparacdo com a estrela esférica. Felizmente, a fonte 1A0535+262 possui uma frequéncia de
rotacdo muito lenta, sendo assim, a métrica de Schwarzschild é uma boa abordagem para nosso

problema.

2.2 GEODESICAS

Definida a geometria do espaco-tempo do problema, precisamos agora descrever como
serd a trajetoria dos raios de luz que deixam a estrela. A grande vantagem aqui € que como
a métrica de Schwarzschild possui diversas simetrias, as grandezas conservadas acabam por
determinar por completo as trajetérias. As simetrias em questao sao:

* Independéncia do Tempo

Isso indica que a energia E € constante ao longo da trajetdria, assim, a primeira compo-

nente do 4-momento p,, fica:

po=—E )

e Simetria Esférica

Com isso as trajetdrias ficam confinadas em um plano de 6 constante, portanto escolhe-

mos o plano no qual & = /2 com a finalidade de facilitar os célculos.

* Independéncia de ¥

O que implica na conservacdo do momento angular L.

py =L (5)

O 4-momento estd agora quase completamente definido. Sendo A um pardmetro da curva,

temos:
dt re\ —1
0 00 S
= —= =(1-— —) E 6
P =y =8P ( " (6)
dr
p=— 7)
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PO (8)

dvYy L
v gy _ L
PP=8 P¥= oy =5 ©)

Ainda ndo temos uma expressdo para p’, mas usando a relacdo valida para fétons
p*py = 0. Encontramos

= (1) () (7)o
(&) =2 (-2
N G

Na equagdo (9), ¥ cresce com a variacdo de lambda, portanto expressa um féton chegando
na estrela, como pode ser observado pela Figura. Queremos estudar a situagdo contrdria, mas
a reversibilidade das trajetdrias nos permite usar a mesma equagdo para ambos os casos. Para
um foéton que chega na estrela a raiz da equacao (12) deve ser negativa. Agora queremos utilizar
essas equagdes de movimento para determinar quais fétons chegarao ao observador. Como ja
mencionado, as trajetdrias se encontram todas em um plano, o qual é descrito pelas varidveis R,

a distancia até o centro de estrela, e ¥, o angulo entre a linha de visdo (LOS) e uma posi¢do da

Figura 7 — Coordenadas em um plano pelo qual o féton percorre.

trajetoria.

Dividindo a expressdo (9) por (12) e integrando temos

R = d¥ d
‘P(R)_L ¥ =— | o (13)
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| E2 ; 1 -1/2
Y(R) :/R ) [ﬁ_ (1 —%) r_Z} dr (14)

Olharemos primeiro para o caso particular no qual um féton se afasta a partir de um ponto
onde r >> r,. Nesse caso, o elemento de linha da equacdo (3) se torna equivalente a expressao
de um espaco-tempo plano, ou seja, nesse caso as geodésicas sdo linhas retas. A integral em (14)

se torna

1 E2 1 -1/2

Chamando b = L/E podemos reescrever como

| 1
YR)=b| ——F——dr 16
A N (16
com solugdo analitica
b
¥ (R) = arcsen (I_Q) (17)

A figura a seguir representa essa situacao

o

LOS

Figura 8 — Trajetdria de um féton que deixa uma coluna de acréscimo, destacando seu aspecto
linear quando muito afastado da estrela (R >> ry).

Como mostra a Figura 8 a distancia da LOS até a trajetéria do féton €

Rsen(¥(R)) =b (18)

Portanto, b = L/E ¢é o pardmetro de impacto, o qual é constante ao longo da trajetodria,

uma vez que L e E sdo constantes.
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2.3 TIPOS DE ORBITAS

Antes de discutir a solucdo da integral (14), vamos primeiramente analisar seu integrando.

Para que exista um solucdo precisamos que

i—<1—5>l>0 (19)

vin=(1-52) riz (20)

Como b é sempre positivo, as solucdes vélidas sdo aquelas nas quais 1/b? estd acima da
curva mostrada na Figura 9. Isso, portanto, ja nos fornece uma condi¢do para que haja a emissao
de um f6ton a partir superficie da estrela. Vale destacar que valores abaixo de r = ry ndo nos

interessam, uma vez que fétons nunca escapam dessa regiao.

0.20

0.15

0.05

0 2 4 6 8 10
rirs]

Figura 9 — Potencial efetivo com a distancia ao centro da estrela em raios de Schwarzschild.

Quando um fé6ton se encontra em um ponto dessa curva temos que 1/ b*> =V? e pela

equacdo (11), (dr/d2)? = 0. Diferenciando essa equacio com relacio a A

d’r 1d_,
az- aa ) 1)
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Comparando tal expressao com a relagdo entre uma forca F e seu potencial ¢

. d*7 -

Podemos relacionar V2 /2 com um potencial de uma forga, e a partir daf tirar conclusdes
sobre as 6rbitas dos fétons. Orbitas circulares ocorrem em pontos de maximo e de minimo,
temos um Unico ponto para o qual esta 6rbita € possivel, porém, por se tratar de um ponto de
maximo, esta Orbita € instdvel. Para Orbitas elipticas, precisariamos de algum poco de potencial,
o qual ndo estd presente. Logo, para todos os valores de b, com excessao de um ponto instavel,
as Orbitas sdo hiperbdlicas, se afastando da estrela para o infinito.

Para estrelas com colunas de acréscimo, o féton nem sempre ird deixar a estrela a partir
de sua superficie, o que faz necessario uma olhada mais a fundo em suas trajetérias. Para a
estrela de néutrons candnica, ja calculamos que a mesma possui um raio de Schwarzschild de
ry =4, 1km e portanto um raio de R = 10/4,1 = 2,4r;.

Na Figura 10 temos uma linha indicando a superficie dessa estrela. Supondo um f6ton
que deixa essa estrela a partir de um raio de » = 41, e 1/b*> = 0,08, uma trajetéria possivel seria
a aproximagao do f6ton até o ponto em que ele incide na curva em r, = 2,851 € seu posterior
afastamento até o infinito. Ou seja, para fotons que deixam as colunas de acréscimo, podemos
ter primeiramente um aproximamento até o periastron, seu ponto de maxima aproximacao.

Caso o féton deixe a estrela com um valor de 1/b? maior que o valor de V2 na superficie,
a geodésica ndo possui periastron, pois colidird com a estrela ao se aproximar. Para raios maiores
que 17, e menores que o raio correspondente ao maximo de V2 o féton s6 deve deixar a estrela
se 1/b* > V2 . Calculando o valor mdximo encontramos que ele ocorre em r = 1, 5r;, um raio
muito pequeno para estrelas de néutrons. Assim, s6 iremos nos preocupar com raios maiores que
esse.

Para uma dada geodésica, o periastron da mesma (quando houver) pode ser encontrada

quando 1/b*> = V2, ou seja

1 re\ 1

b (1-2) k-0
Multiplicando por r3b?

r* —rb* +b*rs = 0. (24)

Existem trés solugdes para essa equagdo, mas limitando para apenas aquela em que
r > 1,5r; (FALKNER, 2012) ficamos com a expressao

b2 arccos (#%) +2r
rp(b) = =2 — ©os 3 : (25)
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0.20

0.15"

Vz[r,] 0.10

0.05

0 2 4 6 8 10
rirs]
Figura 10 — Potencial efetivo com a distincia ao centro da estrela em raios de Schwarzschild. A
linha continua preta é onde se localiza a superficie de uma estrela de raio R = 2,4 r.
Um f6ton que saia do ponto em preto pode se aproximar da estrela (linha tracejada

preta) e, ao encontrar com o potencial efetivo, se afasta indefinidamente (linha
verde). A linha vermelha tracejada em r = 1,51 indica o ponto de méximo da curva.

Observe que essa equacgdo s é valida se

33
2

Esse limite se justifica uma vez que esse € o valor de b no pico da Figura 10, e para

b> rs. (26)

valores menores de b ndo existem trajetérias com periastron.

2.4 TRAJETORIAS

Voltemos agora para a equacdo (14). Agora sabemos que existem dois tipos de trajetoria
que os fétons podem seguir, sem ou com periastron. Para a primeira, basta resolver essa integral

e para a segunda precisamos dividir a integral em duas partes.

P (R) = — /R 7 1(r)dr + /r C1(r)dr 27)

171 N 17712
-3l
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A primeira integral de (27) representa a trajetoria até o periastron r, e a segunda do
periastron até o infinito. O sinal negativo na primeira integral € necessario, pois o resultado é
positivo apenas em trajetdrias que se afastam da estrela. O sobreindice * indica que se trata de
um trajeto com periastron. A segunda integral é simplesmente ¥(r,). Somando e substraindo
W(r,) de (27) temos

W (R) = 2%(r,) — ( / 1R dr— / Rz(r)dr> , (29)

p p

WH(R) = 2%(r,) /R " 1(r)dr, (30)
W*(R) =2¥(rp) —¥(R), (31)

A Figura 11 mostra a trajetoria deste foton. Note que ela é simétrica com relagdo ao

periastron.

photon

line of sight

observer sky at infinity

Figura 11 — Trajetéria de um f6ton que deixa a coluna de acréscimo em W*(R) e se aproxima da
estrela, possuindo um periastron em ¥(r,). O f6ton volta a atingir o raio R em
W(R) e segue para o observador no infinito. (Falkner, 2012)

Até agora vimos que o parametro b € importante para definirmos a trajetéria do féton, e
para encontré-la precisariamos medir a distancia com relac¢ao a linha de visdo. Mas existe outra
forma de defini-lo usando apenas as condi¢des iniciais de emissao. Para isso usaremos o angulo
o entre a direcdo radial a estrela 7 e a direcdo de emissdo do féton ko, indicado na Figura 12.

Através da geometria do sistema, podemos determinar o dividindo o médulo de (9) e
(12)

¥l pipe  [R? re\ !
o= 21 [y
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Figura 12 — Féton deixando uma coluna de acréscimo, com angulo de emissdao  entre o vetor
radial 71 e ky. Note que, para o caso de emissdo de uma coluna de acréscimo, o vetor
radial ndo € o vetor normal a superficie dS.

Ou ainda,

b T
sen(ot) = 7\ [1— = (33)

Substituindo o valor de b no periastron, ou seja, substituindo o valor de b que resolve
(23) nessa equagdo, observamos que sen(a) = 1. Assim, para valores menores de b, e conse-
quentemente de ¢, ndo hd periastron. O que equivale a dizer que trajetérias com um periastron
serdo aquelas em que o > 90°.

Pela simetria da trajetdria com relacao ao periastron, é possivel notar a seguinte relacao
entre o valor desse angulo no ponto de emissdo a* e seu valor o quando ele volta a atingir o

mesmo raio

A =1—a (34)

Dai vemos que sen(a*) = sen(ct). A Figura 13 destaca os angulos mencionados em uma
trajetoria com periastron.
Usando o menor valor que b pode assumir de (26), o qual chamaremos de b, obtemos o

maior valor de ¢ usando (33) e (34)

Onax(U) = T — arcsen 3\2/§u\/ l—ul, (35)

onde chamamos u = r;/R. Dessa forma, o maior dngulo de emissao pode ser calculado
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photon

line of sight

observer sky at infinity

Figura 13 — Trajetéria de um féton com periastron emitido a partir de uma coluna de acréscimo.
Na figura estdo destacados os angulos de emissdao a* e o angulo correspondente na
sua contraparte simétrica ¢.. (FALKNER, 2012)

de

Woax () = P* (u) ) (36)
b=b,

2.5 ATRASO TEMPORAL

Ao observar algumas das trajetdrias de fotons desenhadas até aqui notamos que seus
comprimentos sdo diferentes. Isso € importante porque ao detectar o sinal com um satélite, o
mesmo € contituido pelos f6tons que chegam em um determinado instante. Assim, dependendo
do ponto de emissao, um féton pode chegar mais atrasado que outro e aqui mostraremos como
calcular esse atraso.

O tempo de viagem pode ser calculado dividindo (6) por (12) e integrando as expressoes

t R dt dA
(R = [ a = [ L%y
(R) /o W drdr’’

) —1 b2 -1
= [rar(-5) -5 (-8, G
R r r r
O tempo que qualquer objeto leva para percorrer um caminho de comprimento infinito €,

obviamente, infinito. Entretanto, o que nos interessa € o atraso entre um féton e outro. Tomando

como referéncia o féton que atinge o observador com b = 0, coincidindo com o LOS, temos

At(R) = t(R)—t(R)

_ A“dr(l_g)‘l{{1_§j<1_g)]”2_1} a8)
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Note que na equagdo acima consideramos o atraso entre fétons que saem do mesmo

raio e atingem o observador em pontos diferentes. H4 também o atraso pela emissao a partir de

diferentes raios

Ot(R,R2) = t(Ry)

—1t(R2)
b=0 b=0

R -1
_ / 2dr(l—ﬁ)
R r

R> —
= rsln(R2 r2)—|—R2—R1 39)

1—Fs

Por fim, atraso total entre dois fétons emitidos simultaneamente pode ser calculado a

partir de

At(R) = At(R)+6t(Rpes,R)

_ Awdr<1—1;)_l{{1—f—§(1—%)11/2—1}

R —
+ rln (—“) +R—Ryes (40)

ref —Ts

onde R,y € qualquer raio de referéncia desde que R,ef > r;. Podemos trabalhar com essa
expressdo da mesma forma que fizemos com (14) para o caso de uma trajetéria com periastron e

obtivemos (27). O que nos fornece

AT*(R) = 2AT (r,) — AT (R) (41)

A figura a seguir ilustra cada tipo de atraso temporal.
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photon,

photon,

b
2b1

line of sight

observer sky at infinity

Figura 14 — Dois fétons deixando a estrela a partir de raios diferentes, R; e R, com diferentes
parametros de impacto, b e by. At mede a diferenca no tempo de chegada de um
foton que sai de uma das formas (tridngulo ou circulo) preenchidas em vermelho em
comparagdo com suas respectivas formas preenchidas em preto. Ja 0t compara
aquelas emitidas das formas diferentes. (FALKNER, 2012)

2.6 REDSHIFT GRAVITACIONAL

O redshift gravitacional prevé que um féton que se afasta de uma fonte gravitacional
deve ter sua frequéncia reduzida. Quanto mais intenso € o campo gravitacional da fonte, maior é
o redshift, o que faz com que ele seja um elemento crucial da simulagdo de EN. A frequéncia
v observada de um féton, que segue uma trajetéria x* (A ) mensurada por um observador com

quadri-velocidade U* é obtida por meio de

= —g, Ut — 42
\4 Suv dA (42)

A quadri-velocidade satisfaz a relagao

U, U* = —1 (43)

E, considerando um observador estacionario (U' = 0, com i = 1,2,3) na métrica de

Schwarzschild temos

U U* = gooUU°
rs

-1 = W= (1-2)] (44)

r

o — (1_2)"/2 (45)

,
Aplicando isso e (6) na equacgdo (42), e observando que na métrica de Schwarzschild

g0i=0
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vV = —gooUoj—;L
-1 -1
= (200 )
~ (i) @0

A razdo entre a frequéncia do féton emitido em R e a observada em r — oo, lembrando

que a energia se conserva na trajetoria €

o (1-3)"

2.7 EFEITO DOPPLER RELATIVISTICO E ABERRACAO

Algumas estrelas de néutrons podem rotacionar muito rapidamente, com periodos da
ordem de milisegundos, sendo assim necessdrio levar em consideragdo efeitos da relatividade
especial para uma maior exatiddao da simulacdo. Vale destacar, entretanto, que esse procedimento
ndo € necessdrio para a fonte analisada neste trabalho, a 1A0535+262, pelo seu longo periodo de
rotacdo de 103,527 s.

Considere uma estrela, vista de cima, rotacionando em sentido anti-horario. Um féton
deixa a sua superficie, ou um ponto da coluna de acréscimo, com dire¢ao Ko, nesse ponto a
velocidade tangencial vale B, com angulo entre esses vetores de &. A situagdo estd descrita na

Figura 15.

Figura 15 — Representacdo de um féton deixando uma Estrela de Néutrons vista de cima,
rotacionando em sentido anti-hordrio.

As varidveis estdo definidas em um referencial estaciondrio. Um observador nesse refe-
rencial mede o féton com energia E e no referencial corotacional mede E’. Definindo a dire¢do
de emissdo do f6ton como o eixo x de um sistema de coordenadas, e usando a relagdo p*p, =0
temos o quadri-momento no referencial estacionario definido por p° = E, p* =E, e p¥ = p*=0.

Assim, usando a transformac¢do de Lorentz temos
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E = p/O _ p”AO“
= YE—yp B
= YE(1—PBcos&) (48)

com ¥y =1/4/1— 2. Sabendo que a energia se relaciona com a frequéncia do féton pela
expressdo E = hv, logo, podemos escrever

s E v TP

E'" v 1—PBcosé “49)
Temos ainda a relacdo
cosa’ = dcosa (50)

cuja dedugdo serd mostrada posteriormente, que nos indica que a emissao € direcionada

ao longo da direcao do rotacdo, efeito chamado de aberracao.

2.8 FLUXO

Identificados os efeitos que influenciam na trajetéria e frequéncia do féton observado,
iremos agora calcular o fluxo observado de uma EN. O fluxo espectral de um feixe de f6tons de
energia E é dado pela expressao

dFy = I5dQ, (51)

onde I € a intensidade radiativa especifica e d€2 o elemento de angulo sélido no referen-

cial do observador. De maneira geral, podemos definir o elemento de angulo sélido por

ds
d€) = cos yﬁ, (52)

onde D ¢ a distancia entre a estrela e o observador. dScos Yy € o elemento de drea perpen-
dicular a direcdo de emissdo, sendo dS a area desse elemento e ¥ o dngulo entre a dire¢do de

emissao kg e o vetor normal a drea dS. O que pode ser escrito como

dScosy= JS-I(AO. (53)
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Note que, a sec¢do transversal de um feixe de fétons € um invariante de Lorentz, ou seja,

podemos escrever que

dScosy=dS cosy (54)

Onde as variaveis linhas sdo medidas em um referencial corotacional com a estrela.

Assim, podemos escrever a equagdo (52) como

ds’
dQ = cosy — (55)
D2
Essa forma da expressdo € mais interessante para a simula¢do, uma vez que os elementos
de drea estdo definidos no referencial corotacional e seria mais trabalhoso calcular seu valor no
referencial do observador, do que a varidvel y. A intensidade radiativa especifica a ser usada

neste trabalho € a emitida por um corpo negro, ou seja,

2hv3 1
2 ehv/KT _ 1’

Ip =By (v,T) = (56)

onde & € a constante de Planck, k a constante de Boltzmann e 7" a temperatura da coluna.
Note que nao ha dependéncia com o angulo de emissao 7y, sendo a emissao tomada como
isotrépica e homogénea. Como os perfis de pulso utilizados cobrem uma faixa de frequéncia,

para uma dada temperatura 7' e para um dado intervalo de frequéncia vy, v, temos a intensidade

\%]
I = By(T,v)dv. (57)

Vi

A relagdo entre a intensidade observada e a intensidade emitida em dada frequéncia é
dada por

3
Ig = <£> I (58)

uma vez que I/E? é invariante de Lorentz (Rybicki,1985). Integrando sobre as frequéncias

4
I = (g) 4 (59)

A razdo E /E' é dada pelo redshift gravitacional e efeito Doppler relativistico

E o syiu (60)
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onde u = ry/R. Logo, o fluxo bolométrico, observado para um elemento da coluna de

acréscimo €

ds’

dF 21/54(1—u)zcosj/ﬁ 61)

Nesse contexto, devemos ainda implementar a equacgdo (40) do atraso temporal A7. Um

féton suficientemente atrasado serd detectado em uma fase seguinte dada por

A¢ = 27 fAT, (62)

onde f € a frequéncia de rotacdo da estrela.

2.9 SISTEMA DE COORDENADAS

Na sec¢do anterior definimos uma expressao para calcular o fluxo, porém, ficamos com
algumas varidveis a definir como o vetor k., que indica a dire¢do de emissao do féton no
referencial corotacional, e o Angulo &, necessério para calcular o efeito Doppler relativistico.
Para isso adotaremos o sistema de coordenadas utilizado por (POUTANEN; BELOBORODOV,
2006), destacado na Figura 16.

Figura 16 — Sistema de coordenadas mostrando a emissdo de um féton na direcao ko.

Nesse sistema, 71 é o vetor unitdrio radial, o eixo z é também o eixo de rotagdo, 3 é o vetor
velocidade tangencial, i o angulo entre o eixo de rotacdo e a linha de visdo e W o angulo entre o
ponto de emissdo e a linha de visdo. Agora podemos definir o valor da velocidade tangencial que

¢ dada por
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B = 27nRf'sin®

— 27R sin 6, (63)

V1—u
onde f’ é a frequéncia de rotacdo no referencial corotacional e f no referencial do

observador. Agora, para determinar o Angulo & entre 3 e k escrevemos k como

~

k = cos Wi+ sinWn'| | (64)
onde #"| € o vetor unitdrio perpendicular a 71. Isso nos permite escrever a dire¢do inicial

de propagacdo como

A

kg = cosani-+sinan|

. sin o sin o sin o
= cosai+ | sin¥— n| +cosW— ] —cosW— i
( S0 ¥ sin'¥

Sin Sin
= [sinotk+sin (¥ — &)A] /sin'P. (65)

De forma explicita podemos escrever, observando a Figura 16,

sin 0 cos ¢

n= | sinBsing |, (66)

cos 6

sini

k=1 o |, (67)
COSi

e

B —sin@

— = cos¢ |. (68)

B\,

A partir disso, podemos determinar &

sinQ
. = — in@ sini 69
i S 7 S sin ¢ sini, (69)

onde usamos que 7 - B = 0. Agora, o fator de Doppler da expressao (49) estd completa-

sin & »

|m¢
Pl
|‘m1

cosé =Ko -

!
=!I

mente definido. Em seguida, precisamos definir o vetor unitério k;,. Para isso, como feito por



31

Poutanen e Beloborodov (2006) iremos reescrever kAo em um sistema de coordenadas onde o
eixo z € o vetor radial 71, o eixo y ao longo da direcdo de rotacdo, ou seja, na direcdo de E eo
eixo x ao longo do meridiano sentido polo sul. Esse sistema de coordenadas estéd representado na
Figura 17.

Figura 17 — Sistema de coordenadas na superficie de uma esfera imagindria concéntrica com a
estrela. Os eixos barrados representam nosso sistema de coordenadas anterior e 0s
vetores unitarios X, y

e Z o atual.
Nesse sistema de coordenadas,
;:I‘l‘ff, (sinicos O cos @ —cosisin )
ko = cos& (70)

cos o

Isso nos facilita para realizar uma transformagdo de Lorentz nesse vetor, trazendo kg para
o referencial corotacional da estrela, uma vez que a direcdo de movimento local é no préprio

eixo y. Nesse referencial,

S0 (sinicos O cos ¢ —cosisin @)

ky=35 Y(cos& — B) (71)

cos X

Em que & esta definido na equagdo (49) e y = 1/4/1 — 2. Vale lembrar que ao utilizar
essa expressao para l% no fluxo em (61) e consequentemente em (53), dS deve ser descrito nas
coordenadas da Figura 17. Podemos notar ainda que a tltima componente desse vetor pode ser

escrita como cos o', o que resultada na aberrac¢do indicada na equacdo (50).
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3 METODOLOGIA
3.1 OBIJETO

O primeiro passo do programa €, através dos pardmetros fornecidos, construir uma estrela
de néutrons com colunas de acréscimo. Este procedimento € realizado utilizando a biblioteca
pymesh, que nos permite criar objetos tridimensionais e extrair propriedades como coordenadas
e drea dos elementos que compdem uma superficie. Para criar a estrela com colunas de acréscimo
utilizamos o comando pymesh.generate_icosphere que gera uma esfera, fornecidos seu raio e
posi¢do de seu centro, e pymesh.generate_cylinder que gera um tronco de cone, fornecidas as
posicdes e raios do centro superior e inferior do tronco.

A primeira linha do fluxograma da Figura 18 mostra as estruturas criadas com esses
comandos. Para simular uma coluna de acréscimo, queremos um tronco de cone na superficie da
esfera, com superficie superior de uma calota esférica e que suas paredes sigam na direcao radial
da estrela assim como representado na Figura 7.

Para modelar objeto dessa forma usamos o comando pymesh.boolean que nos permite
fazer operagdes envolvendo dois objetos criados. Dado uma estrela de raio R e coluna de altura
H, criamos uma esfera de raio R+H e um tronco de cone que v4 do interior da estrela até acima
da coluna, ajustando os raios superior e inferior para que estejam paralelos a direcado radial.
Entdo usamos a funcdo boolean com a operagao de intersec¢do, que tem como saida aquilo que
estd no interior de ambos os objetos utilizados.

Ainda resta uma regifio da coluna contida no interior da estrela, para remové-la usamos o
comando pymesh.submesh, que cria um novo objeto com os segmentos fornecidos. Em nosso
caso, identificamos todos os segmentos em que sua posicao r fosse tal que r > R. Poderiamos em
principio pular esta etapa e apenas nao contabilizar o fluxo emitido por essas subdivisdes dentro
da estrela, entretanto haveria um aumento no tempo de execugdo do programa. O fluxograma na
Figura 18 representa esse processo de modelagem da coluna de acréscimo.

Para os comandos de geracdo de objetos como generate_icosphere e generate_cylinder,
podemos ainda informar um parametro que determina o nimero de subdivisdes utilizadas. Quanto
maior o nimero de subdivisdes mais suave sao as superficies, ao custo de um maior tempo de
execugdo, uma vez que temos de avaliar os fétons que saem de cada subdivisdo. A Figura 19 nos
mostras como esses parametros alteram a forma dos objetos. Observe que, no caso da coluna,
mesmo aumentando nimero de subdivisdes, os centros das subdivisdes da parede do tronco de
cone sempre ficam localizados em duas alturas, ndo aumentando as divisdes as longo da coluna.

Isso pode afetar a sensibilidade da simulacao com relagdo a altura das colunas, portanto
utilizamos o comando split_long_edges, cuja funcdo € dividir subdivisdes maiores que um
tamanho fornecido. O resultado da aplicacdo desse comando pode ser observado na Figura 19.

Com pymesh podemos obter as coordenadas do baricentro de cada tridngulo que compde
0 objeto para verificar se fétons que deixam esse elemento de area chegam ao observador. O vetor

area dS para cada elemento, necessario para o cdlculo do fluxo, também é facilmente obtido.
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Figura 18 — Fluxograma mostrando o processo de modelagem do objeto usando a biblioteca
pymesh. A intersec¢do de uma esfera com um tronco de cone através de boolean
formam a coluna, note que apds a interseccao o topo do tronco adquire forma
esférica. A esfera em verde, adicionada posteriormente, representa a superficie da
estrela. Ao formar a coluna ainda temos parte dela dentro da estrela, o que é
removido através do comando submesh. Observe que a coluna na dltima figura estd
com mais subdivisdes, isso acontece, pois, logo antes da dltima etapa, aumentamos
o numero de subdivisdes com o comando split_long_edges.
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Figura 19 — Objetos criados com diferentes nimeros de subdivisdes. Os comandos a esquerda se
referem aos respectivos pardmetros de cada objeto para alterar esse nimero de
subdivisdes. No inferior direito temos a aplicacdo do comando split_long_edges,
gerando um tronco de cone com mais subdivisdes ao longo de sua altura.

Para cada fase da rotacdo atua-se com operadores de rotacdo sobre os vetores posicao e area dos

pontos de emissdo.

3.2 MAPPING

Fornecidos os pardmetros R e ¥ de um ponto do objeto, ndo € possivel determinar
diretamente o e b se trajetdrias com periastron sdo permitidas. Isso ocorre por ndo conseguirmos
obter ), e consequentemente ‘¥, de antemao, ja que o primeiro necessita do valor de b de acordo
com a equacao (25). Para contornar esse problema, criamos uma tabela contendo valores de R,
WY, o e b dentro de um intervalo. Assim, consultando a tabela, conseguimos determinar cada
valor de & e b partindo de R e .

A tabela ainda traz a vantagem de diminuir o tempo computacional do programa, ja
que nao € mais necessdrio resolver uma integral para cada ponto de emissao de fétons. Para
varrermos todo o espaco de possiveis trajetdrias de fétons que chegam ao observador, a tabela é
construida tomando um valor de raio de emissdo R e um valor de dngulo de emissdo o entre O e
Onax calculado a partir de (35). Entdo, usamos a equagdo (33) para obter b e (14) para obter V.

Utilizamos nr valores equidistantes de R, mas para os na valores de ¢, ndo tomamos
valores equidistantes. Isso porque, caso esses fosses equidistantes, teriamos valores de ¥ concen-
trados nos menores angulos, e os angulos maiores de W mais espacados. Portanto, utilizamos a

seguinte fun¢do para determinar o tamanho dos espagos entre cada o

n ashape
o = amax(R) 1— (1 - ) s (72)
na—1
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onde n se encontra no intervalo [0,na — 1] e usamos ashape=1.65, por ser o melhor valor
de acordo com Falkner (2012). A Figura 20 compara graficamente a distribuicido de pontos para
alfa com divisdes constantes e com o uso da equagao (72). Para resolver a integral da equacdo

(14) numericamente, a reescrevemos da seguinte forma

5_ b,

W (rad)

rirsh rirs}

Figura 20 — Comparacio entre duas formas de se dividir os intervalos entre valores de &
consecutivos. Nos pontos da esquerda, as divisdes foram realizadas de forma
constante. No da direita, utilizou-se a equagdo 72 para determinar o tamanho das
divisdes. No primeiro caso, os pontos ficam mais concentrados em valores mais
baixos de ¥ comparado com o segundo. Para ambos os graficos utilizou-se
na = nr = 50.

1
W /O d2fal2) (73)

ondez=+/1—R/r,u=rs/Re

fua=2sinafeo a(l—u) +Zsin a2 2)(1—w —u(l=2P} 2 74

Essa alteracdo se faz necessdria por conta da divergencia do integrando em (14) quando
r — rp. O integrando (74) € bem comportado dentro dos intervalos de cada parametro, dessa
forma, podemos usar um método de integracdo simples, como o método de romberg para a
integracdo numérica (veja (JOHANSSON, 2018)). Tal método conseguiu resolver a integral (73)
com grande exatiddo, além de realizar a tarefa com rapidez.

Os grificos da Figura 21 mostram os valores da tabela (R,¥,b, &) construida com os

valores de W obtidos por essa integracao.
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Figura 21 — Graficos da tabela de parametros (R,W,b,t). Os graficos mostram a distribuicdo de
pontos no plano r — o e r — ¥, respectivamente. As cores dos pontos indicam os
valores do parametro de impacto b de acordo com a escala ao lado. Neste exemplo,
na = nr = 500.

3.3 INTERPOLACAO

Com a tabela pronta, queremos obter os valores de ¢ e b a partir de R e ¥ de um ponto de
emissdo. Para isso, consultamos a tabela e realizamos o procedimento de interpolacdo bilinear. A
Figura 22 € o grafico da direita da Figura 21 ampliado, mostrando o procedimento de interpolagao.
Sabendo R e ¥ do ponto marcado com um x, para determinar o e b, pegamos dois pontos em
que r; < Rcom¥; <W¥e ¥, > Y, as bolinhas pretas.

Partindo desses pontos, encontramos agora trés pontos, bolinhas vermelhas, em que
rp > Rcom Wy > W), ¥ < Wy < W) e W < W.Realizando um interpolacdo entre as duas
bolinhas vermelhas superiores e as duas inferiores, obtemos (r,, %) e (r2,¥3), os quadrados
pretos. Fazendo mais uma interpolagdo entre o quadrado e a bolinha preta superior, e outra
nos inferiores, obtemos (R,¥) e (R,¥,), os losangos azuis. Através de uma interpolagdo final
obtemos o valorde ¢ e bem Re V.

A representacdo da direita na Figura 22, mostra um caso onde ¥ é muito préximo de
Yax, fazendo-se necessdrio uma extrapolacdo. A diferenga ocorre nos pontos iniciais, onde
agora os dois pontos sao menores que . E a operacdo final, envolvendo os losangos, é uma

extrapolacao.

3.3.1 Exatidao da interpolacao

Como indicado acima, as trajetérias com periastros nos impediu de resolver a integral
(14) para cada ponto de emissdo, o que nos fez optar pelo método de interpolagdo para obtencio
de o e b. Uma forma de mensurar o quanto esse método afeta nos valores obtidos seria, partindo
de valores de (R, o) fornecidos, calcular por interpolagdo (oy,by) e, a partir destes, calcular
b(R, 0q) pela equacdo (33) e W (R, o) pela integral (14).

De antemao, ja esperamos um desvio maior quando W — W4y, isso fica claro ao olharmos

para o grafico da direita na Figura 20. No grafico, observamos que, mesmo utilizando a equagao
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Figura 22 — Representacao do processo de interpolacdo bilinear. Os pontos sao um aumento de
escala do grafico da direitra de Figura 21. Na esquerda, temos as interpolacdes
consecutivas para obter os valores de o e b do conjunto (R, V). Na direita, temos o
caso de um ponto préximo de W,,,., fazendo-se necessdria a aplicagdo de uma
extrapolacdo. (FALKNER, 2012)

(72), ainda temos intervalos maiores entre os valores de ¥ nessa regido. A Figura 23 mostra a
comparacao entre valores fornecidos e os calculados pela interpolacao para diferentes nimeros
de pontos. No grafico da direita superior, além do erro maior para ¥ — W,,,,, notamos um
desvio maior em valores intermedidrios. Esses picos correspondem aos pontos onde o = /2, e

ocorrem pela diferenca na expressao utilizada para trajetérias com periastron e sem periastron.

——A | 0.0000

F—0.0001

0,006 4

(WYt )W
= =]
= =
= =
[} =

0,000 4 - -0.0002

0.0000

e )b

—0.0005 A

Dirsa

L —0.0010 A

b

—0.0015 4 : : : : :
000 025 050 073 10000 025 050 075 100
W s W

Figura 23 — Desvios relativos de W e b para diferentes valores de r. Nos gréficos da esquerda
temos nr = na = 50 e no da direita nr = na = 500

3.4 TIPOS DE TRAJETORIA

O gréfico da direita na Figura 21, além dos parametros da tabela, nos mostra a valor
maximo de W para cada raio r de emissdo. Entretanto, se iremos observar esses fétons ou nao
depende da altura H das colunas e o raio R da estrela. Isso porque quanto maior o valor de 'V,

menor o raio do periastron r, € uma colisdo com a estrela se torna possivel.
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Figura 24 — Grafico de r vs ¥ da tabela de pardmetros, com a escala de cores indicando o raio
do periastron r,,. Na regido roxa temos trajetorias sem periastron, ou seja, & < 7/2.
Para concentrar trajetorias na faixa 2r; < r < 10r;, excluimos aquelas com r), < 2r;.

A Figura 24 nos traz 0 mesmo grafico, mas agora com os valores de r, no lugar de b. Do
gréfico, notamos que podemos observar um féton que parte de ¥ > 7. Nesses casos, precisamos
também verificar a possibilidade de uma emissdo a partir de W, = 27w — . Isso ndo significa
que dois fétons do mesmo elemento chegardo ao observador, mas que para cada ponto, devemos

verificar a emissao por cada um dos lados. A Figura 25 mostra uma emissao de cada tipo.

W L.OS

W,

Figura 25 — Representacdo da trajetdria de féton que deixa a coluna de acréscimo na dire¢ado
contrdria, trajetoria amarela, para esta usamos o angulo ¥,. Em constraste com
trajetorias que usam o menor angulo W, trajetdria azul. Na figura também esta
indicado a direcao do observador (LOS).

3.5 FLUXO

Na simulagdo, portanto, fornecemos o conjunto de parametros (R, M, i, P, 69, 01, ¢y,
Hy, Tq, 63, 6>, o, Hy, T7):



39

* R: Raio da Estrela
* M: Massa da Estrela
« i: Angulo entre a linha da visdo e o eixo de rotagio

* P: Periodo de rotacdo

6o: Angulo de semi-abertura da coluna

0: Colatitude da Coluna

¢: Longitude da Coluna

H: Altura da Coluna

T: Temperatura da Coluna

onde os subindices 1 e 2 indicam cada uma das colunas. Esses parametros sdo entao
utilizados para criar o objeto, do qual para cada ponto de emissao, definido pelos baricentros de
cada subdivisdo, calculamos seu valor de R e ¥, verificando 5, e, com esses, por interpolacao,
calculamos o valor de « e b. Que entdo, usando as expressoes da secdo 2.9 e (61), calculamos o
fluxo dF desse elemento.

Somando-se dF para cada fluxo, encotramos o fluxo F' em dada fase de rotacdo, rotacio-
namos os vetores posi¢oes e normais das subdivisdes, e calculamos o fluxo para a fase seguinte.

Para a apresentacao dos graficos, realizou-se uma normaliza¢ao do fluxo dada pela expressao

F
(Fmax +Fmin)/2

onde Fy,,y € Fin sdo, respectivamente, 0 maximo e o minimo do fluxo. O que torna os

(75)

F norm —

fluxos independentes da distancia do objeto D.

3.6 ALGORITMOS DE AMOSTRAGEM

Com os dados da fonte e a simulacdo em maos, buscamos encontrar o conjunto de para-
metros que melhor descreve o perfil de pulso observado. Pela grande quantidade de parametros e
um tempo considerdvel de execucdo da simulacdo, se torna invidvel testar todas as combinacdes
possiveis de parametros para determinar o melhor perfil, € ai que entram os algoritmos de
amostragem. Foram utilizados dois desses algoritmos, o Algoritmo Genético e o0 Markov Chain
Monte Carlo MCMC).
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3.6.1 Algoritmo Genético

O Algoritmo Genético foi inspirado na teoria da evolugdo. Nele, cada parametro (R ou M
por exemplo) € um gene, € o conjunto de pardmetros formam um cromossomo. Os fendtipos
desses cromossomos sao os perfis de pulso gerados pelo conjunto de parametros. O algoritmo

consiste em seis passos (LIMA et al., 2020):

1. Inicializacdo: Gera-se um conjunto de cromossomos (populagdo);

2. Avaliacdo Fenotipica: Compara-se o fendtipo com os dados de interesse;

3. Selecao das melhores solucdes: Separa-se as solu¢cdes com melhor resultado na avaliacao;
4. Reproducdo: Mistura-se os genes das melhores solugdes;

5. Mutagao: Aleatoriamente muda-se alguns genes dos novos cromossomos;

6. Substituicao de populagcdo: Os cromossomos novos sdo utilizados como populagio, retor-

nando ao item 2.

As iteragdes dos itens 2 ao 6 sdo chamadas de geragdes. A avaliagdo fenotipica € realizada
por meio da goodness-of-fit (x?), que é expressa pela soma sobre o periodo de rotacio dos desvios

quadraticos entre o fluxo simulado e o observado, ou seja,

%2 — Z[F]EIM o FkOBS]z (76)
k

FkSIM ¢ a soma do fluxo emitido por cada subdivisdo (equacdo 61) do objeto em

OBS
F k

em que
um dado instante k, e ¢ o fluxo observado no instante k, ambos normalizados. Quanto mais
préximo o fluxo simulado estd do observado, menor é o ¥ e as mutacdes servem para evitar
um minimo local. Assim, o objetivo do algoritmo genético é minimizar 2. A Figura 26 ilustra

todos os passos do algoritmo.

3.6.2 Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

O MCMC € uma andlise estatistica Bayesiana, sendo, portanto, centrada no teorema de

Bayes, que pode ser expresso da seguinte forma

P(B|A)P(A)

PAIB) = =

(77)
onde

* P(AIB): Probabilidade de ocorrer o evento A dado que o evento B ocorreu
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Figura 26 — Etapas do algoritmo genético. O ’x’ representa os membros novos da populacdo e as
condicdes de selecdo sdo meramente ilustrativas.

* P(BIA): Probabilidade de ocorrer o evento B dado que o evento A ocorreu
* P(A): Probabilidade de ocorrer evento A

* P(B): Probabilidade de ocorrer evento B

Vejamos um exemplo: suponha que 60% dos sistemas estelares uma galdxias muito longe
possuem um planeta como a Terra, logo, 40% nao possuem um planeta como a Terra. Além
disso, suponha que todo sistema que tem um planeta como a Terra possui um planeta como
Jupiter, enquanto que apenas metade dos sistemas que ndo possuem um planeta como a Terra
possui um planeta como Jupiter. Se observarmos um sistema com um planeta como Jupiter,
qual a probabilidade desse mesmo sistema possuir um planeta como a Terra (HILBE; SOUZA;
ISHIDA, 2017).

Pelo teorema de Bayes, queremos saber a probabilidade do sistema possuir uma Terra
sabendo que ele possui um Jupiter, i.e. P(T'|J). A probabilidade de um sistema possuir uma Terra
¢ P(T) = 60/100. A probabilidade de um sistema que possui uma Terra possuir um Japiter é

P(J|T) = 1. Ja a probabilidade de um sistema qualquer possuir um Jupiter é:

P(J) = P(T)P(J|T)+P(nT)P(J|nT)
60 40 1
= — X1+ —x=
100 100 2
= 0,8 (78)
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Onde nT ¢ a situagdo em que ndao ha uma Terra. Assim, segundo o teorema de Bayes,

temos

P(J|T)P(T)
P(J)
1%0,6
0,8
= 0,75 (79)

P(T|J)

Assim, a probabilidade de encontrarmos um planeta como Jipiter nesse sistema que
observamos € de 0,75.

Na linguagem do algoritmo, chamamos P(A) de prior, P(BIA) de likelihood e P(AIB) de
posterior. O prior € a informag@o que temos a respeito do parametro de antemao, em nosso caso,
por exemplo, sabemos como € a distribuicao das massas de EN. Assim, P(M) é uma fungao de
distribuicdo de probabilidade da massas de EN, e P(M=1,4M)) a probabilidade da massa de
uma EN ser 1,4M,. O likelihood é como achamos que nossas amostras estdo distribuidas dado
um conjunto de parametros.

Gerado um conjunto de amostras, no qual a mais recente € 6;, fazemos o seguinte para

gerar a proxima amostra:

1. Amostragem: Propostas (conjunto de pardmetros) 0’ sdo retiradas de uma fungio de

distribui¢cdo de probabilidades (proposal);

2. Avaliacdo: Verificamos se o novo valor 8’ do parAmetro é mais provavel pela razio

7(60)°

3. Selegdo: Se 0’ for mais provavel, 6, = 0’, caso contrdrio, existe uma probabilidade de

se aceitar 8’ ou ndo;

onde f(60) = likelihood x prior. Repete-se esse ciclo até que o valor do parimetro 6
deixe de variar (HOGG; FOREMAN-MACKEY, 2018). Dois algoritmos de amostragem sao
necesséarios pela dificuldade de se fornecer um proposal adequado para iniciar o MCMC. Se
fossemos inserir na mao o proposal poderiamos estar sujeitos a um viés inicial, e o Algoritmo
Genético também fornece um distribuicao que evolui mais rapidamente. Por isso, utilizamos o

Algoritmo Genético para gerar o proposal que entdo foi inserido no MCMC.



43

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secao iremos comparar os fluxos obtidos da simulagdo para diferentes parametros
da estrela, destacando os principais aspectos observados. Em seguida, os parametros que melhor
se adéquam a estrela 1A0535262. Os fluxos apresentados nesta seccdo estdo todos normalizados

de acordo com a equagdo 75.

4.1 SIMULACAO

Fornecida uma combinagdo dos parametros (R, M, i, P, 619, 01, ¢1, Hy, T1, 629, 62, ¢,
H,, T>), a simulacdo gera o perfil de pulso da estrela. Para melhor visualizacdo dos efeitos de
cada parametro sobre os perfis de pulso, os graficos apresentados mostram apenas uma coluna de
acréscimo. Em alguns momentos separamos o fluxo emitido do topo da coluna (pencil beam), do
fluxo emitido pelas paredes (fan beam), visando melhor entendimento do fendmeno. A Figura 27

nos mostra um perfil de pulso com suas componentes.

1.75 A
—— Fluxo Total
Fan Beam
1.50 1 —— Pencil Beam
1.25 A
1.00
[N
0.75 A
0.50 A
0.25 A
0.00 ~
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
fase

Figura 27 — perfil de pulso com suas componentes, fan beam e pencil beam. Parametros:
M =1.4Mg,R = 12km,i =90°,P = 15,019 = 15°,0, =45°,¢; = 180°,H| =
1km, 77 =0,7keV

Como j4 explicado, para estrelas de néutrons usamos um espago-tempo curvo, mais

especificamente o espago-tempo de Schwarzschild. Uma caracteristica dessa métrica é que longe
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da fonte de massa, o espaco-tempo € plano. Para testar como a forma do espaco-tempo afeta a

fluxo podemos simplesmente comparar estrelas de diferentes raios de Schwarzschild r;.

2.00 A

1.75 4

1.50 ~

1.25 ~

w 1.00 -

0.75 A

0.50 A

0.25 A

0.00 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 28 — Perfis de pulso para diferentes raios da EN, com M = 1.4M,,i =90°,P = 15, 0;9 =
15°,0, =45°,¢; = 180°, H; = 0km, T} = 0,7keV.

Como podemos ver pela Figura 28, para menores rg, ou seja, espaco-tempo mais curvo,
ha uma alargamento do fluxo. Isso ocorre porque o angulo maximo em que podemos observar
um féton da superficie aumenta. Fazendo agora essa comparagio para um spot com coluna de
acréscimo, Figura 29, o pencil beam, apresenta o mesmo comportamento de antes, alargando
o fluxo para um espaco-tempo mais curvo. Entretanto, o fan beam apresenta um aumento no
fluxo, o que ocorre por termos uma maior porcao da parede da coluna observada em um mesmo
instante em um espago-tempo curvo.

Podemos observar ainda, que para o caso de maior curvatura do espaco-tempo, a coluna
fica visivel ao longo de sua trajetéria completa. Lembrando que nesse caso (i = 90°,6y =
15°,6 = 45°), o angulo maximo de afastamento da coluna é ¥ = i+ 6 — 6y = 120°.

O grafico da Figura 30 nos mostra como o perfil de pulso varia com a altura das colunas
acréscimo. Podemos observar um aumento da visibilidade da coluna ao longo do periodo de
rotagdo, alargando o pico de emissdo. A diminui¢do da amplitude do pico € consequéncia da
normalizagdo do fluxo, que leva em conta o menor valor medido do fluxo, o qual € maior nas

colunas mais altas.



45

2.00 N . R(rs) =
' - 2
1.75 77 B 3
] d 5
N 7
1.50 1 N 1 — 8 - ]
10 JI
1.25 - .
w 1.00 - .
\
0.75 1
0.50 - 1\
025 1 N -: .."\
:: . 0“\ .":
0.00 4 == ] /\,:/\ H
0 0.5 10 0.5 0.5 1
fase fase fase

Figura 29 — Da esquerda para direita temos, os perfis de pulso, os fan beam e os pencil beam,
respectivamente, para diferentes raios de Schwarzschild de uma EN com coluna de
acréscimo. Parametros: M = 1.4M.,,i = 90°,P = 15,09 = 15°,0; =45°,¢; =
180°,H; = 1km, T} = 0,7keV.

A coluna apresentada em Falkner (2012) se assemelhava mais a um cilindro do que a um
tronco de cone, a Figura 31 mostra essas duas formas. Pela alteragdo dos parametros do tronco
de cone podemos também obter uma coluna em forma de cilindro. A comparagdo dos perfis de
pulso para cada uma das formas estd apresentado na Figura 32. Na forma de cone hd um leve
aumento no fluxo observado, o que deve ser uma consequéncia da maior drea de emissao do
cone em comparagdo com o cilindro.

Até aqui as EN simuladas foram todas com periodo de rotacdo P = 1s. Entretanto, os
efeitos de rime delay, e a modificacdo relativistica do vetor da dire¢do de emissdo kg sdo mais
impactantes em milisecond pulsars, ou seja, estrelas com P ~ 1ms. A Figura 33 traz uma
comparacdo de estrelas com diferentes P. Os parametros utilizados foram os mesmo do Poutanen
e Beloborodov (2006), e a curva da simulacdo teve o mesmo comportamento que o deles.

Variando-se os dngulos i e 6, do angulo da linha de visdo e da posi¢do do spot, observamos
uma variacdo da por¢do da fase na qual a coluna € observavel, como mostra a Figura 34. Destaca-
se o caso em que i = 0 = 90°, no qual a coluna atinge o maior angulo com o LOS, ali, temos um

intervalo no qual o fan beam se sobressai no perfil de pulso.
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Figura 30 — Na esquerda temos os perfis de pulso para vdrias alturas da colunas de acréscimo.
Na direita seus respectivos fan beams. Parametros: M = 1.4M¢,R = 12km,i =
9OO,P = 18,910 = 150,91 = 45O,¢1 = 1800,T1 = O,7keV.

Figura 31 — Duas formas de colunas, a esquerda temos a forma de cone, utilizada nesta
dissertacdo, a direita, a forma de cilindro.
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Figura 32 — Nos quatro graficos acima: perfis de pulso para as formas de cilindro e cone. Nos

quatro graficos abaixo: fan beam para as formas de cilindro e cone. Parametros:
M =14Mg,R = 12km,i =90°, P = 15,019 = 15°,0; =45°,¢; = 180°, 71 =

0,7keV.
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Figura 33 — Perfis de pulso para diferentes valores do periodo de rotacdo (P). Pardmetros: M =
1.4M@,R = 21,,i =45°,0190 = 2°,0; =45°,¢; = 180°,H; = 0km, T} = 0,7keV.
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Figura 34 — Perfis de pulso para algumas combinacdes do parametros i e 6. Parametros:
M =14My,R = 12km,P = 15,0;9 = 15°,¢; = 180°,H; = 1km, T} = 0,7 keV.
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Observemos agora o que ocorre quando variamos o angulo de abertura das colunas,
mostrado na Figura 35. Para estrelas sem colunas, hd um leve alargamento do perfil de pulso
conforme aumentamos 6y, isso porque hd uma diminui¢ao do angulo méximo de afastamento
do spot W,,,.x =i+ 0 — 6y, € o spot fica visivel por mais tempo. No caso com colunas, para 6
pequenos, a proporcao entre a area do topo e a area das paredes diminui, € o fan beam ganha
mais destaque. Nos 6y mais altos, a curva retorna ao padrio observado para estrelas sem colunas.

Um perfil de pulso de uma estrela com duas colunas de acréscimo pode ser vista na
Figura 36, destacando suas componentes. Podemos ver que o mesmo possui caracteristicas muito

similares com a apresentada na Figura 6 do Falkner (2012).
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Figura 35 — Perfis de pulso para diversos valores de 8y;. De cima para baixo temos perfis com

H; =0km e H; = 1km, respectivamente. Parametros:
M =14Mg,R = 12km,i =90°,P = 15,0, =45°,¢; = 180°,71 =0,7keV.
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Figura 36 — Fluxo normalizado na condicdes R = 12km, M = 1.4M,, P = 15, i =90°,
6y = 15°, 0 =45° e H = 1,5km, com duas colunas iguais antipodais. O gréfico
separa o fluxo referente a cada elemento, destacado no grafico, onde C1 e C2 se

referem as colunas 1 e 2, respectivamente.

4.2 MCMC

A simulacdo da forma como aqui apresentada foi utilizada em algoritmos de amostragem
(Algoritmo Genético e MCMC) na busca pelo melhor conjunto de parametros que descrevem a
emissao em raios-X do pulsar 1A0535+262. O melhor perfil de pulso encontrado, junto com os
dados da fonte estd apresentado na Figura 37. Note que, apesar do perfil encontrado ndo estar em
bom acordo com os dados no inicio da fase, a curva estd bem inserida no resto dos dados.

Os parametros encontrados estdo sumarizados na Tabela 1. Note que na tabela ndo ha
um valor para a altura Hy, isso porque ndo houve convergéncia para esse parametro. A tnica
altura encontrada foi a da segunda coluna, e bem menor que a sugestdo utilizada por Caballero
et al. (2011) de H = 0,5km. Os outros parametros também ficaram longe dos encontrados por
eles, mas vale lembrar que no estudo em questdo as colunas eram ocas e a metodologia foi a de
andlise de decomposi¢do, bem diferente da utilizada aqui.

Os parametros com seus devidos desvios padrio, assim como o gréifico de suas func¢des

distribui¢do de probabilidades obtidas pelo MCMC podem ser encontradas na Figura 38.
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Figura 37 — Melhor perfil de pulso com os dados da fonte 1A0535+262.

0.0 0.2

0.4 0.6

t/P

Melhores Solucdes

M (M.) 1,488
R (km) 12,49

i 4,85
H; (km) -
Oo1 18,09°
0, 154,44°

Ty (keV) 0,58

H; (km) 0,007

602 6,24°
6, 62,14°
¢ 127,54°

T, (keV) 0,887

1.0

Tabela 1 — Melhores solucdes encontradas para a fonte 1A0535+262.
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Figura 38 — Distribuicao dos parametros obtidos pelo MCMC. Na figura, algumas varidveis
estdo com nomes apresentados de maneira diferente, e elas correspondem a th— 6,
lat— 0 e lon— ¢.
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5 CONCLUSOES

Desenvolvemos uma simulagdo que calcula o perfil de pulso de uma estrela de néutrons
com duas colunas de acréscimo. Os perfis de pulso obtidos nos mostram que o fan beam possui
um minimo quando a coluna estd diretamente direcionada para o observador. As mudancas
observadas na curva quando tomados periodos de rotacao curtos concordam com o observador
em Poutanen e Beloborodov (2006) e o perfil para duas colunas de acréscimo € similar com o de
Falkner (2012).

Nas condicdes de EN mais compactas, colunas com menor angulo de abertura, colunas
com maior afastamento angular com o LOS, e colunas mais altas, o efeito das colunas sobre o
perfil de pulso € intensificado. A mudanca de forma de uma coluna de tronco de cone para uma
coluna cilindrica, ndo causou grandes efeitos sobre o perfil de pulso observado.

Os melhores parametros encontrados para a fonte 1A0535+262 foram M = 1,488 M.,
R = 12,49km, i=4,85°, 6y = 18,09°, 6; = 154,44°, T; = 0,58keV, Hy = 0,007km, 6y, =
6,24°, 6, =62,14°, ¢, = 127,54°, T1 = 0,887 keV. Os erros das medidas podem ser observados
na Figura 38. Os parametros obtidos possuem pouca concordancia com o obtido por Caballero et
al. (2011), entretanto, em nosso caso deixamos mais parametros livres e 14 assumiu-se colunas
com altura de 0,5 km, e colunas ocas.

Com boa parte da estrutura do programa pronta, podemos agora buscar os melhores
parametros para outras fontes. Podemos ainda alterar pequenas partes do programa, como inserir
casos de trés colunas de acréscimo, como sugerido por Lima et al. (2020) e Bilous et al. (2019).
Ou ainda testar outras formas de colunas, como colunas de acréscimo ocas, ou outras formas de

emissao, que nao seja de um corpo negro.
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