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“Um fractal € uma maneira de

ver o infinito.” (Benoit Mandelbrot)



RESUMO

Neste trabalho foi investigado um modelo de sistema financeiro de trés dimensdes e
sua expansao para quatro dimensdes. Por meio de analise qualitativa foram
propostos significados econémicos para dois parédmetros de controle até entdo
desconhecidos. Foram empregadas ferramentas de analise numérica como os
planos de parametros e plotagens de atratores para verificar a dindmica do sistema.
Nesta investigagao foi confirmada a larga existéncia de caos e hipercaos, bem
como, quase-periodicidade, caos transiente e periodicidade no sistema, além disso
foi evidenciado a conjectura das janelas em fluxos com a aparicédo de janelas de
periodicidade limitadas na fronteira de hipercaos e quase-periodicidade. Também foi
investigada a transicdo caos-hipercaos no modelo quadridimensional por meio de
incrementos nos parametros de controle descobrindo uma rapida conversao para
hipercaos com valores muito inferiores aos utilizados em trabalhos anteriores.

Palavras-chave: Sistema Financeiro; Econofisica; Hipercaos; Conjectura das
Janelas.



ABSTRACT

This work investigated a three-dimensional financial system model and its expansion
to four dimensions. Through qualitative analysis, economic meanings were proposed
for two previously unknown control parameters. Numerical analysis tools such as
parameter planes and attractor plots were used to verify the system dynamics. In this
investigation, the wide existence of chaos and hyperchaos was proven, as well as
quasiperiodicity, transient chaos, and periodicity in the system, in addition, the
conjecture of windows in flows was evidenced with the privacy of windows of limited
periodicity on the border of hyperchaos and quasiperiodicity. The chaos-hyperchaos
transition in the four-dimensional model was also investigated through increments in
the control parameters, discovering a rapid conversion to hyperchaos with values

much lower than those used in previous works.

Keywords: Financial System; Econophysics; Hyperchaos; Windows Conjecture.
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1. INTRODUGAO

Desde seus primeiros ensaios no inicio do século XX as finangas se utilizam
de técnicas aplicadas em outras areas das ciéncias naturais como solug¢ao para seus
paradigmas. No pioneiro trabalho de Louis Bachelier [1] o movimento browniano
observado por Robert Brown e desenvolvido por Einstein [2] foi inserido para
modelar a formacado de pregos no mercado acionario, mais tarde Mandelbrot [3]
introduziu a geometria fractal para o mesmo problema.

Naturalmente a complexidade foi aplicada para solucdo de sistemas
econdmicos, pois estes se apresentam altamente nao lineares [3-4]. Diante desta
perspectiva, no inicio dos anos noventa no Instituto Santa Fé no Novo México por
meio dos trabalhos de Feichtinger [5] e posteriormente Arthur [6] foram utilizados
grupos interdisciplinares de Fisicos, Matematicos e Economistas para a abordagem
de tais sistemas. Naquela época essa “nova area” de pesquisa foi intitulada de
Econofisica.

Apoés mais de trés décadas muito tem-se evoluido em campos como
modelagem de funcionamento de mercados financeiros [7-12], regras de tomada de
decisdo de agentes individuais em variados contextos [13-15] e administracdo de
crises financeiras [16-17].

Este trabalho utiliza as ferramentas de analise qualitativa da dinamica nao
linear para investigar um modelo de sistema financeiro que apresenta hipercaos [18].
Tal modelo € uma extensdo com quatro dimensdes do sistema tridimensional
apresentado por Ma et. al. [19] que adiciona uma nova variavel dinamica
w representando o lucro médio. O foco desta pesquisa € justamente a observacao
da transicdo do comportamento caédtico para o hipercadtico deste modelo por meio
de incrementos no lucro médio w.

O capitulo 2 introduz uma nocao sobre sistema financeiro e variaveis
econOmicas para contextualizacdo e entendimento das variaveis de estado e
parametros de controle do modelo. O capitulo 3 apresenta 0 modelo em seus
detalhes e aponta a necessidade de adogao de significado para dois parametros (d
e k) ndo encontrados na literatura. No capitulo 4, temos os conceitos preliminares da
dinamica nao linear que séo as ferramentas utilizadas na pesquisa. Posteriormente,

no capitulo 5, ha a atribuicdo de significados econdmicos para os parametros d e k.
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No capitulo 6, temos a apresentacdo dos resultados numeéricos. Finalmente, no

capitulo 7, temos as consideracoes finais e discussao dos resultados.

2. SISTEMA FINANCEIRO

O objeto de estudo desta obra € um modelo matematico de sistema
financeiro. Cada pais possui seu proprio sistema com suas caracteristicas
particulares. Além disso, existe o sistema financeiro global [20] regulado por
instituicdes financeiras multilaterais como o FMI e o Banco Mundial, e ainda por
organizagdes governamentais como a ONU. Tal sistema permite transferéncias de
recursos e mercadorias entre varias nagdes com rapidez e seguranga.

A seguir sera comentado com mais detalhes sobre estes componentes dando

como exemplo o sistema financeiro nacional do Brasil.

2.1. SISTEMA FINANCEIRO E ECONOMIA

Os agentes da economia sdo pessoas, empresas € governo. Diante dessa
perspectiva, a funcéo basica de todo sistema financeiro é dar suporte a economia de
seu pais por meio da transferéncia de recursos entre os agentes superavitarios e os
agentes deficitarios [21].

A constituicdo do sistema é feita por instituicbes financeiras publicas e
privadas, orgaos regulatérios e mercados. Por meio dos servigos financeiros da-se
a circulagdo da riqueza que é primordial para o bom funcionamento da economia,
permitindo assim, o financiamento de projetos e atividades econémicas.

De outro angulo, a economia influencia o sistema financeiro de varias
maneiras. As variaveis econdmicas, como o crescimento econdmico, a inflagdo e o
desemprego, afetam as decisbes financeiras dos agentes. Como exemplo, um
aumento generalizado nos pregos conhecido como inflagdo pode reduzir a demanda
por investimentos, pois as empresas entendem que o momento nao & propicio para
gastos e sim para poupanga. Aqui vale ressaltar que a variavel econémica “demanda
por investimentos” ndo se trata de investimento financeiro como agdes ou titulos de

renda fixa, entre outros tantos, mas sim em aumento de capacidade produtiva de
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uma empresa ja existente ou quando um cidadao investe para abrir seu proprio
negocio. Trata-se de producéo de bens e servigos.

A politica econébmica gerida pelo governo, como a politica monetaria fiscal,
também tem um impacto relevante no sistema financeiro. As decisbées do Banco
Central, como a definicdo da taxa de juros, afetam diretamente as condigbes de
empréstimo e investimento, influenciando as decisbes financeiras de instituicbes e

individuos.

2.2. INSTITUICOES FINANCEIRAS

S&o0 a base de todo sistema financeiro justamente por serem aquelas que
realizam a transferéncia de capital entre aqueles que possuem excedentes para
aqueles que necessitam [22]. Tais empresas assumem todo o risco da operacao
garantindo os valores dos clientes poupadores. Atualmente no Brasil e no mundo
existe uma gama enorme de instituicbes financeiras que oferecem diferentes
produtos e servicos, mas que podem ser resumidos em apenas trés: crédito,
investimentos e seguridade.

Na tabela (2.1) abaixo temos alguns exemplos de institui¢des financeiras (IF)

brasileiras para demonstrar o quanto os servigos financeiros podem se diversificar.

2.3. ORGAOS REGULATORIOS

S30 o0s responsaveis pelas normas, supervisdo e fiscalizacdo das
instituicdes financeiras. Todo sistema financeiro precisa estar norteado por valores
sélidos como transparéncia, honestidade e confiabilidade para ndo entrar em
colapso [22]. No Brasil, existem diversos 6rgdos regulatérios governamentais e
alguns nao governamentais. Geralmente sdo separados por mercados em que

atuam. A seguir temos a tabela (2.2) com os 6rgaos mais emblematicos.
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IF TIPO SERVICOS OFERECIDOS
Caixa Economica Federal Banco Publico Investimentos, Crédito, Beneficios
Sociais, Seguridade
Bradesco Banco Privado Investimentos, Crédito, Seguridade
BV Financeira Financeira Crédito
Clear Corretora de Titulos e Investimentos

Valores Mobiliarios

Caixa Consorcio Administradora de Crédito
Consorcios
BNDES Banco Publico Crédito para Empresas
AGK Corretora de Cambio Cambio
Suno Asset Gestora de Recursos Gestao de Fundos de Investimentos
Nubank Fintech Plataforma de pagamentos,

Investimentos e Crédito

Tabela 2.1: Exemplo de institui¢des financeiras brasileiras e seus diferentes tipos
e servigos prestados.

2.4. MERCADOS

Em geral, mercado é um espago fisico ou virtual onde se realizam
intercambios comerciais de bens e servigos entre compradores e vendedores a um
preco acordado por ambos [23]. Existem diferentes tipos de mercado de acordo com
os bens ou servigos oferecidos pelos vendedores. Os mercados possuem muitas
subdivisdes devido a grande especializagao das ofertas.

O sistema financeiro contém o mercado financeiro, este por sua vez,

subdivide-se em quatro grandes mercados:

(a) Mercado de Capitais: Conjunto de distribuicdo de valores mobiliarios que
proporciona liquidez aos titulos emitidos por empresas e viabiliza o
processo de capitalizagdo para estas. E constituido pelas bolsas de
valores, sociedades corretoras e outras instituicbes financeiras

autorizadas.
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(b) Mercado de Cambio: Onde sédo negociadas moedas entre paises. Os
agentes econdmicos se referenciam em regras cambiais para
vendedores e compradores que realizam a troca das moedas, chamadas

de divisas.

(c) Mercado Monetario: E onde acontece a compra e venda de ativos do
Tesouro Publico, esta transacédo é para ativos de curto prazo, visando
prover liquidez ao sistema financeiro nacional. O Banco Central e as
instituicdes financeiras sdo os principais influenciados pelo mercado
monetario. As instituicdes financeiras utilizam este meio para captar e

emprestar dinheiro, deixando seu caixa positivo na relacao final do dia.

Orgao Mercados Fungao Origem
Atuantes
Conselho Monetario Geral Normativa Governamental

Nacional (CMN)

Banco Central do Cambio, Monetario, Regulatdria, Governamental
Brasil (BCB ou Crédito Fiscalizadora
Bacen)
Comissao de Capitais e Titulos Regulatdria, Governamental
Valores Mobiliarios Fiscalizadora
(CVM)
Superintendéncia de  Seguros, Resseguros,
Seguros Privados Capitalizacao, Regulatdria, Governamental
(SUSEP) Previdéncia Fiscalizadora

Complementar Aberta

Superintendéncia

Nacional de Previdéncia Regulatdria, Governamental
Previdéncia Complementar Fechada  Fiscalizadora
Complementar
(PREVIC)
Associacao
Brasileira das
Entidades dos Financeiro Regulatdria, Privada
Mercados Certificadora

Financeiro e de
Capitais (ANBIMA)

Tabela 2.2: Quadro exemplo de 6rgéos regulatérios brasileiros.
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(d) Mercado de Crédito: Engloba diversas operagdes e concessdes de
créedito. Ou seja, € um mercado que fornece financiamentos e
empreéstimos para pessoas fisicas e juridicas. Portanto, o mercado de

crédito tem fungao primordial para a economia.

2.5. VARIAVEIS ECONOMICAS

Sdo medidas quantitativas usadas para mensurar e evolucdo da
economia como um todo, ou ainda, de setores ou empresas especificos e € isso que
as subdivide em variaveis macroeconbmicas e microeconémicas. A maioria
esmagadora é medida em porcentagem mudando apenas o intervalo de tempo. Os
mais comuns sado porcentagens ao més e ao ano. Os conteudos tedricos desta
secao sdo fundamentados nas obras de Tebchirani [24], Samuelson [25] e Simonsen
et al [26].

2.5.1. Variaveis Macroeconomicas

Sao medidas que descrevem a economia de um pais englobando todos os
agentes e setores de uma economia como um sistema financeiro interligado e

interdependente. Algumas das principais variaveis macroeconémicas sao:

e Produto Interno Bruto (PIB): O PIB é a medida mais ampla do
valor total dos bens e servigos finais produzidos dentro de um
pais durante um periodo de tempo, geralmente um ano. Por
meio do PIB percebe-se se houve crescimento ou retragcdo da
economia naquele periodo. O PIB é calculado valendo-se de
outras cinco variaveis macroecondmicas. O consumo das
familias C, os gastos governamentais G, investimentos em
producdo de bens e servicos I, as exportacbes X e as

importagbes M. Onde a diferenca (X — M) é chamada de



balanga comercial. Sendo sua férmula como segue, onde PIB é

representado por Y:

Y=C+G+I+X—-M) (2.1)

Inflagdo: Taxa que mede o aumento geral dos pregos de bens e
servicos durante um intervalo de tempo. Ela é geralmente
expressa como uma porcentagem e pode ser mensurada por
meio de varios indices de precos conhecidos como o IPCA
(Indice de precos ao consumidor amplo) publicado pelo IBGE
(Instituto brasileiro de geografia e estatistica) ou o IGP-M (indice
geral de pregos — mercado) publicado pela FGV (Fundagao

Getulio Vargas).

Desemprego: A taxa de desemprego mede a porcentagem da
forga de trabalho que esta desempregada durante um intervalo
de tempo. E uma medida importante da satde da economia de
um pais e afeta a capacidade das pessoas de gerar renda e

consumir.

Balanca comercial: E a diferenga entre o valor em moeda local
das exportagdes e importagdes (X — M). Uma balanga comercial
positiva gera aumento do PIB e crescimento da economia, do

contrario gera redugao do crescimento.

Taxa de juros: E a taxa temporal pela qual as instituicdes
financeiras emprestam dinheiro para os agentes da economia.
Ela afeta o custo do crédito e a capacidade dos agentes de
investir e consumir. E a principal ferramenta pela qual os Bancos
Centrais dos paises influenciam seus sistemas financeiros pois &

definida por estas autoridades.

18
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Taxa de poupanca interna: E a proporgéo da renda disponivel de
um pais que é poupada pelos seus agentes. E influenciada por
diversos fatores, como a cultura de poupanga, a estabilidade
econdmica e politica. Em geral paises com taxas de poupanca
mais altas tendem a ter economias mais estaveis no longo

prazo.

2.5.2. Variaveis Microecondomicas

Sao aquelas que se referem a nivel individual do sistema financeiro, ou

seja, a empresas, consumidores e mercados especificos. Algumas das principais

variaveis microecondmicas incluem:

Demanda: A quantidade de um bem ou servico que os consumidores

estao dispostos e capazes de comprar a um determinado preco.

Lucro: A diferenca entre receitas de uma empresa e seus custos de
producdo. A margem de lucro é diferenciada por setor, mas em média

€ 25% para servigos, 15% para comércio e 7% para industria.

Elasticidade: A sensibilidade da demanda ou da oferta a variagées no
preco, dessa forma, bens ou servicos com alta elasticidade sofrem
grandes variagbes na demanda com uma variagdo no prego, da
mesma maneira, com pequena elasticidade sofrem pequenas

variacdes na demanda para a mesma variagcao no precgo.

Custo por investimento: Todo investimento seja financeiro ou em
producao tem custos além do capital investido. Esses custos séo de
natureza diversa e dependem do investimento em si. Por exemplo a
compra de um imével tem alto custo por investimento devido aos

impostos e ainda as custas cartorarias.
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e Endividamento: E a razdo da quantidade de divida que um agente

tem em relacdo ao seu patriménio liquido.

e Depreciacio: A depreciagao é o custo ou a despesa da obsolescéncia
dos ativos tangiveis, como por exemplo maquinas, veiculos, médveis,
iméveis ou instalagdes. Ao longo do tempo, com a obsolescéncia
natural ou desgaste com uso na producgdo, os ativos vao perdendo

valor.

e Amortizagdo: E a perda de valor do capital aplicado referente a
obtengdo de um ativo intangivel, como direitos autorais, patentes,
licengas, carteiras de clientes, entre outros que podem se desvalorizar

devido a deterioracdo natural com o decorrer do tempo.

3. MODELO DE SISTEMA FINANCEIRO

O modelo estudado foi proposto por Ma et al [19] e foi derivado da
consideracao dos fatores produgdo, moeda, estoques e forga de trabalho de uma

economia resultando em um sistema de trés equagdes diferenciais como segue:

x=z+x(y—a),
y =1—by—x?, (3.1)

Z=—X—CZ.

Onde x representa a taxa de juros basica do sistema financeiro, y significa a
demanda por investimentos em producao e capital fixo e z representa o indice de
precos que por sua vez medem a inflacdo ou deflagdo. Os pontos sobre as variaveis
representam a taxa de variagao temporal destas, ou seja, suas derivadas. O sistema
possui trés parametros sendo eles, a que é a taxa de poupanca interna do sistema
financeiro, b que é o custo por investimento e ¢ representa a elasticidade da
demanda de mercadorias. Tal modelo foi investigado por Gao e Ma [27], Jian et al

[28] e Chen [29]. Apresenta caos em sua dindmica para os valores dos parametros
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de controle a = 0.9, b = 0.2 e ¢ = 1.2, conforme a figura 3.1 abaixo, que mostra o

atrator caotico.

Figura 3.1: Atrator cadtico do sistema (3.1).

Posteriormente Yu et al [18] revisaram e ampliaram o sistema financeiro
tridimensional adicionando uma quarta equacao, tornando-o quadridimensional,

conforme descrito abaixo.

x=z+@—-—a)x+w

y=1-by—x?

Z=—-X—cCzZ (3.2)
W = —dxy — kw

Agora temos a nova variavel de estado w que é a margem de lucro média
dos agentes, bem como, 0s novos parametros d e k aos quais nao foram atribuidos
significados econémicos [18], [30], [31]. No capitulo 5 os parametros d e k seréo
discutidos. As demais variaveis sdo as mesmas do sistema (3.1).

Esse sistema apresenta dindmica hipercadtica e foram investigadas
sincronizagao e supressao de caos e hipercaos [18]. Portanto, o sistema (3.2) pode
apresentar dois expoentes de Lyapunov positivos de acordo com os valores dos
parametros de controle. Além disso, apresenta também o fendbmeno de coexisténcia
de dois atratores no espago de fases chamado de multiestabilidade [30-31]. A figura
(3.2) mostra o atrator hipercadtico do sistema (3.2).
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Figura 3.2: Atrator hipercadtico do sistema (3.2).

4. CONCEITOS PRELIMINARES

Os conteudos apresentados nesta secdo foram baseados nos livros
de Strogatz [32] e Fiedler-Ferrara [33]. As ferramentas de analise empregadas para
estudar os sistemas (3.1) e (3.2) também serdo apresentadas nesta secao e os

resultados serdo apresentados no capitulo 6.

4.1. SISTEMAS DINAMICOS

Séao sistemas que evoluem com o tempo e cujo comportamento pode
ser descrito por equacodes diferenciais. Eles podem ser encontrados em uma ampla
gama de campos, incluindo fisica, biologia, quimica, engenharia e economia.

A evolucao do sistema é determinada pelas condigdes iniciais e pelas
equacoes de estado. Essas equacbes podem ser lineares ou n&o lineares e podem
envolver um ou mais parametros.

Os sistemas dinamicos podem ser classificados como deterministicos
ou estocasticos, dependendo se as equacgdes que descrevem seu comportamento
envolvem algum tipo de aleatoriedade. Além disso, sistemas dindmicos podem ter
comportamentos periédicos, estacionarios ou cadticos, e podem ter pontos fixos ou
Orbitas periddicas.

Considere o sistema de equagdes diferenciais ordinarias acopladas

de primeira ordem como seguem [33]:
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dx1

FT Xy = f1(xq, o xp);

(4.1)

dx .
d—t" =X, = fn(xq, ... X3).

Esse conjunto de equagdes €& dito autbnomo se nao depender
explicitamente do tempo, caso contrario sera nado autbnomo. Essas equagdes sao
chamadas de equacbes de estado do sistema dinamico que representam.

Os estados futuros do sistema podem ser calculados caso tenhamos
conhecimento das equacgdes que o descrevem e do estado inicial.

Em geral ndo é possivel obter solugbes analiticas para tais sistemas.
Muitas vezes, quando uma solugao analitica é encontrada, ela é tdo complicada que
fica dificil interpreta-la e compreender as suas principais propriedades.
Alternativamente, existem métodos numéricos que se utilizam da tecnologia para
integrar os sistemas dindmicos por aproximagdo numeérica. Além disso, existe o
método qualitativo que se concentra em analisar as propriedades qualitativas do
sistema, como as solugbes assintoticas, as regides de estabilidade e instabilidade,
os pontos fixos e as Orbitas periddicas. Para aplicar o método qualitativo é
importante analisar o espaco de fase do sistema.

4.2. ESPACO DE FASES E DIAGRAMA DE FASES

Trata-se do espago que inclui todas as possiveis configuragbes de um
sistema. Ele é usado para descrever o comportamento dindmico de um sistema ao
longo do tempo. O espago de fases € definido por um conjunto de variaveis de
estado que descrevem as condigdes de um sistema para um determinado tempo t.

O espaco de fases pode ser representado graficamente por um diagrama de
fases que é uma representagao visual das possiveis trajetdrias que o sistema pode
seguir no espago de fases. As trajetorias do espaco de fases podem ser usadas

para compreender o comportamento dinamico do sistema, incluindo a estabilidade, o



24

equilibrio e as oscilagbes, bem como, a existéncia de atratores, repulsores e ciclos
limite.

Para exemplificar, sera apresentado um exemplo retirado do livro de Fiedler-
Ferrara [30]. Considere a equacao diferencial de um péndulo simples:

ml%6 + mglsen = 0. 4.2
g

Essa equacdo ndo possui solugao analitica. Vamos construir uma solugao

qualitativa por meio do diagrama de fases.

A equacgéo (4.2) pode ser escrita como,
(2] .
S =0=9=100,0) (4.3)
d .
d—(f= O =- (%) senf = g(0, @). (4.4)

Para construir as trajetérias no espacgo de fases (9,9 = ) faz-se

%:g: —(p/(%) senf. (4.5)
Ou seja,

— (%) sen 6 df = @do. (4.6)
Integrando-a obtém-se

p? — (27‘9) cosf =C. (4.7)

No espacgo de fases, tem-se uma curva h(6, ¢) diferente para cada valor da

constante C. O conjunto delas forma a familia de curvas representada na figura 4.1.
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_10b

Figura 4.1: Familia de curvas h(68, ¢) para varios valores da constante C no
espaco de fases (6, 0). Fonte: http:/physique.unice.fr/sem6/2011-
2012/PagesWeb/PT/Pendule/En/study1 simple.html

4.3. ATRATORES

A nocgao de atrator € intuitiva: um conjunto invariante de valores para o qual
orbitas proximas convergem depois de um tempo suficientemente longo [32].
Atratores aparecem em sistemas dinamicos dissipativos, como consequéncia,
nesses sistemas ocorre contracdo do elemento de volume no espacgo de fases, o
que nao acontece para sistemas conservativos devido ao teorema de Liouville. Um
atrator pode ser um unico ponto-fixo, uma coleg¢ao de pontos regularmente visitados,

uma alga, uma orbita complexa ou um numero infinito de pontos.

4.3.1. Atratores Caoticos

Além dos atratores peridédicos que possuem dimensao inteira, existem outros
bastante peculiares que sdo encontrados em muitos sistemas. Além de contracéo
numa direcdo e expansdo em outra, tais atratores possuem dobras e dimenséao
fracionaria por isso sdo chamados de atratores caodticos [33].

Os atratores caodticos tém algumas propriedades distintas dos atratores

periddicos em sistemas dinamicos néao lineares:
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e Sensibilidade as condigbes iniciais: pequenas variagdes nas
condigdes iniciais do sistema podem levar a grandes diferengas no
comportamento do sistema ao longo do tempo. Isso significa que
previsbes de longo prazo podem ser extremamente dificeis ou
impossiveis.

e Na&o periddicos: o comportamento do sistema ndo se repete em
intervalos de tempo regulares. Em vez disso ele parece caotico e
imprevisivel.

e Fractalidade: os atratores cadticos sao fractais, o que significa que

eles tém uma estrutura repetitiva em diferentes escalas.
Para ilustrar temos o exemplo do famoso atrator de Lorenz que é oriundo de

um modelo climatico [33]. Tal sistema foi um dos primeiros estudados a fundo com a

intencdo de investigagdo da nova dindmica “estranha” que este apresenta.

Al =

&

Valores de £
=
1

=

Walores de X
Figura 4.2: Atrator de Lorenz nos eixos (z, x). Fonte:

https://www.geocities.ws/projeto caos ufag/minicurso/aula4.html

4.4. OS EXPOENTES DE LYAPUNOV
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Conhecendo as condigcbes iniciais de um sistema dindmico podemos
determinar o comportamento futuro do sistema. O expoente de Lyapunov € uma
medida da taxa média de divergéncia entre duas solu¢des proximas do sistema
dinamico, a medida que o tempo avanga.

Essa € uma medida usada para quantificar a sensibilidade as condicbes
iniciais. O expoente de Lyapunov indica a velocidade de fase com o qual dois pontos
préximos no espaco de fase aproximam-se ou afastam-se [35]. Para cada dire¢ao do
fluxo que representa o sistema dinamica em questdo, existe um expoente de
Lyapunov associado, nesta perspectiva, forma-se o espectro dos expoentes de
Lyapunov (LEP). Regularmente, interessa-nos saber somente o valor do maior
expoente do sistema.

Sera apresentado a seguir uma definicdo formal para os expoentes
caracteristicos de Lyapunov especifico para sistemas continuos. O trecho abaixo foi
adaptado da parte Il, capitulo Il de Fiedler-Ferrara [33].

Imaginemos um hiper volume muito pequeno esférico em um espago de

fases de estados iniciais vizinhos y, e x,, de raio &,(x,) sendo o centro dessa esfera

em x, e sua extremidade em y,. Assim temos,

lyo — X0l < €9(xp)- (4.9)

Apds um tempo, o fluxo deforma a hiper esfera num objeto hiper elipsoidal
com eixos principais &,(t),k =1,2,...,m (Figura 4.3). Os expoentes de Lyapunov

medem o crescimento exponencial dos eixos principais &, (t) e sdo definidos como,

A =lim lim ~ln=
t—oo go(xg)—0 t  &o(xo)

i=1,..,m  (4.10)

Ajustando a equacao (4.10) pode-se perceber o quociente de Newton.

Portanto, se o sistema for unidimensional temos,

A = lim2In  lim =& (4.11)

toot  gq(x9)—0 E0(Xo)

A; = lim=In

tooo t

dei(x,t)
e (4.12)
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De maneira geral, os 4;, dependem do estado inicial x,, mas em muitos

casos eles s&o constantes ao longo de uma significativa regido do espaco de fases.

-m

\ )
/ \ . I' - n\ €,(1)
[ l/.’(___ "'Jll ll }I‘%\m

3 ’\\\ // l\l"-._ r_,r'fl

€,(1)

Figura 4.3: Evolugédo de um elemento de volume esférico de raio g,(x,) em
torno de x,. Depois de um tempo t a esfera torna-se um elipsoide de eixos principais

£,(t) e &,(t). Fonte: Fiedler-Ferrara [33].

Da equacéo (4.12) temos que,

g;(t) ~ go(xg)etit. (4.13)

Pode-se entao concluir que:

e A existéncia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos define
uma instabilidade orbital nas dire¢cbes associadas.

e Para uma solugido cadtica, associada a um atrator cadtico a
dependéncia sensitiva as condi¢des iniciais implicam na existéncia de
pelo menos um expoente de Lyapunov maior do que zero.

e Para uma solucdo peridédica ou quasi-periodica pode-se esperar que
deslocamentos na direcdo perpendicular ao movimento diminuam
com o tempo, enquanto ao longo da trajetéria eles ndo devam se

alterar, correspondendo a um simples deslocamento do ponto inicial.

E possivel identificar um atrator pelo sinal dos expoentes de Lyapunov. Sera

ilustrado o caso para um sistema quadridimensional. Tem-se:
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(a) ponto fixo: neste caso os sinais dos expoentes sao (-,-,-,-). Com efeito as
trajetérias convergem para um unico ponto, cessando qualquer deslocamento.

(b) ciclo limite: nesse caso os sinais sao (0,-,-,-), 0 expoente é nulo ao longo
da trajetoria conservando-se e nas demais converge.

(c) torus T?2: existem duas diregdes ao longo das quais processam-se
deslocamentos conservativos e nas outras duas converge. (0,0,-,-)

(d) térus T3: em trés diregbes o sistema se conserva e em uma ha
contragao. (0,0,0,-)

(e) torus caodtico T?: Em duas diregbes a trajetoria se conserva, em uma ela
expande e em outra existe contragdo. (+,0,0,-)

(f) atrator cadtico: um dos expoentes € sempre positivo, uma vez que existe
sensibilidade as condigbes iniciais. Ao longo da trajetéria associa-se um expoente
nulo, portanto os sinais serdo (+,0,-,-).

(g) atrator hipercadtico: a trajetoria se expande em duas diregcbes, se
conserva em uma e se contrai na outra. (+,+,0,-)

Na figura (4.4) estdo representados alguns dos atratores do sistema (3.2)

com seus conjuntos de sinais.

Ponto Fixo Ciclo Limite Térus T2
.
(','.',')
(0!-:':') (G:O:-:-:)

Atrator Cadtico Atrator Hipercadtico

{+:0|':'}

Figura 4.4: Sinais dos expoentes de Lyapunov para proje¢des nos eixos

(x, z) de atratores de um sistema quadridimensional (3.2). .

4.5. ESPAGO E PLANO DE PARAMETROS
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Os termos multiplicativos das variaveis dos sistemas dinamicos séao
chamadas de parametros de controle, pois de acordo com seus valores a dinamica
do sistema pode variar entre divergente, periddica, caotica e hipercadtica. Os
espacos de parédmetros ou diagramas de Lyapunov s&o construgbes graficas n-
dimensionais onde cada um dos eixos representa um desses parametros e a cada
ponto deste plano cartesiano é atribuido uma cor de acordo com o valor do expoente
de Lyapunov resultante da integragdo do referido sistema com o respectivo par
ordenado de parametros.

Os planos de parametros sao seg¢des bidimensionais dos espacos de
parametros. Nos fluxos que representam os sistemas dissipativos, para cada direcéao
existe um expoente de Lyapunov associado [32], entdo, para fluxos de sistemas
tridimensionais com dois parametros de controle, teremos trés planos de parametros
ou diagramas de Lyapunov. Generalizando, um fluxo com n parametros e m
dimensdes apresenta no total uma combinacdo de n tomados dois a dois
multiplicados por m. Na maioria dos casos, somente se tem interesse nos diagramas
dos dois maiores expoentes de Lyapunov do sistema em estudo.

A paleta de cores mais usada na literatura € um gradiente que comeca
amarela até a cor vermelha para os valores positivos de A1, um gradiente de cinza até
a cor preta para os valores muito proximos de zero e a cor branca para valores
negativos de A.

Para ilustrar apresenta-se a figura 4.5 que traz um plano de parametros
b x d do sistema (3.2). Neste plano os demais parametros possuem os seguintes

valoresa=0,6;c=15ek =0,17.

Figura 4.5: Plano dos parametros b x d do sistema (3.2) com a = 0,6; ¢ =
1,5ek =0,17.
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4.6. CAOS E HIPERCAOS

O caos deterministico € um fendmeno apresentado por muitos sistemas
dindmicos nao lineares. De acordo com Strogatz [32], caos € um comportamento
aperiédico de longo prazo em um sistema deterministico que apresenta dependéncia
sensivel as condic¢des iniciais. Nesse sentido as trajetérias no espago de fases néo
convergem para pontos fixos, érbitas periddicas, ou ainda, orbitas quasi-periodicas
quandot —» o .

Pela definicdo de caos deterministico, se entende que nado ha entradas ou
parametros aleatorios. A dindmica aparentemente randémica do sistema se da pela
sua nao linearidade. De fato, o sistema é regido por equagdes deterministicas.

A dependéncia sensivel as condi¢des iniciais demonstra que trajetorias
vizinhas separam-se exponencialmente, por consequéncia o sistema possui um, e
apenas um, expoente de Lyapunov 4; > 0. Devido a essa sensibilidade, mudancgas
infinitesimais nas condigdes iniciais resultam em enormes diferencas nos resultados
de longo prazo do sistema.

O hipercaos € uma extensdo do conceito de caos, no qual o sistema exibe
comportamento cadtico em multiplas diregdes. Essa interagdo nao linear intensifica a
sensibilidade as condigdes iniciais para outras direcoes do espaco de fases e tende
a ampliar a divergéncia entre as trajetérias do sistema ao longo do tempo.

Uma caracteristica importante do hipercaos € a presenga de multiplos
expoentes de Lyapunov positivos, nesta perspectiva para haver hipercaos o sistema
deve ter no minimo quatro dimensdes em se tratando de fluxo.

Uma rota caracteristica para o hipercaos € por meio de crise de colisdo de
dois ou mais atratores cadticos presentes simultaneamente no espaco de fases

(multiestabilidade) que se juntam para gerar um unico atrator maior [35].

5. PROPOSICAO DE SIGNIFICADOS ECONOMICOS PARA OS
PARAMETROS d e k

Neste capitulo faremos uma analise qualitativa do sistema (3.2) focados na
sua quarta equacado que representa a taxa temporal de variagdo do lucro médio.

Como apresentado por Yu et. al. [18], o sistema financeiro hipercadtico possui cinco



32

parametros de controle a,b,c,d e k. Como dito no capitulo 3, d e k ndo possuem
significados atribuidos a eles. Alicergados na literatura da area econdmica e com

ferramentas matematicas propomos significado para estes parametros.

5.1. O PARAMETRO d COMO A TAXA DE ENDIVIDAMENTO

Considere a quarta equagao do sistema (3.2),

W = —dxy — kw. (5.1)

No capitulo 2, secdo 5, subsegao 2 vimos o conceito de lucro de um agente
econdmico. Observando o sistema (3.2) sabemos que a variavel w significa o lucro
meédio das empresas, por conseguinte, podemos generalizar o conceito para o lucro
dos agentes econdmicos. Apenas olhando para a equacéao (5.1) podemos concluir
que o parametro d € uma constante que multiplicada pela taxa de juros e pela
demanda por investimentos diminuem a taxa temporal do lucro, ou seja, € uma
grandeza econdmica que gera déficit.

Para entendermos de outra perspectiva vamos tomar a derivada parcial de w

em relacao a x.

2= —dy (5.2)

Podemos interpretar que uma variacao positiva na taxa temporal do lucro em
relacdo a taxa de juros gera uma variagdo negativa no produto de d pela demanda
por investimentos y. Nesta perspectiva, se o lucro aumenta, ou ainda, a taxa de
juros diminui, o fator dy também aumenta negativamente.

Para investir, um agente econdbmico pode utilizar duas fontes: recursos
proprios ou de terceiros. Usar recursos de terceiros significa adquirir dividas. Se
estamos falando de variacdo de lucro em relagdo aos juros, lembrando que a
definicdo de juros seria o custo dos recursos emprestados de fontes externas
(terceiros) essa variagdo de lucro dar-se-ia pelo valor investido em meios de

producdo com capital externo a empresa, portanto, recursos alocados em ativos
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imobilizados. Entdo, o produto dy seria o capital investido com recursos de
empréstimos, financiamentos e emisséo de titulos de divida. E coerente dizer que
uma variagcao positiva do lucro em relacdo a taxa de juros diminuiria o capital
investido com recursos externos pois a empresa esta lucrando mais e tem sobras
para amortizar dividas ou ainda investir em aumento de produgdo com capital
proprio.

Segundo David et. al. [37], as empresas com maiores lucros utilizam
menos recursos de terceiros pois existe uma ordem de preferéncia em relagcédo a
utilizacdo de fontes de recursos. Tal ordem inicia no capital proprio, capital de
terceiros e por ultimo emissao de agdes. Ainda de acordo com [37], espera-se que 0
endividamento diminua quando w > y. Assim, fica evidenciado a relagdo negativa
da equacéo (5.2).
Novamente olhemos para a equagao (5.1) agora tomando a sua derivada com
relacdo aos investimentos em produgéo.

ow

5 = —dx (53)

Neste contexto uma variagdo positiva na taxa temporal do lucro em relagcéo
aos investimentos corresponde a uma variagdo negativa igual ao produto dx.
Obviamente uma variagdo positiva em dx diminuem o lucro em relacdo aos
investimentos, concordando com a realidade econdmica, pois quanto maior a taxa
de juros maior o custo do investimento.

O endividamento de uma empresa esta altamente relacionado a taxa de juros,
pois este é o valor pago pela divida, além disso, para a referéncia [38] existe uma

relacdo negativa entre lucro e endividamento. Portanto:

02w
d=-7- (5.4)

Para Costa [36], existe uma relacdo nio linear entre endividamento e lucro
confirmando a equacao (5.4). Nesta perspectiva, propomos que a taxa de variagao
do lucro em relagado ao investimento e a taxa de juros seja a taxa de endividamento
de um agente econdmico no modelo apresentado pela referéncia [18], seja este
agente pessoa fisica, empresa ou governo.
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Na literatura, o endividamento financeiro é calculado como uma taxa

adimensional em porcentagem definido como [40],

d=>2L (5.5)

Onde d é o endividamento (em porcentagem), D, é a divida total (em moeda local) e

P, é o patrimdnio liquido (em moeda local).

52. O PARAMETRO k COMO A SOMA DA DEPRECIACAO E
AMORTIZACAO.

Consideremos novamente a equacéo (5.1),
W = —dxy — kw
Para focar nosso estudo em k vamos fazer a seguinte consideragdo, d = 0.
Portanto supomos que o endividamento do agente é inexistente, por esse motivo k
deve ser um fator econdmico que diminui o lucro no decorrer do tempo, mas que nao
esta relacionado a despesas financeiras com dividas como juros ou utilizacdo de
recursos de terceiros para capital de giro ou investimentos. Assim,
W = —kw. (5.6)
Sabendo que w é uma notagéo que significa dw/dt , temos,

¥~ _kw. (5.7)

Vamos encontrar a relagao temporal de k com o lucro w, para isso

dw

— = —kdt,
w

dw
W —kfdt,
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an S CO _kt,

w = ek

Co ,—kt

Como C, é uma constante de integragdo. Convencionamos, e‘ = (,

também constante.

w = Ce*t, (5.8)

A equacdo (5.8) & parcial e destina-se a interpretacdo qualitativa da
constante k.

Observando o conceito de LAJIDA [41] (mais conhecido como EBTIDA em
inglés) que € um indicador econdmico utilizado para analise de empresas e significa
lucro antes dos descontos de juros, impostos, depreciacdo e amortizagéo,
percebemos que os juros ja estdo descontados do lucro na equagao (5.1), pelo
termo —dxy e os impostos também ja foram considerados pelo parametro b do
sistema (3.2), que é o custo do investimento.

Em sintese, olhemos para a depreciacdo e amortizacdo. Tais fatores
econdmicos sdo por definicdo funcbes inversamente proporcionais do tempo
concordando com (5.8). Em suma, ambos sdo muito parecidos e agem da mesma
forma sob os ativos do agente econdmico, diminuindo seu lucro com o passar do
tempo. A unica diferengca entre os dois fatores € o tipo de ativos que estes
desvalorizam. A depreciagdo € a perda de valor dos ativos tangiveis como as
maquinas, equipamentos, imoveis, entre outros. Por outro lado, a amortizacdo é
perda de valor dos ativos intangiveis como patentes, direitos de exploragéo,
subsidios, entre tantos outros. Como o total de ativos de um agente econémico é a
soma dos ativos tangiveis e intangiveis e ambos produzem lucro, entendemos que a

abordagem correta seria interpretar k como a soma destes dois fatores. Em resumo,

k=6+a. (5.9)



36

Onde k € a perda de lucro devido a depreciagao e amortizagao, § € o fator
de depreciagao e a € o fator amortizacao, todos com dimensao de moeda por tempo.
Na pratica k < 1, entdo, o decrescimento exponencial do lucro devido a ele é suave,

aproximando-se de um decrescimento linear.

6. RESULTADOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta os resultados dos testes numéricos da dindmica do
sistema financeiro em trés dimensdes (3.1) da referéncia [19] e quatro dimensdes
(3.2) de Yu et al [17]. Conhecendo a dinamica dos dois sistemas isoladamente,
partimos para a investigagdo da dindmica da transicdo deste modelo de sistema
financeiro de trés para quatro dimensoes.

A analise é alicercada principalmente nos cortes bidimensionais do espaco
de parametros. Os sistemas (3.1) e (3.2) foram integrados pelo método Runge-Kutta
de quarta ordem com incremento fixo de 1 x 1072 e o emprego de transiente na
ordem de 9 x 10°. O espectro dos expoentes de Lyapunov foi calculado utilizando o
algoritmo de Wolf [42]. Os planos de parédmetros (diagramas de Lyapunov) foram
construidos em malhas de 500 x 500 pontos equidistantes. Nestes diagramas, é
atribuida uma cor para cada valor do expoente de Lyapunov. Para valores 1 <0 é
atribuida a cor branca que significa estado de pontos de equilibrio do sistema. Para
A =0 é designada a cor preta, e para valores 4 > 0 é utilizado um gradiente que
comega no amarelo com os menores valores positivos e a medida que A vai

aumentando e culmina em vermelho para os maiores valores computados para A.

6.1. SISTEMA FINANCEIRO 3D

Primeiramente foi estudado o sistema de trés dimensdes (3.1). Foram criados
trés quadros com cortes do espaco de parametro com as trés combinacdes dos
parametros a,be c. Foram investigados os diagramas de fase de todos os
parametros para o maior expoente de Lyapunov. Segundo Gao et al [27] a rota para
o0 caos do sistema financeiro € via quase-periodicidade, isto €, a rota de Ruelle-

Takens.
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A figura 6.1 € um quadro com seis planos de parametros a X b nos quais foi
variado a elasticidade da demanda c em cada plano. Na figura 6.1(a) ¢ = 0,44, entédo
quando a demanda por mercadorias tem uma variagdo proporcionalmente menor

que uma variagcao no preco percebemos que nao ha comportamento cadtico no
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Figura 6.1: Planos de parametros a x b do sistema (3.1), para: (a) ¢ = 0,44;
(b) c=0,65;(c)c=1,0;(d)c=1,16;(e)c =1,5¢e (f) c = 2,0.



38

sistema financeiro, somente periodicidade e divergéncia. O caos apresenta-se a
partir de ¢ = 1,0 (figura 6.1(c)), ou seja, quando a demanda das mercadorias como o
petréleo e alimentos, por exemplo, varia inversamente proporcional com igual
magnitude ao preco. A medida que a elasticidade da demanda vai aumentando o
comportamento divergente ganha cada vez mais espago suprimindo caos e

periodicidade.

£l

Figura 6.2: Planos de parametros a X c do sistema (3.1) para: (a) b = 0,01;
(b) b = 0,10; (c) b = 0,20; (d) b = 0,30; (e) b = 0,50 e (f) b = 0,60.

Na figura 6.2, temos o estudo dos planos a X ¢ observando a variagédo do
custo por investimento b. Nota-se que, desde um valor muito pequeno b = 0,01,

temos a presencga de caos no sistema, figura 6.2 (a), no entanto, a partir do valor b =
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0,60 a dinamica cadtica deixa de se apresentar. Existem arcos de periodicidade
entre as areas de caos na figura 6.2(c), da mesma forma que no diagrama a X b da
figura 6.1(d) existe uma faixa de periodicidade, pois b = 0,2 e ¢ = 1,16 s&o valores
investigados na literatura onde existem os maiores valores do expoente de
Lyapunov.

Por ultimo, temos o quadro dos diagramas b X ¢ exposto na figura 6.3 com a
taxa interna de poupanga a apresentada em seis valores diferentes (0,01), (0,9),
(1,5), (2,0), (3,5) e (7,5) sendo eles na figura 6.3 iniciando em (a) e terminando em
(f), respectivamente.

E claro perceber que para todos os valores testados da taxa interna de
poupanca O sistema apresenta caos. Tal fato ndo contraria os economistas que
defendem que quanto maior for a taxa interna de poupanga de um sistema financeiro
mais estavel ele sera, pois com 0 aumento do parametro a a faixa de ocorréncia de

comportamento cadtico vai diminuindo.
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Figura 6.3: Planos de parametros b X ¢ do sistema (3.1) para: (a) a = 0,01; (b)

a=209;(c)a=15;(d)a=20;(e) a=3,5 () a=75.

6.2. SISTEMA FINANCEIRO 4D

A dinamica do sistema de equacgdes (3.2) é investigada em varios de seus
muitos planos de parametros pois cada um deles revelou situacbes para serem
observadas. Como trata-se de um sistema hipercaotico, os planos de parametros
serédo apresentados em duplas, sendo a figura (a) com o maior expoente associado
e a figura (b) com o segundo maior expoente de Lyapunov associado.
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Nesta secao as regides amplificadas (zooms) foram construidas com malhas
de 700x700 pontos para melhor definicdo das imagens. As demais foram feitas com
malhas de 500x500 pontos como na segéo anterior.

A figura 6.4 apresenta o espago a X b. Esse € 0 espago de parametros com
maior numero de investigagdes na literatura [30]. Os valores dos demais parametros
de controle desses planos sédo c =1,50,d = 0,20 e k = 0,17 . As regides em tons de

amarelo na figura 6.4(b) indicam a presenca de hipercaos.
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Figura 6.4: Plano de parametros a X b do sistema (3.2). (a) Maior expoente de

Lyapunov associado; (b) Segundo maior expoente de Lyapunov.
Na figura 6.5 detalhamos o espago de parametros a X c¢ no sistema
quadridimensional. Em comparacdo com o sistema de trés dimensdes existe maior

riqueza de dinémica.
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0 0.5 1 L5 2 2.5 3 3.5
a

Figura 6.5: Plano de parametros b x ¢ do sistema (3.2). (a) Maior expoente

de Lyapunov associado; (b) Segundo maior expoente de Lyapunov
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Nestas imagens, b = 0,10, d = 0,20 e k = 0,17. As caixas de cor magenta
sinalizam areas que serao amplificadas em outras figuras. Existem estruturas de
periodicidade imersas em regides de hipercaos que lembram camardes ou shrimps
mas estas estdo deformadas. Estas zonas de periodicidade possuem auto-
similaridade, pois repetem-se em escalas diferentes.

Observa-se também estruturas peridédicas na fronteira entre regides
hipercadticas e quase-periddicas (figura 6.5b). Tais estruturas sdo conhecidas como
linguas de Arnold e sdo comumente encontradas na fronteira de regides caoticas e
quase-periodicas. Aqui novamente se percebe que tais linguas estdo malformadas.

A figura 6.6 € uma amplificacdo da caixa mais a direita da figura 6.5. Nesta
imagem aparecem oito pontos ao longo da reta a = 2,50 que demonstram todas as
dindmicas possiveis do modelo de sistema financeiro. Em seguida, foram plotados
os atratores correspondentes aos pontos da figura 6.6 (figura 6.7). Cada atrator
apresenta seu respectivo espectro de Lyapunov, bem como, os valores dos
parametros no ponto associado a ele. Os atratores foram criados pelo método de
integragdo de Runge-Kutta de quarta ordem com passo na ordem de 1072, sendo
estda a nossa certeza e com arredondamento na terceira casa apds a virgula
(incerteza).

Foram escolhidas as variaveis de estado taxa de juros (x), demanda por
investimentos (y) e indice de pregos (z) para plotar os atratores, por isso, tais
imagens tratam-se de secgbes tridimensionais do espaco de fases de quatro

dimensoes.
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Figura 6.6: Regido amplificada do plano a X ¢ da figura 6.5. (a) Maior
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expoente de Lyapunov associado. (b) Segundo maior expoente de Lyapunov

associado.

A segunda regido amplificada do plano de parémetros da figura 6.5 é
referente a caixa mais a esquerda da imagem (figura 6.8). Na figura 6.8(b), &
possivel observar as linguas de Arnold deformadas novamente, agora, com mais
detalhes nesta nova perspectiva.

As estruturas periddicas inseridas em regides caoticas, hipercadticas ou
quase-periodicas também sdo conhecidas com janelas de periodicidade [42]. As
duas mais conhecidas sdo as em forma de camardo, que geralmente estédo

localizadas dentro da regido de caos, e as linguas de Arnold, que aparecem na
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Figura 6.7: Atratores dos pontos 1 a 8 da figura 6.6.

fronteira entre caos e quase-periodicidade. Referindo-nos sobre as janelas de
periodicidade malformadas encontradas no plano de parametros a X c (figuras 6.6
(b) e 6.8(b)), elas sdo observadas novamente no plano b X ¢ como é apresentado

nas figuras 6.9 e 6.12. De fato, tais janelas estdo muitas vezes inseridas ou na
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fronteira de regides com duplo expoente de Lyapunov positivos, isto €, regides de

hipercaos.

0.8
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0.7
1 -0.05
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- 0.03 -0.1

0.6

1 -0.15
0.55

0 0.2 04 0.6 0.8 ! 1.2

Figura 6.8: Imagem amplificada da caixa mais a esquerda da figura 6.5. (a)

Maior expoente de Lyapunov. (b) Segundo maior expoente.

Barreto et. al. propuseram a conjectura das janelas baseados em seus
resultados numéricos com mapas [43]. Tal conjectura afirma que quando o numero
de parametros disponiveis m, ou seja, os parametros que estdo formando o plano, é
maior que o numero de expoentes de Lyapunov positivos j, ou seja, m > j, as
estruturas periodicas terdo janelas estendidas como acontece com as antenas das
estruturas em forma de camarao que estendem-se ao longo do plano de parametros.
A conjectura também diz que quando m = j as janelas periddicas serdo limitadas

dentro do plano.

hilE

(b) -

ML

Figura 6.9: Plano de parametros b x ¢ do sistema (3.2). (a) Maior expoente de

Lyapunov associado. (b) Segundo maior expoente.
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Nota-se grande mudanga na dinamica do plano b X c¢ da figura 6.9 em
comparagao ao sistema (3.1). A area com regiao caotica aumenta para valores da
elasticidade da demanda por mercadorias ¢ e diminui para valores do custo por
investimento b. Neste plano podemos observar duas regides marcadas por caixas

que serao ampliadas a seguir.
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Figura 6.10: imagem ampliada da caixa mais acima da figura 6.9. (a) Maior

expoente de Lyapunov associado. (b) Segundo maior expoente.

A figura 6.10 (b) pdée em evidéncia uma fronteira entre regido cadtica e
quase—perioddica sem a presenca de hipercaos. Aqui pode-se notar que as estruturas
periodicas estdo bem formadas confirmando a conjectura das janelas, pois nesta
area do plano b x ¢, m > j. Foi feita mais uma ampliagado (figura 6.11) para mostrar

em detalhe a formagao das linguas de Arnold.
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Figura 6.11: Imagem ampliada da caixa da figura 6.10(b).



47

012 ] 0.05
0.1

0.8 0
0.08
0.06 0.6 -0.05

c

004 0.4 0.1
0.02

0.2 0.15
0
-0.02 0 T T T T -0.2

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

2]

Figura 6.12: Ampliagdo da caixa mais abaixo da figura 6.9. (a) Para o maior

expoente de Lyapunov. (b) Para o segundo maior expoente.

A segunda regido do plano b X c justamente a que esta mais abaixo da figura
6.9 e apresentada na figura 6.12, reforgca a conjectura das janelas, sendo que nesta
area as estruturas periodicas estdo entre hipercaos e quase-periodicidade e mais

uma vez apresentam-se malformadas.
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Figura 6.13: Atrator do tipo torus T2 do ponto 1 da figura 6.12. (a) Em trés

dimensdes. (b) proje¢do no plano x X z. (c) projegao no plano y X x. (c) proje¢éo no

plano y X z.
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Stegemann et. al. [44] fizeram a mesma observacédo de deformagdo em
estruturas periddicas do tipo camardo em fluxo. No caso, de um circuito de Chua
hipercadtico em quatro dimensdes com controle de retroalimentacéo (feedback). Até
entao, tal fato s6 havia sido encontrado em mapas.

Os pontos 1 e 2 da figura 6.12 possuem atratores interessantes pela sua

geometria. Estes estao dispostos nas figuras 6.13 e 6.14.

I = 2667 x 103

L
T P o (0 s I iy
T

(c) ; S AT (d)

i . - TH | i} ! 2 3 4 5 oA F 2 o i ! 2 E I | 5 fi

Figura 6.14: Atrator do tipo hipercadtico do ponto 2 da figura 6.12. (a) Em trés
dimensdes. (b) proje¢do no plano x X z. (c) projegao no plano y X x. (c) projecéo no

plano y X z.

Outras evidéncias da conjectura das janelas [43-44] estdo nos planos a X k
(figuras 6.15 e 6.16) e b X k (figuras 6.17 e 6.18). Nestes planos encontramos as
janelas periddicas conhecidas na literatura como camardes. Tais estruturas estédo
longe das areas que apresentam hipercaos, mais precisamente as regides onde
k < 0,2 nas figuras 6.15 (b) e 6.17 (b), por isso apresentam janelas estendidas, as
antenas dos camardes. Nesta regiao temos apenas um expoente de Lyapunov

positivo, portanto, m > j.
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Figura 6.15: Plano a x k do sistema (3.2) onde aparecem os camaroes. (a)

Para o maior expoente de Lyapunov. (b) Para o segundo maior expoente.
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Figura 6.16: Ampliagdo da janela da figura 6.15 para demonstrar as janelas

estendidas das estruturas em forma de camarao. (a) Maior expoente de Lyapunov

associado. (b) Segundo maior expoente.

Figura 6.17: Plano b x k do sistema (3.2). (a) Para o maior expoente de

Lyapunov. (b) Para o segundo maior.
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Figura 6.18: Imagem ampliada da caixa da figura 6.17 para demonstrar as
janelas de periodicidade (camardes). (a) Para o maior expoente de Lyapunov
associado. (b) Para o segundo maior expoente de Lyapunov.

Foi encontrado outra dindmica no modelo financeiro em quatro dimensodes
que é interessante ser relatada. A presenca de caos transiente pode ser visualizada
no plano b X k. O ponto C; no plano da figura 6.19 tem as coordenadas (0,355;
3,176). O atrator desse ponto foi plotado na figura 6.20. Podemos observar a
dindmica de caos transiente para um ponto de equilibrio. Neste caso, temos uma
dindmica cadtica para um tempo transiente e apds este tempo o atrator caodtico

perde estabilidade indo a trajetoria para um ponto de equilibrio que estabilizou.

T T T T T T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0 0.05 0.1 0.15 (j.2 025 0.3 0.35 04
2 ’

Figura 6.19: Plano de parametros b x kcom0<bh<04e0<k<4.0
ponto C; tem as coordenadas b = 0,355 e k = 3,176. Os demais parametros sdo a =
09;c=15ed =0,2. (a) Plano com a escala de cores para o maior expoente de

Lyapunov associado. (b) Para o segundo maior expoente de Lyapunov associado.
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Figura 6.20: Atrator de caos transiente calculado no ponto C; da figura 6.19 com seu

respectivo LEP.

6.3. TRANSICAO CAOS-HIPERCAOS NO MODELO 4D

O objetivo desta secdo é investigar o sistema (3.2) com enfoque nos
parametros d e k, para saber a partir de quais valores destes parametros o sistema
transita da dinamica caodtica para a dindmica hipercadtica, além do mais, foram
observados outros fendmenos dindamicos como quase-periodicidade. Para isso, foi
usado o plano de parametros a X b e em todos os espacos foi destacado o ponto
P(1,5; 0,2) com foco numa regido a qual sabemos que existe hipercaos.

A técnica empregada foi criar pares de planos de parédmetros a X b do
sistema (3.2), um plano de parametros para o maior expoente de Lyapunov e o outro
para o segundo maior expoente, para sete valores diferentes de d e k e dispb-los
em forma de quadro para comparacao conforme apresentado na figuram 6.21. Os
valores escolhidos foram em ordem crescente 1 x 107%, 5x 1074 1x 1073, 5x
1073,1x 102 e 5x%x 1072 e 1x 1071. Os intervalos dos planos sdo0 0 <a<4e0 <
b < 0,6, variando d e k igualmente. O parametro ¢ foi mantido constante em ¢ = 1,5.
Para cada par de planos foi plotado um atrator do ponto P com seu LEP a fim de
confirmar a dindmica do ponto e dar outra visdo da transicdo do sistema

tridimensional para quadridimensional a medida que majoramos d e k (figura 6.22).
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Figura 6.21: Planos de parédmetros a X b. Primeiros maiores (coluna da esquerda) e

segundos (coluna da direita) maiores expoentes de Lyapunov do sistema (3.2). (a) e
(b)parad =k=1x10"*(c)e(d)parad =k =5x10"*.(e)e (fjparad =k =
1x1073.(g)e (h)parad = k=5x1073. (i)e ()parad =k =1 x 1072, (k) e (I) para
d=k=5x10"2.(m)e(n)parad =k =1x 1071,
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Figura 6.22: Atratores do ponto P da figura 6.21. (a)d =k =1x10"*. (c)d =k =
5x107%.(e)d=k=1%x103.(g)d=k=5%x10"3.()d=k=1x10"2. (k) d =
k=5x10"2.(m)d=k=1x10"1,
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Através dessa técnica podemos observar, de maneira quantitativa através do
espectro dos expoentes de Lyapunov, a mudanca topolégica do atrator do ponto P,

conforme aumentamos os parametros e observar a sua dinamica.

7. CONSIDERAGOES FINAIS

Um sistema financeiro estavel € aquele sem variagdes abruptas em suas
variaveis de estado apresentando certa previsibilidade, assim todos os agentes
sejam eles pessoas, empresas ou governo podem fazer planejamentos de longo
prazo levando a um aumento da confianga e por conseguinte crescimento
duradouro. Estados onde ha grandes variagdes de pregos, juros, lucros e demandas
em curtos intervalos de tempo sao caracterizados como crises financeiras trazendo
perdas aos agentes.

Nesta perspectiva estados cadticos ou hipercadticos devem ser controlados
em sistemas financeiros a fim de evitar crises, por isso a importancia de estudos
nesta area.

O modelo do sistema (3.2) demonstrou ser mais préximo da realidade que o
sistema (3.1) por apresentar mais riqueza em sua dinamica e maior imprevisibilidade
de longo prazo como a economia apresenta ser de fato. Pardmetros como taxa
interna de poupanga a, o custo por investimento b, o endividamento d e a
depreciagdo e amortizagdo dos ativos pertencentes ao agente econémico k, néo
possuem sentido econdmico além do valor unitario, por serem adimensionais e
calculados em percentual de outra grandeza que nunca vao poder superar, Esses
parametros podem no maximo se igualar, porém, por questbes de pesquisa
cientifica, em alguns calculos esses valores foram extrapolados.

Levando em consideracdo o limite superior unitario da maioria dos
parametros de controle, com excec¢ao da elasticidade da demanda por mercadorias
¢, podemos concluir que o sistema financeiro apresentado pelos modelos 3.1 e 3.2
possui grandes areas de regime caotico mesmo para valores altos da taxa interna
de poupanca acima de 50%.

Outro parametro que demonstrou ser crucial para controle do caos no
modelo é a elasticidade da demanda por mercadorias. Para valores abaixo de 150%,

ou seja, uma variagao percentual 50% maior na demanda para uma variagao no
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preco, o modelo apresenta hipercaos. Para valores de ¢ acima de 1,5, o hipercaos
desaparece. Isso sugere que os consumidores devem ser mais reativos a variagoes
de precos optando por produtos alternativos ou simplesmente por ndo consumir,
tendo mais maleabilidade em seus padrdes de consumo. Também demonstra o fator
negativo dos grandes oligopdlios que deixam os consumidores sem alternativas em
alguns setores. Foi observado no modelo de quatro dimensdes uma confirmagao da
conjectura das janelas em fluxo, fato observado raras vezes.

Ainda para Pollhmann [45], baseado na teoria de tradeoff, d seria funcido dos
impostos aplicados ao agente econémico. Tal custo estd considerado dentro do
parametro b, entdo, d(b) o que sugere melhorias no modelo (3.2).

O resultado do estudo da transicdo entre o modelo em trés dimensdes para
o0 modelo em quatro dimensdes revelou que mesmo para pequenos valores de
endividamento, depreciacdo e amortizagéo, a partir de 0,5% o sistema ja apresenta
hipercaos. A medida que d e k sdo aumentados o valor do segundo maior expoente
de Lyapunov aumenta concomitantemente, enquanto o primeiro maior manteve-se
estavel. Com isso, temos mais produc¢ao de informacao no sistema por unidade de
tempo de acordo com a entropia de Kolmogorov-Sinai. Portanto, o endividamento e
a depreciacado/amortizacdo aumentam o risco de crises financeiras no modelo
econdmico tanto quanto maiores forem seus valores. Nesta area poderia ser feito

um estudo da influéncia de cada parametro d e k isoladamente.
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