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RESUMO

Neste trabalho, estudamos o estado fundamental da molécula de hidrogénio através do modelo
analitico de Heitler e London (HL) e cédlculos de Monte Carlo quantico variacional (MCQV).
A partir da abordagem de HL, que descreve a fun¢do de onda como uma combinagao linear de
produtos de orbitais atdbmicos, deduzimos a energia total da molécula em fun¢do da distancia
entre nicleos R valendo-se do principio variacional. Em seguida, modificamos a fun¢do de onda
de HL, construindo uma funcao de onda tentativa cujo parametro variacional permite variar a
dispersao dos orbitais atdmicos, incorporando o efeito de blindagem eletronica dos nicleos. A
partir dessa fun¢do de onda tentativa, realizamos calculos de MCQV para obter a energia total
da molécula, otimizando a carga efetiva nuclear para cada distancia R. Além disso, calculamos
por ambas as abordagens, o comprimento de ligac@o, a energia de dissociagado e a frequéncia de
vibracdo fundamental do H, para compara-las com resultados experimentais. Obtivemos ainda
um ajuste exponencial da carga efetiva em funcdo de R via célculos estocdsticos para os estados
ligantes e antiligantes. Observamos uma melhora significativa no comprimento de ligacao da

molécula de hidrogénio quando incluimos esse ajuste na funcdo de onda de HL.

Palavras-chave: molécula de hidrogénio; estado fundamental; orbitais atdmicos; modelo de

Heitler-London; Monte Carlo quéntico variacional.



ABSTRACT

In this work, we have studied the ground state of the hydrogen molecule through the Heitler
and London (HL) analytical model and variational quantum Monte Carlo (VQMC) calculations.
From the HL approach, which describes the wave function as a linear combination of atomic
orbital products, we have derived the total energy of the molecule as a function of the distance
between nuclei R using the variational principle. Next, we have modified the HL wave function,
by constructing a trial wave function whose variational parameter allows varying the dispersion
of the atomic orbitals, incorporating the effect of electronic screening of nuclei. From this trial
wave function, we have performed VQMC calculations to obtain the total energy of the molecule
by optimizing the nuclear effective charge for each distance R. Furthermore, we have carried
out the bond length, the dissociation energy, and the fundamental vibration frequency of the Hj
to compare them with experimental results. We also have obtained an exponential fitting of the
effective charge as a function of R via stochastic calculations for the bonding and antibonding
states. We have observed a meaningful improvement in the bond length of the hydrogen molecule

when including this fitting in the HL wave function.

Key-words: hydrogen molecule; ground state; atomic orbitals; Heitler-London model; variational

quantum Monte Carlo.
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1 INTRODUCAO

A necessidade de uma descri¢do exata de sistemas moleculares se justifica pelo fato de
que, apesar de mais de duzentos anos de medi¢des instrumentais, os simbolos da estrutura quimica
e as equacoes de reacdo derivadas dessas experi€ncias nao fornecem informagdes suficientes
para revelar todas as propriedades e os mecanismos detalhados das moléculas poliatobmicas que
desejamos conhecer (LOWDIN, 1966). Quanto & molécula, este termo teve diferentes significados
ao longo da histéria. Lavoisier, em 1789, utilizou o termo para designar a menor unidade em
que uma substancia pode ser dividida sem perder suas propriedades quimicas (MORTIMER;
MACHADO; PROJETO, 2012).

O conceito de molécula evoluiu a partir do século XIX, e aqui, vamos nos referir, em
particular, a molécula de hidrogénio como formada por dois dtomos de hidrogénio unidos por
forcas Coulombianas. Na fisica, isso se enquadra num problema de muitos corpos, pois cada
atomo que compde a molécula é formado por um elétron e um préton. Atualmente, solugdes
analiticas e simulagdes computacionais da equagdo de Schrodinger para sistemas de muitos
corpos fornecem informacdes valiosas sobre suas propriedades fundamentais. No entanto, essas
solucdes dependem de uma série de aproximagdes que possibilitem o tratamento analitico ou
computacional.

As primeiras tentativas de resolver a equacdo de Schrodinger para moléculas remontam
ao inicio do século XX. Um avanco significativo nesse sentido pode ser atribuido ao trabalho de
Heitler e London (HL) em 1927 (HEITLER; LONDON, 1927). Eles propuseram que a funcao
de onda que resolve a equacio de Schrodinger € dada por uma combinagao linear dos produtos
dos orbitais atdmicos. Essa abordagem prevé que, ao aproximar dois dtomos de hidrogénio,
seus orbitais atdmicos se sobrepdem e compartilham elétrons 1s para criar estados ligantes e
antiligantes. O estado molecular ligante é caracterizado por ter uma energia menor do que a
dos dois d&tomos de hidrogénio separados. Como consequéncia, uma molécula estavel se forma
com uma forte ligagdo covalente. Enquanto o estado antiligante possui uma energia maior do
que a dos atomos separados e, portanto, ndo forma uma ligacdo molecular. Além disso, essa
funcdo de onda deve corresponder a dois atomos de hidrogénio no estado fundamental quando
os nucleos estdo suficientemente separados. Por outro lado, quando os nucleos estdo proximos,
deve obedecer as restricdes impostas pelas forcas repulsivas.

Além da abordagem de Heitler e London ja discutida, outro método existente utilizado
para obter uma soluc@o analitica da molécula de hidrogénio adota uma perspectiva oposta.
Enquanto Heitler-London consideram os elétrons independentes e bem localizados em atomos
especificos, essa segunda abordagem se baseia nas correlagdes eletronicas descritas pelo modelo
de Hubbard (HUBBARD, 1963). O modelo de Hubbard ¢ amplamente aplicado para descrever
sistemas com elétrons altamente correlacionados, como os encontrados em metais. No caso da
molécula de hidrogénio, essa abordagem ndo descarta a probabilidade de tunelamento do elétron

de um dtomo para outro.
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Os métodos analiticos que utilizam o principio variacional sdo frequentemente discutidas
em livros-texto de mecanica quantica, mas geralmente se restringem a casos simples de d&tomos,
como hélio (GRIFFITHS, 2005; GASIOROWICZ, 2003), hidrogénio (FAZZ10; CANUTO; VI-
ANNA, 2018), além de algumas aplica¢des ao pogo infinito (SAKURAI; COMMINS, 1995) e ao
oscilador harmonico. Uma limitacdo significativa desse método € a dificuldade em obter solugcdes
analiticas para as integrais envolvidas, especialmente aquelas relacionadas as trocas eletronicas.
E, portanto, crucial ampliar os estudos analiticos para incluir sistemas mais complexos, como a
molécula de hidrogénio, utilizando as técnicas aproximativas do principio variacional, a fim de
fortalecer a base tedrica da mecénica quantica e contribuir para o avanco nos estudos de sistemas
de muitos corpos.

Com o avan¢o da computacdo moderna a partir de 1936, influenciado pelo matematico
Alan Turing (TURING et al., 1936), que desenvolveu em detalhes uma nocao abstrata do que hoje
chamamos de computador programavel (NIELSEN; CHUANG, 2010), os estudos sobre sistemas
moleculares foram impulsionados. Esse progresso permitiu a implementacdo de simulagdes
computacionais. Entre os pioneiros no cdlculo numérico da molécula de hidrogénio tem-se James
e Coolidge (JAMES; COOLIDGE, 1933) que também levam em consideracdo as contribui¢des
eletronicas resultantes do acoplamento na molécula de H,. Eles propuseram uma funcio de onda
que inclui as quatro distancias entre prétons e elétrons presentes no modelo de Heitler-London,
além de uma varidvel adicional que considera a distincia entre elétrons. A energia do estado
fundamental é obtida escolhendo adequadamente uma série de coeficientes que respeitam a
condi¢do de normalizag@o da fun¢@o de onda e minimizando o hamiltoniano da molécula através
do principio variacional calculado numericamente.

Além de James e Coolidge, Slater (SLATER, 1965) atribui a Mulliken os principais
avanc¢os no uso de cédlculos numéricos para moléculas diatdmicas (MULLIKEN; ROOTHAAN,
1959). Esses célculos se preocupavam em resolver numericamente as integrais surgidas no calculo
variacional da energia da molécula. A resolucdo dessas integrais € um desafio significativo no
contexto da determinacdo da energia minima. No trabalho original de Heitler e London, a
molécula de hidrogénio foi desenvolvida analiticamente usando a teoria de perturbagcdo. No
entanto, as integrais resultantes foram tratadas separadamente em outro artigo.

Entre as técnicas usadas para obter as integrais decorrentes do principio variacional,
destacam-se os métodos de integracdo propostos por Cooley (COOLEY, 1961), que foram
aplicados com sucesso por Wolniewicz (WOLNIEWICZ, 1966) no estudo do estado fundamental
eletronico da molécula de hidrogénio. Além disso, o uso de recursos computacionais no estudo
variacional de moléculas simples, como o H,, também se aplica a casos em que a molécula é
sujeita a campos magnéticos fortes, como demonstrado no trabalho de Vincke (VINCKE; BAYE,
1985).

A abordagem de Monte Carlo Quantico Variacional (MCQV) aprimora essa técnica,
utilizando o método de integracdo de Monte Carlo em conjunto com o algoritmo de Metropolis

(METROPOLIS et al., 1953) para verificar observaveis fisicos a partir de uma func¢do de
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onda tentativa. Resolver a equacao de Schrodinger 3N-dimensional que descreve a interagao
de N elétrons € geralmente muito desafiador, mas os métodos de Monte Carlo quantico nos
proporcionam uma maneira vidvel de abordar esse problema (FOULKES et al., 2001), tornando-
se uma ferramenta preciosa no estudo de moléculas e dtomos.

A gama de problemas que podem ser abordados por meio do método de Monte Carlo
Quantico € substancialmente ampla. Inclui aplicacOes significativas, em fisica médica para o
célculo da dose absorvida em tratamentos de cancer por radiacio (YORIYAZ, 2009), no estudo
do estado fundamental de um gas de elétrons (CEPERLEY; ALDER, 1980), na busca por
solugdes da equacdo de Schrodinger em problemas de quatro nicleos (ZABOLITZKY; KALOS,
1981), em simulagdes de dinamica molecular (GROSSMAN; MITAS, 2005). Além dessas, hd
outras aplica¢des importantes em quimica e fisica, algumas destas podem ser encontradas no
livro de Anderson (ANDERSON, 2007).

No estudo da molécula de hidrogénio, o método de MCQYV representa uma abordagem
promissora para calcular propriedades eletronicas como a distancia e energia de ligacdo da
molécula, entre outras. No MCQYV, geralmente o esquema geométrico adotado para simulagdes
computacionais fixa os prétons ao longo do eixo z e os separa por uma distancia R, conforme
realizado por Colin (COLIN-RODRiIGUEZ; CRUZ, 2010), que também emprega o sistema
de coordenadas esferoidais prolatas para facilitar manipulacdes algébricas da funcdo de onda,
inspirado no trabalho original de Coolidge (JAMES; COOLIDGE, 1933). Além disso, alguns
estudos dentro da abordagem do MCQV confinam a molécula de hidrogénio em uma geometria
especifica, como nos trabalhos das Refs. (DOMA; EL-GAMMAL; AMER, 2018; COLiN-
RODRIGUEZ; CRUZ, 2010), que utilizam uma caixa esferoidal rigida e o trabalho de Xuchui
(XTAO et al., 2019) que utiliza uma caixa esférica.

Quanto as fungdes de onda, é importante destacar algumas variantes significativas. Além
da funcdo de onda apresentada por Coolidge e a de Slater, hd aquelas que incorporam explicita-
mente a correlacdo entre elétrons, como as do tipo Jastrow, que multiplicam um fator de Jastrow
ao determinante de Slater. As formas mais comuns desse fator sdo Padé-Jastrow (JASTROW,
1955) e Schmidt-Moskowitz (SCHMIDT; MOSKOWITZ, 1990). Outro tipo importante sao as
func¢des de onda do tipo Hylleraas, que foram as primeiras a levar ao cdlculo bem-sucedido de
estruturas eletronicas com correlacio explicita (HATTIG et al., 2012). Hylleraas (HYLLERAAS,
1929) aplicou essa func@o de onda para determinar o estado fundamental do 4tomo de hélio, e
trabalhos posteriores, como o de Bhatia (BHATIA, 1998), utilizaram esse tipo de fun¢do para
determinar o estado fundamental de H; sem recorrer a aproximacdo de Born-Oppenheimer. Por
fim, ndo se pode deixar de mencionar as funcdes de onda gaussianas cuja bases tedricas para o
uso em sistemas moleculares foi estabelecida por Boys (BOYS, 1960) e Singer (SINGER, 1960).
Trabalhos como o de Lester (JR; KRAUSS, 1964) utilizaram func¢des de onda gaussianas para
estudar sistemas de dois elétrons.

Outra abordagem amplamente utilizada atualmente para buscar solu¢des aproximadas

da equacgdo de Schrodinger € a Teoria do Funcional da Densidade (TFD). Diferentemente das
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abordagens discutidas até agora, o foco do TFD ndo € a fun¢do de onda, mas sim a densidade
eletronica. Isso permite reduzir um problema com 3n varidveis, quando usamos a fun¢do de onda
v (7, fé), para um problema de um corpo com apenas 3 varidveis, simplificando significativamente
o processo algébrico e computacional. A TFD é fundamentada em dois teoremas propostos por
Hohenberg e Kohn (HOHENBERG; KOHN, 1964). Nela, os observdveis fisicos sdo escritos
como funcionais da densidade eletronica, e as propriedades do sistema sao determinados obtendo
a solucdo da equagdo de Khon-Sham (KHON; SHAM, 1965), que € resolvida usando célculos
autoconsistentes. No entanto, mesmo com as atuais abordagens usadas pelo TFD, a descri¢ao
da dissociacdo da molécula de hidrogénio € um problema ainda ndo resolvido, especialmente
devido a falta de uma aproximagao adequada para a energia de troca e correlagao que capture
corretamente essas interacdes quando a distancia entre os dtomos € grande (BAERENDS, 2001).

Recentemente, estudos sobre o estado fundamental e os estados excitados da molécula de
hidrogénio foram realizados utilizando computagao quantica, como demonstrado no trabalho de
Colless (COLLESS et al., 2018). Além disso, pesquisas como as de Ahlbrecht (AHLBRECHT
et al., 2012) expandem os recursos disponiveis para o estudo de ligagdes moleculares por meio
de caminhadas quénticas interagentes.

Diversos trabalhos na literatura investigam o estado fundamental, frequéncia de vibracao
fundamental, comprimento de ligacdo e a dissocia¢do da molécula de hidrogénio, utilizando tanto
abordagens analiticas, quanto cédlculos numéricos. No entanto, uma descricao precisa e completa
da molécula de hidrogénio ainda ndo foi alcangada. Diante disso, este trabalho tem como
principal objetivo fornecer uma base tedrica que permita um estudo detalhado da molécula de
hidrogénio, combinando abordagens analiticas, como o método de HL, com métodos numéricos
como o MCQV. Espera-se, assim, obter informacdes sobre as propriedades da molécula de H;
que possam ser comparadas com resultados experimentais. Como estes assuntos serdo abordados

ao longo da dissertacao € assunto da proxima secao.

1. ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

A dissertacao esta organizada de forma que, neste capitulo, foi apresentada uma con-
textualizacdo da molécula de hidrogénio, além dos principais métodos tedricos utilizados para
estudé-la, assim como alguns problemas em aberto, como a correta descri¢do da dissocia¢ao
molecular.

No capitulo 2, serd introduzida a base tedrica das abordagens analitica e numérica
utilizadas nesta dissertac@o. Entre os topicos abordados, destaca-se a solu¢ao analitica do 4tomo
de hidrogénio, a constru¢do da fun¢do de onda de HL, o principio variacional, o método de
MCQV e o algoritmo de Metropolis.

No capitulo 3, serdo discutidos as propriedades do estado fundamental obtidos para
a molécula de hidrogénio, utilizando tanto a abordagem analitica de HL, quanto o método

estocastico de MCQV. Em ambas as abordagens, serdo calculados o comprimento de ligagdo,
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a energia de dissociacdo e a frequéncia de vibragdo fundamental do H; a fim de compara-las
com resultados experimentais. Neste capitulo ainda, serd mostrado um ajuste exponencial da
carga efetiva em funcdo de R via cdlculos estocdsticos para os estados ligantes e antiligantes. Em
seguida, serd discutido como é possivel melhorar significativamente as propriedades do estado
fundamental da molécula de hidrogénio quando incluimos esse ajuste na fung¢do de onda da
proposta original de HL.

Por fim, o capitulo 4 apresenta as conclusdes do trabalho, destacando os pontos impor-

tantes e perspectivas futuras para pesquisas adicionais sobre a molécula de hidrogénio.
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2 MODELO TEORICO

Neste capitulo, € apresentada a base matemadtica que fundamenta a abordagem de Heitler-
London e o método de Monte Carlo quantico variacional. Na se¢do 2.1 sera definida a aproxima-
cdo de Born-Oppenheimer, fundamental para a determinacdo da energia eletronica. Na se¢ao 2.2,
serd fornecida uma descri¢do detalhada do sistema de unidades atdmicas adotada neste trabalho.
Na sequéncia, na se¢@o 2.3 serdo apresentadas as condi¢des necessarias para que uma fungdo de
onda possa ser utilizada como solucdo da equacao de Schrodinger. Na secao 2.4 serd deduzido a
solugdo exata do a&tomo de hidrogénio. A solu¢do da equacdo de Schrodinger serd estudada neste
trabalho por meio de duas abordagens. A primeira, na sec¢do 2.5 proposta por Heitler e London,
consiste em uma funcao de onda dada pela combinacao linear do produto de orbitais atdmicos.
A segunda abordagem parte dos conceitos referentes ao principio variacional apresentado na
secdo 2.6, e usa simulagdes computacionais utilizando o método estocdstico de Monte Carlo
Quantico Variacional, como detalhado na se¢do 2.7. Os conceitos abordados neste capitulo serdo

de extrema importancia para a compreensao dos resultados apresentados neste trabalho.

2.1 APROXIMACAO DE BORN-OPPENHEIMER

A aproximacdo de Born-Oppenheimer (BORN; OPPENHEIMER, 1927) possibilita sepa-
rar o movimento nuclear e eletronico de sistemas moleculares. Esta técnica possui importantes
aplicacdes em mecanica quantica (FAZZI10; CANUTO; VIANNA, 2018) e é fundamental tanto
na Fisica da matéria condensada quanto na fisico-quimica (SCHERRER et al., 2017).

A equacido de Schrodinger independente do tempo descreve os estados e energias de um

sistema quantico de muitos corpos. No caso de moléculas poliatdmicas ela é
AY(7,R) = E¥Y(7%,R), (1

onde as fungdes de estado (7, ﬁ) dependem das posicdes dos elétrons 7 e da posi¢ao dos nicleos
ReEéa energia total. H é o hamiltoniano da molécula composta por M niicleos e N elétrons,

cuja a expressao geral € dada por

Y lvy e yy 15 3) et
A= —VA _y Ly e
Ay 2m Se2me ' 5o 47?80’% RA| i=li<j 47[80|rl — 7|
M M
ZAZBe A A A A A
+Z Z —TN+Te+VNe+Vee+VNN; (2)
A= 4o Ameo|Rp — Ry

onde 7 = (7i,...,7y) representa o vetor posicio dos N elétrons e R = (Ry, ..., Ry) representa

o vetor posi¢do dos M nucleos e Z4 € o numero atdmico do nucleo. Os operadores Vi e V%
correspondem aos laplacianos em termos das coordenadas dos nucleos A e elétrons i respectiva-
mente. As constantes 7 e € s@o a constante de Planck reduzida e a constante de permissividade
elétrica, my e m, sdo as massas do nucleo e do elétron respectivamente, enquanto e € a carga

elementar do elétron. Acima, temos da esquerda para direita, 7Ty e 7, sdo respectivamente o
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operador energia cinética dos niicleos e dos elétrons, Vy. é o operador que representa o poten-
cial coulombiano atrativo devido a interacao elétron-ntcleo, V. € Vyy sdo 0s operadores que
representam respectivamente o potencial repulsivo da interacao elétron-elétron e nicleo-nucleo.

A aproximacdo de Born-Oppenheimer considera que os nicleos se movem muito len-
tamente em comparacao aos elétrons. A explicacgdo fisica vem da grande desigualdade entre
as massas de ambos, tal que as frequéncias envolvidas no movimento eletronico sdo ordens de
grandeza maiores que as frequéncia vibracionais dos nicleos (FAZZIO; CANUTO; VIANNA,
2018). Portanto, baseado nesta aproximacao, o termo da energia cinética dos nicleos € muito
menor em comparacdo com a energia cinética dos elétrons e outros termos do hamiltoniano
ja que my >> m,, este resultado possibilita a simplificacao da Eq. (2) tomando a massa dos

nucleos infinita, ou seja,

I:IT - ﬁele + VNNy
I:Iele = 7Aﬂe + VNe + Veev (3)

onde H,;, representa o hamiltoniano eletronico, portanto, podemos resolver a parte eletronica

para posi¢des particulares R dos nicleos. A Eq. 1 da parte eletronica € dada por
I:Iele Y (?; ﬁ) = (Te + ‘A/Ne + Vee) Y (77 ié) = &m (E) Y (77 E)» “4)

onde g, (I_é) ¢ autovalor do hamiltoniano eletronico, ou seja, representa a energia eletronica, e
Y (7, I_é) € a funcdo de onda associada. Para determinar a energia total basta resolver a Eq. (1) e

usando o hamiltoniano derivado da aproximacgdo de Born-Oppenheimer, o resultado serd

I:Iele\//m(Fa E) + VNNWm(?7I_é) - Eml//m(Fa I_é)v (5)

como a funcdo de onda € um autovetor do hamiltoniano eletronico e os nicleos sdo considerados

fixos, a equacao se simplifica para
En(R) Y (7, R) + Vyn Wi (7, R) = En (7, R), (6)
portanto a energia total para posi¢des particulares R dos nicleos € dada por

M M ZA Zg 62

" " A—1B-n47€|Rp — R4|

(N

Note que a Eq. 7 determina os niveis de energia eletronico, e juntamente com o potencial
constante de repulsdo entre os nicleos obtém-se a energia total da molécula de hidrogénio
(estatica) em func¢do da distancia internuclear. No entanto, é necessdrio usar a aproximacgao de
Born-Oppenheimer com cautela, por existirem situagdes em que ela ndo se aplica, como em casos
onde a frequéncia dos nucleos nio pode ser desprezada em relagdo aos elétrons, ou seja, situacdes
nas quais os estados eletronicos e vibracional-eletronico sao degenerados (FAZZIO; CANUTO;
VIANNA, 2018). A aproximacdo discutida nesta se¢do sera essencial para o desenvolvimento

deste trabalho, como seré evidenciado pela forma do hamiltoniano utilizado nas préximas segoes.
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2.2 UNIDADES ATOMICAS

Neste trabalho serd adotado o sistema de unidades atomicas de Hartree proposto em 1927
em seu trabalho sobre a mecanica ondulatéria de um 4tomo com campo central ndo-coulombiano
(HARTREE, 1928). As unidades atdmicas possibilitam eliminar algumas constantes universais,
escrevendo todas as grandezas em termos de unidades do raio de Bohr ag, carga elementar e e

massa do elétron m,, da seguinte forma:

. . 4 2 . p . . §
1. Unidade de comprimento: ay = jfg’j , raio do dtomo de hidrogénio com nucleo fixo,
e

ap ~ 5,29 x 107" m no SI;

2. Unidade de carga: e é o médulo da carga do elétron, e ~ 1,60 x 10~ C no SI;

3. Unidade de massa: m, é a massa do elétron, no SIm, ~ 9,11 x 103! kg;

4. Unidade de acdo ou momento angular: % constante de Planck reduzida que no SI corres-

ponde a i =~ 1,05 x 10734 Jxs, onde & é a constante de Planck;

5. Unidade de energia: E;, = mh—zz = 2hcR ~ 4,36 x 1078 J no SI tal que ¢ é a velocidade da
edy
luz e R € a constante de Rydberg. Trata-se da energia potencial do &tomo de hidrogénio,

logo este valor é exatamente igual a duas vezes a energia de ionizacdo do dtomo de
hidrogénio com nucleo fixo que equivale a 27,2 eV (SILVA; ANDRADE-NETO, 2011);

6. Unidade de tempo: 1) = 7i/E},, que corresponde ao tempo necessario para um elétron

percorrer um raio de Bohr, 7y~ 2,42 x 1077 s no SI.

Se quatro destas constantes forem iguais a unidade, as demais também serdo, em particular
teremos ﬁ =1, onde & € a constante de permissividade do vicuo. Para exemplificar, considere

0 hamiltoniano de um dtomo de hidrogénio, sua expressdo em unidades do SI serd como segue

. 1> 1
H=——V>— 8
2m, Aregr’ ®)
em unidades atOmicas se reduz a
N 1 1
H=—-_V>——. 9)
2 r

Em um sistema de muitos corpos, cada termo do hamiltoniano, considerando a aproximagao de
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Born-Oppenheimer expressa na Eq. (3), serd dado em unidades atdmicas como

N 32

A /)

T, = — V 10

e ,-:12Me Z (10)
N M 2 N M

A ZAe ZA

VNe — = = = (1)
iZiAz_"l 4meo|7i — Ra| iZiAz_"l |Fi — Ra

“ 5= 4meolri — 7] S5 mE-r
MM ZAZBe MM ZAZB

=Y Y ey y Al )

AZiih4meolRe—Ra| 21424 IR — Ral
Note que, se o hamiltoniano total for para um sistema composto por dois elétrons (i = 1,2) e

dois nucleos fixos (A e B) a uma distancia R, a representacdo em unidades atdmicas é

ﬁT:—lv%—lvg—i—i—i—i+i+l, (14)
2 2 ra A B e T2 R
onde rj4 e rip representam as distincias dos elétrons i = 1,2 em relagdo aos nucleos A e B,
respectivamente.
Ao adotar o sistema de unidades atdmicas, todas as grandezas sdo expressas como
unidades das constantes mencionadas anteriormente. Neste trabalho, este sistema de unidades é
particularmente ttil por simplificar a forma do hamiltoniano tanto do &tomo quanto da molécula

de hidrogénio.

2.3 FUNCAO DE ONDA

Nesta se¢do, o principal objetivo € determinar as condi¢des necessdrias para que a fungéo
de onda seja uma solucao da equacdo de Schrodinger.

Uma das importantes contribui¢des de Max Born foi sua interpretacio da fun¢do W(x,¢)
como a amplitude de probabilidade de encontrar a particula na posi¢ao x no tempo t (ZWIEBACH,
2022). Mais precisamente, de acordo com Born, a probabilidade de encontrar a particula em um
elemento de volume d°r no instante ¢ é proporcional ao médulo quadrado da funcéo de onda,
ou seja, dP = |W(7,t)|2d’r. Essa interpretacio requer que a probabilidade total de encontrar a
particula em qualquer ponto do espago seja igual a um. Assim, a integral em todo o espaco deve

Ser
/ ¥ (7,1)[*d*r =1, (15)

também conhecida como condi¢io de normalizagdo da fun¢do de onda. Em uma dimensao, uma
consequéncia da condi¢ao de normalizacdo da fun¢do de onda é observada no comportamento
de W¥(x,t) quando x tende ao infinito. Para que a condi¢do de normalizacgdo seja satisfeita, é
necessario que

lim ¥(x,7) =0, (16)

X—>oo
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além disso, a funcdo de onda deve satisfazer as seguintes condi¢des:
1. A fun¢do de onda deve ser finita;
2. A fungio de onda deve ser continua em todo espaco, assim como suas derivadas';
3. A func¢do de onda ao quadrado deve ser integravel;

4. A funcdo de onda deve ser antissimétrica para descrever sistemas fisicos de particulas
fermidnicas (FAZZIO; CANUTO; VIANNA, 2018).

A escolha de uma fun¢do de onda adequada deve considerar todas essas condi¢des. Nas
proximas se¢des, serdo abordadas fungdes que satisfazem essas condi¢des e que sdo solugdes

aproximadas ou exatas da equacdo de Schrodinger.

2.4 ATOMO DE HIDROGENIO

O estudo do atomo de hidrogénio ganhou destaque em 1913 com a proposta inovadora
de Bohr. Niels Bohr usou o modelo de atomo de Rutherford e afirmou que os d&tomos existem
em estados discretos de energia (SHARAN, 2023). Ele descreveu o dtomo de hidrogénio como
um elétron orbitando em torno de um nicleo de préton (BOHR, 1913). Os estados e niveis de
energia podem ser obtidos por meio da equacdo de Schrodinger do d&tomo de hidrogénio, que é
uma das equagdes mais fundamentais e bem conhecidas na fisica quantica. Neste sistema, ela
descreve o comportamento do elétron em torno do nicleo com carga positiva. A equacao de
Schrodinger para o 4tomo de hidrogénio, é dada da seguinte maneira

h? Ze?
{ Vz—%} v(r.0,0) =Ey(r,6,9), (17)

21

onde i = % ¢ a constante de Planck reduzida, Ze € a carga do préton, —e é a carga do elétron,

M = ;-0 ¢ a massa reduzida sendo m, massa do elétron e m;, massa do préton, E € a energia
€ P

eletronica e V2 é o operador laplaciano em coordenadas esféricas, tal como segue

2 19 (p9N, L 9 (. 0\ 1 0%
Vin8.9) =53, <” or) T rsing a0 \""%36 ) T 2ane 9o (18)

O método de separacdo de varidveis serd usado para resolver a Eq. (17), onde a func¢do de onda

sera escrita como
¥(r,0,9) =R(r)0(0)D(9), (19)

onde R(r) é fungdo apenas da coordenada radial r, e 0 mesmo vale para ®(0) e ®(¢) que sdo
funcdes somente dos angulos polar 0 e azimutal ¢, respectivamente. A equacao de Schrodinger

sera entao
L SRO(0)9(0) - 2 R(0(0)2(6) = ER(IO(0)(0), o0

Considerando o potencial continuo em todo espaco.

1
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usando o laplaciano em coordenadas esféricas expresso na Eq. (18), obtém-se

h? [O(0)D(¢) d d R(r)®(0) d*
_ ﬂ {—— (rZ_R(r)> + —}’2 <in? 0 W

r2 dr PO+
R(N®(9) d (sinei@w) ]—Z—€2R<r>®<e>¢(¢>=ER<r>®<e><b<<z>>, @1
(

r2sin@ do r

dividindo a expresséo por R(r)®(0)®(¢) e reagrupando os termos resulta em

[ 1 d{,d 1 4
2u {R(”)FZE <r E”R(r)) " d(¢)r2sin’ 0 d¢2q)(¢)+
1 d d 7o
©(6)r2sin6 do (SmG%@(e))] - (% +E) =0, (22)

.o 252 - . .
ao multiplicar por ;—2“ toda a expressdo e separar a parte radial das demais coordenadas, o

resultado sdo as seguintes equagdes

1 d [ ,dR(r) 2ur? (Ze? _

Wa (r dl’ )+ h2 (T—I—E)—N, (23)
1 1 d (. doe) 1 1 d*®(¢)

sine@)(e)%(smt9 de ) Sin20 ©(9) do? =N, (24)

tal que N é uma constante. Os harmonicos esféricos Y} ,,(0,¢) sdo fungdes que satisfazem a
segunda equacdo (MULLER, 1966), portanto

(9) d (. dO(6))  ©(6) d*P(¢)
—_—— 0 =—Il(l+1)O(0)P 25
sin@ do (Sm do + Sinz 0 d(])2 ( + ) ( ) (¢) ( )
se torna
1 d (. dV.(6,9) 1 d*Y(6,9)
— : : =—-I(l+1)Y;,,(0 26
sin6 d¢ (Sm‘p do e de? I+ 1)Yn(6,0), (26)
usando a equagdo da parte radial e fazendo N = (I + 1), obtém-se
1d [ ,dR(r)\ I(I+1) 21 Ze?
—-— — R — |E+— | = 27
r2dr <r dr ) r2 (r)+h2 + r ’ 27
A solucdo da equacdo anterior € dada em termos dos polindmios de Laguerre, para isso realiza-se
uma mudanca de varidvel para y(r) = rR(r) e simplifica-se a nota¢éo para (%)2 = —22‘—2E, 0 que
reduz a equagdo diferencial para
d>y(r)  2uze® € 1(1+1)
_Z _ =0 28
ot (Ca g =0 (28)

a solu¢do em termos do raio de Bohr a( da parte radial normalizada serd (FAZZIO; CANUTO;
VIANNA, 2018)

N AN R e VL T S ),
Ry (r) = \/(n—ao> We (n—ao) Ly (n—ao), (29)
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onde Lﬁlji | s@o polindmios associados de Laguerre que podem ser determinando por meio da
féormula
. dk
Li(x) = (=D L), (30)

onde L; sdo denominados polindmios de Laguerre calculados usando a férmula de Rodrigues
_ X" =Xy
Ly(x)=e e 31)

A solugdo da equacao radial do atomo de hidrogénio no estado fundamental é ob-
tida fazendo os ndmeros quénticos (n = 1,/ = 0), logo o polindmio associado de Laguerre é
L <621—g> = 1, entdo
1\ _»
Rll()(r) =2 (—) e 0, (32)
: a0

lembrando que a fung@o de onda do dtomo de hidrogénio é dado pelo seguinte produto ¥(r, 0, ¢) =
R(r)®(0)®(¢) e, que os harmdnicos esféricos sao fungdes que satisfazem a parte angular da

equagdo de Schrodinger, a funcdo de onda que leva ao estado fundamental do 4&tomo de hidrogénio

1 _r
W100(r0,0) =Ri0(r)Yo0(0,0)= pc L “0, (33)
\ 74

Esta fungdo de onda serd de extrema importancia na abordagem de Heitler e London para

sera

formulacao de uma funcio de onda que nos fornece uma solu¢io aproximada para a molécula de

hidrogénio, como serd demonstrado na préxima secao.

2.5 FUNCAO DE ONDA DE HEITLER-LONDON

Nesta se¢do, o foco principal serd as fun¢des de onda que sdo solugdes aproximadas da
equacao de Schrodinger para a molécula de H,. A abordagem desenvolvida por Heitler e London
em 1927 (HEITLER; LONDON, 1927) possibilita obter autovetores simétricos e antissimétricos
com relag@o a permutagdo de particulas indistinguiveis (FAZZ10; CANUTO; VIANNA, 2018).
Esta abordagem foi originalmente aplicada para sistemas como o dtomo de hélio e H,, além
da molécula de hidrogénio. Os estados e energias de sistemas como esses sdo determinados
resolvendo a respectiva equagio de Schrodinger Hy/(7) = Eqy(7) para cada caso. Um aspecto
crucial deste trabalho é a formulagdo de solu¢des aproximadas para y(7), que descrevam a
interacao de dois dtomos de hidrogénio neutros no estado fundamental.

Agora, considerando que se usa a fun¢do de onda, aqui denominada orbital atbmico ¢ (r),
dado pela Eq. (33) para representar um sistema formado por um elétron 1 ligado ao nicleo A
como ¢(ry4), a mesma representagio pode ser aplicada ao sistema formado pelo elétron 2 ligado

ao nicleo B, ou seja, ¢ (rop). Heitler e London concluiram que se os dois sistemas descritos pelos
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orbitais atbmicos mencionados anteriormente formam um unico sistema, entdo a funcio de onda
deste tnico sistema deve ser uma combinac¢do linear do produto das func¢des dos dois dtomos de
Hidrogénio no orbital 1s com os elétrons ligados (ou centrados) em diferentes nucleos.

A distribuic¢ao dos elétrons entre os nicleos possibilita representar o produto das duas

func¢des de onda de duas formas diferentes

¢ (r14)9(rap) com elétron 1 centrado em A e 2 em B, (34)
da mesma forma, também temos (HEITLER; LONDON, 1927)

¢ (r24)¢(r1p) com elétron 2 centrado em A e 1 em B. (35)

Portanto, devido a interacdo dos dois dtomos de hidrogénio a func¢do de onda total normalizada
via abordagem de Heitler e London serd a combinacao linear do produto dos orbitais atdmicos,

dada por

Wi (r1,72) = Ax[0(r14) 9 (r2) £ O (r24) 9 (r18)] |s,m) . (36)

onde A1 € a constante de normalizagdo, o subindice s = 51 + 52 € 0 momento angular de
spin total dos elétrons, e m = s1, + 52, € a soma das projecdes ao longo do eixo z. Heitler e
London justificam o fato de ndo considerar as contribui¢oes de ¢ (r14)9(r24) € @ (r1a)P(r24)
pois a probabilidade de encontrar os dois elétrons sobre 0 mesmo nucleo ndo € muito grande,
possibilitando a constru¢@o da funcdo de onda a partir de 4tomos neutros no estado fundamental
(SLATER, 1965).

A abordagem de Heitler e London atende uma caracteristica essencial para sistemas
multieletronicos: a condicdo de antissimetria da fun¢do de onda total, conforme mencionado
na se¢do 2.3. Isso € necessario, pois um sistema composto por n elétrons, ou seja, particulas
idénticas que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac, deve ser completamente antissimétrico em
relacdo a troca de elétrons (SAKURAI; COMMINS, 1995). No trabalho de Heitler e London
(HEITLER; LONDON, 1927), a funcdo de onda de spin adotada era do tipo singleto (SLATER,
1965), garantindo a antissimetria da fun¢io de onda total desde que a parte espacial seja simétrica.
Assim, quando a fun¢do de onda total da Eq. (36) tiver subindice “+”, a configuracdo de spin
serd singleto e subindice “—”, a configuracao de spin ser4 tripleto.

A obtengdo de funcdes de onda antissimétricas pode ser realizada utilizando o determi-
nante de Slater, que fornece explicitamente a forma de |s,m) sem violar o principio de exclusdo
de Pauli. Para exemplificar, considere um sistema composto por dois elétrons com funcio de onda
espacial simétrica. Neste caso, o produto dos orbitais atdmicos € representado por determinantes
de Slater. Assim, pela abordagem de Heitler-London, a fun¢do de onda total serd a soma de

determinantes de Slater, denotada como segue

1

L ¢(rig)[T1)  9(r2a)[12)
V2

o(rip) b1)  ¢(r2a) [42)

1 |0(r1a)[T1) ¢(r2m)[12)

V2 o(ria) b1)  ¢(r2p) [42) ’ Gn
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Para facilitar o entendimento da forma como os spins se relacionam com elétrons, considere a

mudanga de notagdo |1;) = a(i) e |}i) = B(i), portanto

L Lje(ra)a(l) o(rp)a(2)| 1 |¢(rp)a(l) @(ra)o(2)
Y= T orB 1) 0amB@)| T V2 0(rnmB() o))
calculando o determinante
¥(ri,m) = % [0 (r14)9(r2)t(1)B(2) — @ (r14) ¢ (r2)t(2)B(1)
+(0(r18)9(r2a)a(1)B(2) — ¢(r1p) 9 (r2a) (2)B(1))],
W(71.7) = = 00100 () + 0(r1a)0 720 ggi gg; , (39)

que é uma funcao de onda antissimétrica. A forma geral da fun¢do de onda total em termos de

1) e [{i) e a parte espacial normalizada resulta em

W(ri,m) =A4 [0(r1a)9(r2p) + 0 (r18) 9 (r2a)] —=(11) H2) — [41) [12))- (40)

1
7
A configuracdo de spin obtida diretamente do determinante de Slater € idéntica a Eq. (36)
que usa a representagdo de singleto e tripleto |s,m). Essa representac¢do possibilita expandir o ket
que corresponde a um estado de spin arbitrdrio de dois elétrons em termos dos autovetores de S2
e S, (SAKURAIL; COMMINS, 1995).

Os vetores que compdem o espaco vetorial formado pelo S| ® S> sdo

[Tt T2, o) e L)), (41)

sendo facil mostrar que esses vetores sdo autovetores do operador S; = S;; + S»,, portanto resta

2

determinar os autovetores do $? = (8 4+ 5,)2. A forma? como §%, momento angular de spin do

elétron 1, atua sobre o vetor |1]) |12) é
SA% ‘T1> ’T2> :(SA%x +S?y +S‘%z) H\1> ’T2>
~ | R ~ |ih A |7
= Six {5 H/lﬁ 12) +S1y [% |¢1>1 [12) + 51z {5 |T1>] 12)

n? h? n* n*
= T 102) 4 T [0 o) o ) 1) = 2 ) 1), @2

A 2 . ~ 2
e claro que para 83 |11) [12) = % |T1) [T2) pois o processo de resolugdo é o mesmo. Agora,
Sy -8, atuando em [1)[12), dard o mesmo resultado de $»S. Isso é uma consequéncia direta do

comutador desses dois operadores ser [S1,55] = 0. Temos que S5, |11) [12) é da seguinte forma

S1-S2 1) [12) = (S1x82x + 1382y +812522) [11) [12)
1 i2H? W2 W’
=7 [41) H2) + e [41) [2) + T 1T1) [12) = T 1T1) [12) - 43)

2 Note que: S = 5 (|13) (bl + [4a) (1il) € Siy = 5 (= 1) (bl + [4a) (1))
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Finalmente o momento angular de spin total® $2|11) [12) = 272 [11) [12), ou seja, [11)[12) é
autovetor de S com autovalor 27*. Repetindo 0o mesmo processo para os demais vetores da
Eq. (41), temos que o operador $2 atua sobre os vetores do espaco formado por §; ® S, da

seguinte forma

S2[11) [12) = 207 [11) [12),

S2(IT1) Ha) + ) [12)) = 28 (1) 2) + 1) [12)),

S2(I111) Ha) = [h1) [12) =0,

$? (1) [d2) = 207 |11} [12). (44)

Note que [11)[l2) e |L1)[12) ndo sdo autovetores de S%. No entanto, a combinagdo linear
111) [42) £ |41) [12) é um autovetor simultaneo de $? e S.. Os autovalores correspondentes para
$2 e 8. sdo s(s+ l)h2 e mh, respectivamente. A configuracdo de spin antissimétrica, chamada de
estado singleto, é obtida da relacdo dos dois conjuntos de kets de base ja normalizados quando
s =0em=0, ou seja,

1
V2

enquanto as configuracdes de spin simétrica, quando s =1 e m = —1, 0 e 1 sdo chamadas de

ls=0,m=0)=—=(T1) 2) = [$1)[12)), (45)

estado tripleto e denotadas por

ls=1,m=—1)=|l1)[2), (46)
s=1,m=0) :%mouﬁwnm), 7)
ls=1,m=1)=|T1)[T2). (48)

Dessa forma, sob as mesmas condi¢cdes empregadas para derivar a Eq. (40), ou seja, utilizando
uma func¢ao de onda espacial simétrica e uma fungdo de onda de spin antissimétrica, a re-

presentacio baseada nos autovetores de S e S, para a funcdo de onda de Heitler e London é

RS
V2

Se a fun¢do de onda, como definida na Eq. (36), for antissimétrica (com subindice "—"), entdo a

Wo0(71,72) =A4[9(r14)9(r2p) + @ (r24) 9 (r18)] —=(11) H2) — [41) [12)). (49)

funcdo de onda de spin deve ser simétrica, o que nos leva a trés possibilidades de representacao

utilizando os autovetores de $ e S, para o estado tripleto, sendo entéio

P10(1.72) = A-0(10)0(r28) = §(r2a)0(ria)] T (110 1) + 1) 12)), (50)
Wi1(r1,72) =A_[0(r1a)9(r2B) — ¢ (r24) 0 (r18)] [T1) [12) 5 (51)
Wi -1(71,72) = A_[¢(r14) 9 (r28) — ¢ (r24) 9 (r18)] 1) H2) - (52)

3 Observe que: §2 = (5'1 —|—$’2)2 = S’% +S’%+§1 S +8- 8.
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2.6 PRINCIPIO VARIACIONAL

Nesta secao, serdo discutidos os aspectos tedricos do principio variacional. Este método
¢ fundamental para obter uma solucdo aproximada da equacdo de Schrodinger de sistemas de
muitos corpos, seja para a busca de solucdes analiticas ou para solu¢des numéricas.

Suponha que se deseja determinar a anergia E(y do estado fundamental de um sistema
descrito pelo hamiltoniano H cuja solucio da equagdo de Schrodinger independente do tempo
nao € exata ou é desconhecida (FAZZIO; CANUTO; VIANNA, 2018; SAKURAI; COMMINS,
1995; OLIVEIRA, 2009). O método variacional consiste em tentar obter essa energia o mais
préximo possivel, a partir de uma fungdo de onda tentativa |7 (7, R)) escolhida de maneira a
representar fisicamente o mais fidedignamente possivel a fun¢do de onda |¥(7, R)) do estado
fundamental exato.

Em outras palavras, o teorema variacional afirma que independentemente do estado

|W(7,R)) do sistema fisico descrito, o valor médio de sua energia, obedece a expressio

(Pr|A|¥r)

- T I >F 53
W) = 05 (53)

tal que Ey é a energia do estado fundamental obtida a partir de |¥ (7, R)) (FAZZIO; CANUTO;
VIANNA, 2018). Pode-se ainda dizer que, quanto melhor a funcio de onda tentativa representa
o sistema fisico estudado, mais préximo o valor médio acima seré de Ej.

Define-se por valor esperado de um operador H qualquer em relagdo ao estado |a)
(SAKURAI; COMMINS, 1995) como

(H), = (a|Ha). (54)

O valor esperado da grandeza H € semelhante ao que se espera do valor médio de H. Por exemplo,
considere medir N vezes H, cada medida realizada resulta num valor ay,...,ay. A média de H é
(H) = W Supondo que uma medida possa ser observada mais de uma vez, as N medidas
podem ser representadas como Zé\’: 1 bia;. Quando o nimero de medidas tende ao infinito, as
frequéncias relativas ?_vi se aproximam da probabilidade p; de ocorréncia da medida. Portanto, o
valor médio de H ¢ dado pela média ponderada (H) = Y | p;a; (NUSSENZVEIG, 2014). Isso
fica mais evidente ao multiplicar o operador identidade . =Y, @) (/| em ambos os lados de
H na Eq. (54) (SAKURAI; COMMINS, 1995), logo

(H), = (a] (ZW) (a’|HY |d") (a’!> ja), (55)
a// a/
como os vetores |a’) sdo autovetores do operador H, entdo H |a’) = d’ |d’). consequentemente

(H), =YY d (ald")(d"|d) (d|a), (56)

al a//
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o produto {(a”|a") = 8,4, serd ndo-nulo quando @’ = a”, dai resulta que
(H),=Y.d'({d'a))" (d|a) = Y d'| (d'|a) ], (57)
a a

]2 pode ser interpretado como a probabilidade p; de ocorréncia da medida.

onde | {(d'|a)
No espaco de posicdes, a descri¢do do valor esperado depende de observaveis que agora
apresentam espectro continuo. Por exemplo, considere uma particula descrita pelo estado ¥(x,1),

o valor esperado do observavel H sera

(H) = / : W (x, 1) H (x, 1), (58)

onde (H) é a média das medigdes realizadas em particulas todas no estado ¥(x,7) (GRIFFITHS;
SCHROETER, 2018).

2.6.1 Prova do teorema variacional

Considere a seguinte equagdo de Schrodinger,

H9o) = Eq|9q), (59)

sabendo que |@y) forma um conjunto completo de solugdes para o hamiltoniano H, é possivel

escrever qualquer vetor de estado “tentativa”

Wr) como uma combinacdo linear destas solucdes,

ou seja,
P7) =) Calfa), (60)
[0
além disso, se as solugdes sdo ortonormais entdo (@y|@y) = 1 ¢ (¥|¥) = 1, entdo usando o

principio variacional da Eq. 53 resulta em
(Pr|A|¥r)

E[¥r] = = H|po)CiCyq, 61
[ T] <1PT’lPT> (;;,3 <¢B’ ’¢a> B ( )
pela ortonormalidade, a expressdo se resume a
EM¥r] =Y [Cul’ (9alH|¢a) = Y |Cal*Eq, (62)
o o

portanto o valor esperado do hamiltoniano A usando um vetor de estado qualquer |¥'r) serd
a soma ponderada das energias Ey (FAZZIO; CANUTO; VIANNA, 2018), que claramente
comparado ao estado fundamental fornece E[¥r] > Ey, portanto o principio variacional assume

a forma de
> Ey, (63)

tal que, uma vez que a escolha da funcédo de onda |¥7) corresponda a do estado fundamental,
temos a condi¢do de igualdade satisfeita. Isso nos permite avaliar o quanto a fun¢do de onda
tentativa estd proxima da func@o de onda exata, ou seja, quanto melhor ela for, mais proximo
o valor esperado correspondente estard da energia do estado fundamental. Dessa forma, para
sistemas de muitos corpos que ndo possuem solugdo exata, este método torna-se uma opg¢ao a ser

considerada.
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2.6.2 O oscilador harmonico via principio variacional

O principio variacional pode ser aplicado a diversos sistemas quanticos. Para ilustrar seu
uso, considere o calculo analitico do estado fundamental do oscilador harmo6nico unidimensional
a seguir, que ja possui solucao exata conhecida.

O hamiltoniano do oscilador harmé6nico unidimensional (REIS; VITIELLO, 2006) é
dado por

A=—— " +— =74V, (64)

onde T é o operador da energia cinética e V é o da energia potencial. Sabendo que a solugio
exata do oscilador harmonico é uma fun¢do de onda do tipo gaussiana, a fun¢@o de onda tentativa
também serd do mesmo tipo, tal que

Pr(x, o) = Ae %, (65)
onde A € a constante de normalizagdo. A partir da Eq. 53, observa-se que € necessdrio calcular o

valor esperado do hamiltoniano, isto &,

(H) = (T)+(V), (66)
Ao resolver separadamente o valor esperado de cada termo do hamiltoniano, temos que o valor
esperado da energia cinética é

(fy="" /_ Wi (@) 5 (v @) 67)

a derivada de primeira ordem da fun¢do de onda resulta em

d¥
d¥rlx,0) _ DaxAe (68)
dx
e a segunda,
d [d¥Y
AN Q)| pge o 1 anotaPe (69)
dx dx

e reescrevendo o valor esperado como

. —h [
(fy=> / A*e= % (L2Aqe % | 4A02x%e % ), (70)
mJ e
evidenciando a constante de normalizacdo e reescrevendo a integral como a soma de integrais
resulta em
A LYY o —dax T2 dax
(F) = 1Al (-2 ae 2 dx+4 [ axle dx), 71)
m —oo —oo

lembrando que (HEDRICK, 1961),

[ e \/g, [ wetlan= %\/g , (72)
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portanto,

N S
<T>—%|A\ CAVEPE (73)

O célculo do valor esperado da energia potencial serd semelhante, logo
A m(x)z e 2
(Vy= T/ Wi (x, )x"Wr (x, ot)dx, (74)
usando a funcdo de onda tentativa da Eq. 65 temos que
A ma)2 o0 2.2 2 2
=" / APRe 20 gy, (75)

e, utilizando o resultado da Eq. 72, obtemos

2
A~ ma@ T
W=

Al?. 76
2 2a|| (76)

Somando os resultados (7') e (V') para calcular o valor esperado do hamiltoniano, temos

O I ) ”o mw?
@)=/ (a%+@). )

Usando diretamente o principio variacional da Eq. 53, temos que a energia total do oscilador
harmonico usando como fungdo tentativa a Eq. 65 €
_ant mo?

Agora, € preciso determinar para qual valor de o a energia total € minima, uma vez que, pelo
principio variacional, esta energia serd maior ou igual a energia do estado fundamental exata do

oscilador harmdnico. Para encontrar o minimo, obtém-se a seguinte expressao

dE(a) B  ma?

—— " _0 79
da  2m 8o )
resultando em,
mao
_ Y 80
o =", (80)
que corresponde ao minimo de energia do oscilador harmdnico. A energia do estado fundamental
sera
Aol mw?
En= — 4+ _—_ 81
0 m 8060 ’ ( )
e, substituindo a expressao de o temos
E G ma)+mw2 2 ho )
*"omon 8 mo 2
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resultando na energia do estado fundamental do oscilador harmdnico (GRIFFITHS, 2005).
Portanto, o principio variacional se mostra um método muito eficiente, principalmente quando
existe um certo conhecimento sobre a forma da funcdo de onda exata que leva ao estado
fundamental do sistema estudado. E possivel ainda, usar o principio variacional associado a
algum método estocdstico a fim de fazer uma amostragem estatistica dos valores esperados. Um
dos métodos largamente utilizados € o método de Monte Carlo quantico, assunto da proxima

secdo.

2.7 METODO DE MONTE CARLO QUANTICO VARIACIONAL

Nesta secao, serdo abordados os fundamentos e um exemplo de aplicagcdo do método de
Monte Carlo quantico variacional, que serd utilizado posteriormente para calcular numericamente
a energia do estado fundamental, comprimento de ligagcdo e frequéncia vibracional fundamental
da molécula de hidrogénio. Entre os métodos de Monte Carlo quantico mais conhecidos, além
do variacional, pode-se também mencionar o Monte Carlo de difusao (KALOS, 1962; NEEDS
et al., 2009) e de integral de trajetéria (HERMAN; BRUSKIN; BERNE, 1982; P., 1965).

O método de Monte Carlo quéntico variacional (MCQV) segue a mesma ideia do método
variacional exposto na sec¢ao anterior, com a exce¢ao de que as integrais necessarias para obter a
energia do estado fundamental via principio variacional, sdo substituidas por um procedimento
de amostragem estatistica via cdlculo estocastico (SUN et al., 1989). Devido a dificuldade de
resolver analiticamente as integrais para um sistema de muitos corpos, o0 método de Monte Carlo
quantico é amplamente empregado para esse tipo de sistema.

A energia total, derivada do principio variacional dado pela Eq. (53), pode ser expressa

como
[ ()P (g ) ax
Er = ! , (83)
J ¥ (x)|*dx
que € simplesmente a média da energia local
ﬂ \PT (x)

E = —= 84

ponderada pelo peso (FAZZIO; CANUTO; VIANNA, 2018) ou densidade de probabilidade,
Wr(x)[?
Plx)= ——2 . (85)
W= %P

Caso haja uma amostragem da energia local que garanta por meio de um algoritmo particular,
que a frequéncia dos valores amostrados corresponda a densidade P(x) acima, é possivel via
método de MCQYV calcular a energia total na forma de uma média (OLIVEIRA, 2009), como

denotada a seguir

Er =Y Ei(x), (86)
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onde Np € o ndmero de pontos (amostras) e x; sdo valores gerados aleatoriamente. Este resultado
€ naturalmente sujeito a incertezas estatisticas, portanto para mensurar a confiabilidade dos

dados, € indispensdvel calcular a variancia da energia total E7,

2 R 2
Op, = miZI [EL(x;) —ET]”". (87)
e o erro padrao
OE;

AET = (88)

VN
Portanto, o uso deste processo estocéstico permite obter a energia total de sistemas complexos,
ndo sendo mais necessario calcular diretamente o valor esperado do hamiltoniano, basta de-
terminar E; para muitas configuragdes e calcular a média, desde que um algoritmo forneca a

frequéncia correta das amostras. Este algoritmo € o assunto da préxima subsec¢do.

2.7.1 Algoritmo de Metropolis

A maneira pela qual a simulacdo computacional de Monte Carlo quéntico variacional
gera distribui¢des de estados, com amostras que refletem os pesos de probabilidade adequados, €
através da utilizacdo do algoritmo de Metropolis (FAZZ10; CANUTO; VIANNA, 2018). Este
algoritmo foi apresentado inicialmente por Metropolis (METROPOLIS et al., 1953) em 1953 e
aprimorado por Hastings em 1970 (HASTINGS, 1970), por esse motivo, também € conhecido
na literatura como algoritmo de Metropolis-Hastings (HITCHCOCK, 2003).

A ideia do algoritmo de Metropolis € obter uma sequéncia de amostras aleatdrias e testar
cada uma delas de acordo com alguma fung¢do de distribuicdo de probabilidade. O resultado
deste teste pode ser aceitar ou rejeitar uma nova amostra. Se uma nova amostra for aceita,
ela substituird a anterior. Caso contrdrio, a amostra anterior continua para a proxima tentativa.
Cada amostra € usada para calcular a energia local Ef(x). A frequéncia dos valores Ey (x) que
aparecem € proporcional a densidade de probabilidade P(x), garantindo uma média apropriada
para E7 apds a amostragem. A descricdo mais detalhada do procedimento usado no algoritmo de

Metropolis segue as seguintes etapas:

1. Escolhe-se de forma aleatdria as posig¢Oes x iniciais a partir de uma distribui¢cao uniforme

de numeros reais aleatdrios independentes entre —0,5 e 0, 5.

2. Calcula-se a fungdo de onda Wr(x) e a densidade de probabilidade P(x) = |7 (x)|?

correspondente;

3. Altera-se o valor das posi¢des fazendo x' = x + A€ tal que & € tomado a partir de uma
distribuicdao uniforme entre —0,5 € 0,5 e A € o parametro que regula a quantidade de
configuracdes aceitas ou rejeitadas. O ideal € que o fator A seja escolhido de tal forma que
durante a simulagdo computacional haja 50% de configuragdes aceitas e 50% rejeitadas
(OLIVEIRA, 2009; BONFIM, 2011);
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4. Calcula-se W7 (x') nas novas posicdes e a probabilidade P(x') = |7 (x')|? correspondente;

PG _ [¥r)).

5. Calcula-se a razdo W (x,x') = P = [

6. Realiza-se o teste: se um nimero real aleatério & € [0,1] < Min(W (x,x'),1), entdo a

configuracao € aceita;
7. Caso contrdrio € rejeitada, e deve-se retornar ao passo (3);

8. Faga isso até que o numero de passos seja concluido.

E importante notar que varios testes preliminares devem ser feitos para avaliar qual o
parametro A adequado, assim como o tamanho da amostra Np. Também € importante estabelecer
qual é o nimero de amostras necessarias para atingir o equilibrio, que devem ser desconsiderados
no calculo da média da energia total. A seguir, como exemplo, aplicaremos o método de MCQV

ao oscilador harmoénico unidimensional.

2.7.2 O oscilador harmoénico via método de MCQV

No célculo de MCQYV, parte-se da mesma funcao de onda tentativa dada pela Eq. (65)
no célculo analitico do estado fundamental do oscilador harmonico via principio variacional. A
principal diferenca é que, com este método, a deducao do valor esperado do hamiltoniano ndo €
mais necessdria, sendo suficiente usar a Eq. (84) e tomar a média da energia total via Eq. (86).
Vale lembrar que o hamiltoniano do oscilador harmonico unidimensional em unidades atdmicas

com @ = 1 é dado por

H=——+-x". (89)

A energia local é calculada partindo-se de uma funcio tentativa Wr(x, @) do tipo gaussiana.

Dessa forma, obtém-se

1

Tr(xo) o

E* = 1d2\y ! 2y
L= 7572 T(X7O‘)+§x 7(x, @)

lembrando que a derivada segunda que aparece na expressdo acima jd foi calculada em Eq. (69),

entao
B — (L oae o £ anoe oy 4 g ) ] )
L=\2 2 Ae—ox?
evidenciando Ae’o‘x2, resulta em
Ae= T1 1
a_ 1. 2.2y, L+ 2
Ey e [2( 2a+4ax )—|—2x}, 92)

tal que a energia local Ef* é

1
E¥ = o +x (5 - 2a2) . (93)
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A Figura 1 mostra a energia total E7 do oscilador harmoénico unidimensional em funcio
do parametro variacional o. Note que quando o parametro variacional esta entre os intervalos
(0.45 < o0 < 0.55), a energia assume seu valor minimo E7 = 0.5[E,] que corresponde a energia
do estado fundamental do oscilador harmonico unidimensional (REIS; VITIELLO, 2006), como

esperado, uma vez que o oscilador harmonico possui solucao exata.

Figura 1 — Energia total do oscilador harmdnico em fungdo de o apés a realizacio de 10° passos
de Monte Carlo descartando os 10° primeiros passos no célculo da média.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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3 RESULTADOS

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados para o estado fundamental da molécula e
do atomo de hidrogénio. Na secdo 3.1, a energia total da molécula de hidrogénio serd deduzida
de forma analitica. Em seguida, na secio 3.2, o estado fundamental do 4&tomo de hidrogénio sera
obtido por meio do método de MCQV. Posteriormente, na se¢do 3.3, este método serd aplicado a
molécula de hidrogénio. Por fim, na secdo 3.4, serd realizada uma comparacdo entre o método
de MCQYV e a abordagem de Heitler e London.

3.1 ABORDAGEM DE HEITLER-LONDON PARA A MOLECULA DE HIDROGENIO

A molécula de hidrogénio € formada por dois &tomos de hidrogénio, ou seja, dois niicleos
de prétons A e B e dois elétron 1 e 2. A Fig. 2 mostra a representacdo esquematica da molécula

de hidrogénio.

Figura 2 — Representagdo esquemdtica da molécula de hidrogénio com dois elétrons (i=1¢e2) e
dois protons (j = A e B). A distancia elétron-préton € r;;, a distincia entre elétrons €
r12 € 0s nucleos estdo fixos a uma distancia R entre eles. Os vetores 7; € 7»
determinam as posi¢des dos elétrons 1 e 2.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A resolucdo da equagdo de Schrodinger para o 4tomo de hidrogénio fornece uma solugéo
exata (COHEN-TANNOUDIJI; DIU; LALOE, 2005), representada pela Eq. (33), que descreve
o orbital atdbmico do dtomo de hidrogénio em seu estado fundamental. Esta solugdo € crucial
para a abordagem de Heitler e London. Essa abordagem propde escrever a funcio de onda da
molécula de H> como uma combinacao linear do produto dos orbitais atdmicos do hidrogénio no
estado fundamental. Quanto a forma dessas func¢des, pode-se considerar nao apenas os termos
covalentes, como na formulacao original de Heitler e London, mas também os termos i0nicos.

Isso resulta em quatro diferentes maneiras dos elétrons serem acomodados:

O (r1a)9(ra) + 0(r1a)¢(r2p) + @ (r15) 9 (r2a) + ¢ (r18) 9 (r25), %94)
¢ (r1a)9(r2a) — @(r1a)¢(r2p) — @ (r15) 9 (r2a) + @ (r18) 9 (r28), (95)
¢ (r1a)9(r2a) — 9(r1a) ¢ (r2p) + @ (r15) 9 (r2a) — @ (r18) 9 (r28), (96)
¢ (r1a)9(r2a) + @(r1a)9(r28) — ¢ (r158)¢(r2a) — ¢ (r18) 9 (r28), 7)
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onde cada ¢(r;;) com i =1,2 e j =A,B correspondem a fun¢des de onda do tipo Slater do
elétron i centrado no atomo j. No entanto, vemos que as solu¢gdes acima sdo dadas por uma
combinagdo linear dos termos i0nicos ¢ (r14)@(r24) € @(r15)P(r2p) e covalentes @ (r14)d(r2p) €
¢ (r18)9(r24), cuja dissociagdo da molécula de hidrogénio nos leva a uma mistura entre 4tomos
de hidrogénio, fons H™ ¢ H~ (OLIVEIRA, 2009). Para uma descric¢do satisfatéria da energia
de ligacdo e da dissociagcdo da molécula, € necessario considerar apenas os termos covalentes,

limitando as solu¢des acima as duas possibilidades,

O (r14)9(r2g) £ @ (r18)P(r24)- (98)

Observe que na funcdo de onda, o estado ligante € indicado pelo subindice “+”, denotando
uma ligacdo molecular estdvel e uma funcio de onda espacialmente simétrica, enquanto o estado
antiligante € indicado pelo subindice “—” e ndo forma uma molécula. Quanto a configuracdo de
spin, deve ser antissimétrica para o estado ligante e simétrica para o estado antiligante, conforme
discutido na se¢do 2.5. Considerando a funcdo de onda espacial na forma da Eq. 98, a funcdo de
onda total é

1
V2

primeiramente € necessdrio determinar a constante de normalizagdo. Para isso, € utilizado a

Yo (71,72) = A= [9(r1a) ¢ (r28) £ @ (r18)9 (r2a)] —=(I11) N2) £ [11) [12)), 99)

condi¢do de normalizacgdo 2.3,

// e (7, 5) P dr dry = 1, (100)
e como a funcdo de onda € real,

’Ai\z/d3r1/d3r2 [0 (r14)9 (ra5)£9 (r15) 9 (r2a)]” = 1, (101)

obtém-se uma soma de produto de integrais e, ao utilizar as func¢des de onda do tipo Slater da

Eq. 33, é obtida a expressao a seguir

A l? {2:&2/d3r1¢(r1A)q)(r1B)/d3r2¢(r23)¢)(r2,4) =1, (102)
que resulta em
1
2 _
A | REEE) (103)

Onde I é conhecida como integral de sobreposicao (Overlap) que descreve a regido de sobre-
posi¢do das amplitudes de probabilidades da fun¢do de onda em torno de diferentes prétons. A

integral de sobreposicao é como segue

1 —\Fijr¥t;)/a
Is:/d3”i¢(rij)¢(rij’) :n_czg/d3rie Uigtriy)/ao, (104)
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ao fazer r;y =rerjj=Vr*+R>+2rRcos6,comi=1,2, j=A,Be j# j, aintegral assume

a forma de
2
/ / drd0d i sin @e—(+VIFR=2Re0s0) fay (105)
a integral que depende da varidvel ¢ € imediata 02” d¢ = 2m. Fazendo uma substituicdo de
variaveis onde y = v/r2 +R2 — 2rRcos 0 /ay, e por consequéncia, sin 0d0 = OyRy e também os
novos intervalos de integragdo |r — R|/ap <y < (r+R)/ayp, resulta em
(r+R)/ag o
/ / drdy e, (106)
|r—R|/ag

depois de resolver por partes a integral que depende da varidvel y e substituir os limites de

integracao, o resultado sera
2 oo ) _<V+R (}"—Q—M)
IS:—R/ dr(—(r +(R+ag)r)e © +(rlr—R|+agre " @ ) (107)
aok Jo

resolvendo as integrais restantes em r e substituindo os limites de integracao, o resultado € a
seguinte expressao para integral de sobreposi¢dao
I = <1+5+R—2) e Rlao, (108)
ao 361%
Observe que, quando R/ag é muito grande, a integral de sobreposi¢io tende a zero, enquanto para
valores pequenos de R/ay, essa integral se aproxima de um. Substituindo a expressdo anterior na

constante de normalizagdo, obtém-se

=

1 R R\’ B
7 li<1+ ta ) eZR/%] . (109)
0

O célculo do valor esperado do hamiltoniano da molécula de hidrogénio, conforme a Eq. (14), é

Ay =

dado por
A 1 1 1 1 1 1
=39, (3, (0, (), - (),
Hhy, 2 Wy N2y Nrialye Nraalye Nrplue \rap/ys
1 1
(=) +(3). - (110)
ra/ys  \R/y.
O valor esperado da energia cinética do primeiro elétron. é
A 1 wro (1 -
<K1>"’i:<_§V%>W ://d3r1d3rzllfi(r1,i’2)<§V%>Wi(r1,rz)7 (111)
+

lembrando que o operador V% é o Laplaciano escrito em termos das coordenadas do elétron 1.

Portanto, os termos que sdo escritos em relacao as coordenadas do elétron 2 sdo tratados como
1

constantes. Além disso, somando e subtraindo as grandezas — e ﬁ temos
®)y. = [ [@ndrvimas (—1v2—i+i)¢<m>¢<m>
Ve S 21 ra

1 1 1
i<——v%——+a)¢(r13)¢(rm)} ; (112)

2 rp
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observe que o termo destacado na expressao anterior € idéntico a Eq. (17). Portanto, (—%V% — %) o(r1j) =

Ei5¢(r1j) com j=A e B, entdo

(K1), = //d3r1 I’ ray* (71, 7)Ax { {(Eleri) ¢(V1A)¢(r23)}
£ (r2a) (E15+é> ¢(r13)}, (113)

usando a condi¢do de normalizacdo, a expressao se resume a

6(ra)o(ram) ¢<rw>¢<m>) L

SV "B

<I€1>w=E1s+Ai//d3r1d3r2‘I/*(71f2)<

e, observando que ¢(r;;) é real, podemos reduzir o nimero de termos acima notando que a

produto de fun¢des no integrando € par. Entdo, pode-se reescrever a equagao anterior como

2
(R}, = Eis+243 [/ d3rlwi/d3rl¢(rm) : ¢(r13)(1s)} . (115)

1A B

A primeira integral é dada por <%> = % a segunda integral denominaremos por I7 € a ultima é
a integral de sobreposicao calculada anteriormente. Substituindo a expressdao da constante de
normalizagdo Eq. (109) e fazendo E; = —2—('10. O valor esperado da energia cinética do elétron 1,

€ como segue

. 2(1 xaplrl
(R), = Eis (1 _ 2 £aolrl) 0 “‘>> : (116)
S
onde I7 € escrita como
, ., 1 —(rij+r;;1)/ao
Ir =/d3ri¢(rl])¢(rl]) = /d3l”i—e ! . (117)
rij 7'L'a8 rij

que pode ser resolvida utilizando as mesmas técnicas empregadas para obter Eq. (108). Assim, a
integral I7 sera

1 R
IT:—(1+—>e_R/a0. (118)
ap ap

O valor esperado do potencial atrativo devido a interagdo elétron-nucleo serd como segue

Oy, = (—==) == [ [ @yt i) (=) veii) (119)

ria ria
usando a Eq. (98) e repetindo os mesmo passos usados para obter Eq. (116), o valor esperado
assume a forma

(1 :I:Za()ITI—i—a()ID)
(1+12)

(Vye1)y, = Eis (120)
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Os potenciais elétron-préton sio todos iguais, ou seja, (VNel)V,i = <VN€2>W£ A expressdo da

integral Ip é

.. 2 72}‘,"/&0
1
Ip = /d3ri¢(m) L (121)

rij n:ag Fijt

ao considerar a fungdo ¢ (r;;) = , /#e‘r i/ ¢ realizando uma mudanca de coordenadas para o
0

sistema de coordenadas esféricas, a seguinte equagdo € obtida.

o 2 ,-2r/ay o;
/ / drdody—¢ S8 (122)
7ra0 Vr2+R2—2rRcos 0

a integral imediata 02 " d¢ = 2m. Além disso, a integral em d resulta em

/” sin0do B \/R2—2rR+r2+\/R2+2rR+r2 (123)
Vr2+R%2—2rRcos 6 'R rR ’
usando este resultado em Eq. (122) e integrando em dr, a integral I serd

Ip=——|—+= @, 124

PR {ao + R] ¢ (124)
O valor esperado do potencial repulsivo da interag@o elétron-elétron é

. 1 3 1

<Vee>llfi = <E /d r1d rzl[/i(rl r2)( lz)l[/i(rl r2) (125)

utilizando a Eq. 98 e calculando o produto entre os termos que compdem a equacao anterior, o

resultado sera

A

ey, =22 [ [ Endnloein ot
3. 13 ) 1

+ [ [ dndralotalo ) P

£ [ [ @ndrgna)o(rs) - 9(a0)6 ()

j://d3r1d3r2¢>(r1A)¢(r23)%(p(rzA)(])(rlB)]. (126)

Novamente, como ¢(r;;) é real e o produto das fungdes no integrando € par, o valor esperado é

simplificado para

(Vee)y, =243 //d3r1d3 [‘Pz(rlA)(pz(rZB)j:(P(rlA)(p(”ZB)(P(’”ZA)‘P(rlB)

2 r12

} . (127)
Essas integrais sao denominadas de integral de Coulomb I e integral de troca eletronica Ix. O
valor esperado da energia de interacdo entre elétrons passa a ser expressa em termos de Ic e
Ix,como

(a()lx + a()lc)

Veehy, = =2E0—7p

(128)
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Primeiramente, serd calculado /-, dado por

2 2
IC://d3r1d3r2¢ (r1a)¢ ("23)’ (129)

r2

que depende das varidveis r (coordenadas do elétron 1) e r» (coordenadas do elétron 2). Primei-

ramente resolve-se para ry, fazendo ri» = /1> + r2 + 2ryr> cos 6; onde 6; é o angulo entre os
1

vetores de posi¢do 7 e 7,
1 o0 sin 6,d0 2%
3 2 2 -2 140,
Ic= 3/d r |9 (rap)] / rie "1/40 g,
Tay 0

/TE
0 \/r%—irr%—i—Zr]rzcosG]

dogr, (130)

ao realizar a substitui¢do de varidveis com y = r% + r% + 2ryry cos 01, integrando e substituindo
os limites de integracdo, a seguinte expressdo € obtida
2 9(rap)|> [~ _
Ic= —3/d3r2—/ rre 2n/a gy, <r1 +r—|r —”2’), (131)
ag r 0
observe que |r| — ry|, significa que |ry —rp| = (r1 —r2),sery >rye|ri—r|=(—ri+r), se

rn <, assim

2 2, mn
Ic=— d3”2M</ rie 210 dry (ry +ry+ 1y — 1)+
610 1) 0

/ r1e_2r1/“0dr1(r1+72—r1+r2)>7 (132)
r

integrando e substituindo os limites de integracao, o resultado € uma expressdao que depende
apenas de ry, ou seja,
2
’
Ic = / d%M (1 —(1+ rz/ao)e—Zrz/“O), (133)
)
repetindo 0 mesmo processo utilizado para calcular em termos das varidveis rq, basta fazer para
as variaveis r,, resultando em

_ 1 © _ —2ry/ag —2(ra+R/ag) B
2aOR(/0 (1= (14 r2/a0)e 2190 ) (14-2(r> + R) fag)e dr)

Ic=
R
/ <1 - (1 + rz/ao)e_zrz/ao) (1 +2(R — r2)/a0)€_2(R_r2)/a0dr2—|—
0

/ ; (1 —(14n /ao)e*2r2/00> (142(r»—R) /ao)efz(rrm/%drz) . (134)
R

e calcular essas integrais, o resultado para a expressao de I¢c sera
11 11IR 3R> R\ _,
Ie=——— (14 o=+ +— | e /e, 135
“TR R(+8a0+4a3+6a3)e (135
A integral de troca eletronica Ix demanda um cuidadoso trabalho algébrico, sendo
expressa na forma
Iy = //d3r1d3r2¢(rlA)¢(r23)¢(r2A)¢(rlB)
ri2
Ix = L//613;»lcj3r2ie("1A+”1B+”2A+”23)/“0 (137)
w2al r2 ’

(136)
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esta integral pode ser encarada como um problema de dois centros focais, portanto a representagdo
mais adequada é dada pelas coordenadas esferoidais prolatas. Definindo & = cosh L € 1); = cos v,

e expressando as coordenadas em termos das distancias dos focos ri4 € rig, tem-se

ria +1; YiA — ¥i
éi: zAR zB, ni: lAR lB’ (138)

onde as curvas constantes &; € [0,0] sdo esferéides oblatas e as curvas constantes 1; € [—1,1]

sdo hiperboloides de revolu¢do. Agora € possivel reescrever os termos a seguir

R
—(ria+rip+raa+rp)/ao = —a—o(ﬁl + &), (139)
ao fazer A = & 5 € calcular o jacobiano, o elemento de volume infinitesimal serd
3
&’ry = (51 nP)d&idmde,
7L3
d’ry = (& —n3)dExdnadg, (140)

para expandir % em termos dos polindmios de Legendre deve-se usar a seguinte expressao
(APENDICE A).

) Z CEED b (e)0u e P(m) P, 4

r2

onde P, (&) sdo fungdes associadas de Legendre de primeiro tipo e Qi (&) sdo fungdes associadas
de Legendre de segundo tipo, os subindices < e > representam dois casos. (I) quando (-, &) =

(&1,&) para &) < & e (I) quando (&<, &~ ) = (&, &) para & < &;. Agora, ao rescrever a integral
em termos das novas coordenadas, resulta em

o= [Tt [ @) (Z Yam [ [

71:2 r2

s / & nd) (Y am [ a (142)

iniciando a resolucdo pelos termos de indice 2 e expandindo Eq. (141) até segunda ordem, para

o caso em que & > &, é obtido a seguinte expressao

1 _ aZ/I[l (52)Q0(51)P0(UI)P0(172)+3P1(éz)Ql(él)Pl(nl)Pl(nZ) (143)

12
5

§P2(§2)Q2(§1)PZ(TII)PZ(UZ) ;

enquanto para & < & serd

1 aj?t 1P0(51)Q0(§2)Po(711)Po(nz)+zPl(61)Q1(§2)P1(n1)P1(n2) (144)
5

P (E)Q2(&)P(m)Pa(m) |,

r2
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usando as expressoes de % na integral Eq. (142) e reagrupando os termos, ndo € dificil verificar

que

/ 11 (67 —n?)P(mi)dn; =0, (145)
para k =1 e k > 2, as integrais semelhantes sdao

[ & - nmiman =2 (g -3 (146)

1 4
[ (& =nd)pamidn; =, (147)
—1

estas integrais surgem em Eq. (142) ao substituir Eq. (141). Além disso, lembrando que os

polindmios de Legendre de segundo e primeiro tipo sao

0u(&r) = tog ($57).

02(&1) = —3§1+P2(§1)10g<€1+1),

E—1
Py(&) =1,
PO(&Z): )
2 _
Py =21
2 _
P2(§2)23€12 : (148)

A integral Eq (142) se torna

=g | [ at ([ & - mpam [T (8 - )agaton (211)

/_11@12_”12)61”1(31112—1)/151 6452(522__>d§2<_3§1+ 3671 (gfi)>+

[ - ndvam [~ (- Dagiog (257) - [ & - niram ()
(él )/1 _M;Zdéz( 36+ 522_ @2—1)))] (149)

integrando e reagrupando os termos resulta em

(14224 8% L, [ (-1

g (357) + B-a6— 1)] g =327 [ e (8~ 1) E(-2(6+ D)t |
(150)

21

_1r A _
Iy _Sao[ I(A+1)e

onde I é dado por

T=eR(1 —R/ag+ 1(R/ao) ). (151)
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A solugdo detalhada para esta integral pode ser encontrada diretamente na Ref (SU-

GIURA, 1927). Ao expresséa-la em termos das varidveis originais R/ag, o resultado serd

—2R/a
K= (3 (Y (EY)+

612 2 - ,
SR (y+ log(R/ao) + (I/1;)*Ei(—4R /ag) — 2(I/IS)E1(—2R/a0)), (152)

onde ¥~ 0.5772 € a constante de Euler e Ei € a integral exponencial dada por

(oo} _t
Ei(x) = _xdteT, (153)

O ultimo termo do valor esperado do hamiltoniano serd <VNN>%[, que € da seguinte forma

(Vw)y, = <Il—e>%, (154)

considerando que as distancias entre os protons € fixa, segue que

1 1
(Vn)y, = //d3r1d3rzllfi(71fz)<1—e) V(i r2) = (155)
Sabendo que E; = _2_5110’ algumas manipulagdes algébricas nos levam a
2a0E
(VaN)y, = =5 (156)

agrupando os valores esperados calculados até entdo, a expressao analitica para (H) é

HL N ag 2aplrl; +2a0lp — aplc £ aplx
EY ):<H>Wi:—2E15<—1+—— : )

157
R 1£12 (157)

que é uma funcdo analitica para energia total da molécula de hidrogénio. O minimo de energia
obtido analiticamente € maior ou igual a energia do estado fundamental da molécula de hidrogénio
para a curva do estado ligante. Além disso, pela Eq. (157), observa-se que, a medida que os
atomos que compdem a molécula se afastam, a energia total do sistema se aproxima do valor
correspondente a dois dtomos de hidrogénio separados, conforme previsto pela abordagem de
Heitler e London. Isso ocorre devido a dissociacdo da molécula, ou seja, a separacao em dois
atomos de hidrogénio. Por outro lado, quando a distancia R € muito pequena, prevalecem os
potenciais coulombianos, € a energia E;HL) — oo devido as forgas de repulsdo, consequéncia

tanto da repulsdo coulombiana quanto do Principio de Exclusao de Pauli.

3.2 METODO DE MCQV PARA O ATOMO DE HIDROGENIO

Nesta sec¢do, utilizando o método de MCQYV, serd obtida a energia fundamental do
atomo de hidrogénio. O dtomo de hidrogénio consiste em um préton e um elétron, suja solucao

analitica foi apresentada na secdo 2.4. Outras abordagens para resolver o dtomo de hidrogénio
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Figura 3 — Representacdo esquematica do &tomo de hidrogénio, e+ corresponde a carga positiva
do préton, e— corresponde a carga negativa do elétron e r € a distancia entre elétron e
o nucleo.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

sao discutidas na Ref. (CUSTODIO et al., 2002). A Fig. 3 mostra o esquema do dtomo de
hidrogénio.

O hamiltoniano do dtomo de hidrogénio em unidades atdomicas € expresso da seguinte

H=—-V2_ -, (158)

onde r € a distancia entre o elétron e o nicleo. Conforme ilustrado na Figura 3, o préton esta
localizado na origem do sistema de coordenadas. A fun¢do de onda tentativa utilizada para a
simulacdo de Monte Carlo foi do tipo Slater semelhante aquela da solucdo exata via método

analitico da Eq. (33), ou seja,

PE(r) = e, (159)

. n .. . . ~ AP (r .
onde o é o parAmetro variacional. Para determinar a energia local, a expressio EX = \Pa—T(ﬁ)) foi
T

utilizada. Sabendo que a funcdo de onda tentativa dependia apenas da parte radial, as derivadas

resultantes do Laplaciano contido no operador de energia cinética foram

—arg (9
vage () = €24 re) (160)
r

portanto a energia local usada foi

1 1 2
El=——-« (a——) , (161)
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A escolha do valor adequado de A para a simulacdo de Monte Carlo foi feita fixando
o = 1 na funcdo de onda tentativa a fim de acompanhar o comportamento do parametro A
para um o especifico. A Figura 4 mostra a porcentagem de acertos em fun¢ao do parametro A.
Observa-se que, quando A é muito pequeno, a porcentagem de configuracdes aceitas € muito alta.
Isso ocorre porque, ao permitir valores pequenos de A, a probabilidade da nova configuracao
€ proxima a probabilidade do elemento anterior que ja pertence a amostragem. Além disso,
quando A € muito grande, a nova configuracao se torna muito diferente da anterior, resultando
em uma maior quantidade de configuracdes rejeitadas. Apds diversas tentativas, foi determinado
que o valor de A(t) =2,5/a resultava em aproximadamente 50% de configuracdes aceitas e

rejeitadas, tornando-o ideal para a simulagdo de MCQV do atomo de hidrogénio.

Figura 4 — Porcentagem de acertos em funcio de A(¢) para @ = 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Usando o método de Monte Carlo, a curva para a energia total do &tomo de hidrogénio é
mostrada na Figura 5. Observa-se que quando o parametro variacional assumiu o valor de ot =1,
houve um minimo para a energia do 4tomo, exatamente no estado fundamental, que corresponde
a E = 0.5[Eg]. O resultado da simulac@o via Monte Carlo foi bastante satisfatério, comparada
com a solucdo exata. Isso justifica a escolha da fun¢do de onda tentativa para a simulagc@o, uma
vez que ela € semelhante a func¢io de onda obtida como solugdo exata da equagao de Schrodinger.
As barras de erro foram da ordem de 10~ durante grande parte da simulacdo, com exce¢do na

energia correta, que chegou a 1075.
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Figura 5 — Energia total 4tomo de hidrogénio apés 107 passos de Monte Carlo, descartando os
10° primeiros passos no célculo da média.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

3.3 METODO DE MCQV PARA A MOLECULA DE HIDROGENIO

Nesta secdo foi feito o cdlculo do estado fundamental da molécula de hidrogénio uti-
lizando o método de MCQV. A molécula de hidrogénio € composta por dois elétrons e dois
nicleos de prétons, formando um sistema de quatro corpos comumente tratado por meio de
técnicas aproximativas.

A funcao de onda tentativa utilizada € semelhante a do calculo analitico na Eq. (98). No
entanto, foi modificada para incluir um pardmetro variacional extra. Cada ¢ (r;;) é uma fungdo
do tipo Slater, solucdes para o estado fundamental do 4tomo de hidrogénio. A forma explicita da
funcdo de onda tentativa € a seguinte,

WE (7),75) = e—%(mﬁ-ms) ie—%(rw-i-rzfx)’ (162)
onde ¢ € o parametro variacional.

A energia local foi obtida substituindo a Eq. (98) e o Hamiltoniano da molécula de
hidrogénio da Eq. (14) na Eq. (84). Considerando que a expressao da energia local depende de
como o hamiltoniano atua sobre a fun¢do de onda, foi essencial determinar o operador de energia
cinética da fun¢do de onda tentativa. Assim, calculou-se cada Viz [e_%rij } ,onde (i=1,2) ¢

(j =A,B), portanto

_a, o 2 o
vie %] = u_{__+_} (163)
ap | rij ao
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Assim, 0s termos —%V%‘P‘% . resultaram em

1 — & r r 2 I r 2
__VzlPTi—_i{e ag (128 F714) [__+ } te —ag (ra+trip) {___i_g}}’ (164)
2 2a0 rA ao rB ap

para —3V3W%, segue que

a partir dessas duas expressoes, € facil verificar que a Eq. (84) se torna
ﬁ‘l’?‘i o {e*%(723+rm) [_%Jrg} +e ag (ra+r1p) [_%+%]}
pe, " 2ag oo (1aF728) 4 o (ristraa)
o {e—%(rzﬁrm) [_%+% +e ao(r2A+rlB) [_%+%]}
2ay o (ratran) |~ (riptrn)
Sttt (166)

A Tna 1B T r2 R

ao ser escrita como um somatorio, a equagao assumiu a forma compacta dada por

— & (ry ,tria) 2 |« a(ry tris) 2, «
a 2 e 0 iB —a—f-— :i:e 40 _ﬁ_i_%

(rzA“’r/ )ie_%(rlB“‘r’ )

_______ — (167)

onde a distancia internuclear R e o ¢ sdo pardmetros variacionais.

A energia local, conforme expressa na Eq. (167), foi amostrada utilizando o algoritmo de
Metropolis, descrito na se¢do 2.7.1. Na simula¢do computacional, o valor de & foi variado até se
obter 0y, o qual corresponde ao valor que minimiza a energia E¥, esse procedimento deve ser
feito para cada distancia particular R.

(ao)

A Figura 6 (a) mostra o erro da energia total otimizada AE; ™" em fung¢@o da distancia

R para diferentes tamanhos de amostras. Observe que a variincia da energia total decai expo-
nencialmente a medida que o valor de R aumenta. Esse comportamento é explicado porque,
para valores grandes de R, a energia total da molécula deve corresponder apenas as energias de

dois dtomos de hidrogénio em seus estados fundamentais, tanto para os estados ligante quanto

para o antiligante. Além disso, como AE;O‘O) € proporcional a \/ﬁ, quanto maior o nimero de

(ao)

pontos da amostragem de Monte Carlo quantico, menor serd o erro AE;

(ao)

diferenca entre os AE

. Portanto, a principal
de amostras distintas € devido ao tamanho da amostragem.
Com a escolha adequada do niimero de passos de Monte Carlo (Np = 10%), foi possivel

(a)

obter curvas suaves para a energia total estaciondria E;"’, correspondente a um valor especifico de

R. Isso € apresentado na Figura 6 (b) para R = 1.1ag nos estados ligante e antiligante. Observa-se
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Figura 6 — (a) Erro padrdo da energia total otimizada AE;UO) em funcdo da distancia entre os

nucleos para os estados ligante (simbolos vazios) e antiligante (simbolos sélidos)
com amostragens de tamanhos diferentes Np = 10> (preto), 10® (vermelho), 10’
(verde) e 108 (azul). (b) Energia total E;a) em funcdo do parametro & para os estados
ligante (vermelho) e antiligante (preto) para a distancia préton-préton R = 1.1ag com
10® passos de Monte Carlo. Note que Ej, corresponde a energia de um Hartree.

T T T T T T T
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o 10° a e |
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P L i = i Q
S.-040F - A ER RTINS
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041} L . LF 1-1.11
[ T o, =1.26 ’
0425 (b) ,20.90 0 1-1.12
-0.43 ' -1.13

07 08 09 10 11 12 13 14 15

(04
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

que, para esses estados, ligante e antiligante, os valores de & que resultam no minimo de energia
sdo distintos. Além disso, otimizar o parametro variacional o € de extrema importancia, pois
diversas distancias entre os nicleos resultardao em ¢ distintos, e, portanto, diferentes minimos
para a energia total estaciondria E;‘O .

O valor de A() foi determinado apds sucessivas tentativas, com objetivo de assegurar que
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a porcentagem de configuracdes aceitas seja proxima de 50% em todos os testes de Metropolis,

= % para o estado antiligante e A(¢) = % para o estado ligante. A

contribui¢do dos minimos da energia total estaciondria para distintos valores de R fornece a

resultando em A(«)

curva estocdstica da energia total da molécula de hidrogénio otimizada E?ﬂ que € o assunto da

proxima sec¢ao.

3.4 COMPARACAO ENTRE O MODELO DE HEITLER-LONDON E MCQV

A abordagem de Heitler e London permite calcular a energia total dos estados ligante
E;ﬁL) e anti-ligante E;IZL)

o subindice “+4” corresponde ao estado ligante e “—” ao estado anti-ligante. Embora este

. Ambas as energias sdo derivadas da expressao Eq. (157), onde

formalismo forneca energias satisfatorias quando R — oo ou R — 0, a forma das funcdes de onda
de Heitler e London permanecem inalteradas, independente da distancia R entre os nicleos da
molécula.

A Figura 7 mostra o comportamento do parametro variacional otimizado ¢ em funcao
de R. Na curva do estado ligante, a medida que R diminui, nota-se um aumento no valor do
parametro variacional 0. Isso ocorre, pois a dispersdo dos orbitais atdmicos deve diminuir
quando os dois elétrons de ligacdo estao proximos, a fim de evitar uma sobreposi¢ao excessiva
de seus orbitais atdbmicos. Na curva do estado antiligante, quando R diminui, observa-se uma
queda nos valores do parametro variacional 0. Essa reducao leva ao aumento da dispersao dos
orbitais atdbmicos dos dois elétrons antiligantes, que por sua vez, intensifica as interferéncias
destrutivas da regido de sobreposi¢do do estado antiligante. Dessa forma, ambos os estados
ligante e antiligante alinham-se com o principio da incerteza, onde uma maior precisao na
posicdo leva a uma maior incerteza na energia cinética.

Por outro lado, ao observar as curvas dos estados ligante e antiligante na Figura 7, nota-se
que, conforme R aumenta, o pardmetro variacional aproxima-se de 0 = 1, recuperando assim a
abordagem de Heitler e London. O ajuste foi realizado utilizando as fungdes o, = ko + kye kR
para o estado ligante e oy = ko — ke *2R para o estado antiligante. A partir das expressdes do
ajuste exponencial fica claro que para R grande as exponenciais tendem a zero, logo o parametro
o tende a 1 pois kg ~ 1 .

Inspirado pelos resultados do método de Monte Carlo quantico variacional para o para-
metro ¢, que ajusta a dispersdo da fun¢do de onda tentativa a cada R visando otimizar a curva
da energia total, € possivel adicionar um parametro o que regula a dispersao das funcdes de

onda de Heitler e London para cada distancia R. Isso implica em expressar os orbitais atdbmicos
como ¢ (r;j) = 7;“—6%6’0” ij/a0, que € diferente da Eq. (33). A interpretacdo fisica deste parametro
variacional adicional na fun¢do de onda pode ser entendida considerando-o como a carga efetiva
sentida por um elétron devido a blindagem gerada pela nuvem de carga negativa do segundo

elétron. Uma interpretagdo semelhante € aplicada ao atomo de hélio, como discutido nas Refs.
(FAZZIO; CANUTO; VIANNA, 2018; GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). As consequéncias
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Figura 7 — Parametro variacional o em fun¢do das distancias entre nicleos. O ajuste
exponencial é o, = ko +kje 2R com ko = 0.970(5), k; = 0.826(13) e ky = 1.01(3)
para o estado ligante (curva s6lida em vermelho). O ajuste exponencial para o estado

antiligante (curva sélida em preto) é oty = ko — kje ¥R com kg = 1.01(0),
k1 = 0.473(7) e k; = 1.30(3). Os pontos da curva do pardmetro variacional o em
func¢ao de R utilizando MCQV sao representados por simbolos em vermelho para
estado ligante e em preto para antiligante para Np = 108 passos de Monte Carlo.

1.8 - . ; . : . . ,
= Estado ligante

1.6 —— Ajuste exponencial | T
o Estado antiligante

14 —— Ajuste exponencial |

1.2

0.8

0.6

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

dessa alteracdo sdo observadas nas integrais que compdem a expressao analitica da energia total

da molécula, as quais agora podem ser obtidas por meio do reescalamento do raio de Bohr para
/ , . . . sz, z

a, = ap/o. Além disso, modificam-se os valores esperados da energia cinética dos elétrons e

o potencial de interacdo elétron-nicleo, os quais assumem uma nova forma, como denotado a

seguir
A~ 2(06:|:a()]]‘]>
<K1>q/i:E1S (I_TISZ ’
((X :tza()ITI-i-Cl()ID)

<VN€1>I[/i :Els (168)

(1+12)

No entanto, essas modificacdes ndo alteram a forma analitica da energia total, que
permanece idéntica a Eq. (157), exceto pelo reescalamento das integrais. A forma analitica do
comportamento de ¢ em funcdo das distancias R foi obtida através do ajuste usado na Figura 7, e
posteriormente substituida na expressao analitica da energia, que foi calculada com o parametro

variacional adicional.
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A Figura 8 mostra as curvas da energia total obtidas pela abordagem de Heitler e London
e pelo método de Monte Carlo quantico variacional. Note que as curvas para os estados ligante e
antiligante da molécula exibem valores menores quando comparadas com as obtidas por meio
de uma abordagem analitica. Portanto, modificar a dispersao dos orbitais atdmicos, conforme
realizado no método de Monte Carlo quantico, melhora a descricdo da formacdo da ligagao
covalente e da dissociacdo da molécula de hidrogénio. Isso é necessario porque as forcas
repulsivas e atrativas variam conforme a distincia entre os nicleos da molécula também se altera.
No detalhe, a curva da energia total é apresentada para uma faixa pequena de valores de R em
torno do minimo que corresponde ao comprimento de ligacdo. Note a semelhanca desta curva,
para valores préximos a energia minima, com a curva do oscilador harmonico mostrada na Figura
(1). O ajuste polinomial quadratico permite determinar o melhor valor para a energia minima
da molécula de hidrogénio e o comprimento de ligacao correspondente, além de possibilitar a

posterior obten¢ao da frequéncia de vibragao fundamental.

Figura 8 — Energia total da molécula de hidrogénio em fun¢ao da distancia entre nicleos. As
curvas sélidas representam a energia obtida utilizando a abordagem de Heitler e
London sendo vermelha E?ﬁ para o estado ligante e preta Eﬁf para o estado

antiligante. Os pontos da curva da energia total em fun¢do de R utilizando MCQV

sao representados por simbolos em vermelho E;‘i‘f) para estado ligante e em preto

E;of’) para antiligante ap6s Np = 10 passos de Monte Carlo. No detalhe, plotou-se
14 pontos da energia total do estado ligante, para valores entre 1.35 < R/ap < 1.48.

Além disso, a fun¢do do ajuste polinomial usada foi E;‘i‘f) (R)=a+bR+ cR? com
pardmetros a = —0.760(24), b = —0.536(35) e ¢ = 0.189(12).
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Na Tabela 1, sdo comparados os resultados do comprimento da ligagdo molecular Ry(ag),
da energia de dissociagdo [E;(Ep)] e a frequéncia de vibragio fundamental vo(cm ™). Os dados
para essa comparacao foram obtidos utilizando as abordagens de Heitler-London (HL), Heitler-
London com o ajuste exponencial do parametro ¢ em fun¢ao de R (¢op-HL), e o método Monte
Carlo Quantico Variacional (MCQV) apresentados neste capitulo, além dos dados experimentais
(Exp.) disponiveis na literatura. Enquanto o comprimento de ligagc@o corresponde ao valor minimo
Ry, a energia de dissociagdo € definida como a diferenca entre a energia da molécula dissociada
e a energia da molécula no estado fundamental. J4 a frequéncia de vibracdo fundamental foi
calculada assumindo que, nas proximidades do minimo de energia da molécula diatbmica,
o potencial efetivo se comporta como um oscilador harménico. Essa abordagem nos leva a
expressdo da frequéncia de vibracao fundamental (FAZZIO; CANUTO; VIANNA, 2018),

1 k

Vo= 51/ (169)
2c\| U

onde ¢ € a velocidade da luz em [cm/s], u = MM, ¢ 3 massa reduzida da molécula com

- Mi+M,

M = M5 = Myidrogénio = 1 [AMU] (unidade de massa atomica). Utilizando o ajuste E;Off) (R) =

9’E(R)
JOR?

k usando a abordagem de Heitler e London, primeiro obtivemos os valores da energia na faixa

a+ bR+ cR? da Figura 8, calculamos k = em [dyn/cm] para o método MCQV. Para obter
Rp £0.08, resultando em uma curva que se aproxima de um oscilador harmoénico, permitindo o
uso do ajuste polinomial quadratico E(R) = a + bR + cR? para essa faixa de valores préximos ao
minimo. O mesmo processo foi aplicado na energia total obtida usando uma fun¢do de onda cuja
dispersao varia com a distancia R. Para realizar comparacdes com os resultados experimentais,
todas as unidades devem ser convertidas para o Sistema Internacional (SI) de unidades, enquanto

a velocidade da luz deve ser mantida em unidades de [cm/s].

Tabela 1 — Comprimento de ligacdo molecular Ry, energia de dissociacdo E; e frequéncia de
vibracdo fundamental vo(cm )

Abordagem Ro(ag) Ey(En) vo(em™')

HL 1.64 -0.12 3827
0p-HL 1.40 -0.12 3413
MCQV 1.42 -0.14 4471
Exp. 1.40 -0.17 4380

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Em relacdo a energia de dissociacdo na tabela 1, observa-se que as abordagens de HL e
op-HL diferem cerca de 29% dos resultados experimentais de (LOZIER, 1933). Por outro lado,
utilizando o método de MCQV essa diferenga diminuiu para notaveis 18% quando comparado
com os resultados experimentais. Quanto ao comprimento para ligacdo molecular estdvel, a
abordagem HL apresentou cerca de 17,1% de diferenca dos resultados experimentais, enquanto
a abordagem de MCQV melhora significativamente esse resultado diminuindo a diferenca

para 1,4%. Além disso, observe que na abordagem op—HL este resultado é ainda melhor,
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por concordar com os resultados experimentais. Finalmente, ao compararmos a frequéncia de
vibrac¢do fundamental da molécula de hidrogénio obtida pelo método MCQV com os resultados
experimentais, observamos uma concordancia satisfatéria, com uma diferenca de apenas 2, 1%.
Em contraste, ao utilizar a abordagem de Heitler e London, a diferenca em relagdo aos resultados
experimentais € de 12,6%. Quando aplicamos o ajuste 0p-HL, que adapta a dispersdo da funcdo
de onda a cada distancia, a diferenca em rela¢do aos dados experimentais aumenta para 22, 1%.
Portanto, vemos que a abordagem og-HL foi eficiente para melhorar de maneira significativa o
comprimento de ligacdo da molécula, enquanto os demais resultados foram compativeis com a

abordagem original de Heitler e London.
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4 CONCLUSOES

A proposta inicial de investigacdo deste trabalho foi calcular, utilizando uma abordagem
analitica e outra estocdstica, quatro propriedades importantes da molécula de hidrogénio: (i) o
comprimento de ligacdo, (ii) a energia do estado fundamental, (iii) a energia de dissociagao (iv)
frequéncia de vibracdo fundamental. Para tanto foi utilizado a abordagem de Heitler e London e
o método de Monte Carlo quantico variacional (MCQV).

A abordagem de Heitler e London e o0 método de MCQYV utilizam funcdes de onda
do tipo Slater. No entanto, enquanto a fun¢do de onda na abordagem de Heitler e London
permanece inalterada a cada distancia R, a funcdo de onda tentativa usada no método de MCQV
adiciona um parametro variacional extra que permite otimizar a dispersdo da funcio de onda.
Ambas as abordagens permitem formular uma expressao para a energia total da molécula de
hidrogénio, sendo que a expressao analitica obtida usando o método de Heitler e London requer
um desenvolvimento algébrico ndo trivial.

O método MCQV demonstrou eficiéncia no cdlculo das propriedades de interesse da
molécula quando comparado com resultados experimentais. No entanto, o nosso principal avango
foi alcangado na abordagem de Heitler e London. Motivados pelo MCQYV, utilizamos uma
fun¢do de onda com um parametro variacional extra e, repetindo os passos de Heitler e London,
obtivemos uma expressdo para a energia utilizando um ajuste exponencial de ay(R) (modelo
0p-HL). Esse modelo melhora significativamente o comprimento de ligacdo quando comparada
aos demais métodos.

Nossos principais resultados sugerem que tanto na formacao da ligacdo molecular quanto
para dissocia¢do da molécula de hidrogénio, a dispersdo da funcio de onda deve ser modificada
de forma dindmica. Este resultado leva a interpretagdo fisica de que a carga efetiva vista pelos
elétrons deve ser ajustada para cada distancia internuclear, a fim de proporcionar uma descri¢ao
satisfatoria do H.

Para aprimorar este modelo, planejamos propor novas funcdes de onda de teste que
assumam formas diferentes da fun¢do de Slater, incluindo correlacdes eletronicas explicitas e o
uso de funcdes de onda gaussianas. Essas fun¢des de onda podem ser normalizadas, permitindo
a repeticao dos passos de Heitler e London e, assim, obtendo uma nova forma analitica para a
energia total da molécula de hidrogénio.

Em trabalhos futuros, cogitamos ampliar nosso estudo sobre a molécula de hidrogénio
utilizando outras abordagens, como a Teoria do Funcional da Densidade ou utilizando caminhadas
quanticas para descrever estados ligados (AHLBRECHT et al., 2012). Além disso, desejamos
expandir o uso das abordagens empregadas neste trabalho para sistemas moleculares mais

complexos.
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APENDICE A - EXPANSAO DE 1/r,

Para escrever a distancia mutua entre dois pontos ry2, consideramos duas superficies
elipsoidais, onde &; < &,. Um ponto na superficie elipsoidal &; é representado pelas coordenadas
(&1, 11,91), que pode ser encarado como um ponto em movimento sobre essa superficie. Na
superficie &, o ponto é fixo e representado pelas coordenadas (&, 15, 0).

1

Ao buscar uma expressdo para 0 onde os pontos (x1,y1,z1) € (x2,y2,z2) estdo em

coordenadas elipsoidais dadas por (&, i1, 1) € (&2, 4o, @), podemos expressar r%z como

1y = {a2 [EZcos? vy + (E — 1) sin® vy sin® @) + (E2 — 1) sin® v cos? ¢1]}

+ {a2 (£ cos? vy + (EF — 1) sin® vy sin® ¢y + (EF — 1) sin® v, cos? ¢}
24> { [E1&xcosvicos vy + 4/ 512 — 14/ 522 sin vy sin @ sin v sin ¢, } , (170)
usando a identidade trigonométrica (sin> 6 + cos® 6 = 1), temos

r%z —a? { [5120052 v+ (élz —1) sin? vi|+ [522 cos? v, + (622 —1) sin? V|

) (élézcos Vi cosVy + \/522 — 1\/612 — 1sin vy cos (¢ — ¢2)) } , (171)

fazendo u = cos Vv, a equacdo se resume em

ria =a> {[&+ ui — 1]+ & +py — 1] = 2(E & i

/(1= E)(1 = E) (1 — ) (1 — 13) cos (¢ —¢2))}- (172)

Portanto, no caso particular em que ¢ = 0, obtém-se

1

1
" a\/§f+§§+u%+u§—2§1§zu1uz—2\/(1—512)(1—522)(1—u12)(1—€22)008¢1—2

, (173)

R 4 o 4ictAmnin sk . .
Onde a = %~ ¢ a distancia miitua dos pontos focais. Note que agora % pode ser vista como o

potencial de uma massa centrada em (&, Up,0) em relagéo ao ponto (&, iy, @), satisfazendo a
1
2
e finita em toda a superficie esferoidal —1 < u < +1e 0 < ¢ <2, ela pode ser expandida em

equacio diferencial de Laplace V? (%) = (. Como —- ¢ uma funcdo de i e ¢, sendo continua

termos de uma série infinita, dada por

< = Yn(“17¢1)7 (174)
0

2 =
a funcao esférica de ordem n tem a forma da integral (WALLACE, 1984)

2n+1
dr

1 21
Y,(u1,¢1) = /_1 A d¢rduzPy(cosy)F (U2, ¢2), (175)
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neste ponto, utilizaremos

n
Py(cosy) = Zeananj(ul)Pnj(Mz) cos j(¢1 — ¢2), (176)
0
onde ¢, = gg +]; é constante, e os nimeros & = 1,6, =& =& =...=2. Os n](l.il 2) sdo
conhecidas como fung¢do associada de Legendre e tem a forma (BUTKOV, 1973)
dIPy (112 .
Pujli) = (/1— p2 i EtkI2) o <o) (a77)
dp ,

onde P, (1 2) sdo os polindmios de Legendre. Usando Eq. (176) e Eq. (177) a fung@o esférica
de ordem n que depende U e ¢, terd valores dados por:

n

Yo(i1,01) = Y [AnjPoj(i1) cos(jdn) + A, Paj(thr) sin( ey ) (178)
Jj=0

Da equacdo anterior, obtém-se

o = Y 3 (A Pag) cos(01) + Ay a1 sin ). (179)
n=0 j=0

Onde A, e A ; sdo fungdes precisamente de &1 e &, assim como de ;. Essas fungdes possuem
certas proprledades, onde A, ; satisfaz equag0es diferenciais especificas, enquanto veremos que

/ , . . , . . . .
A, ; € sempre zero. Uma propriedade interessante de A, € evidenciada quando se multiplica a

Eq. (179) por Pgs (1) cos(5¢;) e se integra sobre todo o intervalo —1 < pu; < +1e0< ¢ <2m.
Ao fazer isso, nota-se que todos os termos do lado direito se anulam, exceto aquele com Ags,

resultando

1 21 a
/ [ g Res(an) os(50) = Mssass. (180)

Para obter essa expressao, utilizamos as seguintes propriedades retiradas de (ANDREWS et al.,
1999; SMYTHE, 1939) e consultamos a tabela de integrais (HEDRICK, 1961).

/027r cos (jo)cos (k¢) =0, se jH£k

/027r cos (jo)sin(k¢) =0, para j#k e j=k
1

/_] Buj (1) Puy j(1)dpy =0, se n#m

1
/IPnj(Hl)dM:O, se n#0

1 2 I(n+1)
Poj()*dpy = :
/1[ sHOFdi = 3 S =
Note que para qualquer valor de n e j (ndo apenas 85), o resultado serd conforme mostrado na
Eq. (180), portanto

(181)

21
Anj = / | pyam)eos (o) amagy (182)

M,
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podemos fazer o mesmo para Al ou seja,

I’lj’

21
// £ Byj(ur)sin(jor)dpd g, . (183)

Os termos M,,; € N, sdo resultados das integrais

M= [ [ dundon [y Plcos(jon)?
=[] dmdg by ) Pleos(ionP

1 rmr
Noj= [ [ duideilpy ) PlsinGion P, (184)
por consequéncia
2 II(n+1)2m
My = Ny = (nt1)2z (185)

2n+11I(n—1) €’

A expressdo de A,; como mostrada em Eq. (182) depende explicitamente de - possui uma

e’ V12
geometria que destaca caracteristicas importantes de A, ; sendo finita quando i =1e & =1e

igual a zero quando & = oo.
/ /7 . pd
Para A, ; lembre que em % 0 Unico termo que depende ¢ é aquele que aparece no cos ¢

Eq. (173) portanto a integral
2 g4 ) )
/ —sin (jo;)d¢, =0, (186)
0 T2

logo A; ; =0, que reduz a fungdo ¥, em

Yo(u1,¢1) = ZAn]COS (jo1), (187)

Como r‘f—z ¢ uma funcdo que satisfaz a equagdo de Laplace que € da forma

T ES AP AP
Y (mz) - a (&) {(@11 r12 e )8(])1 % r12+(€ )3¢12r12 » (188)

onde aparece 5“] &, € uma abreviagdo para

oF

0
o {(l—z )az} = 5.F. (189)

Dado que as variaveis £, &, 1y, Uy sdo simétricas, ao obter a equagdo de Laplace V? ( ) =0

em termos de &, 111, obtemos equagoes diferenciais idénticas para &, tp. Assim, resulta

a 0% a a 2% a
S () s = 5 (&) L 190
w (Hl)aq)lz % <€1)8¢12 - (190)
a 0% a
_ 3 191
Sy, o + (Hz)a%z o (191)
32
2652—61 +(§2) 2 e ) (192)
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substituindo %, conforme dado na Eq. (179), obtemos a seguinte relagao

[e]

2 2
Y {5;11 (1, 01) + M] = Z {551 w(M1,01) + & Lﬂ;’m . (193)
n=0 99 n=0 99

A equacdo de Laplace no lado esquerdo é igual a —n(n+1)Y, (11, ¢;) (MULLER, 1966). Por-
tanto,

0 2 00

y [%Yn(ul,m +ul%ﬁ;"””} + X o+ 8. 00) <0 (194)
n=0 1 n=

nd 0°Y,

Z{&;l (1. 01) + éa—;”’l] Znn+1 (1, 61) = (195)
n=0 1

Usando Y, (11, 91) = ¥i_oAnjcos (j@1), conforme obtido anteriormente, temos

©0 n

Y Y n(n+ 1)Anj+ 8, Anj — 7 (E1)Anj]Pajcos(jidr) =0, (196)

n=0 j=0

L

Aqui, usamos L apenas como uma abreviacdo da difereca entre Eq. (194) e Eq. (195). Ao repetir

o processo utilizado para obter a Eq. (182), obtemos

1 1 rmn
/1 0 d‘uld(Z)lLPnj([.Ll)COS(j(Pl), (197)

n(n+1)Anj+8 Anj— 7 (§1)Anj =
njJ—

note que por Eq. (196) L=0, consequentemente
n(n+1)Anj+ 8, Anj — j*(£1)An; =0, (198)

Assim como chegamos a essa expressdo a partir da Eq. (192), as outras igualdades também

resultam nas seguintes equacoes.

n(n+1)Anj+ 8, Anj — j*(£1)An; =0, (199)
n(n+1)Anj + 8y, Anj — 2 (1)An; =0, (200)
n(n+1)Anj+ 8¢,An — j*(&2)Anj =0. (201)

Em resumo para determinar A,; agora temos que resolver uma expressiao da forma
n(n+1)F +8,.F — j*(z;)F =0. (202)

As equagdes associadas de Legendre de primeiro e segundo tipo, denotadas por Py, ;(z;) € Qn;(zi),
sdo solugdes para equagoes diferenciais desse tipo. Como A, ; € uma funcdo que satisfaz essa

equagao diferencial, sua solugdo geral serd da forma

Anj = BujPaj(é1) + B, j@nj(G1), (203)

Em relagdo a &, 0s Be B sdo constantes, ou seja, dependem apenas de U e &. Em particular,

se tomarmos &; = 1 (lembrando que A, j € finita para &1 = 1), temos

Anj = BuiPuj(1) +B,,;00;(1), (204)
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Quando &; = 1, é fécil ver que B:,lj =0, dado que Q,(1) =« (SMYTHE, 1939). A figura (9)
mostra o comportamento do polindmio de Legendre Q, (&) para diferentes valores de n. Note

que, independentemente do valor de n, a fun¢do de Legendre de segundo tipo tende a oo quando

E=1.

Figura 9 — Comportamento dos polindmios de Legendre de segundo tipo Q,, () para diferentes
valores de n, com —1 < & < 1.

207
I
I

1 5‘{ ----- n=1 n=2 n=3
“h
H

I n=4 n=5 n=0
1.0

T
-

0.5

0.0+

-~ -
-1.0 I I I I | I Tt —— el im =™ I |

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Eq. (204) é, entdo, reduzida a
Anj=BujPij(&1), (205)

usando esse resultado na equagdo diferencial Eq. (202) e sabendo que sua solucdo é em termos
de fun¢des de Legendre, temos

Byj = TjPyj(112) + T, 0nj(112), (206)

Considerando que I' e r dependem apenas de &, ao substituirmos B,; na equagdo A,; =
ByjP,j(&1), obtemos

Anj = [TujPaj(t2) + T Onj (1) Puj( 1), (207)
fazendo u, =1
Anj = [TjPaj(1) + T3 Qi (1] Paj (1), (208)

Novamente, o segundo termo da soma vai para zero pois a funcio de Legendre de segundo tipo
Q,j(1) = oo. Portanto, a expressao ¢ reduzida a

Anj = TnjPuj(2)Paj(S1), (209)
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Substituindo na Eq. (202) e lembrando que I',j é uma fungéo que depende apenas de &, ela deve

ter a forma

Lyj = CjPuj(&2) + Dnj(&2), (210)

Onde C,,j e Dy sdo constantes, a expressdo para A, , dada por A, j =T, P, j(12)Pnj(&1), torna-se

Anj = [CpjPnj(82) + Dpj(82) 1 Puj(H2) Prj(S1), (211)

Para &) = oo, discutimos anteriormente que, devido as caracteristicas geométricas de -, a fungdo

A,j = 0. Portanto, para £, = co, temos

0= [anPnj(‘x’) +Dannj(‘x’)]Pnj(HZ)Pnj(él)’ (212)

Aqui, sabe-se que a fungdo de Legendre Pn]( ) #0e Qyj(e0) =0, isso ocorre pois 0 (&) g e =
(— 1)1% e Bj(8)e e = W,—'&” (SMYTHE, 1939). Portanto, a constante Cp,; = 0,
reduzindo a expressao anterior a

Anj = DnjQOnj(82)Fnj(H2) Paj(S1)- (213)

Para expandir rcl‘—z, consideramos sua dependéncia nas cinco variaveis &1, &, Uy, Uy € @1, como
explicitado na Eq. (173). Suponhamos agora que o ponto com coordenadas (&;, i1, ¢;) pertenca
a um elipsoide menor, enquanto o ponto com coordenadas (&;, 1»,0) pertenga a um elipsoide

maior.

§1 <&, 214)

que € justamente as consideracdes que fizemos para expandir % em termos das funcdes de

Legendre, resultando

-y an,Qn, (82)Puj(12) Paj (1) Paj (1) cos (). (215)

ri2 n=0 j=
A constante D,,;, ainda por determinar, deve ser independente das cinco varidveis &;, &, t1, 1o €
@1, visto que a fun¢do que depende dessas varidveis é apenas % Portanto, D,,; € um nimero.

Além disso, D, ; ndo depende de "a", como indicado na Eq. (173). E importante notar que toda a
deducdo foi realizada considerando o caso particular ¢, = 0, mas podemos generalizar a forma
de ;- substituindo ¢; por (01— ¢).

Em resumo, se r; € a distdncia mutua entre dois pontos e 2a € a distancia entre os pontos
focais, a razdo % é descrita pela Eq. (173). Ao mesmo tempo, se & < &, o valor de % pode

ser expandido em

i i‘, ann] (&2) nj(;u2) nj(él) n](/Jl)COS]((Pl 02), (216)

r12 n=0j=0
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onde D, sdo constantes dadas por

 2n+1 (TI(n—j)\?
D,; = (—1)¢; ”; (HEZ+53) : (217)

Para demonstrar a Eq. (217), consideremos um caso extremo em que as distancias focais
coincidem, ou seja, a = 0, resultando em uma esfera concéntrica. Para verificar que essa condi¢@o

resulta em uma esfera, comegamos com as coordenadas

x=a&cos(v), (218)

y=ay\/E2—1sinvcoso, (219)
z=ay/EX—1sinvsing, (220)

se fizermos § = ~ e em seguida a = 0 temos

x=rcos(Vv), (221)

y=1+Vr?—a?sinvcos¢ = rsinvcoso, (222)

z=1/E2—a%sinvsing = rsinvsing. (223)

Em coordenadas esféricas, a distancia entre dois pontos rj é

riy=ri+713 —2rirycosy, (224)

a fracdo % terd a forma de

1 1
2 ’ (225)
2 \/r%—i—r%—Zrlrzcos}/
Ao evidenciar r;, a expressao assume uma forma compacta
1 1
= ) (226)

a_ r 2 r
r 1+<5) —2(5)0053/

expandindo em termos dos polindmios de Legendre, para isso usamos (JACKSON, 1962)

1 =
— Y P (), (227)
1—2r,u—|—r2 n;) (1)
consequentemente
1 1 oo n
L=ty (1) By 28)
2 r o\

usando Eq. (176), para r; < r, temos

1§ o))

"2 pZ0j=0 "(n+ j) !

Bj(11)Prj(H2) cos (91 — ¢2), (229)
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Agora, vamos guardar o resultado desta equacdo e estudar a Eq. (216) quando §; = 71, & = 22,
ea=0.

n

=) X Dnj (Q'” ) ’”(71))  Pu(b2)Bay(an) c0s (1 = 02), (230)

r12 n=0 j=0

Analisando detalhadamente a expressdo entre parénteses, o produto do tipo P,;(&1)0nj(&2) pode

ser escrito na forma de
d) .d\)
PuEN@ni(&) = (/1 - &%)f”“g—';f%/ - 522)1%’;,2@, @31
1 2
Pu(ENQui(&) = (/& — 1/~ 1R ()0 (&), 232)

Podemos representar os polindmios de Legendre utilizando a férmula de Rodrigues, isto €,

1 dm

(él) ny 'dgn

(EE—1)" (233)

A figura (10) mostra como o polindmio de Legendre se comporta para diferentes valores de
n, dentro do intervalo —1 < §; < 1. paran=0,1,2,3,4 temos (JACKSON, 1962), (SMYTHE,
1939), (NEUMANN, 1887).

Figura 10 — Comportamento do polindmio de Legendre P, (&) para diferentes valores de n no
intervalo —1 < & < 1.

20¢

15 7 n=2 n=3 7

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Py(&) =1, (234)
Pi(G1) = 51, (235)
Py(G1) = —51 ; (236)

e 237)

Pi() = o &t -+, (238)

portanto para P,(&;) temos

C
P, (&) =A&] {1 +—5+a+- (239)
& &
A definicao geral de polindmio de Legendre de segundo tipo €
I' p,(o)do
L) = A A 240
0uw) = [ 70 (240)
Expandindo (ﬁ) em série com U — oo e fazendo K/ = | 1 109P,(0)do (esta integral s6 é
diferente de zero para valoresde g =n,n+2,n+4,n+6...), temos

1 n+1 1 n+3 1 n+5
Qn(,u):K,Z’<E) +K,’[+2(ﬁ) +K,’,’+4(ﬁ) ... (241)

Os valores destes K" podem ser obtidos definindo K"*? = K"X e K"+ = K"X " eem seguida
utilizando Q, (1) como solugdo da equagdo de Legendre. Para nossa demonstragao, é suficiente

ter

1 1 1
On(&2) = Ay (1+E n+2+Fn—+4+...oo>, (242)
2 2 2

das Eq. (239) e Eq. (242) A,B,C, A E e F sdo constantes e obedecem a relacdo

2
. 243
2n+1’ (243)
derivando a Eq. (239) em relagdo a &; pela regra do produto, temos
/ B C 2B 4C
P,(&)) = An&l™ {1+ +—+.. } A&t { +]
" : & & & &
/ B C
P,(&1) =An&]™ [1 + = 22 + =z £ +. ] (244)
1 1

.« . . / / . / -
aqui introduzimos novas constantes B e C . Derivando P,(&;) em relagdo a & pelo mesmo

processo chegamos em

/! /!

B C
I+ 54—+

B, (&) =An(n—1)&] =t

(245)
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derivando a ultima expressdo sucessivas vezes resulta na forma geral

P(&) =An(n—1)(n—2)...(n— j+1)& U, (246)
fazendo o mesmo para a Eq. (242), obtemos a forma geral.
1 n+j+1
P& = A0 D0+ 04 () 247

nessas equacgdes U e V sdo expressoes escrita em termos das constantes a,b,c,d, f,... que

surgem quando derivamos sucessivas vezes. Em resumo sio da forma

b c

U:1+—2+—4—|—..., (248)
1 1
d e

V:1+—2+—4—|—..., (249)
2 2

Retomando para andlise de P, (1) Q0,;(&2), podemos escrever utilizando a Eq. (247) e a Eq. (246).

Dessa forma, obtemos

G n . n 1— 2 1— 2 J
Pnj(él)an(éz)Zz( DY Mln+)) 6 (\/ él)(\/ %) uv.

2n+1 M(n—j)Egpt! &1 & ’ (230)
se fazemos &§; = "L e & = 22 temos
J
21D I(n+ ) (L [ ( 1=(3)%) (/1-(2)%)
P2 = 21 HEZ_?; (5_2“,3“ V ,_1 V | UV ey

3 n rn
Note que as constantes que aparecem nesta equagio, quando expressas em termos de - € =
e considerando a = 0, que corresponde ao caso em que os focos coincidem, tornam-se iguais
a 1. Finalmente, nossa andlise do termo entre parénteses, conforme dado na Eq. (230), leva a

seguinte igualdade

0,(2)Py(H))  _2A-1)/Tn+))
( a )a o 2n+1TII(n—j) g“’ (252

substituindo em Eq. (230) temos

~1)/ (n+) 7 | o
ru_,;),z nj 2n T ) gy T K2 Pai ) cos (01 = 62), (253)

A qual € idéntica aquela mostrada na Eq. (229). Assim, verificamos que a constante D, ; tem a

forma de
2(—=1)/ 11 II(n—j
Dnj( )/ M(n+ ) ¢, (n {)’ (254)
2n+1 I(n—j) (n+j)
como querlamos mostrar
- 2n+1 (O(n—j)\>
D, =(—1)g; . 255
a0 (e 29

As demonstragdes deste apéndice foi fundamentada no livro de Neumann (NEUMANN, 1887),

com algumas adaptacdes.
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