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Lista de Simbolos

Simbolo Descricao Unidade
U Vetor de deslocamentos nodais da malha de elementos finitos m
K Matriz de rigidez global da malha de elementos finitos N
K, Matriz de rigidez geométrica g
B Matriz de deformagao %
F Vetor forca N
F.. Vetor forca critica de lambagem N
Q Dominio fixo de projeto
E° Tensor constitutivo de elasticidade do material base Pa
E Tensor constitutivo de elasticidade do material Pa
vV Volume total do dominio m?
L Operador vetorial de localizagao do deslocamento restrito
p Campo de densidades do dominio %
P Fator de penalizacao do modelo SIMP
X Variaveis nodais de projeto %
ne Numero de elementos da malha
npg Niumero de pontos de Gauss do elemento
w Peso de projecao
R ox Raio de projegao m
Eges Energia de deformacao para um elemento com p =1 J
Eaer Energia de deformacao efetiva do elemento J

v Funcao energia de deformacao J

n Parametro da funcao energia de deformacao

Aer Autovalor associado a forga critica de flambagem

A Vetor solugao do problema adjunto

H Operador matricial de localizacao dos

deslocamentos nodais a partir do vetor
global

Tom Tensao Equivalente de von Mises Pa
Olim Tensao limite do material Pa

o Estado de tensao pontual Pa

q Parametro de aproximacao-qp

€ Parametro da relaxacao-e Pa

P Parametro da norma-P da tensao

c Fator de correcao da morma-P de tensao

P Funcao restricao de tensao Pa

k Contador das iteracoes
)| Norma Euclidiana de um vetor ou tensor (-)



Capitulo 1

Introducao

A presente proposta trata do projeto otimizado de mecanismos flexiveis distribuidos, conside-
rando restricoes quanto a seguranca em flambagem e ao escoamento. Este topico é bastante
atual, uma vez que tanto o projeto de mecanismos flexiveis quanto a consideracao de restricoes
relacionadas a segurancga (neste caso restri¢oes de tensao e de flambagem) tem sido ativamente
pesquisadas nos ultimos anos.

Neste trabalho, o projeto otimizado sera obtido por meio da técnica de Otimizacao Topolo-
gica. A formulacao utilizada para o projeto do mecanismo flexivel distribuido sera baseada no
trabalho apresentado por Cardoso e Fonseca [15]|, que propdoe a maximizagao de uma funcao
da energia de deformagcao juntamente com restri¢oes sobre o volume e sobre o comportamento
cinematico requerido (deslocamentos). No entanto, observa-se nos resultados obtidos com esta
formulagao, que podemos encontrar regioes com tensoes elevadas uma vez que a energia de
deformagao é proporcional ao nivel de tensao em cada ponto do dominio. Ainda, sao obtidas
regioes esbeltas sob compressao, o que pode acarretar em flambagem (instabilidade elastica),
conforme ilustrado na figura (1.0.1).

Desta forma, este trabalho propoe a consideragao de uma restri¢ao global de tensao mecanica
baseada no trabalho de [16] e de uma restri¢ao global de flambagem em adi¢do a formulacao
originalmente proposta por [15|. Para isto, serdo investigadas a influéncia dos parametros de
parametrizac¢ao das tensoes mecanicas, proposto por [11], em problemas com grandes regies de
vazios e submetidas a deformagcoes consideraveis, como as que ocorrem nas topologias obtidas

no trabalho de Cardoso e Fonseca, [15].
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Regiio Suscetivel a
Flambagem

Regiio com
Tensdes elevadas

Figura 1.0.1: Mecanismo com flexibilidade distribuida sujeito a ocorréncia de flambagem

No que segue, serao apresentadas a teoria e desenvolvimento das equacoes necessarias para
o desenvolvimento deste trabalho, bem como as indicagoes sobre as contribuicoes que serao

realizadas ao tema.



Capitulo 2
Otimizacao Topologica

A otimizacao topologica consiste em distribuir material em um dominio fixo de projeto previa-
mente definido, €2, de modo a satisfazer condigbes de contorno e restrigdes (como por exemplo
flexibilidade, deslocamentos, tensoes, frequéncias naturais, etc.) estabelecidas pelo problema
de otimizacao. Um algoritmo é usado iterativamente combinando o método da otimizagao em
questao e um método numeérico de anélise como por exemplo o método dos elementos finitos.
Este método de otimizacao é vantajoso em relacao a otimizacao de forma e otimizacao
paramétrica, por ser mais genérico e garantir uma distribuicao de material de modo que, além

promover os contornos adequados, permita a inclusao de buracos na estrutura (Fig. (2.0.1)).

Figura 2.0.1: Otimizacao paramétrica, otimizacao de forma e otimizacao topologica

Este método é implementado de acordo com algumas etapas pré-definidas, a saber:

Pré-processamento: refere-se a condigoes geométricas e de carregamento. Basicamente é a
definicao de um problema de andlise por Elementos Finitos com informacoes sobre objetivos e

restricoes do problema de otimizagao. As etapas do pré-processamento sao:

e Escolher adequadamente o dominio de referéncia que permita a definicao de carregamento

e condigoes de contorno;

e Definir as regioes do espaco de projeto que devam obrigatoriamente conter ou nao mate-

rial;

e Construir uma malha de elementos finitos para o dominio de projeto. O tamanho da

malha de ser tal que consiga representar adequadamente a estrutura.

7
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Otimizagao Topologica:
e Fazer uma estimativa inicial das variaveis de projeto;
e Calcular as sensibilidades (gradientes);

e Utilizar um método de otimiza¢ao como por exemplo o MMA (método das assintotas

moveis) ou PL (programagao linear);

e Atualizar as variaveis de projeto e repetir o procedimento até que seja obtida a conver-

géncia.
A ultima etapa é a fase de pos-processamento.

e Os resultados obtidos na segunda etapa devem ser interpretados, analisados e represen-

tados como uma topologia definida.

2.1 Histoérico

A Otimizagao Topologica é um campo de estudos consideravelmente novo e que vem se desen-
volvimento muito rapido no contexto de estruturas mecanicas A generalidade deste método vem
atraindo muita atencao de pesquisadores e tornando este método objeto de muitas publicagoes
ao longo dos tltimos anos.

Conceitos classicos de otimizacao estrutural foram propostos por Michell no inicio do século
XX, conforme [39], em trabalhos cujo objetivo era otimizar estruturas baseado no limite pléstico,
usando elementos de barras para discretizar o dominio. Este método foi baseado em métodos
analiticos, porém alguns anos mais tarde, métodos de programacao matematica como as técnicas
de programacao linear e o método simplex foram utilizados em projetos 6timos de trelicas com
restricao de peso |47, [43], [45] e [46].

Cheng e Olhoff, [20], demonstraram um estudo sobre maximizagao da rigidez de placas
delgadas considerando a espessura como variavel de projeto. Eles observaram que quanto
mais detalhada fosse a discretizacao do dominio, maior o nimero de reforcos e constataram a
dependéncia da malha e a falta de um dominio fechado capaz de fornecer uma solugao para o
caso.

Ainda estudando maximizagao da rigidez sob restrigdo de volume, |9] propuseram um mé-
todo que levou em consideracao a microestrutura do material, ou seja, que descreveu suas
propriedades efetivas. Através deste método conhecido como método da homogeneizacao é pos-
sivel estabelecer um dominio suficientemente amplo de modo a garantir a existéncia de uma
solucao.

O método SIMP, muito aplicado para materiais isotropicos, sera discutido posteriormente
e foi apresentado por Bendsge em 1989 [7], porém o termo SIMP surgiu em 1992 conforme
[50]. Também em 1992, como pode ser visto em [25|, Diaz e Kikuchi analisaram problemas que

envolviam frequéncias de ressonancia em estruturas continuas.



CAPITULO 2. OTIMIZACAO TOPOLOGICA 9

Ambrosio e Buttazzo em 1993 [1| propuseram uma restrigao do perimetro como forma de
restringir o espago de solucao e garantir a existéncia de um o6timo global. Este método foi
implementado por Harber, Jog e Bendsge (1996) [31].

Outras contribuigbes relevantes surgem com os trabalhos [51] e [54] onde Sigmund propoe
filtros para suavizar a distribuicao das densidades eliminando assim o fenémeno do "tabuleiro de
xadrez" ou checkerboard. Sigmund [56] apresenta uma proposta de filtro baseada em operadores
como o de dilatacao e erosao que levam as densidades dos elementos para o valor maximo
e minimo respectivamente. Com esta ideia consegue-se eliminar as areas de transicao com
densidades intermediarias.

A consideragao de restrigoes de tensao, devido a problemas apontados por [24] e por [19],
sempre foi um desafio em otimizagao topologica. O grande nimero de restricoes de tensao
advindo do carater local da tensao foi abordado por [42] pelo uso do método do Lagrangeano
Aumentado e por [16] com a consideragao de uma restricao global de tensao. O problema da
singularidade da tensao, advindo da parametrizacao material foi abordado por diversos autores,
como por exemplo [11, 24|, [19]. Uma discussao sobre a qualidade das medidas de tensao pode
ser encontrada em [22|. Uma formulacao para tratar restrigdes locais de tensao pode ser vista
em [2], que se baseia em um funcional de penalizagdo para fazer com que as restri¢oes se
aproximem do campo de tensao de von Mises.

Estudos sobre flambagem em estruturas compostas por trelicas sao publicados conforme
[18] e [48] abordando dificuldades relacionadas a fenémenos de singularidade e instabilidades
de solugao respectivamente. A analise da flambagem para topologias continuas podem ser vistas
nos trabalhos de [41] onde uma aproximagao é realizada para considerar as forgas criticas no
problema, e [44], que tratam de estruturas com deformagao hiperelastica e linear elastica.

Uma publicagao recente |12] aborda a minimizacao de peso estrutural combinando restri¢oes
de flexibilidade e tensoes locais usando o critério de falha de Drucker-Prager. Com este critério é
possivel trabalhar com corpos que possuem diferentes comportamentos em tragao e compressao.
Um aspecto interessante desta referéncia é o fato de os autores utilizarem uma regra heuristica
para a consideracao de um conjunto ativo de restricoes locais de tensao, ao invés de considerarem
uma abordagem consistente como a apresentada por [42]. Aplicagoes da relaxacao-¢ e da

aproximagcao-qp também sao consideradas nesta referéncia.

2.2 Modelo Material - SIMP

Em sua esséncia, o problema de otimizacao topologica busca a distribuicao de um material
isotropico no dominio fixo de projeto. Com isto, em cada ponto do dominio, temos que a

relacdo constitutiva do material seria idealmente parametrizada de acordo com a Eq. (2.2.1).

; 1 zeqm
E — ]_QmatE 1Qmat — . (221)
’ 0 zeQ/Qm
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/ lgmeedQ < Vol(Q™) <V
Q

No entanto, esta abordagem é de natureza discreta e faz com que o problema continuo
nao tenha solucao [8]. Quando discretizado, o problema finito dimensional terd uma solugao
dependente da discretizacao (dependéncia de malha). Conforme discutido por [9], isto se deve
ao fato da solucao 6tima para o problema nao ser obtida com uma distribuicao de um material
homogéneo isotropico e sim com o uso de materiais anisotropicos (o que corresponde a uma
relaxacdo do dominio de solugao). Como resultado dos trabalhos de |9], verificou-se que a
relaxacao associada ao uso de um material isotropico com variacao continua de propriedades em
cada ponto ja permitiria a solucao do problema. Esta abordagem ¢é conhecida como método das
densidades ou SIMP (Simple Isotropic Material with Penalization), de acordo com a Eq. (2.2.2),
onde p(x) é uma funcao de projeto, E° é o tensor constitutivo que representa as propriedades de

um material base isotropico, E é o tensor constitutivo efetivo e V' é o volume total do dominio.

E(z) = p(z)’E, p>1 (2.2.2)

/p(ﬂﬁ)dQ <V 0<p(x) <1 ze
Q

Este modelo permite um ajuste da parametrizacao do material, sendo que para p = 1
obtemos o limite superior para a mistura de dois materiais e para p > 1 podemos representar
diferentes leis de misturas. Se p tende a infinito, nos aproximamos da parametrizacao da Eq.
(2.2.1). Um problema com esta penalizac¢ao é o surgimento de valores intermediarios de rigidez
("gray scales”, ou escalas de cinza), que correspondem a um material poroso. Isto é indesejavel,
pois dificulta a interpretacao dos resultados obtidos e consequentemente inviabiliza a fabricacao
do projeto. Este problema pode ser corrigido com o uso de expoentes p na ordem de 3 e/ou
com o uso de projegdes nao-lineares |30]. Entretanto, se o valor de p for muito elevado, a
parametrizacao material continua se aproxima da discreta, que nao possui solucao. No entanto,
devido ao fato do problema de equilibrio ser finito dimensional, observa-se uma dependéncia do
resultado com o nivel de discretizacao. Outro problema que pode ocorrer é a formacao de um
numero elevado de furos e a formacao de reforgos de baixa espessura. Embora isto nao acarrete
problemas ao otimizador, torna a fabricagao dispendiosa.

A instabilidade do tabuleiro (checkerboard) é uma distribui¢ao de material onde a densidade
dos elementos adjacentes varia de forma periddica, com caracteristica similar a um tabuleiro
de xadrez. Diaz e Sigmund, [26], mostram que esse fenomeno surge devido a um modelamento
inadequado do MEF pois a rigidez aparenta artificialmente ter um valor elevado quando com-

parado com uma distribuicao de mesmo volume mas com distribuicao homogénea de material.
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Verifica-se, também, que para as fun¢oes de interpolagao de alta ordem a instabilidade do ta-
buleiro nao aparece. Para solucionar a instabilidade de tabuleiro e controlar a distribuicao
de material no dominio de projeto sao utilizadas duas abordagens no ambito da Otimizacao

Topologica: filtros e projecoes.

2.3 Filtros e Projecoes

Filtros sao operadores mateméticos aplicados sobre uma funcao nao regular, tendo como ob-
jetivo suavizar sua distribuicao. Com isto, ao aplicarmos um filtro sobre a distribuicao de
material obtida com o método da otimizagao topologica, podemos eliminar instabilidades nu-
méricas tais como o tabuleiro de xadrez além obter algum controle sobre a complexidade da
topologia obtida [14].

Os filtros podem ser classificados quanto a sua abrangéncia espacial em duas categorias:
Filtros de vizinhanca fixa [63] ou Filtros de vizinhanga espacial [13]. Nos filtros de vizinhanca
fixa o valor de uma grandeza associada a um elemento depende das grandezas dos elementos
adjacentes (vizinhos de nos e/ou de arestas) enquanto nos filtros de vizinhanga espacial a
grandeza associada a um elemento depende das grandezas de elementos contidos dentro de um
raio de vizinhanca. Com isto, podemos verificar que os filtros de vizinhanca fixa eliminam a
instabilidade de tabuleiro, mas nao permitem eliminar a dependéncia do resultado com o refino
da malha e nem um controle efetivo de complexidade. Por sua vez, os filtros de vizinhanga
espacial permitem um controle efetivo sobre todas estas questoes.

Como uma generalizagao do conceito de filtro, [29] propuseram a utiliza¢ao de um operador
de projecado para o controle da distribuicdo de material. E interessante salientar que uma
projecao Pr é um operador que mapeia uma determinada variavel de um espago U® para um
espaco V? na forma Pr:U® — V?® e apresenta como propriedade Pr : Pr = Pr. Desta forma,
o correto seria utilizar a expressao operador linear ao invés de projecao, mas iremos respeitar
os termos utilizados na literatura da &rea. Se definirmos o problema de otimizac¢ao em termos
de variaveis auxiliares X e mapearmos estas variaveis para a malha de elementos finitos de
modo a controlar a variacao espacial das densidades, entao iremos controlar o aparecimento da
instabilidade de tabuleiro e controlar o tamanho dos refor¢os (Pr:x — p).

Neste trabalho sera utilizada a projecao linear, conforme a equagao (2.3.1), que determina
a variavel p; de um elemento ¢ a partir de uma média ponderada de variaveis nodais x definidas

em uma regiao no entorno do elemento (vizinhanca):

> TjW;
p=1l (2.3.1)
> w;
7j=1
Rmax - Rij
RmCLZB

onde nv é o nimero de noés vizinhos a um determinado elemento j, R;; é a distancia entre o

w; = (2.3.2)
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no6 i e o centroide do elemento j € Ryes € 0 raio de projecdo. E importante salientar que a
projecao linear permite um controle direto sobre o tamanho dos reforgos estruturais através do
raio de abrangéncia, verificando-se uma proporcionalidade entre o tamanho deste raio e tais
reforcos. Deve-se salientar que boa parte dos filtros pode ser vista como um caso particular de
um operador de projecao e que, dependendo do operador de projecao utilizado, poderemos ter
diferentes graus de penalizacao de densidades intermediarias [30].

Usualmente, obtemos as sensibilidades do problema de otimizacao em termos das densidades
no centroéide de cada elemento finito. No entanto, como no caso das projecoes as variaveis do
problema de otimizacao passam a ser as variaveis X, devemos corrigir as sensibilidades utilizando

a regra da cadeia, de acordo com a Eq. (2.3.3).

dfdf dp
dx,, dp; dx,,

(2.3.3)



Capitulo 3
Mecanismos Flexiveis

Um mecanismo é um dispositivo mecanico cuja funcao é transferir ou transformar movimento,
forga ou energia [60]. Mecanismos tradicionais sdo formados por diversas pecas rigidas nas
quais nao sao permitidas grandes deformacoes elasticas para que a eficacia do mecanismo nao
fique prejudicada. As articulacoes moveis entre as pecas geram movimento relativo, ocasio-
nando atrito e suas consequéncias como ruido, desgaste, folga e vibragoes. Por sua vez, um
mecanismo flexivel (compliant mechanism), ilustrado na Figura (3.0.1), permite que as fun¢oes
deste dispositivo mecanico sejam cumpridas utilizando-se apenas uma peca, eliminando assim
as juntas moveis, o desgaste e a necessidade de lubrificacao. A reducao da quantidade de pecas
que o mecanismo flexivel proporciona pode simplificar a producao eliminando a montagem,
gerando assim uma grande reducao nos custos de fabricacao. Este tipo de mecanismo deve ter
rigidez suficiente para transmitir esforcos e em contrapartida deve ter flexibilidade suficiente

para se deformar e atingir o objetivo ao qual se propoe.

Figura 3.0.1: Mecanismo flexivel
Imagem extraida do site: http://compliantmechanisms.byu.edu/image-gallery /grippers,
acesso em 26 de Marco de 2012.

Estes mecanismos proporcionam grandes precisoes nos movimentos e podem ser fabricados
em microescala, por isso sao aplicados em sistemas que exigem tais requisitos como sistema
microeletromecanicos, microeletromechanical systems (MEMS). Podemos citar alguns produtos
comerciais onde sao empregados o MEMS: sensores de aceleragao para airbags, sensores de
pressao para instrumentos na area biomédica e microatuadores para movimentagao de conjunto

de espelhos em sistemas de projecao. Outra importante utilizacao dos mecanismos flexiveis é

13
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na engenharia biomédica quando se fala em instrumentacao cirirgica, onde a precisao e a
sensibilidade de movimentagao sao fatores determinantes para este tipo procedimento. O peso
reduzido, a possibilidade de construcao em tamanhos muito reduzidos e aplicagao em ambientes
hostis fazem deste tipo de mecanismo uma grande alternativa para industrias eletronicas e
espaciais.

Assim como existem vantagens associadas a mecanismos flexiveis, existem também varios
desafios e desvantagens para algumas aplicagoes. Talvez o maior desafio seja analisar e projetar
tais sistemas, pois isto requer conhecimento dos métodos de analise de mecanismos e da deflexao
dos membros flexiveis do dispositivo. Devido a estas dificuldades, no passado os mecanismos
flexiveis foram desenvolvidos pelo método de tentativa erro. Tais métodos sao aplicaveis apenas
para sistemas muito simples que executam tarefas relativamente simples, e muitas vezes nao
sao economicamente eficientes para muitas aplicacoes potenciais. Muitas teorias foram desen-
volvidas para simplificar a analise e o projeto de mecanismos flexiveis. Mesmo considerando
esses avancos, a tarefa de projetar e analisar esses sistemas ainda sao desafiadores.

Dentre os varios desafios que este assunto gera, podemos citar a anélise de fadiga, que é
sem duvida uma questao mais primordial para mecanismos flexiveis, ja que as partes muitas
vezes sao submetidas a carregamentos ciclicos. Outro fator, é que esse tipo de mecanismo
nao pode produzir um movimento rotativo continuo [60]. Embora esses desafios possam ser
superados, é importante a compreensao para se avaliar quais as aplicagoes mais favoraveis para
um mecanismo flexivel.

Um dos aspectos mais importantes quando se trata de sintese de mecanismos flexiveis é o
controle das relagoes entre os deslocamentos de saida e de entrada, bem como as forcas de saida
e entrada. Além disso, é essencial que seja viavel projetar as configuracoes de saida baseada
nas pré-definicoes de entrada.

Os métodos para sintese de mecanismos flexiveis se dividem dois tipos principais: a sintese
cinematica e sintese do continuo. A sintese cinematica [40] é baseada na sintese de mecanismos
tradicionais constituidos de elementos rigidos, neste caso a flexibilidade fica concentrada apenas
em algumas regioes do mecanismo, ocasionando tensoes e deformagoes excessivas nessas regioes.

Alguns trabalhos foram desenvolvidos baseados nessa teoria onde a cinemaética de corpos
rigidos era aplicada para projetar um mecanismo parcialmente flexivel ou com flexibilidade
em algumas regides somente [32]. Um outro método surgiu para projetar mecanismos com
flexibilidade concentrada em alguns pontos, conforme [33|, e é conhecido como pseudo-corpo
rigido, possuindo barras rigidas e molas em sua constituicao. Este método é aplicado para
desenvolver mecanismos com grandes deslocamentos.

Por outro lado, um mecanismo flexivel projetado com base na sintese do continuo, [4], tera
a flexibilidade distribuida em toda sua estrutura, conforme Figura (3.0.2). Esta concepcao
utiliza o Método da Otimizagao Topologica (MOT) [9] para encontrar o formato 6timo da
estrutura mantendo o comportameno cinematico adequado. Entretanto, o MOT primeiramente
foi desenvolvido para maximizar a rigidez de estruturas, [61], o que nao satisfaz o projeto em

questao, ja que a flexibilidade é fundamental. Alguns anos mais tarde em 1995, Ananthasuresh
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A) ®)

Figura 3.0.2: Flexibilidade distribuida (A) e flexibilidade concentrada (B)

e Kota, conforme [3], realizaram um trabalho sobre mecanismos com flexibilidade distribuida.
Este método permite que a estrutura se deforme com magnitude e diregoes pré-estabelecidas
quando submetidas a esforcos especificados previamente.

As primeiras formulagoes que também levassem em consideracao o comportamento cinemé-
tico da estrutura surgiram em 1995, conforme [52], e em 1996 de acordo com [28]. Larsen et al.,
(1997), |37], apresentaram uma funcao objetivo que permite o controle da forga disponivel na
saida. Podemos citar outros trabalhos relevantes como [53] e [55] que tratam de atuadores fle-
xiveis e mecanismos de pinga, e Jonsmann et al., (1999), conforme [34|, sobre micromecanismos
com atuacao térmica.

Uma nova classe chamada mecanismos flexiveis multi-estaveis tem sido estudada nos tltimos
anos [17], propondo mecanismos com duas posigoes de equilibrio estéveis sem qualquer adigao de
energia para manté-las, aplicavel em componentes eletronicos como switches, relés e valvulas.

Diversas formulagoes propostas para projeto de mecanismos flexiveis como [54] e |64], apre-
sentam em suas estruturas a ocorréncia de nos isolados conectados a regices rigidas (hinges),
desta maneira a flexibilidade fica concentrada nestes nés gerando o efeito "dobradica". Este
efeito é causado por uma falha do modelo numérico [10] e consequentemente gera erros nos
calculos de tensao e deformagao. A formulacao que servird de base para este estudo [15] é
capaz de suprimir este fendmeno maximizando a energia de deformacao sem adicao de artificios
matemaéticos que dificultem a implementacao.

Uma abordagem sobre otimizacao multi-objetivo empregada em projeto de mecanismos
flexiveis pode ser observada em [38]. O método é desenvolvido para realizar a minimizacao da
energia de deformagao e maximizagao do deslocamento na saida. Esta analise é feita usando o
modelo SIMP juntamente com uma variacao do método de otimizacao multi-objetivo conhecida
como physical programming (PP). Porém, é perceptivel que este método nao elimina o efeito
"dobradica".

Uma aplicacao do método level set para produzir mecanismos com flexibilidade distribuida

¢ apresentada recentemente em [67].

3.1 Mecanismos com flexibilidade distribuida

Uma formulagao adequada para o projeto de mecanismos com flexibilidade distribuida deve

impor que uma parte da energia inserida seja armazenada na estrutura sob a forma de energia
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Y=p"Eqe

Figura 3.1.1: Comportamento da funcao energia de deformagao para o elemento da malha

de deformacao, para evitar que a flexibilidade se concentre em apenas alguns pontos formando
um mecanismo parcialmente flexivel. Além disso, ela deve ser facilmente aplicada a problemas
nao-lineares e multi-fisicos e deve considerar caracteristicas do meio externo pois a topologia
do mecanismo 6timo depende delas.

Baseados nessa analise [15] mostram que a energia de deformacao efetiva de um elemento
Edef ¢ inversamente proporcional a sua densidade, eq. (3.1.1), de modo que Ey.; expressa a

energia de deformagao para um elemento com p = 1.

— 1
Edef = _Edef (311)

P
Evidentemente, ao maximizar Fdef as densidades tenderao a zero. Para lidar com este
problema, é proposta pelos autores uma funcao de maximizagao da energia de deformacao,

escrita na eq. (3.1.2).

'QD = panef = pn_lEdef = pn_lUTKU (312)

Esta nova funcao apresenta um comportamento de proporcionalidade entre a densidade e a
energia de deformagao do elemento, penalizando as densidades intermediarias. A figura (3.1.1)
ilustra este comportamento para alguns valores de n.

No contexto da malha discretizado a eq. (3.1.2) pode ser escrita:

ne
v =>"p UK U; (3.1.3)

i=1
Agora, a maximizagao desta fun¢ao conduz a uma topologia com densidade integral (p = 1)
para todos os elementos, por isso ¢ necessaria uma restricao da quantidade de material permita
na topologia 6tima. Para completar a formulagao do problema, o comportamento cinemético
do mecanismo ¢é introduzido através de restricoes no campo de deslocamentos da estrutura,

resultando na eq. (3.1.4).
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Maxz W (3.1.4)
Restricoes. [, pdQ < Viyae
U] S Ujmam

ou U] Z Ujmin

Muitas vezes o projeto de tais mecanismos é inviavel dependendo dos valores das restricoes
impostas, tanto para a fragao volumétrica quanto para os deslocamentos. Também deve ser
ressaltado que o 6timo encontrado pode variar dependendo a distribuicao inicial de densidades

pois a formulagao proposta ¢ nao convexa.

3.1.1 Sensibilidade da funcao energia de deformacao

A sensibilidade da funcao objetivo em relacao as variaveis de projeto é demonstrada pelos
autores em [15], para efetuar esta analise primeiramente reescrevemos a eq. (3.1.3) considerando

o termo adjunto

U= nz {p? (H,U)" K, (HZ-U)} + AT (KU - F), (3.1.5)

i=1
onde H é um operador de localizacao que mapeia o vetor deslocamento de um elemento U;
a partir do vetor de deslocamento global U. O termo adicionado na Eq. (3.1.5) corresponde
a equacao de equilibrio e nao interfere na equacao original. Derivando em relagao a m-ésima

variavel de projeto obtemos

% = ; {% (HU)" K; (HU) + 24} (H;U)" KiHi% (3.1.6)
+p} (H;U)" dI: (HZ-U)} + AT;%U + ATK;%,
agrupando os termos comuns teremos
% - ; {% [(HiU)T K; (Hz‘U)] + Ccl% [2/)? (HU)" K;H, (3.1.7)
FATK] + MK + o (H,U)" Z;Z (H,U) + AT C% U} ’

para evitar o calculo da derivada do vetor deslocamento global em relacao a p;, a segunda

parcela da eq. (3.1.7) deve ser levada a zero, resultando na seguinte equagao
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K\ = Z{ 207 (HU)" KHL |} = Z{ (2p7UTK,) H,} . (3.1.8)

Se observarmos os termos da Eq. (3.1.7), iremos notar que a derivada da matriz de rigidez
global em relagao a variavel p; é igual a K;. Para problemas lineares, a dependéncia da matriz
global em relagao as densidades dos elementos é local. Assim, o ultimo termo da eq. (3.1.8) ¢é
nao nulo somente quando i = m, tal que a eq. (3.1.7) deve ser calculada somente neste caso,

tal que

K\ = Z{ 20 UMK, H,, } . (3.1.9)

Pode-se verificar na eq. (3.1.7) que

ne

S ot (U)K, (HU)] (3.1.10)

¢ nao nulo somente quando ¢ = m, resultando em

np' UK, U,, = np!U’'K,, U, (3.1.11)

que também é um termo local, o termo remanescente

S (HU) Zf){i (H,U) (3.1.12)
i=1 m

é também local para problemas lineares, porque a derivada da matriz rigidez local é nao

nula somente quando ¢ = m, resultando em

UK, U,,. (3.1.13)

Agrupando todos os resultados, finalmente obtemos a expressao desejada sendo que \ é

calculado usando a eq. (3.1.9).

av

o = (nprt + pin) UL K, U, + M K, U, (3.1.14)

3.1.2 Sensibilidade de uma Componente do Deslocamento

Para calcular a sensibilidade devemos definir: o indice j define a componente do vetor de
deslocamento global, o indice m diz respeito a variavel de projeto e L é o vetor de localizacao
contendo o valor 1 na posicao j e zero nas demais posi¢oes. O deslocamento global pode ser

escrito, utilizando a abordagem adjunta, como:
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U =L"U+ A"(KU - F). (3.1.15)

A derivada da j-ésima componente do vetor de deslocamento global em relacao a m-ésima

variavel de projeto tem a forma:

du;  dLT au dK dU
— = — U+4+L"— + N ——U+\NK—, (3.1.16)
onde o primeiro termo é independente de p, sendo portanto nulo. Agrupando os termos comuns
obtemos:
dau;  dU dK
— = — (L"+A"K) + AT—U. 3.1.17
dpm  dpm (L + )+ dpm ( )

A derivada do deslocamento global na eq. (3.1.17) pode ser evitada resolvendo o sistema

linear de equacoes:

K\ =—L. (3.1.18)

Para cada restricao de deslocamento presente no problema, devemos solucionar um problema
adjunto associado a Eq. (3.1.18) e o célculo da derivada propriamente dita, Eq. (3.1.19)
empregando o vetor A obtido na solugao do problema adjunto.

dU; 0K

— = \T—U=\"K,, U, 3.1.19
I oo m : ( )



Capitulo 4
Restricao de Tensao

A imposicao de restrigoes de tensao tem sido um tema desafiador na otimizacao estrutural [23]
e [62], devido ao elevado nimero de restri¢oes nao lineares e ao fato de estas definirem regioes
vidveis disjuntas e/ou degeneradas.

Duas abordagens tém sido usadas para incluir restricoes de tensao nos problemas de otimi-
zacao discretizados através do método dos elementos finitos: No primeiro caso, a restricao de
tensao é aplicada em cada elemento da malha discretizada, o que permite um controle eficaz
porém implicando em um custo computacional extremamente alto [24]. Alternativas a esta
abordagem consistem na utilizagdo de um funcional aumentado [42| [27] ou em métodos de
selecao de restrigoes ativas [12]. Ja no segundo caso, as inimeras restri¢oes locais de tensao sao
substituidas por uma ou entao por varios critérios integrados de tensao, e desta forma resolve-se
o problema de otimizac¢ao com um namero pequeno de restri¢oes globais [16].

Um aspecto importante a ser considerado é a parametrizagao do estado de tensoes em um
ponto do dominio de projeto. Caso seja utilizada uma parametrizacao no estilo SIMP, conforme
proposto por [24], iremos observar tensoes nao-nulas em regides de “vazios”. Isto causa uma
série de dificuldades na otimizagao topologica, pois faz com que nao seja possivel obter uma
topologia bem definida, além de nao permitir uma correta avaliacao de todo o espago viavel de
projeto.

Para melhor compreendermos as dificuldades associadas a imposicao de restri¢oes de tensao,

iremos considerar o problema de minimizacao de peso com restricao local de tensao:

)
Teiﬂg Jo paQ2 =V
restr. : K(p)U = (4.0.1)
Tom; < p0iim
0<p<p =

\
onde p representa as densidades, V' é o volume como fungao objetivo, U é o vetor deslocamento,
F indica o vetor forga, K(p) é a matriz rigidez, o,,, representa a tensao equivalente de von Mises
em cada um dos elementos da malha e oy, é o limite de tensao do material em questao.

Para solucionar o problema que conduz a tensoes nao nulas em regioes onde a densidade

20
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do elemento é muito proxima de zero, ou seja, aplicar a restricao somente onde hé presenca de

material, pode-se considerar a seguinte formulagao para a restrigao:

(Uvm - PpUlim),O S O (402)

porém o comportamento assintotico da tensao permanece juntamente com a descontinuidade
na restricao de tensao, em consequéncia disto, o algoritmo de otimizagao nao procede satisfa-
toriamente a remogao das densidades intermediarias [24]. Tendo em vista esta dificuldade, [19]
propuseram o uso da relaxacao-€ que consiste na relaxacao das restri¢oes para regioes de baixa

densidade na forma

(Ovm — PPOlim)p < € € = Prin < p. (4.0.3)

Cheng e Guo (1997) [19] demonstraram que para qualquer ¢ > 0 a equagao (4.0.3) ¢é satisfeita
quando p for suficientemente pequeno, isto significa que numa vizinhanca com densidade nula, a
restricao permanece satisfeita. Assim, a ampliacao da regiao degenerada devido a singularidade
da restricao de tensao original, é entao removida. O processo de solucao inicia-se resolvendo a
otimizacao escolhendo um valor alto para € como forma de aumentar a regiao degenerada do
dominio, em seguida os valores do parametro de relaxacao devem ser reduzidos gradativamente
e os resultados devem ser utilizados como ponto inicial para a proxima equagao mais restritiva.
Desta forma elimina-se a dependéncia da escolha de € e contribui para eliminar o fato da solucao
depender da escolha do ponto inicial.

Ainda pode-se apresentar uma outra abordagem para tratar o fendmeno da singulari-
dade, trata-se de uma aproximagao do método relaxacao-¢ descrito anteriormente chamado
de aproximagao-qp [11]. Este método foi baseado em estudos de Duysinx e Bendsge em 1998
[24], que introduziram consisténcia fisica ao problema com restri¢do de tensao. Desta maneira,

as tensoes passam entao a ser escritas conforme a Eq. (4.0.4).

o = pP"EBU (4.0.4)

Através desta relagdo os autores mostraram que para ¢ < p (sendo p=3) a descontinuidade
nas tensoes locais nao aparecem para o caso onde as densidades sao zero, e o fendmeno da
singularidade ¢ eliminado. No método da aproximacao-qp, inicialmente adota-se um valor
pequeno para ¢ que satisfaca ¢<p e encontra-se a solucao para o problema de otimizacao.
Entao aumenta-se o valor de ¢ e o novo ponto deve ser usado como o ponto inicial para
encontrar a nova solugao. Pode ser visto em [11] comparagoes entre os métodos relaxagao-¢ e
aproximacao-qp.

Rozvany e Sobieszczanski apresentam em [49] fungdes envelope de relaxacao (smooth enve-
lope functions, SEF’s), para escrever as fungoes de tensao e relaxar as restricoes nas regioes
de baixa densidade que estao propensas ao fenomeno da singularidade. Um caso especial deste

método ¢é a relaxacao-c citada anteriormente.
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4.1 Medida de Tensao Global

Como forma de evitar o alto custo computacional relacionado a aplicacao de restricoes locais

em cada elemento, pode ser definida uma medida global de tensao na forma

1
ne npg P
||Uvm||P = (Z ‘/Z Z(Tfm('l,])> S Olim (4]_]_)
=1 7j=1

onde ne e npg indicam respectivamente o nimero total de elementos da malha e o ntimero de
pontos de Gauss do elemento, V; o volume de cada elemento e a notagao (4, 7) indica a posi¢ao
discreta (elemento, ponto de Gauss) onde a tensao equivalente o, esta sendo calculada.

Esta medida é tratada como tnica restricao no processo de otimizacao e reduz o trabalho
computacional de calcular as sensibilidades das tensoes dos elementos, ja que o problema geral-
mente possui um numero grande de variaveis de projeto. Embora saibamos que para P — o0
a norma-P se aproxima do valor méximo da tensdo equivalente max (0,,,) na malha, temos
que na pratica a escolha de valores de P deve ser tal que promova uma suavizacao satisfatoria
para que o algoritmo execute bem a tarefa e resulte em uma boa aproximacao para o valor de
tensao maxima, sem provocar instabilidades numeéricas. Assim, valores baixos de P resultam
em topologias similares a minimizacoes de flexibilidade com tensoes concentradas em um ponto
da estrutura, e para valores altos pode-se perceber uma distribuicao uniforme de tensao com
poucas concentragoes de tensoes [16].

A norma-P da tensao nao tem um significado fisico tampouco uma expressao explicita capaz
de aproximé-la da tensdo equivalente maxima, por isso |16] propoe um fator ¢ que considera
informagoes da iteragao anterior (k — 1) a fim de obter uma tensao global que represente a

tensao equivalente méxima da estrutura.

O =i ||ob |l p < otim (4.1.2)
com
Max( Ty )**
Cr = k—1
||Uvm ||P

4.1.1 Sensibilidade da Norma-P de Tensao

Neste trabalho sera utilizado o critério global de restri¢ao de tensdo apresentado na eq. (4.1.2).
Sendo assim, necessitamos das sensibilidades de ®; com respeito as densidades da malha. De
modo a utilizar uma abordagem adjunta, redefinimos a funcao ®; como

oml

Py =ci|o + M(KU - F). (4.1.3)

Assim, derivando a Eq. (4.1.3) em relagdo a m — ésima densidade, obtemos
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d<I> R d . dK dU
LI (ZZU %) + AT (WU KW) (4.1.4)

i=1 j=1

onde

+-1
ne npg
(Z ol (i,7) ) (4.1.5)
1

=1 j=
¢ um termo que nao depende das derivadas das tensoes e pode ser obtido diretamente apos a
analise.

O primeiro termo na Eq. (4.1.4) corresponde a

davm(iaj) _ d ((O'TMO' )%) _ ao_vm(iaj) dai,j (4 1 6)
dpm, dpm ’ I Joi ;i dpm o
com
8gvm(i j) 1 T 1 MO'Z'
’ —(0;,Mo; ;) 2Mo;; = ) 4.1.
aai,g 2 (az,j o ,J) o J O'vm(iaj) ( 7)
onde
1 —5 0
M=|-1 1 0 (4.1.8)
0O 0 3
e
do; d ( pr? (r—a) dU;
== — EZ P q Bz Uz (5 L Ez Bz U P Ez BZ T 4]_9
dpr d/)m( JPi Ui) =(p—q) i B Ui + p; P ( )
tal que
d‘I’k ne npg . ZM pZ(P—II) _ d'U'Z
— = Z Z Tym (1, ] m (p— Q)5imTEi,jBi,jUi +p? q)Ei,jBi,jW
i=1 ] 1 vm Y 7 m
dK dU
M 22U+ K— 4.1.10
i (dpm - dpm) ( )

que pode ser escrito como

dq) ne mnpg O’ZTM (p—fI)
k = Cle Z Z O' o (p — q)élmpZ—EmbUl (4111)

i=1 j=1 Uvm(iv.j) Pi
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ne npg O.T'M JU,
. (p—q) i
T Y BN E, B; —
+cpla Zz; ; Ovm Uvm(l j)Pz G5 dpm
K
+>\Td—U MNK— du
dpm dpm

De modo a isolar a derivada do vetor de estados em relacao a uma densidade m, podemos

fazer uso do operador de localizagao

U, = H,U (4.1.12)
tal que
. H.
dU; _ dHU) _ py dU (4.1.13)
dpm dpm dpm
Assim, podemos reescrever a Eq. (4.1.11) na forma
d‘I)k ne pg TM p(P ) dK
—cT oy (1, ) ———p—q)0im—E; ;B; ;U; + ' —U 4.1.14
St - e s
AN'K + ¢, T Pl ) —E— P IE, B, H; 4.1.1
<+ + ¢k 1;;01)771 (Z’j)aym(i,]) dpm ( 5)

As duas parcelas finais da Eq. (4.1.15) sao igualadas a zero a fim de eliminar a derivada
d , dando origem a um sistema linear de equagoes para a determinagao do vetor adjunto A,
p
conforme Eq. (4.1.16 ).

ne npg T
A= —e T porg; oy ™M r-9R. B. H. 4.1.16
= —Cg 122‘7%1 (Z’])a (Z j)Pz i,j 1,510 ( e )

i=1 j=1

simplificando a expressao final da sensibilidade para

d®; e o dK
=, T IMpP=9E,, B, ;U + \ =—U 4.1.17
dpm ZU o fm N o (4.1.17)
ou, agrupando os termos em comum
d®, 29 p—gq dK
— L =T P N —— \——U. 4.1.18
R D AN ( - ) AT TS (4.118)

j=1



Capitulo 5
Flambagem

A flambagem é um fator imprescindivel na determinacao da seguranca de uma estrutura, e a
falha estrutural devido a este modo é catastrofica. A flambagem tem atraido mais atencao
nos ultimos anos devido a necessidade de estruturas mais leves que requeiram menos material
tornando-as mais propensas a flambagem.

Muitos trabalhos sobre otimizacgao de trelicas com restricao de flambagem foram realizados,
mostrando as dificuldades e propondo solucoes para tratar tais problemas. Dentre eles pode-se
citar [18], que mostra a ocorréncia do fenoémeno da singularidade devido as restri¢oes locais de
flambagem e utiliza a relaxagao-¢ para tratar este caso. Rozvany apresenta em [48| a inclusao
de restri¢oes globais de estabilidade na formulacao do problema, para eliminar as respostas
instaveis devido as lacunas existentes na descri¢ao das restrigoes locais. Em 2002, [36] visando
maior eficiéncia, propoe uma nova formulacao considerando restricoes globais de estabilidade.

Para uma topologia continua, uma forma de se considerar instabilidades geométricas é for-
mular a estrutura com um comportamento linear elastico e solucionar um problema de autovalor
para determinar a forca critica de flambagem, seja na fungao objetivo ou como restrigcao. Re-
feréncias importantes a respeito deste tema sdo: Neves et al., [41], onde uma aproximagao é
realizada para considerar as forgas criticas no problema, e Rahmatalla e Swan [44], que tratam
de estruturas com deformacao hipereléstica (em regime nao-linear), e linear elastica calculando
as forgas criticas através de uma analise linearizada de flambagem. Esta segunda abordagem
mostrou-se mais eficiente computacionalmente do que anélise nao-linear. E ainda é exposto,
que o uso de uma flexibilidade generalizada como fungao objetivo é inadequado quando se busca

um projeto confiavel do ponto de vista da estabilidade estrutural.

5.1 Conceitos Relativos a Ocorréncia de Flambagem

Uma placa simultaneamente apresenta tensoes de flexao e tensoes de membrana. As tensoes
de membrana agem no plano médio da estrutura e produzem forcas tangentes a este plano.
Este efeito é chamado de Stress Stiffening (aumento da rigidez sob carregamento de tragio) ou

ainda Stress Softening (decréscimo na rigidez sob carregamento de compressao).

25
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A flambagem ocorre quando um membro da estrutura converte energia de deformacao de
membrana em energia de deformacao de flexao sem mudanca da forca externa aplicada. Uma
condicao critica, que implica em flambagem, existe quando o estado de deformagao pode mudar
sutilmente de forma que a perda de energia de deformacao de membrana é numericamente
igual ao ganho de energia de deformacao de flexao. Pode-se também observar que as forcas
de membrana alteram a rigidez de flexao da estrutura. Dessa forma, a flambagem acontece
quando as forcas de compressao de membrana sao grandes o suficiente para para reduzir a
rigidez de flexao a zero para algum modo de deformacao fisicamente possivel. Se as forcas de
membrana sao invertidas, isto ¢, tornadas trativas ao invés de compressivas, a rigidez de flexao
é efetivamente aumentada. Os efeitos das forcas de membrana sao levados em conta através
da matriz K,, chamada de Matriz de Rigidez Geométrica, que depende apenas do campo de

deslocamento e do estado de tensao da estrutura.

(K + K,)dU = dF (5.1.1)

Uma forca bifurcada de flambagem é a forca para a qual uma configuracao de referéncia
da estrutura e uma configuracao infinitesimalmente proxima da flambagem sao ambas configu-
racoes de equilibrio possiveis. Quando um deslocamento de flambagem dU toma o lugar da

configuracao de referéncia U, a forca externa nao muda. Entao:

(K + K,)dU =0 (5.1.2)

Aplicando um nivel de referéncia de carregamento para a estrutura:

F =\, F,.; (5.1.3)

Da mesma forma para Matriz de Rigidez Geométrica:

K, = )\CT’KUT’ef (514)

Como consequéncia é obtido:

(K+ Ao Koref) U= (K+ A\, Kpref) (U+dU) = A\, F,ef (5.1.5)

Subtraindo a primeira equacao da segunda chega-se a equacao:

(K + Ao Kyep) dU = 0 (5.1.6)

A equagao (5.1.6) define um problema de autovalor cujo menor autovalor .. esta associado

com a flambagem. A forga critica de flambagem associada a este autovalor é obtida por

Fo. = AFref. (5.1.7)
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Figura 5.1.1:
Influéncia do valor de p na distribuicao da tensao equivalente de von-Mises em um mecanismo
flexivel. Para ¢ proximo de p observamos tensoes em regioes de baixa densidade (acima) e
para menores valores de ¢ observamos tensoes somente nas regides com material (abaixo).

5.1.1 Modos Localizados de Flambagem

A ocorréncia dos modos localizados de flambagem esta associada as regioes de baixa densidade,
fazendo com que o nivel de esforgos suportados pela estrutura (forga critica) seja muito baixo.

Para evitar esta ocorréncia, podem ser desconsiderados no problema de autovalor os graus
de liberdade de noés vizinhos de elementos cuja densidade é menor do que 1% (p < 0,01) [Buhl
et al., 1999, apud Pedersen, 2000]. Conforme mostrado em [59] pode-se combinar esta ideia
com uma alteracao na penalizacao das propriedades elasticas do material para evitar modos de
vibragao localizados. No entanto, como a rigidez geométrica depende do nivel de tensoes em
cada um dos pontos de Gauss de um elemento, podemos utilizar a relaxacao de tensao para
também fazer com que o termo de rigidez geométrica tenha uma queda significativa em regioes
de baixa densidade. Conforme ilustrado na Fig. (5.1.1). Assim, ndo teremos problemas de

flambagem em regioes com elementos de baixa densidade.



Capitulo 6
Conclusoes / Proposta

O objetivo do estudo é projetar mecanismos com flexibilidade distribuida a partir da formulagao
base expressa em |15] incorporando um critério global de restri¢ao ao escoamento e a flambagem.
Para isso, utilizaremos o método da Otimizac¢ao Topologica em meios continuos (modelo SIMP)
juntamente com o método dos elementos finitos. Conforme discutido neste texto sera avaliada
a influéncia da aproximagao-qp nos modos localizados de flambagem com intuito de evita-los e
fornecer uma analise correta do que se refere a este modo de falha. Na sequéncia é mostrado um
cronograma para guiar as atividades que devem realizadas para concluir o trabalho proposto,
Fig. (6.0.1). Até o momento, o programa computacional desenvolvido em Scilab contempla
o modelo SIMP com o esquema de projecao linear. Um critério de tensao global baseado
na norma-P esta implementado juntamente com a aproximagao-qp. Foram feitos testes para
minimizacao de volume em estruturas sob restricao de tensao utilizando malhas com elementos

bilineares isoparamétricos de 4 nos.

Cronograma de Atividades - Projeto de Mecanismos Flexiveis sob Restricio de Flambagem e Escoamento

Mestrando: Luis Renato Meneghelli
Orientador: Eduardo Lenz Cardoso

Periodo

Atividades SET out NOV DEZ JAN FEV Status

Implementaco da formulacio de mecanismos juntamente com a restricdo de tensdo NZo Iniciado

Implementagdo da andlise de sensibilidade para flambagem e testes da implementacio Wl
N3o Iniciado

Investigagdo sobre relaxagdo de tensdo nos modos localizados s e
Ndo Iniciado

Testes com a formulagéo s
Nao Iniciado

Producio da Dissertacdo S—
N3o Iniciado

Figura 6.0.1: Cronograma de atividades
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