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Lista de Símbolos

Símbolo Desrição Unidade

U Vetor de desloamentos nodais da malha de elementos �nitos m
K Matriz de rigidez global da malha de elementos �nitos

N
m

Kσ Matriz de rigidez geométria

N
m

B Matriz de deformação

1
m

F Vetor força N
Fcr Vetor força rítia de �ambagem N
Ω Domínio �xo de projeto

E
0

Tensor onstitutivo de elastiidade do material base Pa
E Tensor onstitutivo de elastiidade do material Pa
V Volume total do domínio m3

L Operador vetorial de loalização do desloamento restrito

ρ Campo de densidades do domínio

Kg

m3

p Fator de penalização do modelo SIMP

x Variáveis nodais de projeto

Kg

m3

ne Número de elementos da malha

npg Número de pontos de Gauss do elemento

w Peso de projeção

Rmax Raio de projeção m
Edef Energia de deformação para um elemento om ρ = 1 J
Edef Energia de deformação efetiva do elemento J
Ψ Função energia de deformação J
n Parâmetro da função energia de deformação

λcr Autovalor assoiado à força rítia de �ambagem

λ Vetor solução do problema adjunto

H Operador matriial de loalização dos

desloamentos nodais a partir do vetor

global

σvm Tensão Equivalente de von Mises Pa
σlim Tensão limite do material Pa
σ Estado de tensão pontual Pa
q Parâmetro de aproximação-qp

ǫ Parâmetro da relaxação-ǫ Pa
P Parâmetro da norma-P da tensão

c Fator de orreção da norma-P de tensão

Φ Função restrição de tensão Pa
k Contador das iterações

‖(·)‖ Norma Eulidiana de um vetor ou tensor (·)
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Capítulo 1

Introdução

A presente proposta trata do projeto otimizado de meanismos �exíveis distribuídos, onside-

rando restrições quanto a segurança em �ambagem e ao esoamento. Este tópio é bastante

atual, uma vez que tanto o projeto de meanismos �exíveis quanto a onsideração de restrições

relaionadas a segurança (neste aso restrições de tensão e de �ambagem) tem sido ativamente

pesquisadas nos últimos anos.

Neste trabalho, o projeto otimizado será obtido por meio da ténia de Otimização Topoló-

gia. A formulação utilizada para o projeto do meanismo �exível distribuído será baseada no

trabalho apresentado por Cardoso e Fonsea [15℄, que propõe a maximização de uma função

da energia de deformação juntamente om restrições sobre o volume e sobre o omportamento

inemátio requerido (desloamentos). No entanto, observa-se nos resultados obtidos om esta

formulação, que podemos enontrar regiões om tensões elevadas uma vez que a energia de

deformação é proporional ao nível de tensão em ada ponto do domínio. Ainda, são obtidas

regiões esbeltas sob ompressão, o que pode aarretar em �ambagem (instabilidade elástia),

onforme ilustrado na �gura (1.0.1).

Desta forma, este trabalho propõe a onsideração de uma restrição global de tensão meânia

baseada no trabalho de [16℄ e de uma restrição global de �ambagem em adição a formulação

originalmente proposta por [15℄. Para isto, serão investigadas a in�uênia dos parâmetros de

parametrização das tensões meânias, proposto por [11℄, em problemas om grandes regiões de

vazios e submetidas a deformações onsideráveis, omo as que oorrem nas topologias obtidas

no trabalho de Cardoso e Fonsea, [15℄.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 6

Figura 1.0.1: Meanismo om �exibilidade distribuída sujeito a oorrênia de �ambagem

No que segue, serão apresentadas a teoria e desenvolvimento das equações neessárias para

o desenvolvimento deste trabalho, bem omo as indiações sobre as ontribuições que serão

realizadas ao tema.



Capítulo 2

Otimização Topológia

A otimização topológia onsiste em distribuir material em um domínio �xo de projeto previa-

mente de�nido, W, de modo a satisfazer ondições de ontorno e restrições (omo por exemplo

�exibilidade, desloamentos, tensões, frequênias naturais, et.) estabeleidas pelo problema

de otimização. Um algoritmo é usado iterativamente ombinando o método da otimização em

questão e um método numério de análise omo por exemplo o método dos elementos �nitos.

Este método de otimização é vantajoso em relação a otimização de forma e otimização

paramétria, por ser mais genério e garantir uma distribuição de material de modo que, além

promover os ontornos adequados, permita a inlusão de buraos na estrutura (Fig. (2.0.1)).

Figura 2.0.1: Otimização paramétria, otimização de forma e otimização topológia

Este método é implementado de aordo om algumas etapas pré-de�nidas, a saber:

Pré-proessamento: refere-se a ondições geométrias e de arregamento. Basiamente é a

de�nição de um problema de análise por Elementos Finitos om informações sobre objetivos e

restrições do problema de otimização. As etapas do pré-proessamento são:

• Esolher adequadamente o domínio de referênia que permita a de�nição de arregamento

e ondições de ontorno;

• De�nir as regiões do espaço de projeto que devam obrigatoriamente onter ou não mate-

rial;

• Construir uma malha de elementos �nitos para o domínio de projeto. O tamanho da

malha de ser tal que onsiga representar adequadamente a estrutura.
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Otimização Topológia:

• Fazer uma estimativa iniial das variáveis de projeto;

• Calular as sensibilidades (gradientes);

• Utilizar um método de otimização omo por exemplo o MMA (método das assíntotas

móveis) ou PL (programação linear);

• Atualizar as variáveis de projeto e repetir o proedimento até que seja obtida a onver-

gênia.

A última etapa é a fase de pós-proessamento.

• Os resultados obtidos na segunda etapa devem ser interpretados, analisados e represen-

tados omo uma topologia de�nida.

2.1 Histório

A Otimização Topológia é um ampo de estudos onsideravelmente novo e que vem se desen-

volvimento muito rápido no ontexto de estruturas meânias A generalidade deste método vem

atraindo muita atenção de pesquisadores e tornando este método objeto de muitas publiações

ao longo dos últimos anos.

Coneitos lássios de otimização estrutural foram propostos por Mihell no iníio do séulo

XX, onforme [39℄, em trabalhos ujo objetivo era otimizar estruturas baseado no limite plástio,

usando elementos de barras para disretizar o domínio. Este método foi baseado em métodos

analítios, porém alguns anos mais tarde, métodos de programação matemátia omo as ténias

de programação linear e o método simplex foram utilizados em projetos ótimos de treliças om

restrição de peso [47℄, [43℄, [45℄ e [46℄.

Cheng e Olho�, [20℄, demonstraram um estudo sobre maximização da rigidez de plaas

delgadas onsiderando a espessura omo variável de projeto. Eles observaram que quanto

mais detalhada fosse a disretização do domínio, maior o número de reforços e onstataram a

dependênia da malha e a falta de um domínio fehado apaz de forneer uma solução para o

aso.

Ainda estudando maximização da rigidez sob restrição de volume, [9℄ propuseram um mé-

todo que levou em onsideração a miroestrutura do material, ou seja, que desreveu suas

propriedades efetivas. Através deste método onheido omo método da homogeneização é pos-

sível estabeleer um domínio su�ientemente amplo de modo a garantir a existênia de uma

solução.

O método SIMP, muito apliado para materiais isotrópios, será disutido posteriormente

e foi apresentado por Bendsøe em 1989 [7℄, porém o termo SIMP surgiu em 1992 onforme

[50℄. Também em 1992, omo pode ser visto em [25℄, Díaz e Kikuhi analisaram problemas que

envolviam frequênias de ressonânia em estruturas ontínuas.
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Ambrósio e Buttazzo em 1993 [1℄ propuseram uma restrição do perímetro omo forma de

restringir o espaço de solução e garantir a existênia de um ótimo global. Este método foi

implementado por Harber, Jog e Bendsøe (1996) [31℄.

Outras ontribuições relevantes surgem om os trabalhos [51℄ e [54℄ onde Sigmund propõe

�ltros para suavizar a distribuição das densidades eliminando assim o fen�meno do "tabuleiro de

xadrez" ou hekerboard. Sigmund [56℄ apresenta uma proposta de �ltro baseada em operadores

omo o de dilatação e erosão que levam as densidades dos elementos para o valor máximo

e mínimo respetivamente. Com esta ideia onsegue-se eliminar as áreas de transição om

densidades intermediárias.

A onsideração de restrições de tensão, devido a problemas apontados por [24℄ e por [19℄,

sempre foi um desa�o em otimização topológia. O grande número de restrições de tensão

advindo do aráter loal da tensão foi abordado por [42℄ pelo uso do método do Lagrangeano

Aumentado e por [16℄ om a onsideração de uma restrição global de tensão. O problema da

singularidade da tensão, advindo da parametrização material foi abordado por diversos autores,

omo por exemplo [11, 24℄, [19℄. Uma disussão sobre a qualidade das medidas de tensão pode

ser enontrada em [22℄. Uma formulação para tratar restrições loais de tensão pode ser vista

em [2℄, que se baseia em um funional de penalização para fazer om que as restrições se

aproximem do ampo de tensão de von Mises.

Estudos sobre �ambagem em estruturas ompostas por treliças são publiados onforme

[18℄ e [48℄ abordando di�uldades relaionadas a fen�menos de singularidade e instabilidades

de solução respetivamente. A análise da �ambagem para topologias ontínuas podem ser vistas

nos trabalhos de [41℄ onde uma aproximação é realizada para onsiderar as forças rítias no

problema, e [44℄, que tratam de estruturas om deformação hiperelástia e linear elástia.

Uma publiação reente [12℄ aborda a minimização de peso estrutural ombinando restrições

de �exibilidade e tensões loais usando o ritério de falha de Druker-Prager. Com este ritério é

possível trabalhar om orpos que possuem diferentes omportamentos em tração e ompressão.

Um aspeto interessante desta referênia é o fato de os autores utilizarem uma regra heurístia

para a onsideração de um onjunto ativo de restrições loais de tensão, ao invés de onsiderarem

uma abordagem onsistente omo a apresentada por [42℄. Apliações da relaxação-e e da

aproximação-qp também são onsideradas nesta referênia.

2.2 Modelo Material - SIMP

Em sua essênia, o problema de otimização topológia busa a distribuição de um material

isotrópio no domínio �xo de projeto. Com isto, em ada ponto do domínio, temos que a

relação onstitutiva do material seria idealmente parametrizada de aordo om a Eq. (2.2.1).

E = 1
W

matE
0
, 1

W

mat =







1 x ∈ Ωmat

0 x ∈ Ω/Ωmat
(2.2.1)
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ˆ

Ω

1
W

matdΩ 6 V ol(Ωmat) 6 V

No entanto, esta abordagem é de natureza disreta e faz om que o problema ontínuo

não tenha solução [8℄. Quando disretizado, o problema �nito dimensional terá uma solução

dependente da disretização (dependênia de malha). Conforme disutido por [9℄, isto se deve

ao fato da solução ótima para o problema não ser obtida om uma distribuição de um material

homogêneo isotrópio e sim om o uso de materiais anisotrópios (o que orresponde a uma

relaxação do domínio de solução). Como resultado dos trabalhos de [9℄, veri�ou-se que a

relaxação assoiada ao uso de um material isotrópio om variação ontínua de propriedades em

ada ponto já permitiria a solução do problema. Esta abordagem é onheida omo método das

densidades ou SIMP (Simple Isotropi Material with Penalization), de aordo om a Eq. (2.2.2),

onde ρ(x) é uma função de projeto, E
0
é o tensor onstitutivo que representa as propriedades de

um material base isotrópio, E é o tensor onstitutivo efetivo e V é o volume total do domínio.

E(x) = ρ(x)p
E

0, p > 1 (2.2.2)

ˆ

W

ρ(x)dW 6 V 0 ≤ ρ(x) ≤ 1 x ∈ Ω;

Este modelo permite um ajuste da parametrização do material, sendo que para p = 1

obtemos o limite superior para a mistura de dois materiais e para p > 1 podemos representar

diferentes leis de misturas. Se p tende a in�nito, nos aproximamos da parametrização da Eq.

(2.2.1). Um problema om esta penalização é o surgimento de valores intermediários de rigidez

("gray sales", ou esalas de inza), que orrespondem a um material poroso. Isto é indesejável,

pois di�ulta a interpretação dos resultados obtidos e onsequentemente inviabiliza a fabriação

do projeto. Este problema pode ser orrigido om o uso de expoentes p na ordem de 3 e/ou

om o uso de projeções não-lineares [30℄. Entretanto, se o valor de p for muito elevado, a

parametrização material ontínua se aproxima da disreta, que não possui solução. No entanto,

devido ao fato do problema de equilíbrio ser �nito dimensional, observa-se uma dependênia do

resultado om o nível de disretização. Outro problema que pode oorrer é a formação de um

número elevado de furos e a formação de reforços de baixa espessura. Embora isto não aarrete

problemas ao otimizador, torna a fabriação dispendiosa.

A instabilidade do tabuleiro (hekerboard) é uma distribuição de material onde a densidade

dos elementos adjaentes varia de forma periódia, om araterístia similar a um tabuleiro

de xadrez. Díaz e Sigmund, [26℄, mostram que esse fen�meno surge devido a um modelamento

inadequado do MEF pois a rigidez aparenta arti�ialmente ter um valor elevado quando om-

parado om uma distribuição de mesmo volume mas om distribuição homogênea de material.
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Veri�a-se, também, que para as funções de interpolação de alta ordem a instabilidade do ta-

buleiro não aparee. Para soluionar a instabilidade de tabuleiro e ontrolar a distribuição

de material no domínio de projeto são utilizadas duas abordagens no âmbito da Otimização

Topológia: �ltros e projeções.

2.3 Filtros e Projeções

Filtros são operadores matemátios apliados sobre uma função não regular, tendo omo ob-

jetivo suavizar sua distribuição. Com isto, ao apliarmos um �ltro sobre a distribuição de

material obtida om o método da otimização topológia, podemos eliminar instabilidades nu-

mérias tais omo o tabuleiro de xadrez além obter algum ontrole sobre a omplexidade da

topologia obtida [14℄.

Os �ltros podem ser lassi�ados quanto a sua abrangênia espaial em duas ategorias:

Filtros de vizinhança �xa [63℄ ou Filtros de vizinhança espaial [13℄. Nos �ltros de vizinhança

�xa o valor de uma grandeza assoiada a um elemento depende das grandezas dos elementos

adjaentes (vizinhos de nós e/ou de arestas) enquanto nos �ltros de vizinhança espaial a

grandeza assoiada a um elemento depende das grandezas de elementos ontidos dentro de um

raio de vizinhança. Com isto, podemos veri�ar que os �ltros de vizinhança �xa eliminam a

instabilidade de tabuleiro, mas não permitem eliminar a dependênia do resultado om o re�no

da malha e nem um ontrole efetivo de omplexidade. Por sua vez, os �ltros de vizinhança

espaial permitem um ontrole efetivo sobre todas estas questões.

Como uma generalização do oneito de �ltro, [29℄ propuseram a utilização de um operador

de projeção para o ontrole da distribuição de material. É interessante salientar que uma

projeção Pr é um operador que mapeia uma determinada variável de um espaço Us
para um

espaço V s
, na forma Pr : Us → V s

e apresenta omo propriedade Pr : Pr = Pr. Desta forma,

o orreto seria utilizar a expressão operador linear ao invés de projeção, mas iremos respeitar

os termos utilizados na literatura da área. Se de�nirmos o problema de otimização em termos

de variáveis auxiliares x e mapearmos estas variáveis para a malha de elementos �nitos de

modo a ontrolar a variação espaial das densidades, então iremos ontrolar o apareimento da

instabilidade de tabuleiro e ontrolar o tamanho dos reforços (Pr : x → ρ).

Neste trabalho será utilizada a projeção linear, onforme a equação (2.3.1), que determina

a variável ρi de um elemento i a partir de uma média ponderada de variáveis nodais x de�nidas

em uma região no entorno do elemento (vizinhança):

ρi =

nv
∑

j=1

xjwj

nv
∑

j=1

wj

(2.3.1)

wj =
Rmax − Rij

Rmax

(2.3.2)

onde nv é o número de nós vizinhos a um determinado elemento j, Rij é a distânia entre o
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nó i e o entróide do elemento j e Rmax é o raio de projeção. É importante salientar que a

projeção linear permite um ontrole direto sobre o tamanho dos reforços estruturais através do

raio de abrangênia, veri�ando-se uma proporionalidade entre o tamanho deste raio e tais

reforços. Deve-se salientar que boa parte dos �ltros pode ser vista omo um aso partiular de

um operador de projeção e que, dependendo do operador de projeção utilizado, poderemos ter

diferentes graus de penalização de densidades intermediárias [30℄.

Usualmente, obtemos as sensibilidades do problema de otimização em termos das densidades

no entróide de ada elemento �nito. No entanto, omo no aso das projeções as variáveis do

problema de otimização passam a ser as variáveis x, devemos orrigir as sensibilidades utilizando

a regra da adeia, de aordo om a Eq. (2.3.3).

df

dxm

=
df

dρi

dρi

dxm

(2.3.3)



Capítulo 3

Meanismos Flexíveis

Um meanismo é um dispositivo meânio uja função é transferir ou transformar movimento,

força ou energia [60℄. Meanismos tradiionais são formados por diversas peças rígidas nas

quais não são permitidas grandes deformações elástias para que a e�áia do meanismo não

�que prejudiada. As artiulações móveis entre as peças geram movimento relativo, oasio-

nando atrito e suas onsequênias omo ruído, desgaste, folga e vibrações. Por sua vez, um

meanismo �exível (ompliant mehanism), ilustrado na Figura (3.0.1), permite que as funções

deste dispositivo meânio sejam umpridas utilizando-se apenas uma peça, eliminando assim

as juntas móveis, o desgaste e a neessidade de lubri�ação. A redução da quantidade de peças

que o meanismo �exível proporiona pode simpli�ar a produção eliminando a montagem,

gerando assim uma grande redução nos ustos de fabriação. Este tipo de meanismo deve ter

rigidez su�iente para transmitir esforços e em ontrapartida deve ter �exibilidade su�iente

para se deformar e atingir o objetivo ao qual se propõe.

Figura 3.0.1: Meanismo �exível

Imagem extraída do site: http://ompliantmehanisms.byu.edu/image-gallery/grippers,

aesso em 26 de Março de 2012.

Estes meanismos proporionam grandes preisões nos movimentos e podem ser fabriados

em miroesala, por isso são apliados em sistemas que exigem tais requisitos omo sistema

miroeletromeânios, miroeletromehanial systems (MEMS). Podemos itar alguns produtos

omeriais onde são empregados o MEMS: sensores de aeleração para airbags, sensores de

pressão para instrumentos na área biomédia e miroatuadores para movimentação de onjunto

de espelhos em sistemas de projeção. Outra importante utilização dos meanismos �exíveis é

13
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na engenharia biomédia quando se fala em instrumentação irúrgia, onde a preisão e a

sensibilidade de movimentação são fatores determinantes para este tipo proedimento. O peso

reduzido, a possibilidade de onstrução em tamanhos muito reduzidos e apliação em ambientes

hostis fazem deste tipo de meanismo uma grande alternativa para indústrias eletr�nias e

espaiais.

Assim omo existem vantagens assoiadas a meanismos �exíveis, existem também vários

desa�os e desvantagens para algumas apliações. Talvez o maior desa�o seja analisar e projetar

tais sistemas, pois isto requer onheimento dos métodos de análise de meanismos e da de�exão

dos membros �exíveis do dispositivo. Devido a estas di�uldades, no passado os meanismos

�exíveis foram desenvolvidos pelo método de tentativa erro. Tais métodos são apliáveis apenas

para sistemas muito simples que exeutam tarefas relativamente simples, e muitas vezes não

são eonomiamente e�ientes para muitas apliações poteniais. Muitas teorias foram desen-

volvidas para simpli�ar a análise e o projeto de meanismos �exíveis. Mesmo onsiderando

esses avanços, a tarefa de projetar e analisar esses sistemas ainda são desa�adores.

Dentre os vários desa�os que este assunto gera, podemos itar a análise de fadiga, que é

sem dúvida uma questão mais primordial para meanismos �exíveis, já que as partes muitas

vezes são submetidas a arregamentos ílios. Outro fator, é que esse tipo de meanismo

não pode produzir um movimento rotativo ontínuo [60℄. Embora esses desa�os possam ser

superados, é importante a ompreensão para se avaliar quais as apliações mais favoráveis para

um meanismo �exível.

Um dos aspetos mais importantes quando se trata de síntese de meanismos �exíveis é o

ontrole das relações entre os desloamentos de saída e de entrada, bem omo as forças de saída

e entrada. Além disso, é essenial que seja viável projetar as on�gurações de saída baseada

nas pré-de�nições de entrada.

Os métodos para síntese de meanismos �exíveis se dividem dois tipos prinipais: a síntese

inemátia e síntese do ontínuo. A síntese inemátia [40℄ é baseada na síntese de meanismos

tradiionais onstituídos de elementos rígidos, neste aso a �exibilidade �a onentrada apenas

em algumas regiões do meanismo, oasionando tensões e deformações exessivas nessas regiões.

Alguns trabalhos foram desenvolvidos baseados nessa teoria onde a inemátia de orpos

rígidos era apliada para projetar um meanismo parialmente �exível ou om �exibilidade

em algumas regiões somente [32℄. Um outro método surgiu para projetar meanismos om

�exibilidade onentrada em alguns pontos, onforme [33℄, e é onheido omo pseudo-orpo

rígido, possuindo barras rígidas e molas em sua onstituição. Este método é apliado para

desenvolver meanismos om grandes desloamentos.

Por outro lado, um meanismo �exível projetado om base na síntese do ontínuo, [4℄, terá

a �exibilidade distribuída em toda sua estrutura, onforme Figura (3.0.2). Esta onepção

utiliza o Método da Otimização Topológia (MOT) [9℄ para enontrar o formato ótimo da

estrutura mantendo o omportameno inemátio adequado. Entretanto, o MOT primeiramente

foi desenvolvido para maximizar a rigidez de estruturas, [61℄, o que não satisfaz o projeto em

questão, já que a �exibilidade é fundamental. Alguns anos mais tarde em 1995, Ananthasuresh
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Figura 3.0.2: Flexibilidade distribuída (A) e �exibilidade onentrada (B)

e Kota, onforme [3℄, realizaram um trabalho sobre meanismos om �exibilidade distribuída.

Este método permite que a estrutura se deforme om magnitude e direções pré-estabeleidas

quando submetidas a esforços espei�ados previamente.

As primeiras formulações que também levassem em onsideração o omportamento inemá-

tio da estrutura surgiram em 1995, onforme [52℄, e em 1996 de aordo om [28℄. Larsen et al.,

(1997), [37℄, apresentaram uma função objetivo que permite o ontrole da força disponível na

saída. Podemos itar outros trabalhos relevantes omo [53℄ e [55℄ que tratam de atuadores �e-

xíveis e meanismos de pinça, e Jonsmann et al., (1999), onforme [34℄, sobre miromeanismos

om atuação térmia.

Uma nova lasse hamada meanismos �exíveis multi-estáveis tem sido estudada nos últimos

anos [17℄, propondo meanismos om duas posições de equilíbrio estáveis sem qualquer adição de

energia para mantê-las, apliável em omponentes eletr�nios omo swithes, relés e válvulas.

Diversas formulações propostas para projeto de meanismos �exíveis omo [54℄ e [64℄, apre-

sentam em suas estruturas a oorrênia de nós isolados onetados a regiões rígidas (hinges),

desta maneira a �exibilidade �a onentrada nestes nós gerando o efeito "dobradiça". Este

efeito é ausado por uma falha do modelo numério [10℄ e onsequentemente gera erros nos

álulos de tensão e deformação. A formulação que servirá de base para este estudo [15℄ é

apaz de suprimir este fen�meno maximizando a energia de deformaão sem adição de artifíios

matemátios que di�ultem a implementação.

Uma abordagem sobre otimização multi-objetivo empregada em projeto de meanismos

�exíveis pode ser observada em [38℄. O método é desenvolvido para realizar a minimização da

energia de deformação e maximização do desloamento na saída. Esta análise é feita usando o

modelo SIMP juntamente om uma variação do método de otimização multi-objetivo onheida

omo physial programming (PP). Porém, é pereptível que este método não elimina o efeito

"dobradiça".

Uma apliação do método level set para produzir meanismos om �exibilidade distribuída

é apresentada reentemente em [67℄.

3.1 Meanismos om �exibilidade distribuída

Uma formulação adequada para o projeto de meanismos om �exibilidade distribuída deve

impor que uma parte da energia inserida seja armazenada na estrutura sob a forma de energia
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Figura 3.1.1: Comportamento da função energia de deformação para o elemento da malha

de deformação, para evitar que a �exibilidade se onentre em apenas alguns pontos formando

um meanismo parialmente �exível. Além disso, ela deve ser failmente apliada a problemas

não-lineares e multi-físios e deve onsiderar araterístias do meio externo pois a topologia

do meanismo ótimo depende delas.

Baseados nessa análise [15℄ mostram que a energia de deformação efetiva de um elemento

Edef é inversamente proporional a sua densidade, eq. (3.1.1), de modo que Edef expressa a

energia de deformação para um elemento om ρ = 1.

Edef =
1

ρ
Edef (3.1.1)

Evidentemente, ao maximizar Edef as densidades tenderão a zero. Para lidar om este

problema, é proposta pelos autores uma função de maximização da energia de deformação,

esrita na eq. (3.1.2).

ψ = ρnEdef = ρn−1Edef = ρn−1
U

T
KU (3.1.2)

Esta nova função apresenta um omportamento de proporionalidade entre a densidade e a

energia de deformação do elemento, penalizando as densidades intermediárias. A �gura (3.1.1)

ilustra este omportamento para alguns valores de n.

No ontexto da malha disretizado a eq. (3.1.2) pode ser esrita:

Ψ =
ne
∑

i=1

ρn−1
i U

T
i KiUi (3.1.3)

Agora, a maximização desta função onduz a uma topologia om densidade integral (ρ = 1)

para todos os elementos, por isso é neessária uma restrição da quantidade de material permita

na topologia ótima. Para ompletar a formulação do problema, o omportamento inemátio

do meanismo é introduzido através de restrições no ampo de desloamentos da estrutura,

resultando na eq. (3.1.4).
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Max Ψ (3.1.4)

Restri̧cões.
´

Ω
ρdΩ ≤ Vmax

Uj ≤ Ujmax

ou Uj ≥ Ujmin

Muitas vezes o projeto de tais meanismos é inviável dependendo dos valores das restrições

impostas, tanto para a fração volumétria quanto para os desloamentos. Também deve ser

ressaltado que o ótimo enontrado pode variar dependendo a distribuição iniial de densidades

pois a formulação proposta é não onvexa.

3.1.1 Sensibilidade da função energia de deformação

A sensibilidade da função objetivo em relação as variáveis de projeto é demonstrada pelos

autores em [15℄, para efetuar esta análise primeiramente reesrevemos a eq. (3.1.3) onsiderando

o termo adjunto

Ψ =

ne
∑

i=1

{

ρn
i (HiU)T

Ki (HiU)
}

+ λ
T (KU − F) , (3.1.5)

onde H é um operador de loalização que mapeia o vetor desloamento de um elemento Ui

a partir do vetor de desloamento global U. O termo adiionado na Eq. (3.1.5) orresponde

a equação de equilíbrio e não interfere na equação original. Derivando em relação a m-ésima

variável de projeto obtemos

dΨ

dρm

=
ne
∑

i=1

{

dρn
i

dρm

(HiU)T
Ki (HiU) + 2ρn

i (HiU)T
KiHi

dU

dρm

(3.1.6)

+ρn
i (HiU)T dKi

dρm

(HiU)

}

+ λ
T dK

dρm

U + λ
T
K
dU

dρm

,

agrupando os termos omuns teremos

dΨ

dρm

=
ne
∑

i=1

{

dρn
i

dρm

[

(HiU)T
Ki (HiU)

]

+
dU

dρm

[

2ρn
i (HiU)T

KiHi (3.1.7)

+λ
T
K
]

+ λ
T
K + ρn

i (HiU)T dKi

dρm

(HiU) + λ
T dK

dρm

U

}

,

para evitar o alulo da derivada do vetor desloamento global em relação a ρi, a segunda

parela da eq. (3.1.7) deve ser levada a zero, resultando na seguinte equação
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Kλ =
ne
∑

i=1

{

−2ρn
i (HiU)T

KiHi

}

=
ne
∑

i=1

{

−
(

2ρn
i U

T
i Ki

)

Hi

}

. (3.1.8)

Se observarmos os termos da Eq. (3.1.7), iremos notar que a derivada da matriz de rigidez

global em relação a variável ρi é igual a Ki. Para problemas lineares, a dependênia da matriz

global em relação as densidades dos elementos é loal. Assim, o último termo da eq. (3.1.8) é

não nulo somente quando i = m, tal que a eq. (3.1.7) deve ser alulada somente neste aso,

tal que

Kλ =
ne
∑

m=1

{

−2ρn
mU

T
mKmHm

}

. (3.1.9)

Pode-se veri�ar na eq. (3.1.7) que

ne
∑

i=1

dρn
i

dρm

[

(HiU)T
Ki (HiU)

]

, (3.1.10)

é não nulo somente quando i = m, resultando em

nρn−1
i U

T
mKmUm = nρn

i U
T
mKmUm, (3.1.11)

que também é um termo loal, o termo remanesente

ne
∑

i=1

ρn
i (HiU)T dKi

dρm

(HiU) (3.1.12)

é também loal para problemas lineares, porque a derivada da matriz rigidez loal é não

nula somente quando i = m, resultando em

ρn
mU

T
mKmUm. (3.1.13)

Agrupando todos os resultados, �nalmente obtemos a expressão desejada sendo que λ é

alulado usando a eq. (3.1.9).

dΨ

dρm

=
(

nρn−1
m + ρn

m

)

U
T
mKmUm + λT

mKmUm. (3.1.14)

3.1.2 Sensibilidade de uma Componente do Desloamento

Para alular a sensibilidade devemos de�nir: o índie j de�ne a omponente do vetor de

desloamento global, o índie m diz respeito a variável de projeto e L é o vetor de loalização

ontendo o valor 1 na posição j e zero nas demais posições. O desloamento global pode ser

esrito, utilizando a abordagem adjunta, omo:



CAPÍTULO 3. MECANISMOS FLEXÍVEIS 19

Uj = L
T
U + λ

T (KU − F). (3.1.15)

A derivada da j-ésima omponente do vetor de desloamento global em relação a m-ésima

variável de projeto tem a forma:

dUj

dρm

=
dLT

dρm

U + L
T dU

dρm

+ λT dK

dρm

U + λT
K
dU

dρm

, (3.1.16)

onde o primeiro termo é independente de ρ, sendo portanto nulo. Agrupando os termos omuns

obtemos:

dUj

dρm

=
dU

dρm

(

L
T + λ

T
K
)

+ λ
T dK

dρm

U. (3.1.17)

A derivada do desloamento global na eq. (3.1.17) pode ser evitada resolvendo o sistema

linear de equações:

Kλ = −L. (3.1.18)

Para ada restrição de desloamento presente no problema, devemos soluionar um problema

adjunto assoiado a Eq. (3.1.18) e o álulo da derivada propriamente dita, Eq. (3.1.19)

empregando o vetor λ obtido na solução do problema adjunto.

dUj

dρm

= λ
T ∂K

∂ρm

U = λT
mKmUm, (3.1.19)



Capítulo 4

Restrição de Tensão

A imposição de restrições de tensão tem sido um tema desa�ador na otimização estrutural [23℄

e [62℄, devido ao elevado número de restrições não lineares e ao fato de estas de�nirem regiões

viáveis disjuntas e/ou degeneradas.

Duas abordagens têm sido usadas para inluir restrições de tensão nos problemas de otimi-

zação disretizados através do método dos elementos �nitos: No primeiro aso, a restrição de

tensão é apliada em ada elemento da malha disretizada, o que permite um ontrole e�az

porém impliando em um usto omputaional extremamente alto [24℄. Alternativas a esta

abordagem onsistem na utilização de um funional aumentado [42℄ [27℄ ou em métodos de

seleção de restrições ativas [12℄. Já no segundo aso, as inúmeras restrições loais de tensão são

substituídas por uma ou então por vários ritérios integrados de tensão, e desta forma resolve-se

o problema de otimização om um número pequeno de restrições globais [16℄.

Um aspeto importante a ser onsiderado é a parametrização do estado de tensões em um

ponto do domínio de projeto. Caso seja utilizada uma parametrização no estilo SIMP, onforme

proposto por [24℄, iremos observar tensões não-nulas em regiões de �vazios�. Isto ausa uma

série de di�uldades na otimização topológia, pois faz om que não seja possível obter uma

topologia bem de�nida, além de não permitir uma orreta avaliação de todo o espaço viável de

projeto.

Para melhor ompreendermos as di�uldades assoiadas a imposição de restrições de tensão,

iremos onsiderar o problema de minimização de peso om restrição loal de tensão:































min
ρ∈R

´

Ω
ρdΩ = V

restr. : K(ρ)U = F

σvmi
≤ ρqσlim

0 ≤ ρ ≤ ρ = 1

(4.0.1)

onde ρ representa as densidades, V é o volume omo função objetivo, U é o vetor desloamento,

F india o vetor força, K(ρ) é a matriz rigidez, σvm representa a tensão equivalente de von Mises

em ada um dos elementos da malha e σlim é o limite de tensão do material em questão.

Para soluionar o problema que onduz a tensões não nulas em regiões onde a densidade

20
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do elemento é muito próxima de zero, ou seja, apliar a restrição somente onde há presença de

material, pode-se onsiderar a seguinte formulação para a restrição:

(σvm − ρpσlim)ρ ≤ 0 (4.0.2)

porém o omportamento assintótio da tensão permanee juntamente om a desontinuidade

na restrição de tensão, em onsequênia disto, o algoritmo de otimização não proede satisfa-

toriamente a remoção das densidades intermediárias [24℄. Tendo em vista esta di�uldade, [19℄

propuseram o uso da relaxação-e que onsiste na relaxação das restrições para regiões de baixa

densidade na forma

(σvm − ρpσlim)ρ ≤ ǫ ǫ2 = ρmin ≤ ρ. (4.0.3)

Cheng e Guo (1997) [19℄ demonstraram que para qualquer ǫ ≥ 0 a equação (4.0.3) é satisfeita

quando ρ for su�ientemente pequeno, isto signi�a que numa vizinhança om densidade nula, a

restrição permanee satisfeita. Assim, a ampliação da região degenerada devido a singularidade

da restrição de tensão original, é então removida. O proesso de solução iniia-se resolvendo a

otimização esolhendo um valor alto para ǫ omo forma de aumentar a região degenerada do

domínio, em seguida os valores do parâmetro de relaxação devem ser reduzidos gradativamente

e os resultados devem ser utilizados omo ponto iniial para a próxima equação mais restritiva.

Desta forma elimina-se a dependênia da esolha de ǫ e ontribui para eliminar o fato da solução

depender da esolha do ponto iniial.

Ainda pode-se apresentar uma outra abordagem para tratar o fen�meno da singulari-

dade, trata-se de uma aproximação do método relaxação-e desrito anteriormente hamado

de aproximação-qp [11℄. Este método foi baseado em estudos de Duysinx e Bendsøe em 1998

[24℄, que introduziram onsistênia físia ao problema om restrição de tensão. Desta maneira,

as tensões passam então a ser esritas onforme a Eq. (4.0.4).

σ = ρp−q
EBU (4.0.4)

Através desta relação os autores mostraram que para q < p (sendo p=3) a desontinuidade

nas tensões loais não apareem para o aso onde as densidades são zero, e o fen�meno da

singularidade é eliminado. No método da aproximação-qp, iniialmente adota-se um valor

pequeno para q que satisfaça q<p e enontra-se a solução para o problema de otimização.

Então aumenta-se o valor de q e o novo ponto deve ser usado omo o ponto iniial para

enontrar a nova solução. Pode ser visto em [11℄ omparações entre os métodos relaxação-e e

aproximação-qp.

Rozvany e Sobieszzanski apresentam em [49℄ funções envelope de relaxação (smooth enve-

lope funtions, SEF's), para esrever as funções de tensão e relaxar as restrições nas regiões

de baixa densidade que estão propensas ao fen�meno da singularidade. Um aso espeial deste

método é a relaxação-e itada anteriormente.
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4.1 Medida de Tensão Global

Como forma de evitar o alto usto omputaional relaionado a apliação de restrições loais

em ada elemento, pode ser de�nida uma medida global de tensão na forma

‖σvm‖P =

(

ne
∑

i=1

Vi

npg
∑

j=1

σP
vm(i, j)

)
1

P

≤ σlim (4.1.1)

onde ne e npg indiam respetivamente o número total de elementos da malha e o número de

pontos de Gauss do elemento, Vi o volume de ada elemento e a notação (i, j) india a posição

disreta (elemento, ponto de Gauss) onde a tensão equivalente σvm está sendo alulada.

Esta medida é tratada omo únia restrição no proesso de otimização e reduz o trabalho

omputaional de alular as sensibilidades das tensões dos elementos, já que o problema geral-

mente possui um número grande de variáveis de projeto. Embora saibamos que para P → ∞

a norma-P se aproxima do valor máximo da tensão equivalente max (σvm) na malha, temos

que na prátia a esolha de valores de P deve ser tal que promova uma suavização satisfatória

para que o algoritmo exeute bem a tarefa e resulte em uma boa aproximação para o valor de

tensão máxima, sem provoar instabilidades numérias. Assim, valores baixos de P resultam

em topologias similares a minimizações de �exibilidade om tensões onentradas em um ponto

da estrutura, e para valores altos pode-se pereber uma distribuição uniforme de tensão om

pouas onentrações de tensões [16℄.

A norma-P da tensão não tem um signi�ado físio tampouo uma expressão explíita apaz

de aproximá-la da tensão equivalente máxima, por isso [16℄ propõe um fator c que onsidera

informações da iteração anterior (k − 1) a �m de obter uma tensão global que represente a

tensão equivalente máxima da estrutura.

Φk = ck
∥

∥σk
vm

∥

∥

P
≤ σlim (4.1.2)

om

ck =
max(σvm)k−1

‖σk−1
vm ‖P

.

4.1.1 Sensibilidade da Norma-P de Tensão

Neste trabalho será utilizado o ritério global de restrição de tensão apresentado na eq. (4.1.2).

Sendo assim, neessitamos das sensibilidades de Φk om respeito as densidades da malha. De

modo a utilizar uma abordagem adjunta, rede�nimos a função Φk omo

Φk = ck
∥

∥σk
vm

∥

∥

P
+ λT (KU − F). (4.1.3)

Assim, derivando a Eq. (4.1.3) em relação a m− ésima densidade, obtemos
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dΦk

dρm

= ckT1

(

ne
∑

i=1

npg
∑

j=1

σP−1
vm (i, j)

dσvm(i, j)

dρm

)

+ λT

(

dK

dρm

U + K
dU

dρm

)

(4.1.4)

onde

T1 =

(

ne
∑

i=1

npg
∑

j=1

σP
vm(i, j)

)
1

P
−1

(4.1.5)

é um termo que não depende das derivadas das tensões e pode ser obtido diretamente após a

análise.

O primeiro termo na Eq. (4.1.4) orresponde a

dσvm(i, j)

dρm

=
d

dρm

(

(

σT
i,jMσi,j

)
1

2

)

=
∂σvm(i, j)

∂σi,j

dσi,j

dρm

(4.1.6)

om

∂σvm(i, j)

∂σi,j

=
1

2

(

σT
i,jMσi,j

)
1

2
−1

2Mσi,j =
Mσi,j

σvm(i, j)
(4.1.7)

onde

M =







1 −1
2

0

−1
2

1 0

0 0 3






(4.1.8)

e

dσi,j

dρm

=
d

dρm

(Ei,jρ
(p−q)
i Bi,jUi) = (p− q)δim

ρ
(p−q)
i

ρi

Ei,jBi,jUi + ρ
(p−q)
i Ei,jBi,j

dUi

dρm

(4.1.9)

tal que

dΦk

dρm

= ckT1

ne
∑

i=1

npg
∑

j=1

σP−1
vm (i, j)

σT
i,jM

σvm(i, j)

(

(p− q)δim
ρ

(p−q)
i

ρi

Ei,jBi,jUi + ρ
(p−q)
i Ei,jBi,j

dUi

dρm

)

+λT

(

dK

dρm

U + K
dU

dρm

)

(4.1.10)

que pode ser esrito omo

dΦk

dρm

= ckT1

ne
∑

i=1

npg
∑

j=1

σP−1
vm (i, j)

σT
i,jM

σvm(i, j)
(p− q)δim

ρ
(p−q)
i

ρi

Ei,jBi,jUi (4.1.11)
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+ckT1

ne
∑

i=1

npg
∑

j=1

σP−1
vm (i, j)

σT
i,jM

σvm(i, j)
ρ

(p−q)
i Ei,jBi,j

dUi

dρm

+λT dK

dρm

U + λT
K
dU

dρm

.

De modo a isolar a derivada do vetor de estados em relação a uma densidade m, podemos

fazer uso do operador de loalização

Ui = HiU (4.1.12)

tal que

dUi

dρm

=
d(HiU)

dρm

= Hi

dU

dρm

. (4.1.13)

Assim, podemos reesrever a Eq. (4.1.11) na forma

dΦk

dρm

= ckT1

ne
∑

i=1

npg
∑

j=1

σP−1
vm (i, j)

σT
i,jM

σvm(i, j)
(p− q)δim

ρ
(p−q)
i

ρi

Ei,jBi,jUi + λT dK

dρm

U (4.1.14)

(

+λT
K + ckT1

ne
∑

i=1

npg
∑

j=1

σP−1
vm (i, j)

σT
i,jM

σvm(i, j)
ρ

(p−q)
i Ei,jBi,jHi

)

dU

dρm

(4.1.15)

As duas parelas �nais da Eq. (4.1.15) são igualadas a zero a �m de eliminar a derivada

dU
dρm

, dando origem a um sistema linear de equações para a determinação do vetor adjunto λ,

onforme Eq. (4.1.16 ).

Kλ = −ckT1

ne
∑

i=1

npg
∑

j=1

σP−1
vm (i, j)

σT
i,jM

σvm(i, j)
ρ

(p−q)
i Ei,jBi,jHi (4.1.16)

simpli�ando a expressão �nal da sensibilidade para

dΦk

dρm

= ckT1

npg
∑

j=1

σP−2
vm (m, j)

(

p− q

ρi

)

σT
mMρ(p−q)

m Em,jBm,jUm + λT dK

dρm

U (4.1.17)

ou, agrupando os termos em omum

dΦk

dρm

= ckT1

npg
∑

j=1

σP
vm(m, j)

(

p− q

ρm

)

+ λT dK

dρm

U. (4.1.18)
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Flambagem

A �ambagem é um fator impresindível na determinação da segurança de uma estrutura, e a

falha estrutural devido a este modo é atastró�a. A �ambagem tem atraído mais atenção

nos últimos anos devido à neessidade de estruturas mais leves que requeiram menos material

tornando-as mais propensas à �ambagem.

Muitos trabalhos sobre otimização de treliças om restrição de �ambagem foram realizados,

mostrando as di�uldades e propondo soluções para tratar tais problemas. Dentre eles pode-se

itar [18℄, que mostra a oorrênia do fen�meno da singularidade devido às restrições loais de

�ambagem e utiliza a relaxação-e para tratar este aso. Rozvany apresenta em [48℄ a inlusão

de restrições globais de estabilidade na formulação do problema, para eliminar as respostas

instáveis devido às launas existentes na desrição das restrições loais. Em 2002, [36℄ visando

maior e�iênia, propõe uma nova formulação onsiderando restrições globais de estabilidade.

Para uma topologia ontínua, uma forma de se onsiderar instabilidades geométrias é for-

mular a estrutura om um omportamento linear elástio e soluionar um problema de autovalor

para determinar a força rítia de �ambagem, seja na função objetivo ou omo restrição. Re-

ferênias importantes a respeito deste tema são: Neves et al., [41℄, onde uma aproximação é

realizada para onsiderar as forças rítias no problema, e Rahmatalla e Swan [44℄, que tratam

de estruturas om deformação hiperelástia (em regime não-linear), e linear elástia alulando

as forças rítias através de uma análise linearizada de �ambagem. Esta segunda abordagem

mostrou-se mais e�iente omputaionalmente do que análise não-linear. E ainda é exposto,

que o uso de uma �exibilidade generalizada omo função objetivo é inadequado quando se busa

um projeto on�ável do ponto de vista da estabilidade estrutural.

5.1 Coneitos Relativos à Oorrênia de Flambagem

Uma plaa simultaneamente apresenta tensões de �exão e tensões de membrana. As tensões

de membrana agem no plano médio da estrutura e produzem forças tangentes a este plano.

Este efeito é hamado de Stress Sti�ening (aumento da rigidez sob arregamento de tração) ou

ainda Stress Softening (derésimo na rigidez sob arregamento de ompressão).
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A �ambagem oorre quando um membro da estrutura onverte energia de deformação de

membrana em energia de deformação de �exão sem mudança da força externa apliada. Uma

ondição rítia, que implia em �ambagem, existe quando o estado de deformação pode mudar

sutilmente de forma que a perda de energia de deformação de membrana é numeriamente

igual ao ganho de energia de deformação de �exão. Pode-se também observar que as forças

de membrana alteram a rigidez de �exão da estrutura. Dessa forma, a �ambagem aontee

quando as forças de ompressão de membrana são grandes o su�iente para para reduzir a

rigidez de �exão a zero para algum modo de deformação �siamente possível. Se as forças de

membrana são invertidas, isto é, tornadas trativas ao invés de ompressivas, a rigidez de �exão

é efetivamente aumentada. Os efeitos das forças de membrana são levados em onta através

da matriz Kσ, hamada de Matriz de Rigidez Geométria, que depende apenas do ampo de

desloamento e do estado de tensão da estrutura.

(K + Kσ)dU = dF (5.1.1)

Uma força bifurada de �ambagem é a força para a qual uma on�guração de referênia

da estrutura e uma on�guração in�nitesimalmente próxima da �ambagem são ambas on�gu-

rações de equilíbrio possíveis. Quando um desloamento de �ambagem dU toma o lugar da

on�guração de referênia U, a força externa não muda. Então:

(K + Kσ)dU = 0 (5.1.2)

Apliando um nível de referênia de arregamento para a estrutura:

F = λcrFref (5.1.3)

Da mesma forma para Matriz de Rigidez Geométria:

Kσ = λcrKσref (5.1.4)

Como onsequênia é obtido:

(K + λcrKσref)U = (K + λcrKσref) (U + dU) = λcrFref (5.1.5)

Subtraindo a primeira equação da segunda hega-se a equação:

(K + λcrKref) dU = 0 (5.1.6)

A equação (5.1.6) de�ne um problema de autovalor ujo menor autovalor λcr está assoiado

om a �ambagem. A força rítia de �ambagem assoiada a este autovalor é obtida por

Fcr = λcrFref . (5.1.7)
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Figura 5.1.1:

In�uênia do valor de p na distribuição da tensão equivalente de von-Mises em um meanismo

�exível. Para q próximo de p observamos tensões em regiões de baixa densidade (aima) e

para menores valores de q observamos tensões somente nas regiões om material (abaixo).

5.1.1 Modos Loalizados de Flambagem

A oorrênia dos modos loalizados de �ambagem está assoiada as regiões de baixa densidade,

fazendo om que o nível de esforços suportados pela estrutura (força rítia) seja muito baixo.

Para evitar esta oorrênia, podem ser desonsiderados no problema de autovalor os graus

de liberdade de nós vizinhos de elementos uja densidade é menor do que 1% (ρ < 0, 01) [Buhl

et al., 1999, apud Pedersen, 2000℄. Conforme mostrado em [59℄ pode-se ombinar esta ideia

om uma alteração na penalização das propriedades elástias do material para evitar modos de

vibração loalizados. No entanto, omo a rigidez geométria depende do nível de tensões em

ada um dos pontos de Gauss de um elemento, podemos utilizar a relaxação de tensão para

também fazer om que o termo de rigidez geométria tenha uma queda signi�ativa em regiões

de baixa densidade. Conforme ilustrado na Fig. (5.1.1). Assim, não teremos problemas de

�ambagem em regiões om elementos de baixa densidade.
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Conlusões / Proposta

O objetivo do estudo é projetar meanismos om �exibilidade distribuída a partir da formulação

base expressa em [15℄ inorporando um ritério global de restrição ao esoamento e a �ambagem.

Para isso, utilizaremos o método da Otimização Topológia em meios ontínuos (modelo SIMP)

juntamente om o método dos elementos �nitos. Conforme disutido neste texto será avaliada

a in�uênia da aproximação-qp nos modos loalizados de �ambagem om intuito de evitá-los e

forneer uma análise orreta do que se refere a este modo de falha. Na sequênia é mostrado um

ronograma para guiar as atividades que devem realizadas para onluir o trabalho proposto,

Fig. (6.0.1). Até o momento, o programa omputaional desenvolvido em Silab ontempla

o modelo SIMP om o esquema de projeção linear. Um ritério de tensão global baseado

na norma-P está implementado juntamente om a aproximação-qp. Foram feitos testes para

minimização de volume em estruturas sob restrição de tensão utilizando malhas om elementos

bilineares isoparamétrios de 4 nós.

Figura 6.0.1: Cronograma de atividades
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