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Resumo

Durante as tltimas décadas, a teoria do funcional da densidade (DFT) tem sido utili-
zada principalmente em casos com temperatura 7' = 0 K. Mesmo que o interesse esteja
crescendo rapidamente, em situagoes nas quais 7' > 0 K, a implementacao da chamada
Thermal DET (thDFT) permanece pouco explorada. Em se tratando de célculos com
temperaturas finitas, as aproximacoes para os funcionais de troca e correlagao (XC) mais
comumente empregadas sao as mesmas utilizadas para os casos em que a temperatura ¢é
nula, no que é conhecido como aproximacao de temperatura zero (ZTA). Assim, a busca
por funcionais XC que incluam explicitamente os efeitos térmicos permanece como um dos
desafios da thDFT. Nesse contexto, utilizando sistemas quanticos unidimensionais como
laboratorios tedricos, neste trabalho apresentamos um procedimento alternativo para a
inclusao de efeitos térmicos: a partir do formalismo de T'= 0 K, em um calculo do tipo
Kohn-Sham da DFT, propomos a construcao de um potencial efetivo que incorpora, além

da interacao eletronica, os efeitos da temperatura.

Palavras-chave: Teoria do funcional da densidade. Teoria do funcional da densidade para

temperaturas finitas. Potencial efetivo. Sistemas unidimensionais.






Abstract

During the last decades, density-functional theory (DFT) has been especially employed
in cases with temperature 7' = 0 K. Even though the interest is growing rapidly, in situ-
ations with 7" > 0 K the implementation of the so-called thermal DFT (thDFT) remains
not so widely explored. When dealing with finite temperatures calculations, the usually
employed exchange-correlation (XC) functionals are the same as those for 7' = 0 K, an
approach which is known as zero temperature approximation (ZTA). Thus, the pursuit of
XC functionals which explicitly include thermal effects remains as one of the challenges
for thDFT. In this context, using one-dimensional quantum systems as theoretical labora-
tories, in this work we present an alternative procedure for including thermal effects: by
means of a zero Kelvin formalism, in a Kohn-Sham type DFT calculation, we propose the
construction of an effective potential which incorporates, beyond electronic interaction,

temperature effects.

Keywords: Density-functional theory. Thermal density-functional theory. Effective po-

tential. One-dimensional systems.
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1 INTRODUCAO

Introduzida em 1964 por W. Kohn e P. Hohenberg (1,2,3,4,5,6,7), a Teoria do
Funcional da Densidade (DFT) se tornou uma das principais ferramentas modernas para
o calculo da estrutura eletronica da matéria®. Formalmente exata a partir dos teoremas
originais, o sucesso de aplicacoes da DFT depende de aproximacoes precisas para oS
funcionais de troca e correlagao (XC), responsaveis por incorporar os efeitos de interagao
em sistemas de muitos elétrons, incluindo a influéncia dos aspectos quanticos. Aliado a
isso, ¢ comum a utilizacao da equacao proposta por Kohn e Sham, que nada mais é do que
uma equacao de Schrédinger de particulas nao interagentes submetidas a um potencial
efetivo que incorpora todos os efeitos de interacao. Desde a sua formulagao, ha pouco
mais de 50 anos, a DFT tem sido principalmente utilizada considerando temperaturas
T=0K.

Quando, em vez disso, é aplicada a situagoes com T > 0 K, conduzindo-nos a chamada
Thermal DFT (thDFT) (7,8,9) (DFT com a inclusao de efeitos de temperatura), é corri-
queira a utilizacao dos mesmos funcionais de troca e correlacao do caso em que T'= 0 K,
no contexto do que é chamado de aproximagcao de temperatura zero (ZTA), de modo que
o desenvolvimento de funcionais XC que incluam explicitamente efeitos de temperatura
permanece como uma area até entdo pouco explorada (10). A aplicagdo da thDFT se
estende a muitas areas, incluindo astrofisica e geofisica (11,12), particularmente conside-
rando a matéria densa quente (WDM) (13) e com uma relagao intrinseca com a quimica
quantica (14). De forma aniloga a equacdo de Kohn e Sham, na thDFT é habitual a
utilizagao da chamada equacao de Mermin-Kohn-Sham (MKS), que, também, nada mais
é do que uma equacgao de Schrédinger de particulas nao interagentes sob a acao de um

potencial efetivo que incorpora todos os efeitos de interagao, porém, com a inclusao de

*Pelo desenvolvimento da DFT, W. Kohn foi laureado com o Prémio Nobel de Quimica em 1998,
compartilhando-o com J. Pople, pelo desenvolvimento de métodos computacionais em quimica quantica.
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efeitos de temperatura via fun¢ao de distribuicao de Fermi-Dirac (quando em se tratando
de férmions).

Neste trabalho, propomos um formalismo alternativo para a implementacao da Ther-
mal DET: via formalismo de Kohn-Sham para temperaturas nulas, propomos a utilizacao
de um potencial efetivo que, além da interacao, também incorpore os efeitos da tempe-
ratura. Ou seja, propomos uma abordagem alternativa a utilizacao da equacao MKS.
Especificamente, consideraremos a aplicacao do formalismo a sistemas quanticos unidi-
mensionais (1D). A principal motivacao reside na simplificagao do tratamento computa-
cional, mantendo, ainda assim, a possibilidade de gerar conclusoes e tendéncias a serem
investigadas ou confirmadas em uma abordagem futura tridimensional.

Em sintese, esta dissertacao esta assim organizada: no capitulo 2 expomos os funda-
mentos para o tratamento do chamado problema quantico de muitos corpos, incluindo
a aproximacao de Born-Oppenheimer. No caso de temperaturas nulas, apresentamos a
DFT, incluindo a demonstracao do teorema de Hohenberg-Kohn e apresentacao do for-
malismo que conduz as equagoes de Kohn-Sham. No capitulo 3, generezalimos a DFT
incluindo efeitos de temperatura, ou seja, exibimos uma discussao acerca da Thermal
DFT. Por fim, mostramos exemplos de aplicacao da thDFT envolvendo a aproximacao de
temperatura zero, além de uma abordagem com elétrons nao e fortemente interagentes.
No capitulo 4, apresentamos uma proposta de implementacao da thDF'T que nao faz uso
direto das equacoes MKS, mas, em vez disso, de equacoes do tipo de Kohn-Sham. Para
tanto, deduzimos a expressao para um potencial de temperatura, como parte do potencial
efetivo que incorpora todos os efeitos térmicos e de interagao. Por fim, no capitulo 5

expomos as conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.
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2 TEORIA DO FUNCIONAL DA
DENSIDADE PARA
TEMPERATURAS NULAS

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT) (1,2,3,4,5,6,7), apresentada por W.
Kohn e P. Hohenberg em 1964, surgiu como alternativa a utilizacao de funcoes de onda
na descricao de sistemas quanticos de muitos corpos. Ao considerar a densidade como
varidvel chave, a DFT se tornou uma das principais ferramentas para o calculo de estrutura

eletronica.

2.1 APROXIMACAO DE BORN-OPPENHEIMER

Para um sistema quantico independente do tempo e nao relativistico, composto por

N elétrons e M ntcleos, a equacao de Schrodinger é escrita como:

~

H\I/(I'l,rg, ...,I‘]\r;].:{,l,].:{,g7 ...,ij) = S\IJ(rl,rg, ...,I'N;Rl,RQ, ...7RM), (21)

com V¥, r e R indicando, respectivamente, a funcao de onda de muitos corpos e as posicoes

dos elétrons e dos nicleos. O Hamiltoniano completo de muitos corpos é dado por:

9 M M

N N
H:_;;Qm ZQ_ 47reozz|
1 & Zie 1 e
_Feozi:;|ri_jRj]+47reozi:jZ>;\ri—rj\’

(2.2)
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em que my e Z representam, respectivamente, a massa e carga dos ntucleos; m. e e sao a
massa e carga dos elétrons. Analisando os termos da equacao, temos que o primeiro termo
descreve a energia cinética dos ntucleos; o segundo termo caracteriza a energia cinética dos
elétrons; o terceiro representa as interacoes niicleo-nticleo; o quarto as interacoes elétron-
nicleo e o ultimo termo corresponde as interacoes elétron-elétron. Mesmo com todos os
avangos computacionais das ultimas décadas, resolver a equacao (2.1), combinada com o
Hamiltoniano (2.2), é, contudo, uma tarefa inviavel. Nesse sentido, desde sua formulagao,
muito do que foi desenvolvido na area de fisica quantica de muitos corpos diz respeito a
busca por aproximagdes precisas para o tratamento das equagoes (2.1) e (2.2), mantendo,
ao mesmo tempo, a viabilidade computacional.

Uma das primeiras aproximacoes foi realizada ao verificar-se as diferencas entre as
dinamicas eletronicas e nucleares, uma vez que as massas dos nicleos sao muito maiores
do que as massas dos elétrons. Dessa maneira, a aproximacao de Born-Oppenheimer
(15) separa o Hamiltoniano completo em duas partes, com dindmicas aproximadamente
desacopladas, de nucleos e elétrons (16). Portanto, de acordo com a aproximagao de Born-
Oppenheimer, é usual a utilizacao da parte eletronica apenas, enquanto que as posicoes
dos niicleos sao consideradas como parametros fixos. Assim, a equacao de Schrodinger é

reescrita como:

[:[\If(rl,rg,...,rN) = EV(ry,ra,...,TN), (2.3)

com o Hamiltoniano sendo dado por:
N N M

P P, 1 AlEIg 1 Zje »
BTG TP DBy Rbrp B Wi res ¥

=1

Mesmo com a simplificacao realizada a partir da aproximacao de Born-Oppenheimer,
a equacao (2.3) com o Hamiltoniano (2.4) continua apresentando um elevado custo com-
putacional. Na realidade, existem solucoes analiticas exatas apenas para sistemas com
N =1 elétron. Nos outros casos, a resolugao numérica da equagao de Schrodinger de mui-
tos corpos é computacionalmente viavel para sistemas com poucos elétrons (N < 10) (3).
E nesse contexto que a DFT se apresenta como uma alternativa — formalmente exata

— a utilizacao direta da equacgao de Schrodinger de muitos corpos. Mais detalhes serao

apresentados nas proximas secoes.
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2.2 TEOREMA DE HOHENBERG-KOHN

Em 1964, P. Hohenberg e W. Kohn (1) demonstraram a possibilidade de a densidade
eletronica n(r) (densidade de probabilidade) ser utilizada como variavel chave no trata-
mento do problema quantico de muitos corpos. A partir da densidade de probabilidade é
possivel obter a energia de um estado fundamental Ey (17) de maneira exata. O teorema
de Hohenberg-Kohn afirma que o potencial externo, a menos de uma constante aditiva, é

um funcional tinico da densidade n(r) (18). E possivel reescrever a equacio (2.4) como:
}AI == EK + Uee + ‘7ext7 (25)

com FEx sendo o termo que corresponde a energia cinética, U, descreve a interacao elétron-
elétron e V,,; caracteriza a energia associada ao potencial externo ao qual o sistema

eletronico é submetido.

Para demonstrar o teorema de Hohenberg-Kohn, podemos propor dois potencias Ve, €
V. que fornecam a mesma densidade n(r) no estado fundamental. Dessa maneira, sejam
dois Hamiltonianos H e H' descritos por esses dois potenciais. Relacionando-os a duas

fungoes de onda ¥ e ¥, obtemos:

(VH'|V) = B < (V|H'|V)
Ey < (UIH = Ve + Vi |9) (2.6)

By < Bo [ n)lten(r) = i)',
em que a seguinte relacao é utilizada:

(U |V | ) ://.../\I/*(r,rz,...,rN)vext(r)\Il(r,rg,...,rN)d3rd3r2...d37“N
(2.7)
3

= /n(r) Vext (T) d°7.

E necessario lembrar que o principio variacional gera os sinais de desigualdades. Da



24 2. TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE PARA TEMPERATURAS NULAS

mesma maneira, obtemos a expressao:
(U HY) = B, < (V|H|V)
Eo < (W[H' + Vet = Vi [ W) (2.8)

Ey < Ej + /n(r) [Vext (r) — V) (v)] d°r.

Entao, somando as equagoes (2.6) e (2.8), vem que

By Bo < B~ [ 00t (1) — vl 07 + g+ [ ) ) = el (0]

Ou seja, uma contradicdo ¢ obtida quando impomos que os potenciais vex(r) e v, (r)
sao capazes de produzir uma mesma densidade n(r) — mesmo sendo diferentes por mais
de um fator constante. Assim, o teorema de Hohenberg-Kohn expressa que a densidade
n(r) estd vinculada diretamente ao potencial externo vey (r), que, por sua vez, especifica
completamente o sistema.

A proxima questao a ser apresentada diz respeito & maneira de se implementar o for-
malismo da DFT. Em 1965 (2), W. Kohn e L. J. Sham propuseram como alternativa para
contornar a resolucao da equacao de Schrodinger de muitos corpos interagentes a utiliza-
cao de uma equacgao equivalente de particulas nao interagentes, no entanto, submetidas a

um potencial efetivo que inclui os efeitos da interacao, conforme descrito na sequéncia.

2.3 EQUACOES DE KOHN-SHAM

Considerando um sistema nao interagente (NI) submetido a um potencial efetivo, a
equacao de Schrodinger correspondente serd™:
2

— 2+ v [n]()| 9NN ) = N (), (2.10)

*Neste trabalho, utilizaremos unidades atémicas, com m, =e=h =4m¢ey = 1.
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em que a densidade de probabilidade é:

) = 03 ol = Y no(r). (211)

o k=1

fro representa o numero de ocupacao do orbital ko, o qual, segundo o principio de exclusao
de Pauli, pode ter um ntmero de preenchimento nao-inteiro de 0 < fi, < 1. 0 expressa
as orientacoes possiveis de spin {1,]}.

Alternativamente, para um sistema eletronico interagente, é possivel escrever a equa-

¢ao da energia total como:
E[n] - EK[n} + Uee[n] + ‘/ext [nL (212)

E[n] = EK,NI [n] + EH [n] + EX [n] + (EK [n] - EK,NI [n] + Uee [n] - EH [n] — EX [TL]) + ‘/ext [n],
(2.13)
E[n] = EK,NI[”] + EH[TL] + Ex[n] + EC [n] + V;rxt [n], (214)

em que Ex xi[n] configura a energia cinética de elétrons nao interagentes, Eyx[n] representa
a energia de Hartree, ou seja, trata-se de uma aproximacao classica da energia de interacao
entre as particulas. Ex[n| caracteriza a energia de troca, que nao possui analogo classico
e surge da antissimetrizacao da funcao de onda, seguindo o principio de exclusao de Pauli.
E¢c[n] corresponde ao termo da energia de correlacao, englobando todas as corre¢oes para
as aproximacoes efetuadas nas energias cinética e de interagao. Usualmente, unimos os
termos de troca e correlacao em um tnico termo, chamado funcional de troca e correlagao
(XC):

Kohn e Sham propuseram uma minimizacao para a equacao da energia total, com a fi-
nalidade de obter a distribuicao da densidade do estado fundamental. Dessa maneira, rea-
lizando uma minimizagao funcional vinculada ao nimero total de elétrons N = [ n(r) d°r,

vem que:
d(E[n]—vN)
on(r)

com v sendo um multiplicador de Lagrange. Entao:

=0, (2.16)

dEk ni[n]  dEu[n]  6Exc[n]
g (r) * g (r) * Ny (r)

+ Vext [0] (1) = v, (2.17)
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uma vez que Vo [n] = [ n(r) vew[n](r) d*r. Enquanto que, para o sistema nao interagente,
temos que:

(Sl?}(7 NI [n]

5 (r) + Ve o [ (r) = 1. (2.18)

Assim, igualando as equagoes (2.17) e (2.18), teremos a expressao para o potencial efetivo,

descrito por:

Vett,o [ (r) = vu[n](r) + vxc[n](r) + vea[n](r), (2.19)
vpln)(r) = %ZPEE;L] = Potencial de Hartree (2.20)
vxeln)(r) = %Ei—éjr[;l] = Potencial de troca e correlagao (2.21)

Finalmente, com a substituicdo do potencial efetivo na equacdo (2.10), obtemos, as

agora nomeadas, equagoes de Kohn-Sham:

|:—v7 -+ VKS,o [n](r)} wka(r) = Cko wka(l‘), (222)

vks o [n](r) = va[n](r) + vxc[n)(r) + vext [] (1), (2.23)

1) = 305 ol @ = 3 no(r). (2.24)

o k=1

Assim, partindo de uma equagdo nao interagente, é possivel alcancar a mesma densi-
dade do estado fundamental que seria obtida se fosse resolvida a equagao de Schrédinger
para o sistema interagente. A figura 2.1 ilustra a equivaléncia entre um sistema quan-

tico considerando as equagoes de Schrodinger e um sistema considerando o formalismo

Kohn-Sham (KS) da DFT.

As equacoes de Kohn-Sham sao solucionadas através do ciclo de autoconsisténcia,

conforme apresentado no esquema a seguir:
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Escolha inicial: ny(r)

ks, o1 (r)

[+ s o] ()] 0f2(r) = ) Ndo

i (r) = 32, 30 frol i ()2 n(r) <

ni41(r)

Sim

‘ Observaveis fisicos |

PROPRIEDADES
DO SISTEMA

&

VISAO DE SCHRODINGER

ha N

ViISAO pa DFT

o - \‘\\ !’,

® iyt ! !

¥ A ! ® e

\

'
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[ ] ® | (] |

! [ 2 EQUIVALENTE ! \
¥ \
® @ ° |
o ' " "

® ELETRON
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INTERAGAD

POTENCIAL EFETIVO
—— POTENCIAL EXTERNDO

Figura 2.1 — As propriedades de um sistema quantico podem ser calculadas via equacio de

Schrédinger. Uma maneira equivalente e menos complexa de resolver o problema, é
utilizando o formalismo KS da DFT. Adaptado da referéncia (19).

Assim como outrora mencionado, em principio a DFT é exata, porém, como todas
as caracterfsticas de um potencial de troca e correla¢io (XC) exato sdo desconhecidas, a
DFT necessita de boas aproximacoes para esse funcional. Uma das aproximagoes mais

utilizadas para os funcionais XC é a Aprozimacao da Densidade Local, que seré discutida

na proxima secao.
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2.4 APROXIMACAO DA DENSIDADE LOCAL

Diversas aproximacgoes para o funcional XC surgiram ao longo do desenvolvimento
da DFT. Hohenberg e Kohn propuseram em 1964 (1) a aproximacao da densidade local
(LDA), sendo esta considerada uma das aproximagoes mais simples e mais utilizadas. De

uma forma geral, temos que

EXA ] = [ ]y P (2.25)

com e2M[n] representando a energia de troca e correlagao por volume de um sistema

homogéneo com densidade n. Uma representacao esquematica da aproximacao LDA é
apresentada na figura 2.2: um sistema heterogéneo é tratado como a soma de varios siste-
mas homogéneos infinitesimais, cada qual possuindo uma densidade uniforme n. Assim,
a energia Fxc[n] do sistema heterogéneo é aproximada localmente utilizando a densidade

de energia de troca e correlagio de sistemas homogéneos, €™ [n].

Aproximacdo da Densidade Local - LDA

n(¥) = constante

Figura 2.2 — Representacao esquematica da aproximagao da densidade local.

Ainda que essa aproximacao tenha alcancado um grande sucesso, algumas limitagoes
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na descricao de certos vinculos exatos sao conhecidos, como a transicao entre sistemas
fracamente e fortemente interagentes (20), além da constancia dos autovalores Kohn-Sham
diante de cargas fracionarias (21). O chamado erro de auto-interagao (SIE) (22,23,24,25,
26) também é um problema tipico da LDA, ele ocorre quando a aproximagao é aplicada
a sistemas com N = 1 elétron, levando a resultados incorretos para o célculo de energias
e densidades. O SIE ocorre porque a LDA considera a interacdo entre elétrons mesmo
em sistemas com somente N = 1 elétron. Por esse motivo, as chamadas correcoes de
auto-interagao (SIC) (25) surgiram com o intuito de tornarem funcionais como a LDA

exatos quando aplicados a sistemas com N = 1 elétron’.

'E claro que o objetivo da DFT ndo é abordar problemas com N = 1 elétron, ja que esses costumam
possuir solugoes analiticas exatas. No entanto, é sabido que o SIE de funcionais como a LDA ¢é propagado
para sistemas com N > 1, introduzindo o chamado N-SIE (27).
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3 TEORIA DO FUNCIONAL DA
DENSIDADE PARA
TEMPERATURAS FINITAS

No periodo entre a publicacao dos dois artigos que fundamentaram a DFT, conforme
descrito nas segoes 2.2 e 2.3, N. David Mermin (28) propos o analogo ao teorema de
Hohenberg-Kohn para casos em que a temperatura do sistema fosse nao nula, surgindo,
dessa maneira, a chamada Thermal DFT (thDFT). Para tal, foi necessario a ado¢ao do
formalismo da Mecanica Estatistica, uma vez que a thDF'T lida com ensembles estatisticos
de estados quanticos que descrevem o equilibrio termodinamico de sistemas de muitos
COrpos.

Considere o chamado potencial grao canodnico, escrito como um funcional da densidade

eletronica n(r) e dado por:
Q[n] = Ex[n] + Uee[n] — T S[n] + /n(r) [Vext (*) — pt] dPr, (3.1)

em que Ex[n] e Ue[n] sdo as energias cinética e de interagao, T' é a temperatura, S[n| a
entropia, Ve (r) o potencial externo e p o potencial quimico. E sabido que a uma dada
temperatura 7' e potencial quimico p, o potencial grao canonico atinge um minimo na

densidade de equilibrio (7,29). Nesse contexto, a equagao (3.1) pode ser reescrita como:
Q[n] = Ex xi1[n] — T Sxi[n] + /n(r) [Vext (r) — ] d*r + Eg[n] + Fxc[n), (3.2)

em que Fixc[n| é a contribuigdo de troca e correlagdo da energia livre, dada por:
Fxcln] = (Ex[n] — T S[n]) — (Ex ~x1[n] — T Sxi[n]) + Uee[n] — Euln], (3.3)

com Sni[n| e Ex ni[n| caracterizando a entropia e energia cinética de um sistema ndo

interagente. Note que, se considerarmos que T'— 0 K ou que S[n] ~ Sxi[n| retomamos
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que Fxc[n] = Exc[n], ou seja, a expressao usual para a energia XC, como mostrado na
secao 2.3.

Em uma derivacao andloga que leva as equacgoes de Kohn-Sham, podemos, também
para os casos em que 1" > 0 K, construir uma equacao de particulas nao interagentes
submetidas a um potencial efetivo vs ,(r). Para tanto, comecemos escrevendo o potencial

grao canonico de um sistema nao interagente como:
Qnin] = Ex, xi[n] — T Sxi[n] + /n(r) [vs,0(r) — 4] dr, (3.4)

Ja o potencial grao canoénico para um sistema interagente a uma temperatura 7' é
dado pela equagao (3.2). Ao impor que os dois potenciais atinjam o mesmo minimo na
densidade de equilibrio, obtemos:

d Fyeln)

—5 TLU(I') + Vext (I‘) (35)

Vs o (1) = vu[n)(r) +

Entao, para um sistema em equilibrio térmico a uma temperatura 7', as chamadas

equagoes de Mermin-Kohn-Sham (MKS) sao escritas como:

=T+ w5006 o) = i ), (36)

com a densidade de probabilidade sendo descrita como:

n(r) =Y > fEo)lpw®P = Y ny(r), (3.7)

o=T{ 1 o="T,}

em que f(g;,) é a distribuigao de Fermi-Dirac (ao considerarmos o tratamento de férmions,
como, por exemplo, elétrons):

1 1

f(giO') - e(gia—,u,)/k‘BT + 1 - G(Eiv_ﬂ)/a + 17

(3.8)

com kp sendo a constante de Boltzmann.

Assim como nao conhecemos todas as caracteristicas de um potencial XC de forma
exata para o realizarmos um calculo DFT, também nao conhecemos todas as caracteristi-
cas da contribuicao da energia livre de XC de maneira exata para realizarmos um célculo
thDFT e, portanto, precisamos de boas aproximacoes para Fi.. Uma das aproximacoes
mais utilizadas para o cédlculo da energia livre de XC é a Aprozimacao de Temperatura

Zero, que sera discutida na proxima secao.
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3.1 APROXIMACAO DE TEMPERATURA ZERO

A aproximagao de temperatura zero (ZTA) é considerada uma das aproximagoes mais

utilizadas em calculos MKS. Para chegarmos a ela, comegamos escrevendo que (30):
FXC [n] = EXC + AFXC [n], (39)

em que Exc é um funcional de energia XC advindo do formalismo 7" = 0 K (por exemplo,
uma LDA) e AFxc[n] é a diferenca que incorpora todos os demais efeitos de temperatura.

Dessa maneira, a ZTA consiste em ignorarmos essa contribui¢ao térmica, ou seja:
ZTA[, 1
FXC [n] = Exc. (310)

Portanto, de acordo com a filosofia ZTA, quaisquer efeitos térmicos sao incluidos em
um funcional que fora rigorosamente construido em um ambiente de temperatura nula.
Assim, esbarramos nas mesmas dificuldades apresentadas no capitulo 2, ou seja, trata-se
de uma espécie de dupla aproximacao, uma vez que os funcionais Ex¢ em si ja carregam
imprecisoes em suas construgoes.

A fim de ilustrarmos um célculo ZTA, escolhemos um sistema unidimensional (1D)
com N elétrons interagentes armadilhados em um potencial externo, caracterizado pelo
seguinte Hamiltoniano:

. 1 1
H = Z |:_§d_,f1;‘3 -+ /Uext(l'i):| + 5 Z ant($i,xj). (31]_)

i=1 0,j=1

(i#4)
Como potencial de interacao entre os elétrons, escolheremos o chamado potencial de

Coulomb suavizado, dado por:

Vi (2, T5) = 454k (3.12)

P+ ()

em que g; e g sao as cargas das particulas e a ¢ um parametro de suavizagao. O potencial

de Hartree, vy[n](x), é obtido a partir da energia de Hartree, expressa por:

Ey[n] = %//vee(az —2)yn(x)n(z") dx do'. (3.13)



34 3. TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE PARA TEMPERATURAS FINITAS

Assim,

vpln|(z) = 6(51123;] = /Uee(ZE — 2’ )yn(a") do’, (3.14)

com Ve (z — ') indicando o potencial de interagao, neste caso o de Coulomb suavizado.
A energia de troca, por sua vez, é escrita da seguinte maneira:
== Z Z //ww ) Wio(2) Vel — &) U2, (x) by (') da da’ (3.15)
o i,j=1
Seguindo a defini¢do da equagao (2.25), a energia de troca LDA aproximada é escrita

como:
EXA ) = [ dimfn(a) do, (3.16)
ou seja, precisamos apenas da solu¢do da equagao (3.15) para sistemas homogéneos. O

potencial de troca LDA, entao, serd escrito como:

VEDA ] (2) = ‘5E5>T<l—<x£”] (3.17)

Para um potencial de interacao do tipo de Coulomb suavizado, conforme demonstrado

no apéndice A, a expressao é dada por:

m sin”(y)
oM () = — () _ dy
0 y \/y + (wn(a:)a)
71_2 a2 [e'e) SinQ( ) (318)
+ g n(x)? y

y? %/ +—(1£E12>2}&Q ‘

com as integrais remanescentes sendo implementadas numericamente. No caso de a = 1,

h& uma parametrizagdo LDA para a energia correlagao conhecida e dada por (31,32):

ELPA rse+ Er? -
== In(1+ar, da, 3.19
/Ars+Br§+Cr§+Dr§ nll+ar, +5rl) da (3.19)
com
! (3.20)
ry = i .
2n(x)

Os valores dos parametros A, B,C, D, E, «, f e m sdo apresentados na tabela 3.1 (31).

O potencial de correlacao LDA, entao, serd escrito como:

OEGA(n]
on(x)

ve> [n](a) = (3.21)
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Parametro | Valor
A 18,40
B 0,0
C 7,501
D 0,10185
E 0,012827
o 1,511
B 0,258
m 4,424

Tabela 3.1 — Valores dos pardmetros utilizados na aproximagao LDA para energia de correlagio,
conforme definida na equagao (3.19).

Especificamente para a = 1, na figura 3.1 apresentamos os perfis de densidades obtidos
através de um célculo ZTA utilizando a LDA mencionada anteriormente para um sistema
com N = 4 elétrons em um pogo de potencial 1D (de profundidade e largura iguais a
9,0 u.a. e 4,0 u.a., respectivamente) para algumas temperaturas 7' e com Ny = N|.
Note que as densidades tornam-se mais “espalhadas” na medida em que a temperatura
aumenta, o que é um resultado esperado. Na figura 3.2 apresentamos de maneira separada
as contribuicoes dos potenciais externo, de Hartree, de troca e de correlacao, que, por sua
vez, s40 0s responsaveis por controlar o comportamento das densidades. E importante
ressaltar que, pelo fato de o efeito da temperatura estar embutido apenas na funcao de
distribui¢ao de Fermi-Dirac (via densidades), os potenciais dependem da temperatura de

maneira implicita.

A funcao de distribui¢do de Fermi-Dirac, dada pela equacdo (3.8), e o preenchimento
dos niveis 2, 3 e 4 sao expostos na figura 3.3. Note que, para T' = 0 K, o sistema preenche
totalmente os dois primeiros niveis, entretanto, conforme a temperatura 7' é aumentada,
outros niveis passam a ser ocupados. Esse efeito pode ser melhor visualizado na figura 3.3
(b), uma vez que o preenchimento do nivel 2 diminui conforme a temperatura aumenta

enquanto que o preenchimento dos niveis 3 e 4 aumenta gradativamente.
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n(x)

Figura 3.1 — Densidades eletronicas em um pogo de potencial finito (linhas verticais tracejadas)
em diferentes temperaturas § = kg T para N = 4 elétrons com Ny = N| = N/2.
As curvas foram obtidas via aproximagao ZTA/LDA.

3.2 SISTEMAS NAO E FORTEMENTE INTERAGEN-

TES

Além da ZTA/LDA para um potencial do tipo de Coulomb suavizado, como segundo
exemplo de aplicacao das equacoes MKS, consideraremos elétrons em um pogo quantico
finito 1D em dois limites exatos bem conhecidos para interacoes eletrénicas de curto
alcance™: nao interagente e fortemente interagente. Em ambos os limites, teremos que
vp[n](x) = Fi[n] = 0. A diferenca entre eles estd na ocupacao orbital: enquanto no
primeiro limite temos uma dupla ocupacao orbital, no segundo caso, por meio do chamado
mapeamento Boson-Férmion (34,35), os orbitais possuem ocupagio simples. Por exemplo,
consideremos um sistema 1D com N = 2 elétrons (de spins opostos) e com T = 0 K.

Nesse caso, as fungoes de onda totais, para os limites ndo interagente (NI) e fortemente

*Uma discussao muito instrutiva sobre a diferenca entre interagoes eletronicas de curto e longo alcance
pode ser encontrada na referéncia (33).
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Figura 3.2 — Para o sistema da figura 3.1, potenciais (a) externo; (b) de Hartree; (c) e (d) de
troca; (e) e (f) de correlagao, como definidos nas equagoes (3.14), (3.17) e (3.21), res-
pectivamente. As linhas verticais tracejadas indicam a regido do pogo de potencial
finito.
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Figura 3.3 — Para o sistema da figura 3.1, (a) fungdo de distribuicao de Fermi-Dirac, dada pela
equacao (3.8) e (b) preenchimento dos niveis 2, 3 e 4. As linhas tracejadas nao
possuem nenhum significado fisico, servindo somente como um guia para os olhos.

interagente (FI), sao dadas por:

U (y, 29) = % [P0 (1) P5(72) + Pa(T2) ds(T1)] X711 (3.22)
U (2, 25) = % [Pa(21) P5(72) — Pa(T2) P5(21)] X110 (3.23)

em que ¢¢(x) sdo orbitais de particulas simples nao interagentes, com « e  rotulando o
conjunto completo de nimeros quéanticos (sem spin), sendo solu¢do da seguinte equagao

de Schrodinger nao interagente:

s+ ven(o)| ) = v u(o). (3.24)

Em uma representacao esquematica, x4, indicam as componentes de spin da fungao de
onda total W. Note que, considerando o estado fundamental, o limite NI é caracterizado

por o = f3, enquanto que o limite FI por a # A7, com os perfis de densidade dados por:

nN(z) = 2 /]\IINI(x,xQ)Fd@ — 2| gu()? (3.25)

n'l(z) =2 /\‘I’FI(%@)Idez = |ga()|* +[d5(2) . (3.26)
Portanto, para T' = 0 K, ambos os limites tem solu¢oes bem conhecidas (uma discussao

detalhada sobre o assunto ja foi realizada na literatura (34,35,36,37)). A generalizacao

"Note que a funcdo de onda espacialmente antissimétrica de (3.23) faz com que os elétrons fiquem o
mais distante possivel, como requerido pelo limite de interacao forte.
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de ¥ para qualquer namero de elétrons ¢ dada por um determinante de Slater N x N,

escrito como:
Palr1) -+ ¢plz1)

\I/([L'l,l'g, ...,(I)N) =

N . 3.97
\/m : : ) ( )

balzn) -+ PplaN)

com os perfis de densidade, considerando uma situa¢do nao polarizada (Nt = N| = N/2),
assim como efeitos da temperatura, dados por:

N/2

n*(z) =2 Z f(e) loi(x)]® (3.28)

N

n(@) = fle) i) (3.29)

i=1

Na figura 3.4 apresentamos os perfis de densidade para elétrons dentro de um poco
de potencial 1D (de profundidade e largura iguais a 9.0 u.a. e 4.0 u.a., respectivamente)
para algumas temperaturas 7' e com Ny = N|. Ao compararmos os limites NI e FI para
N = 2, presentes nas figuras 3.4 (a) e (b), notamos que, conforme 6 = kg T se aproxima
de zero, o nimero de picos passa de um para dois. O mesmo comportamento é observado
nas figuras 3.4 (c¢) e (d) para N = 4, uma vez que o namero de picos passa de dois para
quatro. A diferenca entre o nimero de picos de densidade é uma assinatura clara e bem
conhecida de situagoes nio interagentes e fortemente interagentes (36,38). Conforme 7'
¢ incrementado, as densidades se espalham cada vez mais pelas bordas do poco, o que é
uma caracteristica esperada (10).

A funcdo de distribui¢ao de Fermi-Dirac, dada pela equagao (3.8), para os sistemas
nao interagentes e formentes interagentes da figura 3.4 sao expostos na figura 3.5. Note
que os casos FI para N = 2 elétrons e NI para N = 4 elétrons sao idénticos, isso ocorre
porque ambos os casos ocupam 2 niveis orbitais, enquanto que os casos NI para N = 2
elétrons e FI para N = 4 elétrons sao distintos dos restantes, uma vez que os elétrons

ocupam 1 e 4 niveis orbitais, respectivamente.



40 3. TEORIA DO FUNCIONAL DA DENSIDADE PARA TEMPERATURAS FINITAS
110 T T T T l
@) | ! (b)
\
0,8 : : 0,6
' i
! I
0,6 | |
’ : ” ' 0,4 —0=00
—_—0= ] —_=
~ \ ) = 6=0,2
< o4 : o2 : g —0=04
= g ' 0=0,4 : 0=0,6
J =\ S =
i ' —0=0, ——0=0,8
02 ' —0=08 i —0=1,0
oo | N=2 (f i '
004 I N :I 2 (ndo :nterager:te) : 0,0 :, = (I ortemeflte 1nterallgente) ;
-3 -2 -1 0 1 2 -3 -2 -1 0 1 2
X X
T T T T l T T T T l
©) . : 2] (d) !
124 : : : !
! ! ! !
! 1 ! 1
' 1 08 ' 1
0,84 ! — =00 : : ! —6=00 :
' —0=02 . \ —0=02 '
8 ' —0=04 ' E ' —0=04 1
= : ——0=05 ' N 04 ——6=0,5
04+ ' ——6=06 ' 47 —0=06
y —0=07 —0=07
——0=08 \ ——0=08 !
0,0 | ! : !
' ' N=4(nfo interagente) | 0,0 ' N =4 (fortemente interagente) |
! . ] :
-3 —I2 —I1 (I) 1I 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X

Figura 3.4 — Densidades eletrénica nao interagente e fortemente interagente em um poco de
potencial finito (linhas verticais tracejadas) em diferentes temperaturas = kg T":
(a) e (b) N =2; (c) e (d) N =4 elétrons — ambos os casos com Ny = N| = N/2.
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Figura 3.5 — Funcao de distribuicao de Fermi-Dirac para os casos ndo interagentes e fortemente
interagentes, dada pela equacdo (3.8), para os sistemas da figura 3.4. As linhas

tracejadas ndo possuem nenhum significado fisico, servindo somente como um guia

para os olhos.
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Assim, determinamos as densidades para sistemas NI e FI com temperatura finita
T # 0 K através das equagoes MKS. No proximo capitulo serd apresentada uma proposta
para, através das equagoes KS, incorporarmos os efeitos da temperatura a partir de um

potencial efetivo.
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4 TEMPERATURA VIA
POTENCIAL EFETIVO

A ideia central dos formalismos de Kohn-Sham da DFT e de Mermin-Kohn-Sham da
thDFT consiste em substituir sistemas de muitas particulas interagentes por sistemas de
particulas nao interagentes, porém, submetidos a um potencial efetivo que incorpora to-
dos os efeitos das interagoes. Principalmente no caso da DFT, tais abordagens trazem
consigo uma grande vantagem computacional, uma vez que apenas equagoes do tipo de
Schrédinger nao interagentes necessitam ser implementadas. Neste capitulo apresenta-
mos uma proposta de formalismo alternativo para a implementacao da thDF'T: em vez de
utilizarmos as equacoes MKS, mostraremos que é possivel utilizar uma abordagem equi-
valente a de Kohn-Sham, utilizando um potencial efetivo que incorpore, além dos efeitos
da interacao, também todos os efeitos de temperatura. De maneira esquematica, a ideia

aqui proposta é apresentada na figura 4.1.

Considere um sistema nao interagente com 7' = 0 K e submetido a um potencial
efetivo verr . Nessas condicoes, para sistemas unidimensionais, o potencial grao canonico

da equacao (3.2) pode ser reescrito como:
0% = Bcalo] + [ @) ouna(o) — ) da (4.1)

Agora, impondo que € dado por (3.2)* e Q17K atinjam o mesmo minimo na densidade

de equilibrio, teremos que:

d Fyeln]
dngy(x)

+ Vexi () = T % (4.2)

Vett o [1](7) = vr[n](x) +

*ajustado para o caso de sistemas unidimensionais
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PROPRIEDADES
DO SISTEMA

VISAD DE SCHRODINGER VISAoO DA DFT
Y [ J
FORMALMENTE
EQUIVALENTE ®
[ J
[ J
[
EM EQUILIBRIO TERMICO,
T>0K T=0K
() ELETRON [ ) PARTICULA NAO INTERAGENTE
<—> INTERAGAO ---- POTENCIAL EFETIVO

POTENCIAL EXTERNO

Figura 4.1 — Propriedades de um sistema quéntico podem ser calculados via equagao de Schrodin-
ger. Uma maneira equivalente e menos complexa de resolver o problema é utilizando
a thDFT. Adaptado da referéncia (19).

Da equagao (3.3), por sua vez, temos que:

e al(2) = e 2) + ) — T G
o (] = T Slal) = (Boali] = T Swala) + U] - B},
(4.3)
que pode ser reescrita como
teral](0) = v () + valnl(0) + v o) = T £ (4.4
em que
thealnl(e) = s Bilnl = Bl + Ualin] = Eulol). (1.5

isto é, a expressao usual para o potencial XC empregado em 7' = 0 K.

Ou seja, via formalismo zero Kelvin, propomos o “potencial da temperatura” — vy [n](z)
— que, em adicao aos termos de interacao, também incorpora os efeitos da temperatura.
Assim, temos um potencial efetivo que incorpora, além dos efeitos da interacao entre os

elétrons, os efeitos da temperatura do sistema em questao. Em sintese, temos que:

1 d? ~ N .
TS d + vgff,a[n] (@) | Pro(®) = €py Pro(), (4.6)
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Vetto (1] () = Vext (%) + vu[2] (%) + Vec 0[] (%) + vr (2] (), (4.7)
em que
oy 05[A)
vr[n)(z) = T(ng(x). (4.8)

O perfil de densidade, diferente da equacao (3.7), é dado segundo a equacao:

i) = Y Y |ore(@)? = > ig(a). (4.9)

o="1 k=1 o="{
Assim, em vez de utilizarmos as equagoes tradicionais da thDFT (3.5) — (3.8), propomos
o uso de uma rota equivalente, a qual mantém a estrutura de um calculo de 7" = 0 K. Por
defini¢ao, vr—ok[n|(x) = 0, recuperando o formalismo KS de T'= 0 K da DFT.
Especificamente, propomos um vl ,[n] cujos termos vy [n] e vy o [1] dependem somente
da interacdo, com um vy[n| que incorpora todos os efeitos da temperatura (e pode também
depender da interagio, por meio da entropia S[n]). Em outras palavras, o potencial de

Hartree + XC (Hxc) deve ser dado por:
Vitxe,o (1] (%) = Vegiy [1)(%) — Vext (@), (4.10)
enquanto que

vr[n)(2) = v, [0)(2) = Vise,o [0)(2) = Vet ()
(4.11)

= Vet o[ (%) — Ve, [n]().

Neste momento, uma pergunta pertinente é: as densidades 7' > 0 K sao de fato
v-representaveis em um formalismo de 7" = 0 K? Note que a v-representabilidade de
densidades é um conceito bem conhecido que deve ser satisfeito em um célculo KS bem
sucedido: deve existir um potencial efetivo, cujo estado fundamental, em um célculo KS
nao interagente, leve aos perfis de densidade interagentes corretos. Existem exemplos na
literatura de densidades que ndo sdo v-representaveis (39). Aqui, seguindo o formalismo
das equagoes (4.6) — (4.9), além da interacao, o potencial efetivo deve ser capaz de incor-

porar os efeitos da temperatura. Desta maneira, por meio de uma abordagem chamada

T
eff,o

de “engenharia reversa”, nés tentaremos encontrar um vag [72](x) que produz n(x) = n(x),
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onde n(z) sao os perfis de densidade apresentados na figura 3.4. Uma vez que tal poten-
cial efetivo seja encontrado, esta serd uma prova numeérica (e suficiente) de que n(z) séo
de fato v-representaveis em um formalismo KS de 7' = 0 K. A ideia técnica por tras do
procedimento de engenharia reversa usada aqui ja foi descrita na literatura (38), conforme

apresentaremos no proximo paragrafo.

Passo 1: introduzimos um palpite inicial para o potencial de KS vis(z), por exemplo,
que pode conter apenas o termo de Hartree para um sistema uniforme. Passo 2: Deter-
minamos os perfis de densidade n°(z) obtidos a partir do vi¢(z). Passo 3: Comparamos
n®(x) com os perfis de densidade desejados nde€2d°(z), Passo 4: Se n®(z) < ndeseado(g)
vkg(2) = vis(x) — 0; se nO(z) > ndeseiado(g) ol (z) = vdqs(x) + 6, com 6 S1x 1075, O

ciclo 2 — 4 ¢ repetido 7y vezes até que n?(z) & nd®9ado(1) com uma precisio de ~ 0.1%.

Como se pode observar da figura 4.2, as densidades n(z) nao interagentes e fortemente
interagentes para T' > 0 K da figura 3.4 sao de fato v-representaveis no formalismo de
T = 0 K. Especificamente, para as curvas fortemente interagentes, é importante mencio-
nar que os potenciais efetivos mostrados na figura 4.2 (b) e (d) sao capazes de reproduzir
n(x) incluindo um ingrediente crucial de KS para T' = 0 K: os potenciais efetivos vlg ,[7]
sao encontrados para densidade fortemente interagentes com uma dupla ocupacao orbital,
como requerido em um calculo KS com Ny = N|. Isto é, além dos efeitos da temperatura,
tais potenciais efetivos incluem as contribuicoes de interagoes fortes (que foram inclui-
das & mao nas densidades apresentadas na figura 3.4 — por meio de ocupagoes orbitais
simples). Note a mudanca em vg;cﬂo_ (7] — como funcao de T' — que é capaz de induzir as
mudancas esperadas nas densidades: conforme a temperatura é aumentada, vgﬂ’g[ﬁ] induz
as densidades eletronicas a se espalharem mais pelas bordas do pogo. Curiosamente, a
parte de um valor critico de T', o potencial efetivo salta abruptamente, com estruturas de
“ombros” aparecendo ao redor das bordas do pogo. Tais estruturas sao muito similares as
observadas nas bem conhecidas descontinuidades do potencial KS relatadas na DFT e na

DFT dependente do tempo (TDDEFT) (40,41,42).

Na figura 4.3 nés mostramos vr[n| obtido por meio dos potenciais efetivos da figura

4.2 como definido na equacdo (4.11). Para ambos, N = 2 e N = 4, note os grandes
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Figura 4.2 — Potenciais efetivos nao interagentes e fortemente interagentes, como definido na
equacao (4.7) e que reproduz os perfis de densidades apresentados na figura 3.4.
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incrementos de vr[f2] que ocorrem em temperaturas para quais vl ,[72] sofreu os saltos
abruptos. Nos casos nao interagentes e nos fortemente interagentes, quanto mais elétrons
estao presentes, menor é a temperatura para a qual vyp[n| sofre o incremento abrupto:
(i) nas figuras 4.3 (a) e (c), por meio da equagio (4.8), nés concluimos que isso é a
assinatura da influéncia da entropia nao-interagente. (i) Nas figuras 4.3 (b) e (d), é
esperado que a temperatura na qual o salto ocorre seja reduzida com o incremento de N,
j4 que uma interacao mais forte induz os elétrons a se separarem uns dos outros. Um
argumento similar ¢ vilido quando comparamos as curvas para o mesmo N, com a reducao

da temperatura na qual o salto acontece com o incremento da interacao.

= 4 = E
\d 0 2 0
& &
24 2
al ——0=06 ——0=1,0 4. —0=06 ——0=10
N =2 (ndo interagente) N = 2 (fortemente interagente)
T T N IR
X X
T T T T T
4] () ]
2 4
= =
N N
= = 0 PraVAVAVAS
—0=02 ——0=06
—0=04 ——0=07
24 0=05 ——0=0,8 4
6 N =4 (fortemente interagente)
T T S
X X

Figura 4.3 — Potencial da temperatura nao interagente e fortemente interagente, como definido
na equagao (4.11) e para os sistemas da figura 4.2.

Na figura 4.4 nés mostramos o vpxco[R] fortemente interagente, como definido na
equagao (4.10) e obtido por meio dos potenciais efetivos fortemente interagentes da figura

4.2. Seguindo a nossa proposta, Vpxc,[7] nao depende da temperatura, sem nenhuma
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T
eff,o

contribuigao para os saltos do v.g ,[71] como visto na figura 4.2. Note que o nosso potencial
Hxc é essencialmente o mesmo que seria empregado em um calculo com 7" = 0 K, uma vez
que todos efeitos da temperatura foram incorporados no potencial da temperatura. Em
suma, as descontinuidades do veTmU[ﬁ] sao conduzidas exclusivamente pela contribui¢ao do

Ut [’fl] .

vH XC (x)

Figura 4.4 — Potenciais Hxc fortemente interagentes, como definido na equagao (4.10) e para os
sistemas da figura 4.2.

Por meio do teorema de Koopmans da DFT (43), é sabido que o negativo dos autova-
lores de KS mais altamente ocupados (HO) sdo equivalentes aos potenciais de ionizagao
(considerando o formalismo T'= 0 K). Uma vez que a possibilidade de variar N conti-
nuamente entre ntimeros inteiros é permitida, também é conhecido que os autovalores de
KS HO devem ser constantes e sofrer uma descontinuidade em N inteiros (44,45). Aqui,
em vez de investigarmos a dependéncia de e sobre nimero de elétrons fracionarios, nos
analisamos a dependéncia de e, como definido na equagdo (4.6), sob diferentes tempe-
raturas. Especificamente, consideraremos os mesmos sistemas apresentados nas figuras
anteriores, para situacoes nao interagentes e fortemente interagentes. Os resultados sao
apresentados na figura 4.5. Os saltos observados em veTH’U (7] produzem um efeito claro
no €HTO, que sao descontinuos exatamente nas temperaturas dos saltos. Para os casos nao
interagentes e fortemente interagentes, as descontinuidades ocorrem em diferentes tem-
peraturas, para N = 2 e N = 4. Tal diferenca, como ji concluimos anteriormente, sao

exclusivamente conduzidas pelo potencial vr[ni]. Curiosamente, e, sdo quase constantes
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quando nao nas vizinhancas das temperaturas de salto. Resta investigar a conexao entre

ey © o potencial de ionizagdo dependente da temperatura.
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Figura 4.5 — Autovalores mais altamente ocupados nado interagentes e fortemente interagentes

5HTO, como definido na equacdo (4.6) e para os mesmos sistemas apresentados nas
figuras anteriores.
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5 CONCLUSOES

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT) é uma das principais ferramentas utiliza-
das na descrigao da estrutura eletronica da matéria, com aplicacoes em diferentes areas da
Fisica e da Quimica. A formulagao de Kohn-Sham (KS), proposta em 1965, foi essencial
para a popularizacao da DFT, uma vez que tornou possivel a obtencao das propriedades
de sistemas de muitos corpos interagentes a partir de uma equacgao de particulas nao
interagentes submetidas a um potencial efetivo que incorpora os efeitos de interacao. A
construgao de funcionais de troca e correlagdo (XC) cada vez mais precisos e novas estraté-
gias de implementacao computacional desses funcionais, que ainda os tornem factiveis de
utilizacao nos mais variados sistemas quanticos, ¢ o que tem norteado o desenvolvimento
da DFT.

Motivado pelo trabalho de P. Hohenberg e W. Kohn publicado em 1964 (conduzindo
ao hoje chamado Teorema de Hohenberg-Kohn), N. David Mermin demonstrou a possibi-
lidade de se expandir os estudos da DFT para sistemas com temperaturas nao nulas. Em
um paralelo a formulagdo de KS, a implementagao da chamada Thermal DFT (thDFT)
¢ feita através do formalismo de Mermin-Kohn-Sham (MKS). Entretanto, a aproximagcao
de temperatura zero (ZTA) é comumente utilizada a fim de tornar os calculos menos
complexos. Essa aproximacao desconsidera a contribuicao térmica para a energia livre
XC, ou seja, o mesmo potencial XC utilizado no formalismo KS é utilizado, fazendo com
que a contribuicao da temperatura esteja presente explicitamente apenas no calculo das
densidades eletronicas.

Diante desse contexto, neste trabalho apresentamos um estudo sistemético utilizando
sistemas quanticos unidimensionais com diferentes temperaturas 7' > 0 K. Como primeira
aplicacao, realizamos um célculo ZTA /LDA para sistemas com N = 4 elétrons nao po-
larizados e armadilhados em um poco de potencial, de onde foram obtidos os perfis de

densidade, os potenciais externo, de Hartree, de troca e de correlagao, assim como a funcao
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de distribuicao de Fermi-Dirac. Como segunda aplicacao das equagoes MKS, considera-
mos os limites exatos de elétrons nao e fortemente interagentes, submetidos, novamente,
a um poco quantico finito unidimensional para sistemas com N = 2 e N = 4 elétrons,
sendo também obtidos os perfis de densidade e a distribuicao de Fermi-Dirac. Em todos
os casos foi possivel perceber que, conforme a temperatura é incrementada, os elétrons
sao “espalhados” para a borda do pog¢o, com preenchimento parcial de outros niveis de
ocupagao, uma vez que a equagao (3.8) deixa de ter preenchimento unitério quando 7" # 0

K.

Através dos limites exatos, propusemos uma maneira alternativa de implementar a
thDFT empregando um formalismo do tipo de Kohn-Sham (ou seja, com 7" = 0 K). Es-
pecificamente, introduzimos um potencial efetivo dependente da temperatura — vgcfp [n]
— que, além da interacao eletronica, pode incorporar os efeitos da temperatura, expli-
citamente pela introducao de um “potencial da temperatura”, vy[n|, como definido nas
equagoes (4.7), (4.8) e (4.11). Considerando pogos de potencial unidimensionais como
laboratoérios teodricos, fomos capazes de obter um potencial efetivo que reproduz os perfis
de densidade nao interagentes e fortemente interagentes (inicialmente obtidas pelas tra-
dicionais equacoes da thDFT). Portanto, provamos (numericamente) que tais perfis de
densidade sao v-representaveis em um formalismo do tipo de Kohn-Sham para tempera-

turas nulas.

Curiosamente, os potenciais efetivos v’ [n] sofrem claras descontinuidades em di-

ferentes temperaturas, em funcao da interagao eletronica e do ntimero de elétrons. Tais
descontinuidades sao muito similares as observadas para os potenciais de KS sobT'= 0 K,
tanto DFT e como na versao dependente do tempo (TDDFT). Conseguimos explicitar o
potencial de Hartree + troca e correlagao (Hxc), bem como o o potencial da temperatura,
com uma clara influéncia de vr[n] nas descontinuidades mencionadas. Nossa proposta
de potencial Hxc, que nao depende da temperatura, é exatamente o mesmo que seria
empregado em um céalculo de T' = 0 K, com todos os efeitos de temperatura incorporados

por vr[n] (que, pela equagao (4.8), é definido em termos da entropia).

Os autovalores mais altamente ocupados e, também foram analisados, como definido
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em nossa equagao alternativa (4.6), como funcio da temperatura. e também sofrem
descontinuidades, com valores constantes quando nao nas vizinhancas das temperaturas
de salto do potencial UeTff’g[n]. Tal comportamento é muito similar com o que é bem
conhecido de acontecer em calculos de 7' = 0 K quando se lida com os autovalores de
Kohn-Sham considerando a variacdo continua de nimero de elétrons (isto é, permitindo
N nao inteiro).

Com base nos dados expostos, mantido o formalismo de temperatura nula, fica de-
monstrada a possibilidade de encontrar um potencial efetivo que incorpore os efeitos da
temperatura. Como sequéncia, planejamos estender a investigacao a sistemas com um
maior nimero de elétrons, assim como, a outros potenciais externos, como os do tipo
Coulombiano. Sem divida, o sucesso da abordagem aqui apresentada pode proporcionar
um grande avanco metodolégico ao formalismo da Thermal DFT. Um entendimento mais
preciso do papel das descontinuidades de veTﬂ’U[n], com atengao especifica para vy[n|, bem

como £, também é uma tarefa para futuras investigagoes.
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Apéndice A Potencial de troca —

interacao do tipo Coulomb suavizado

Neste apéndice demonstraremos a expressao do potencial de troca unidimensional para
uma interacao eletronica do tipo de Coulomb suavizado, obtido a partir da equacao da
energia de troca Fx, expressa da seguinte maneira:

IS [ [ ) i) vl ) ) ) e (A
o ij=1

Tendo como objetivo construir uma aproximacgao da densidade local (LDA), inicial-

mente resolveremos o caso homogéneo. Assim, comegamos escrevendo os orbitais KS no

formato de exponenciais complexas:

ikx
om €
IIC—IO' (x) = \/Z? (A.2)
de maneira que L é o tamanho do sistema. Definindo,
Y (a Xﬂ% ) Uro (), (A.3)

teremos:
,yHom Z ezk z—x') (A4)

Seguindo a filosofia de uma LDA, consideraremos um caso nao polarizado com N; =
N,*. Considerando um sistema de dimensoes elevadas e, portanto, com niveis de energia
muito proximos um do outro, podemos reescrever o somatorio na forma de uma integral,

por meio da densidade de estados g(k). Assim,

1

kr
PHOm(E,2') = — / g(k) ™) dk, (A.5)
0

*A generalizacdo para casos polarizados daria origem a uma LSDA, com a letra “S” sendo relacionada
ao spin eletronico.
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em que kg representa o orbital mais alto ocupado, ou nivel de Fermi.

Para um sistema unidimensional, g(k) é expressa da seguinte maneira:

2
L= om A= L0123, .. (A.6)
2 k
Assim,
Lk
_ LR A7
v=" (A7)

O numero de estados é dado por:

v
N=—. .
. (A8)
Logo,
N = L g (A.9)
2
com,
L
k) = —. Al
g(k) = o (A.10)
Ou seja,
i ke, L
N =2 =2 — dk = —k A1l
> | o k=, (A1)

com o fator 2 indicando a dupla ocupacao de spin. Portanto, a densidade meédia n,

uniforme do sistema homogéneo, é escrita como

N, (A.12)

- 1 [k
’}/Hom(f7 I'/) = %/0 €ka dk (A13)
Logo,
- 1 )
Homg o)y = — [1 — ™) | A.14
RO Z, ) 27 [1— e ( )

Substituindo yH°m(#, 27) na equacio (A.1) e, considerando que

Vee(x — ') = ! = ! (A.15)

\/(x—x’)Q—i-l \/,OQ—i-aQ7

temos

Mgl

% 5 1 1 — TN 1 — —iTnp
Eyom = —/ / L™l —e ] dz dx'. (A.16)

22
—LJ L 4mp /p? + a?
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Logo,
Bem = - / / e - 2ml;+2] dz da'. (A.17)
™ Jg g P +a
Entao:
-2 2
B = cos(tnp) + 2] dx dx'. (A.18)
4772 L % p? + a?

Pela identidade trigonométrica 1 — cos(f) = 2sin*(£), temos:

7rnp
Ellom — / / sin® dz dz'. (A.19)

p? +a2

Mas, p = x — 2’. Portanto, dp = dx (para ' fixo). Assim:

7rnp
Ellom — / ) / sin’ dp dr'. (A.20)
2

p?+ a2
Ou seja:
L [P sin? (%22
EX™ = —= —( ) (A.21)
T L p2 ,02 _|_ (12
Fazendo novamente a substituicao de varidveis y = 52, dy = mgdp , temos que:
- L [ sin?(y) 2
B = —— — dy. (A.22)
™ _mnL o (92 \2 2y \2 ™
Ty (5) V() +a
Portanto:
B sin’(y)
B = ——— / dy. (A.23)

Assim, a densidade de energia de troca do sistema homogéneo, por unidade de com-

primento, sera (tomando L — 00):

Hom
EX

R _”; /_ sin” (A.24)
Da definigao de LDA, via equagao (2.25), temos que:
FLPA[] — / )] - (A.25)
Portanto:
EPAn) = — /00 n(§)2 /OO sin’(y) = dy dx. (A.26)
—o0 0
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O potencial de troca, por sua vez, é obtido da seguinte maneira:

ialele) = X (A27)
Ou seja:
C = sin®(y)
vsrpaln](z) = —n(z) dy
0 9. [.2 mn(z)a
’ \/y +< : ) (A.28)
N 7r8a n(x)g/o sin®(y) a.

2 [,2 7Tn(ﬂﬂ)a23/2
y {y + (= )}

As integrais remanescentes devem ser resolvidas numericamente, em cada passo do ciclo

autoconsistente de Kohn-Sham.



