
  

 

 

 Neste trabalho investigamos os efeitos de um forçamento harmônico e do 
ruído no sistema Regulador de Watt. Mediante  a aplicação das leis da 

mecânica, deduzimos as equações que regem a dinâmica do sistema. Após 
realizarmos pequenas transformações para torná-las adimensionais, 

adicionamos os termos das perturbações. Para essa análise, utilizamos os 
planos de parâmetro, cujas cores representam um dos maiores expoentes 

de Lyapunov, o número de máximos contidos em um período da série 
temporal (diagrama isoperiódico), ou o valor crítico para o ruído. 

Observamos que o acréscimo da amplitude do forçamento harmônico 
distorce os planos de parâmetros, de modo que para um intervalo de 

valores surge um comportamento quase-periódico no sistema. Observamos 
também que, ao aumentarmos a frequência de oscilação, o sistema 

recupera o seu comportamento sem as perturbações. Além disso, com a 
inclusão do termo de ruído, os planos de parâmetros apresentam 

deformações de acordo com o acréscimo desse, de maneira que as 
estruturas periódicas começaram a apresentar comportamento caótico, a 

partir de suas bordas para o centro. 
 

 

Orientador: Prof. Dr. Holokx Abreu Albuquerque 

 

 

 

 

JOINVILLE, 2019 

, 2019 

DISSERTAÇÃO DE MESTRADO 

EFEITOS DE PERTURBAÇÕES NO SISTEMA 

REGULADOR DE WATT 

A
N

O
 201

9 
LU

C
A

S A
LEX

A
N

D
R

E  SO
U

ZA
 R

O
SA

 

ro
saR

O
S

A
 

 

UNIVERSIDADE DO ESTADO DE SANTA CATARINA – UDESC 
CENTRO DE CIÊNCIAS TECNOLÓGICAS – CCT 
PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM FÍSICA – PPGF 

LUCAS ALEXANDRE SOUZA ROSA 

JOINVILLE, 2019 

EFEITO
S D

E P
ER

TU
R

B
A

Ç
Õ

ES N
O

 SISTEM
A

 R
EG

U
LA

D
O

R
 D

E W
A

TT
 



LUCAS ALEXANDRE SOUZA ROSA
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Resumo
Neste trabalho investigamos os efeitos de um forçamento harmônico e do ruı́do no sistema Regulador
de Watt. Mediante a aplicação das leis da mecânica, deduzimos as equações que regem a dinâmica
do sistema. Após realizarmos pequenas transformações para torná-las adimensionais, adicionamos os
termos das perturbações. Para essa análise, utilizamos os planos de parâmetro, cujas cores represen-
tam um dos maiores expoentes de Lyapunov, o número de máximos contidos em um perı́odo da série
temporal (diagrama isoperiódico), ou o valor crı́tico para o ruı́do. Observamos que o acréscimo da
amplitude do forçamento harmônico distorce os planos de parâmetros, de modo que para um intervalo
de valores surge um comportamento quase-periódico no sistema. Observamos também que, ao au-
mentarmos a frequência de oscilação, o sistema recupera o seu comportamento sem as perturbações.
Além disso, com a inclusão do termo de ruı́do, os planos de parâmetros apresentam deformações
de acordo com o acréscimo desse, de maneira que as estruturas periódicas começaram a apresentar
comportamento caótico, a partir de suas bordas para o centro.

Palavras chaves: Sistema Regulador de Watt. Forçamento harmônico. Ruı́do. Planos de parâmetros.
Expoentes de Lyapunov. Diagrama Isoperiódico. Lı́nguas de Arnold.



Abstract
In this work, we have investigated the effects of the harmonic forcing and the noise in the Watt
Governor system. Through the mechanical laws, we derived the equations which govern the system
dynamics. After we have made some changes to turn them adimensional, we added the perturbation
terms. In order to make this analysis, we used the parameter planes, which colors represent one
of the two largest Lyapunov exponents, the number of the maxima in one period of the time series
(isoperiodic diagram), or the critic value of the noise. We observed that the increase of the amplitude
of the harmonic forcing deforms the parameter planes, in a way that in a range of values emerges a
quasi-periodic behavior in the system, highlighted by the structures known as Arnold Tongues. We
also observed that with the increase of the oscillation frequency, the system recovers its behavior as
in the case of no perturbation. Besides, with the inclusion of the noise term, the parameter planes
show deformations according with the increase of the noise, so that the periodic structures start to
show chaotic behavior, from the borders to the center of the structures.

Key Words: Watt Governor system. Harmonic Forcing. Noise. Parameter Planes. Lyapunov Expo-
nents. Isoperiodic Diagrams. Arnold Tongues.
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Capı́tulo 1

INTRODUÇÃO

A palavra CAOS, comumente associada a um estado de completa desordem, denomina uma área

de estudo que investiga sistemas com um comportamento dinâmico especial, o qual apesar de não

apresentar um padrão, pode decorrer da ordem de regras claras e precisas. O procedimento de modelar

sistemas dinâmicos permite conhecer estados futuros mediante o conhecimento de estados passados,

e das leis que regem a sua evolução [1].

A aparente imprevisibilidade de um sistema caótico ocorre devido à sua sensibilidade às condições

iniciais, caracterı́stica ilustrada na frase “O bater das asas de uma borboleta num extremo do globo

terrestre, pode provocar uma tormenta no outro extremo.”, associada ao termo Efeito Borboleta, e

cunhada pelo matemático E. N. Lorenz (1917-2008) [2]. Para que se torne possı́vel haver compor-

tamento caótico em um sistema, a sua dinâmica deve ser descrita por no mı́nimo três equações dife-

renciais ordinárias, acopladas, autônomas, de primeira ordem no tempo, linearmente independentes

e possuir ao menos uma não-linearidade em uma de suas equações [3].

Também conhecida como dinâmica não-linear, esta área aborda sistemas que apresentam a carac-

terı́stica de não serem integráveis. Entretanto, a caracterização qualitativa da dinâmica de um sistema

de interesse pode prover mais informações úteis a respeito desses do que as soluções quantitativas, tal

qual proposto pelo matemático J. H. Poincaré (1854-1912) [4], ao abordar o problema dos três corpos

sob a interação gravitacional. Em sua tese de doutorado A. M. Lyapunov (1857-1918) definiu o que

se conhece por expoentes de Lyapunov, os quais permitem analisar qualitativamente a dinâmica de

um sistema [5].

Ao aplicar modelos matemáticos em diversas áreas, tais quais Biologia [6, 7], Economia [8], e

Ciências Sociais [9], dentre outros, nota-se que o comportamento caótico é comum na natureza. Na

Fı́sica temos exemplos desse em fenômenos naturais, como a citada interação gravitacional entre

corpos celestes [10] e a dinâmica das correntes de convecção na atmosfera terrestre [2], ou artificiais,

como o comportamento de circuitos eletrônicos oscilatórios [11] e reguladores de pressão e fluxo
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em máquinas térmicas [12, 13]. Um exemplo desses últimos é o regulador de Watt, desenvolvido

por J.Watt (1736-1819) com o objetivo de controlar automaticamente o fluxo de vapor nas máquinas

térmicas.

Ao aplicar a Segunda Lei de Newton ao sistema Regulador de Watt obtêm-se as três equações

diferencias que descrevem sua dinâmica. Com o intuito de nos aproximarmos ao caso real, introdu-

zimos um forçamento harmônico às equações, simulando as variações na intensidade do vapor que

entra no sistema, e também um ruı́do branco, para levar em conta fatores que não foram considerados

na construção do modelo, como os efeitos da dilatação térmica, ou de forças dissipativas, a exemplo

do atrito. Para análise do comportamento do sistema utilizamos os planos de parâmetros, onde os

dois eixos do plano cartesiano representam pares de parâmetros, e o terceiro eixo, representado por

cores, fornece o valor do maior ou do segundo maior expoente de Lyapunov, caracterizando assim a

dinâmica do sistema. Outro método de análise adotado foi o de diagramas isoperiódicos, semelhante

ao anterior, porém apresenta no terceiro eixo o valor dos perı́odos, permitindo analisar com mais

detalhes as estruturas periódicas do plano de parâmetros. Realizamos ainda a análise dos valores

crı́ticos do ruı́do, ou seja, os valores suficientes para destruição das regiões periódicas citadas.

Esta dissertação está organizada em cinco capı́tulos. No capı́tulo 2, denominado “SISTEMAS

DINÂMICOS”, apresentamos os aspectos teóricos da área que utilizamos para a construção e com-

preensão dos resultados obtidos. O capı́tulo “O SISTEMA REGULADOR DE WATT” contém a

análise da configuração experimental, tal como a dedução do modelo matemático e a introdução

dos termos de forçamento periódico e ruı́do. No quarto capı́tulo estão presentes os “RESULTADOS

NUMÉRICOS”, ou seja, os planos de parâmetros contendo os maiores expoentes de Lyapunov, os

diagramas isoperiódicos e os valores crı́ticos para o ruı́do. Por fim, apresentamos as conclusões e as

referências bibliográficas utilizadas nesta dissertação.



Capı́tulo 2

SISTEMAS DINÂMICOS

Um sistema pode ser definido como um conjunto de elementos agrupados por alguma interação,

de modo que existam relações de causa e efeito nos fenômenos que ocorrem com esses. Para que este

sistema seja denominado dinâmico, algumas grandezas que caracterizam seus objetos constituintes

devem variar no tempo[3].

Na ciência, é possı́vel prever o futuro, e até mesmo redescobrir o passado, mediante o conheci-

mento do estado presente e o uso de uma ferramenta poderosa, denominada equação diferencial. A

forma desta restringe e ordena o fenômeno investigado. Suas soluções são as responsáveis por for-

necer informações sobre o passado e o futuro, a partir do conhecimento do estado presente [14]. Um

sistema dinâmico é determinı́stico quando os seus estados futuros podem ser completamente determi-

nados pelo estado presente. Se houver uma indeterminação, pode-se tratar de um sistema dinâmico

estocástico, cujo estado presente apenas fornece informações que podem estabelecer probabilidades

para quais direções o sistema pode seguir. Um exemplo de um processo estocástico é aquele em que

se considera uma variável associada a algum tipo de ruı́do no modelo do sistema [15, 17, 18].

Quando a evolução temporal ocorre de maneira discreta, ou seja, a variável tempo assume so-

mente valores inteiros, o sistema denomina-se mapa, e é representado por um conjunto de equações

de diferenças. Aquele cujo tempo varia de maneira contı́nua recebe o nome de fluxo, e tem sua

dinâmica descrita por equações diferenciais ordinárias (EDO’s). Um fluxo é caótico somente se satis-

fizer as seguintes condições: conter pelo menos três variáveis independentes que evoluam no tempo;

as suas EDO’s possuı́rem ao menos uma não-linearidade; duas condições iniciais muito próximas

divergirem exponencialmente no tempo [1, 3]. Um fluxo n-dimensional não linear autônomo pode

ser representado da seguinte maneira:
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dx(1)

dt
= ẋ1 =F1(x

1, x2, ..., xn),

dx(2)

dt
= ẋ2 =F2(x

1, x2, ..., xn), (2.1)

...

dx(n)

dt
= ẋn =Fn(x1, x2, ..., xn),

Ou de forma compacta, na notação vetorial:

d~x

dt
= ~F [~x(t)], (2.2)

onde ~x é um vetor n-dimensional e ~F uma função vetorial desta variável [19]. Esse conjunto de

equações representa um sistema dinâmico, pois dado um estado inicial ~x(0), mediante a solução das

Equações 2.1, obtém-se o estado final ~x(t) para qualquer t > 0. Existem três maneiras de estudar o

comportamento de um fluxo: (i) em casos raros, pode-se integrá-lo analiticamente, aplicando alguma

metodologia matemática para resolução de EDO’s, para encontrar as soluções ~x(t); (ii) estudá-lo qua-

litativamente, procurando descobrir quais famı́lias de soluções podem ser associadas a determinados

valores dos parâmetros e/ou das condições iniciais do sistema dinâmico em questão; (iii) resolvê-lo

numericamente, mediante o uso de um computador para integrar as EDO’s do sistema e obter as

séries temporais de ~x(t) para um determinado tempo de integração [3].

2.1 Espaço de Fases e Atratores
O Regulador de Watt é um exemplo de um sistema dissipativo. Para compreender qual a diferença

entre um sistema dissipativo e um conservativo, é necessária a definição de um espaço de fases,

também conhecido como espaço de estados ou espaço das variáveis.

O espaço de fases é um espaço n-dimensional, cujos eixos coordenados são as variáveis dinâmicas

do sistema. Um estado é representado como um ponto nesse espaço, o qual possui coordenadas

x1(t), x2(t), ..., xn(t) e tem sua dinâmica regida pelas Equações 2.1 [3].

A Figura 2.1 mostra o caminho seguido pelo estado de um sistema hipotético, com três dimensões,

à medida que este evolui temporalmente. O espaço gerado pelas variáveis x, y e z é denominado
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espaço de fases, no qual ~r(0) e ~r(t) representam o conjunto de condições iniciais e a solução do

sistema após passado um tempo t, respectivamente. O caminho percorrido nesse espaço é conhe-

cido como trajetória ou órbita. Quando se tratam de sistemas dinâmicos contı́nuos, essa trajetória é

chamada de fluxo [19].

Figura 2.1: Esboço de uma trajetória (fluxo) em um sistema dinâmico contı́nuo tridimensional.

Tomando um conjunto de condições iniciais de maneira que forme um volume no espaço de

fases, pode-se definir o sistema como dissipativo, caso esse volume se contraia com o decorrer do

tempo, ou conservativo, quando este for preservado. O sistema abordado nesta dissertação possui

um forçamento periódico, o levando a assumir uma quarta equação diferencial para que torne-se

autônomo. Nesse caso o espaço de fases se torna quadridimensional e o conjunto de pontos, o qual

formava um volume no caso anterior, passa a denominar-se hipervolume.

Existe um conjunto invariante de pontos no espaço de fase, em sistemas dissipativos, para o qual

as órbitas próximas convergem após um tempo suficientemente longo. Este se chama atrator [3]. Em

sistemas autônomos contı́nuos tridimensionais, o atrator pode ser dos seguintes tipos:

• ponto de equilı́brio: é uma solução do sistema, ou seja, um ponto do espaço de fases, para

o qual o comportamento do sistema converge e independe do tempo. Na Figura 2.2(a) está

representado um ponto de equilı́brio para o qual o sistema de Rössler convergiu;
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• ciclo limite ou periódico: representa um comportamento periódico no tempo, com amplitude e

perı́odo determinados pelos valores dos parâmetros e pela forma das equações. A Figura 2.2(b)

apresenta um ciclo-limite do sistema de Rössler;

• quase-periódico: representa um regime quase-periódico com duas frequências fundamentais

independentes, cuja razão entre estas é um número irracional. Nesse caso as trajetórias nunca

fecham sobre si mesmas, assim como representado na Figura 2.2(c), a qual foi gerada por

equações arbitrárias.

• caótico: apresenta um comportamento aperiódico e dependência sensı́vel às condições iniciais.

Isto é, tomadas duas trajetórias vizinhas no espaço de fases e evoluı́do o sistema no tempo, a

distância entre estas divergirá exponencialmente. A Figura 2.2(d) apresenta o atrator caótico

de Lorenz.

(a) Ponto de equilı́brio. (b) Periódico.

(c) Quase-periódico. (d) Atrator caótico.

Figura 2.2: Possı́veis atratores em sistemas dinâmicos contı́nuos dissipativos tridimensionais. As
figuras (a) e (b) representam os atratores do sistema de Rössler com α = 0, ponto de equilı́brio
e α = 0, 25, ciclo-limite, respectivamente [19]. Na figura (c) está representado um atrator quase-
periódico de um sistema eletrônico [20] e na figura (d) o atrator caótico do sistema de Lorenz [21].

A partir de um estudo mediante os expoentes de Lyapunov podemos classificar os atratores, con-

forme abordado na próxima seção.
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2.2 Expoentes de Lyapunov
Para que um sistema apresente comportamento caótico é necessária uma dependência sensı́vel às

condições iniciais. Considerando duas condições ~x1(0) e ~x2(0), separados por uma distância muito

pequena, a rigor infinitesimal ∆(0) , se supõe que estas evoluam no tempo por um sistema contı́nuo

gerando as trajetórias ~x1(t) e ~x1(t) respectivamente, de acordo com a representação da Figura 2.3

[19].

Figura 2.3: Órbitas esquemáticas ~x1(t) e ~x2(t) geradas evoluindo temporalmente o sistema a partir
de duas condições iniciais próximas ~x1(0) e ~x2(0).

Para qualquer instante t > 0 a separação entre as trajetórias é ∆(t) = ~x2(t) − ~x1(t). O sistema

apresenta dependência sensı́vel às condições iniciais se, em média, o módulo da diferença entre as

trajetórias cresce exponencialmente com o tempo, ou seja, se |∆(t)| = |∆(0)|eλt. Esse comporta-

mento decorre da presença das não-linearidades no sistema. Uma maneira de quantificar a taxa de

divergência das trajetórias e definir a caoticidade do sistema é analisar os expoentes de Lyapunov

[19].

Seja um sistema de n equações ordinárias, e uma hiperesfera de condições iniciais centrada em

~x(t0). Conforme o tempo evolui, esta deve sofrer deformações. Tomando uma direção j, conside-

rando que o raio inicial dj(t0) varie exponencialmente no tempo, podemos escrever a relação entre

dj(t0) e o raio dj(t) em um tempo posterior t da seguinte maneira:
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dj(t) = dj(t0)e
λj(t−t0), (2.3)

com j = 1, 2, ..., n. Rearranjando temos:

λj = lim
dj(t0)→0

lim
t→∞

1

(t− t0)
ln

(
dj(t)

dj(t0)

)
, (2.4)

sendo os λj os expoentes de Lyapunov. Apesar de os números de dimensões e expoentes de Lyapunov

coincidirem, estes não estão associados diretamente às direções no espaço de fase. A orientação muda

continuamente à medida que o sistema evolui. Um destes acompanha o sentido de evolução do fluxo,

enquanto o restante está associado às direções perpendiculares.

O volume da hiperesfera num instante t > t0 deve ser proporcional ao produto das distâncias

dj(t) que o caracterizam, isto é:

V (t) ∝
n∏
j=1

dj(t) = V (t0)e
(t−t0)

∑n
j=1 λj , (2.5)

onde V (t0) é o volume no instante t0. Em um sistema conservativo o volume no espaço de fases é

conservado, ou seja, V (t) = V (t0). Isso implica que:

n∑
j=1

λj = 0. (2.6)

Em sistemas dissipativos o volume no espaço de fase deve sofrer uma contração, portanto V (t) <

V (t0) para qualquer t > t0, o que equivale a:

n∑
j=1

λj < 0. (2.7)

Em uma órbita periódica fechada a distância entre duas condições iniciais se mantêm em média

constante ao decorrer do tempo, portanto o expoente de Lyapunov associado a essa direção é nulo.

Nas direções perpendiculares a essa os expoentes são negativos, pois o volume no espaço de fases

sofre uma contração. O comportamento caótico é caracterizado pelo afastamento das trajetórias

vizinhas, o que indica a existência de pelo menos um expoente de Lyapunov com sinal positivo
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[3].

Com o objetivo de classificar os tipos de atratores, calculamos o espectro de Lyapunov neste

trabalho. Em sistema quadridimensional, como no Sistema Regulador de Watt Forçado, existem

quatro expoentes de Lyapunov, todos com direções perpendiculares entre si. Nesse caso pode existir

os quatro tipo de atratores, mencionados na Seção 2.1, e mais um, com caracterı́sticas semelhantes ao

caótico. Ordenando os expoentes de Lyapunov em ordem decrescente, podemos relacioná-los com a

forma do atrator da seguinte maneira:

• ponto de equilı́brio: λ1,2,3,4 < 0, ou seja, haverá uma contração em todas as direções, levando

o sistema a convergir em um ponto no espaço de fases.

• ciclo limite ou periódico: λ1 = 0 e λ2,3,4 < 0, com o expoente nulo correspondendo à direção

ao longo da órbita fechada.

• quase-periódico: λ1,2 = 0 e λ3,4 < 0, ou λ1,2,3 = 0 e λ4 < 0, onde as trajetórias atratoras se

encontram sobre uma superfı́cie.

• caótico: λ1 > 0, λ2 = 0 e λ3,4 < 0, ou λ1 > 0, λ2,3 = 0 e λ4 < 0, dos quais o expoente

positivo está associado à direção na qual trajetórias vizinhas divergem exponencialmente no

espaço de fase, após o sistema evoluir no tempo. Por se tratar de um sistema dissipativo, a

soma dos expoentes deve ser negativa, portanto os expoentes negativos somados, em módulo,

devem sempre ser maiores do que o expoente positivo.

• hipercaótico: λ1,2 > 0, λ3 = 0 e λ4 < 0. Apesar de distinto no espectro dos expoentes

de Lyapunov, não apresenta diferenças notáveis na forma do atrator, se comparado ao caótico.

Nesse caso, a soma dos valores dos maiores expoentes não deve ultrapassar o módulo do menor.

A tabela 2.1 mostra o comportamento acima representado para os respectivos valores dos expo-

entes de Lyapunov:
Na próxima seção apresentaremos uma maneira de analisar o comportamento do sistema mediante

cálculo do espectro dos expoentes de Lyapunov.

2.3 Plano de Parâmetros
Todos os sistemas dinâmicos que descrevem sistemas fı́sicos reais dependem de parâmetros, os

quais são denominados parâmetros de controle. Alterando os valores desses é possı́vel modificar

o comportamento dinâmico de um sistema. O plano de parâmetros pode ser interpretado como

uma seção transversal de um espaço de parâmetros n-dimensional de um sistema com mais de dois

parâmetros de controle. Trata-se de um gráfico tridimensional, sendo a representação bidimensional
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Tabela 2.1: Valores dos expoentes de Lyapunov e seus respectivos atratores para um sistema quadri-
dimensional [19]

.

λ1 λ2 λ3 λ4 Atratores
− − − − 1 - Ponto de Equilı́brio
0 − − − 2 - Periódico
0 0 − − 3 - Quasi-periódico
0 0 0 − 4 - Quasi-periódico
+ 0 − − 5 - Caótico
+ 0 0 − 6 - Caótico
+ + 0 − 7 - Hipercaótico

correspondente à variação de quaisquer dois parâmetros, e um gradiente de cores indicando o valor

do maior, ou do segundo maior expoente de Lyapunov associado a cada região do plano. O algoritmo

usado para calcular o espectro do expoente de Lyapunov é descrito em [24].

Analisando a variação de cores para o maior expoente de Lyapunov pode-se verificar para quais

pares de parâmetros o atrator é ponto de equilı́brio, periódico, caótico, ou que levam os cálculos

a divergirem. Na Figura 2.4(a) a cor preta representa atratores do tipo periódico, e o gradiente de

amarelo para o vermelho, o regime caótico do sistema. Caso houvesse regiões onde o maior expoente

fosse negativo, ou seja, onde o atrator seria ponto de equilı́brio, poder-se-ia associar a cor branca, e a

cor azul para onde o cálculo divergisse.

Se analisar a variação de cores também para o segundo maior expoente de Lyapunov, compa-

rando à do maior, pode-se encontrar ainda as regiões onde há comportamento quase-periódico e

hipercaótico. Na Figura 2.4(b) identificam-se as regiões quase-periódicas com a cor preta, desde que

nesses mesmos pontos o plano de parâmetros do maior expoente também seja preto. Caso houvesse

hipercaos, ou seja, o segundo maior expoente de Lyapunov fosse positivo, um gradiente do amarelo

para o vermelho poderia ser escolhido.

A Figura 2.4(b) apresenta uma região com um tom fraco de amarelo, porém isso pode aconte-

cer devido a uma imprecisão numérica. Uma maneira de identificar se trata-se de uma região de

domı́nio hipercaótico, ou simplesmente de imprecisão numérica, é comparando o valor máximo dos

dois maiores expoentes de Lyapunov. Neste caso tem-se respectivamente 0,12 e 0,05, sendo que o

amarelo indica um valor provavelmente inferior a 0,02, na Figura 2.4(b) identifica-se então que não

deve haver um comportamento hipercaótico nesse plano de parâmetros. Para obter as Figuras 2.4(a)

e 2.4(b) variamos os parâmetros ε e α, fixando os demais. Resolvemos numericamente o conjunto de

equações diferenciais obtidos a partir do sistema Regulador de Watt Forçado, o qual será apresentado

em maior detalhe no próximo capı́tulo, utilizando o método Runge-Kutta de quarta ordem, com passo

fixo de 1 × 10−2 e um tempo de integração de 1 × 106, em uma malha discretizada de 600 × 600
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pontos igualmente espaçados. Escolhemos esses valores para que obtivéssemos uma resolução su-

ficientemente boa para que os contornos das estruturas periódicas se tornassem nı́tidas. Os demais

planos de parâmetros do maior expoente de Lyapunov que obtivemos neste trabalho serão analisados

no Capı́tulo 4

Figura 2.4: Planos de parâmetros do maior e do segundo maior expoente de Lyapunov para o Regu-
lador de Watt Forçado, respectivamente, representados por (a) e (b).

2.4 Diagramas Isoperiódicos
Os diagramas isoperiódicos servem como análise complementar ao diagrama de Lyapunov, uma

vez que além de exibir as mesmas informações fornecidas por este, apresentam duas adicionais [25,
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26, 27]. Uma é a identificação do número de máximos contidos em cada oscilação periódica na

série temporal, mediante a variação de cores, conforme exibido nas Figuras 2.5. A outra é permitir

a observação dos limites entre distintos domı́nios periódicos, o que torna possı́vel verificar como o

número de máximos das oscilações periódicas evolui quando os parâmetros de controle são alterados.

Figura 2.5: Diagramas Isoperiódicos (rL × R) para o circuito de Chua. As cores representam o
número de máximos contidos em um perı́odo da série temporal. Figura retirada da referência [18].

Neste trabalho determinamos a periodicidade do atrator assintótico associado a cada condição ini-

cial para um conjunto de valores fixos de parâmetros. O procedimento iniciou com o descarte de um

tempo transitório suficientemente longo, denominado transiente, para que o atrator se aproximasse

ao atrator assintótico correspondente à condição inicial escolhida [27]. Em seguida determinamos

a periodicidade da órbita, considerando a contagem de perı́odos até um valor máximo. Um ponto

(x∗, y∗) é considerado como pertencente a uma órbita de perı́odo k se k for o menor inteiro tal que,

para todos os pontos da órbita:

‖xt+k − xt‖ < εd, (2.8)



25

onde εd representa a precisão numérica do teste [26]. Determinamos os perı́odos das estruturas

periódicas no plano de parâmetros do Regulador de Watt Forçado mediante o método de Runge-

Kutta de quarta ordem. Discretizamos uma malha quadrada 103 × 103, integramos o sistema com

passo fixo de 1 × 10−3 e um tempo de integração de 1 × 107, descartando um transiente de 1 × 106

para encontrar os perı́odos com uma precisão de 1 × 10−3. Esse valor de precisão é diferente do

utilizado para obter os planos de parâmetros com o maior expoente de Lyapunov devido à exigência

dos diagramas isoperiódicos, os quais requerem maior precisão para diferenciar as periodicidades das

estruturas contidas na figura. Os resultados deste trabalho serão apresentados no Capı́tulo 4.

2.5 Valor Crı́tico para o Ruı́do
Comumente associados à inconveniência no meio cientı́fico, os ruı́dos são os principais res-

ponsáveis por os resultados experimentais não coincidirem com as previsões teóricas — desde que

o aparato experimental tenha sido devidamente preparado. Estes estão presentes em todo o mundo

real e afetam todos os sistemas fı́sicos macroscópicos, portanto não podem ser desconsiderados em

procedimentos experimentais, pois mesmo que sejam minimizados, não podem ser eliminados [15].

Os ruı́dos podem surgir a partir de flutuações do meio em que o sistema se encontra, ou de

flutuações internas do próprio sistema. No Regulador de Watt podem ser provenientes do atrito entre

as engrenagens do sistema, de impurezas, da dilatação térmica ou das deformidades dos seus com-

ponentes, do mau posicionamento do dispositivo, ou a ação de algum agente externo, por exemplo.

Apesar de nesta dissertação não estarem presentes resultados de simulações experimentais, alguns

trabalhos na literatura nos motivaram ao estudo numérico do sistema com a adição de um termo

correspondente a um ruı́do branco [15, 16, 17, 18].

Analisamos planos de parâmetros cuja variação de cores representa a intensidade crı́tica Acrit

para um ruı́do branco, ou seja, um ruı́do Gaussiano ξ(t), tal que < ξ(t) >= 0. O procedimento

numérico para obterAcrit pode ser descrito da seguinte maneira: adicionou-se um gerador de números

aleatórios ξ(t) à rotina do integrador numérico, com < ξ(t) >= 0, e para cada par de parâmetros,

A, na relação < ξ(t)ξ(t′) >= 2Ahδ(t–t′), foi acrescido até o maior expoente de Lyapunov atingir

valores dentro da precisão 10−3, o qual representa o máximo permitido para que o comportamento

do sistema seja considerado periódico. Desta maneira definimos o valor crı́tico Acrit, responsável por

levar o comportamento periódico do sistema a se transformar em caótico [17, 18].

A Figura 2.6 apresenta plano de parâmetros com o gradiente de cores representando o Acrit para

o sistema circuito de Chua.
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Figura 2.6: Planos de parâmetros com as intensidades do ruı́do crı́tico Acrit. A barra de cores acima
indica para quais valores de Acrit as estruturas periódicas perdem estabilidade e dão lugar ao com-
portamento caótico. Figura retirada da referência [18].



Capı́tulo 3

O SISTEMA REGULADOR DE WATT

A Revolução Industrial foi marcada pelo avanço da tecnologia, tendo sido desenvolvidas máquinas

como moinhos de grãos, fornos, caldeiras, e o maior sı́mbolo desse perı́odo, o motor movido a vapor.

Este funciona a partir da produção de vapor mediante o aquecimento de água, que exerce pressão

sobre um mecanismo de transmissão e rotaciona um eixo, processo que pode transformar essa ener-

gia térmica em trabalho útil para determinado fim, como produção e locomoção. Devido à demanda

dentro das indústrias, um controle preciso sobre a rotação desse eixo fazia-se necessário. Foi então

que, em 1788, James Watt propôs um mecanismo simples, cuja função seria o controle automatizado

de um motor a vapor. Este ficou conhecido como Regulador de Watt, e está representado na Figura

3.1.

O dispositivo é composto por duas hastes l e duas massas m unidas pelo eixo e, o qual está

acoplado ao rotor da máquina. Estas podem deslizar sob a ação da força gravitacional e do torque

exercido pelo eixo girante e, o qual apresenta velocidade angula o. A velocidade angular Ω do rotor é

acoplada pelas engrenagens T, D e E. Em repouso, as massas m deslizam sob a ação da gravidade de

maneira a empurrar o pistão H, abrindo a válvula de vapor V. Com o acréscimo da velocidade angular

Ω do rotor, as massas sob a ação do torque tendem a levar as hastes a uma posição mais próxima a

horizontal, aumentando o ângulo ϕ, e por consequência reduzindo o fluxo de vapor na válvula V. O

desejado seria um estado estacionário em que Ω é constante, porém não é o que acontece.

O controle da máquina a vapor era atingido somente em casos bem especı́ficos da sua construção,

o que levou o Regulador de Watt a não se tornar viável. Todavia, posteriormente chegou-se à con-

clusão que a dinâmica do sistema apresenta caoticidade para determinados conjuntos de parâmetros,

os quais estão associados à construção do dispositivo. Esse fato o tornou útil em estudos na área de

dinâmica não linear.

As equações que regem o comportamento do sistema são obtidas aplicando-se as leis da mecânica.
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Figura 3.1: O sistema Regulador de Watt. Figura retirada da dissertação de mestrado referenciada em
[22].

As deduções a seguir foram baseadas em [23]. As energias cinética e potencial, e a lagrangiana podem

ser dadas por:

Ec = m(senϕ)2o2 +ml2ϕ̇2, (3.1)

U = 2mgl(1− cosϕ), (3.2)

L = Ec − U = m(senϕ)2o2 +ml2ϕ̇2 − 2mgl(1− cosϕ). (3.3)

De acordo com a equação de Lagrange:

∂L

∂ϕ
− d

dt
(
∂L

∂ϕ̇
) = λ1

∂ϕ

∂t
. (3.4)

Substituindo o valor de L da Equação 3.3 na Equação 3.4, a resolvendo e isolando ϕ̈, temos:

ϕ̈ = c2Ω2senϕcosϕ− g

l
senϕ− b

m
ϕ̇, (3.5)

onde c é uma constante de acoplamento das velocidades angulares o2 = c2Ω2, e b =
λ1
2l2

> 0 é a

constante da força de atrito do sistema. Analisando o movimento rotacional, o torque resultante é

dado por:

IΩ̇ = τ − τdis, (3.6)
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onde τdis é o torque dissipativo no sistema. O torque τ pode ser escrito como:

τ = τ + µ(cosϕ− cosϕ0) (3.7)

sendo τ o torque médio do eixo, e o segundo termo do lado direito da Equação 3.7 correspondente

a variação no torque relacionado à mudança na altura das massas, onde µ > 0 é uma constante de

proporcionalidade.

Substituindo a Equação 3.7 na Equação 3.6, temos:

IΩ̇ = µcosϕ–F (3.8)

com F = τdis + µcosϕ0 − τ , e I sendo o momento de inércia associada às hastes l e às massas m.

A Equação 3.5, com ϕ̇ = ψ para transformá-la em duas equações diferenciais de primeira ordem

no tempo, e a Equação 3.8 compõem o conjunto de equações diferenciais autônomas, de primeira

ordem, que descrevem a dinâmica do sistema Regulador de Watt:



ϕ̇ =
dϕ

dT
= ψ,

ψ̇ =
dψ

dT
= c2Ω2senϕcosϕ− g

l
senϕ− bψ,

Ω̇ =
dΩ

dT
=

1

I
(µcosϕ− F ).

(3.9)

Na forma adimensional as Equações 3.9 se tornam:



ẋ =
dx

dt
= y,

ẏ =
dy

dt
= z2senxcosx− senx− εy,

ż =
dz

dt
= α(cosx− β),

(3.10)

onde:

x = ϕ, y =

√
l

g
ψ, z =

√
l

g
Ω, ε =

b

m

√
l

g
, α =

clµ

gI
, β =

F

µ
, (3.11)
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e o tempo adimensional t =

√
g

l
T , o qual é usado na representação das taxas de variação das

grandezas numéricas. Os novos parâmetros de controle só possuem significado fı́sico para α > 0 e

ε > 0, pois estas estão relacionadas às variáveis b > 0 e µ > 0, respectivamente.

Na terceira das Equações 3.10 o β, no qual está contido o parâmetro F , é o parâmetro de controle

correspondente ao fluxo de vapor no sistema. No caso real esse fluxo não é constante, pois natural-

mente pode haver oscilações na produção de vapor pelo aquecimento da água, por exemplo. Para

simular essas, foi proposto em [28, 29, 30] uma oscilação periódica do tipo seno.

Como comentado na Seção 2.5, pode haver perturbações, conhecidas como ruı́dos, no Regulador

de Watt provenientes do atrito entre as engrenagens do sistema, de impurezas, da dilatação térmica ou

das deformidades dos seus componentes, do mau posicionamento do dispositivo, ou da ação de algum

agente externo. Outros trabalhos [17, 18] adicionaram um ruı́do branco ao conjunto de equações nos

sistemas investigados, com o objetivo de simular perturbações como essas.

Motivado por esses estudos prévios, adicionamos independentemente um forçamento harmônico

e um ruı́do Gaussiano, os analisando posteriormente de maneira simultânea. Com ambas as perturbações,

que adicionamos para nos aproximarmos mais ao caso real, o sistema de equações adimensionais se

torna:



ẋ =
dx

dt
= y,

ẏ =
dy

dt
= z2senxcosx− senx− εy,

ż =
dz

dt
= α(cosx− β) + γ sen(ωt) + ξ(t).

(3.12)

Sendo o termo γ sen(wt) correspondente ao forçamento harmônico, e o termo ξ(t) correspondente

ao ruı́do. Para tornar o conjunto de equações 3.12 autônomo novamente, fizemos a transformação

w = ωt. Assim, as reescrevemos da seguinte maneira:
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

ẋ =
dx

dt
= y,

ẏ =
dy

dt
= z2senxcosx− senx− εy,

ż =
dz

dt
= α(cosx− β) + γ sen(w) + ξ(t),

ẇ =
dw

dt
= ω.

(3.13)

Agora, o sistema volta a ser autônomo, e passa a ser quadridimensional. Não fizemos uma nova

transformação, no termo correspondente ao ruı́do ξ(t), pelo fato de esse não aparecer explicitamente

nas equações que regem a dinâmica do sistema, mas ter sido implementado na rotina do integrador

numérico.



Capı́tulo 4

RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste capı́tulo apresentamos os resultados numéricos, obtidos a partir da investigação do sistema

Regulador de Watt, com um forçamento harmônico e com ruı́do branco, considerados independente

e simultaneamente. Geramos planos de parâmetros para o maior expoente de Lyapunov usando um

integrador numérico, mediante o método Runge-Kutta de quarta ordem [24], com condições iniciais

(x0, y0, z0, w0) = (0, 1; 0, 1; 0, 1; 0, 1), passo fixo de 1 × 10−2 e um tempo de integração de 1 × 106,

em uma malha discretizada de 600 × 600 pontos igualmente espaçados. Esse método é amplamente

utilizado em estudos de sistemas e fenômenos cuja dinâmica é regida por equações diferenciais. Para

obter os diagramas isoperiódicos também utilizamos o Runge-Kutta de quarta ordem [25, 26, 27],

porém nestes discretizamos uma malha quadrada 103 × 103, e integramos o sistema com passo fixo

de 1×10−3 e um tempo de integração de 1×107, descartando um transiente de 1×106, para encontrar

os perı́odos com uma precisão de 1 × 10−3. Apesar de essa análise requirir uma precisão maior, se

comparada à usada para obter os diagramas de Lyapunov, os resultados de ambos se apresentaram

coerentes. Para os planos de parâmetros com os valores crı́ticos do ruı́do foi utilizado o mesmo

método de integração que para o maior expoente de Lyapunov, com o mesmo padrão, porém com

a adição de um termo associado ao ruı́do branco, o qual possui as propriedades < ξ(t) >= 0 e

< ξ(t)ξ(t′) >= 2Ahδ(t–t′) [17, 18].

4.1 Motivação
Durante a revisão bibliográfica encontramos trabalhos que nos serviram de motivação e guia para,

conduzirmos este estudo. Podemos citar a referência [13], a qual apresenta um estudo numérico e

analógico do sistema Regulador de Watt, no qual se observa os comportamentos dinâmicos periódico

e caótico. Dentre os periódicos se destacam as denominadas estruturas periódicas estáveis, as quais

frequentemente se encontram imersas em domı́nios caóticos e apresentam autossimilaridade. Algu-

mas figuras obtidas nesse trabalho apresentaram um conjunto dessas estruturas, mais especificamente
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aquelas denominadas camarões. A Figura 4.1 é a Figura 3(a) da referência [13].

Figura 4.1: Planos de parâmetros (ε× α) do maior expoente de Lyapunov para o Regulador de Watt,
sem forçamento e sem ruı́do, com β = 0, 8.

Com o intuito de simular as flutuações na entrada de vapor na máquina, alguns autores propuse-

ram um forçamento harmônico do tipo seno na equação correspondente ao torque do eixo principal,

o qual é relacionado diretamente com a produção de vapor. Nos trabalhos [28, 29] foram realizados

estudo de bifurcação e rota para o caos, mediante diagramas de bifurcação e espectro de Lyapunov,

e encontrou-se hipercaos no sistema. Esse comportamento é possı́vel apenas em sistemas autônomos

quadridimensionais, o qual o Regulador de Watt se tornou decorrente da adição do forçamento. Na re-

ferência [30] os autores realizaram um estudo numérico, mediante planos de parâmetros com o maior

expoente de Lyapunov e diagramas isoperiódicos, e observou-se comportamento quase-periódico, o

qual surge se a razão entre a frequência do forçamento harmônico e a frequência natural de oscilação

do sistema for um número irracional. Esses três trabalhos abordaram um sistema Regulador de Watt

com uma montagem experimental diferente do considerado em [13] — adotado também por nós.

Além dessa diferença também escolhemos, adicionalmente ao maior expoente de Lyapunov e aos

diagramas isoperiódicos, a análise do valor crı́tico para o ruı́do.

Na referência [17] foi investigada a dinâmica de uma partı́cula massiva, carregada, em um campo

elétrico de um pacote de onda eletromagnética, sujeita a flutuações térmicas. Já em [18] foram des-

critos, quantitativa e qualitativamente, os efeitos intrı́nsecos do ruı́do no circuito eletrônico de Chua.

Em ambos se observou que as estruturas periódicas foram corroı́das pelas extremidades, conforme se

aumentava o valor do ruı́do, levando o sistema a um comportamento caótico nessas regiões. Em [15]
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os autores se preocuparam em apresentar justificativas para se estudar os efeitos de ruı́do, por exem-

plo os fatos de ser intrı́nseco em todos os sistemas reais, e de terem sido essenciais em determinados

momentos da evolução da vida na Terra. Uma proposta de um algoritmo, com a inclusão de um termo

estocástico ao Runge-Kutta determinı́stico, é apresentada pela autora em [16]. Para obter os planos

de parâmetros com os valores crı́ticos para o ruı́do, desta dissertação, um algoritmo semelhante foi

utilizado.

Após a revisão bibliográfica, decidimos investigar os efeitos da adição dos termos de forçamento e

ruı́do branco no sistema Regulador de Watt, cuja configuração experimental é aquela apresentada em

[13], a qual apresentamos também no Capı́tulo 3. Para essa análise obtivemos planos de parâmetros,

contendo como o terceiro eixo os valores para os dois maiores expoentes de Lyapunov, o número de

máximos em um perı́odo na série temporal (diagramas isoperiódicos), e o valor crı́tico para o ruı́do.

4.2 Caso forçado e sem ruı́do
Inicialmente nós consideramos o caso do sistema 3.12 sem a variável estocástica ξ(t), apenas com

o forçamento harmônico.

Na Figura 4.2 apresentamos planos de parâmetros (ε×α), com β = 0, 8, para o maior expoente de

Lyapunov, variando independentemente a amplitude de oscilação γ para seis diferentes valores, em

ordem crescente, e fixando a frequência angular ω = 1, 0. Como mencionado na Seção 2.3, a cor preta

representa comportamento do tipo periódico, e o gradiente do amarelo para o vermelho, o regime

caótico do sistema. Comparando a Figura 4.2 com a Figura 4.1, apresentada em [13], sem o termo de

forçamento, podemos observar como a perturbação harmônica distorce o plano de parâmetros. Para

pequenos valores de γ, podemos notar nas Figuras 4.2(a) e 4.2(b) a destruição das menores estruturas

periódicas imersas no domı́nio caótico. Nas Figuras 4.2(c) e 4.2(d) os efeitos começam a se tornar

mais visı́veis, tendo em vista que além da destruição de mais estruturas periódicas pequenas, há a

distorção da estrutura periódica maior, localizada no centro destas. Nas Figuras 4.2(e) e 4.2(f), com

valores elevados de γ, quase todas as estruturas periódicas são destruı́das, sendo substituı́das pelas

caóticas, as quais preenchem os planos de parâmetros quase por completo.

Dentre os casos apresentados na Figura 4.2, a Figura 4.2(d) se mostrou interessante. Expandindo

o quadro rosa no canto superior direito dessa, nós apresentamos na Figura 4.3 planos

de parâmetros, para o primeiro (a) e segundo (b) maiores expoentes de Lyapunov, com o ob-

jetivo de analisarmos em mais detalhes a organização das estruturas periódicas. Nesse caso, com

γ = 1 × 10−2, a dinâmica do caso forçado, e sem ruı́do, do modelo 3.12 do Regulador de Watt

apresenta um comportamento quase-periódico, além dos comportamentos periódico e caótico, já ob-

tidos para valores menores de γ. Os comportamentos periódicos são caracterizados pelas regiões de
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Figura 4.2: Planos de parâmetros (ε× α) do maior expoente de Lyapunov para o Regulador de Watt,
para distintos valores de γ, de acordo com o escrito em cada figura do painel, com β = 0, 8.

cores preto e branco nas Figuras 4.3(a) e 4.3(b), respectivamente. Já os comportamentos caóticos são

caracterizados pelas regiões amarela-vermelha e preta nas Figuras 4.3(a) e 4.3(b), respectivamente,

e os quase-periódicos pelas regiões pretas em ambos os planos de parâmetros. Analisando esses,

notamos no canto superior direito uma região de quase-periodicidade acima das estruturas periódicas

conhecidas como Lı́nguas de Arnold [31].

Com o objetivo de examinarmos as dinâmicas relacionadas às Lı́nguas de Arnold, nós obtivemos

os diagramas isoperiódicos para os mesmos intervalos usados para obtermos os planos de parâmetros

das Figuras 4.2 e 4.3, respectivamente. Como mencionado na seção 2.4, os diagramas isoperiódicos

são planos de parâmetros, cuja escala de cores representa o número de máximos em um perı́odo da

série temporal de um atrator, para determinado par de parâmetros. Esses são comumente usados como
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Figura 4.3: Ampliações do plano de parâmetros da Figura 4.2(d). Em (a) e (b), os planos de
parâmetros com as cores representando o maior e o segundo maior expoentes de Lyapunov, res-
pectivamente. A escala de cores são apresentadas ao lado direito da figura.

análise complementar aos planos de parâmetros do maior expoente de Lyapunov, tornando possı́vel

identificar as regras de organização das estruturas periódicas, por exemplo. Neste caso, notamos que

algumas Lı́nguas de Arnold estão conectadas com estruturas periódicas imersas no domı́nio caótico,

mantendo o mesmo número de máximos destas.

Figura 4.4: Diagramas isoperiódicos relacionados às Figuras (a) 4.2(d), e (b) 4.3. O número de picos
contidos em um perı́odo da série temporal é codificada pelas cores da seguinte maneira: 5 oliva, 8
cinza, 9 amarelo escuro, 11 salmão, 12 verde, 15 verde floresta, 16 magenta, 17 vermelho, 18 roxo,
20 dourado, 21 laranja, 22 vermelho escuro, 23 azul, 24 salmão escuro, 27 azul escuro, 30 marrom,
34 preto, 36 ciano, 40 ciano escuro, 41 cinza escuro, 42 azul marinho. Valores maiores ou iguais a
43, representados pela cor branca, são considerados comportamentos caóticos ou quase-periódicos.

Na Figura 4.5 apresentamos o efeito da frequência ω no modelo 3.12, sem o termo ξ(t), para

quatro valores distintos, mantendo fixo γ = 1 × 10−2. Em (a) e (b) observamos que o plano de

parâmetros está bem distorcido, se comparado ao caso sem forçamento na Figura 4.1. Contudo pode-

mos recuperar a dinâmica anterior aumentando o valor do parâmetro ω, assim como é possı́vel notar

em (c). Em (d) o plano de parâmetros se torna qualitativamente igual ao do caso sem forçamento.

Isso significa que no modelo 3.12, sem o ruı́do ξ(t), pode-se recuperar todos os comportamentos e

as estruturas periódicas presentes do caso sem forçamento, no caso forçado, ajustando a amplitude e
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a frequência de oscilação do termo de forçamento. Essa caracterı́stica está relacionada a natureza da

perturbação harmônica, uma vez que aumentando a frequência ω, com γ constante, essa perturbação

se aproxima a um valor constante.

Figura 4.5: Planos de parâmetros do sistema Regulador de Watt forçado, e sem ruı́do, com amplitude
fixa γ = 1× 10−2, com diferentes valores para a frequência angular ω. A escala de cores representa
o maior expoente de Lyapunov.

4.3 Casos forçado e sem forçamento, com ruı́do.
Mediante o método descrito na seção 2.5, apresentamos na Figura 4.6 planos de parâmetros para

a intensidade crı́tica Acrit do ruı́do Gaussiano. Na Figura 4.6(a) temos as simulações para o modelo

3.12 sem o termo de forçamento, mantendo apenas o ruı́do Gaussiano ξ(t), enquanto 4.6(b) apresenta

a simulação do caso da Figura 4.3(a), desta vez, considerando ambas as perturbações. Os planos de

parâmetros mostram que o aumento da intensidade do ruı́do leva à corrosão das estruturas periódicas,

partindo das bordas para o centro, começando pelas menores. Essa corrosão representa a substituição

do comportamento periódico pelo caótico, para determinados valores de Acrit, os quais são codifica-

dos pelas cores na barra de cores à direita das figuras. Tendo em vista que já foi observado em outros

trabalhos, tanto em sistemas discretos [17], quanto em sistemas contı́nuos [18], esse parece ser um

comportamento comum em resposta ao aumento da intensidade do ruı́do.
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Nas Figuras 4.7 são apresentados seis planos de parâmetros, com o maior expoente de Lyapunov

associado às cores. Nesses, é possı́vel observar como acontece a corrosão das estruturas periódicas

conforme aumenta a intensidade do ruı́do, no caso sem forçamento, apresentado na

Figura 4.6: Planos de parâmetros para as intensidades crı́ticas Acrit do ruı́do, para os modelos com
ruı́do (a) descrito pela Eq. 3.10, adicionando ξ(t), e (b) descrito pela Eq. 3.12. A barra de cores
à direita apresenta os valores de Acrit, para os quais o comportamento periódico é substituı́do pelo
comportamento caótico, nas estruturas.

Figura 4.6(a). Em (a), (b) e (c) apenas as pequenas estruturas foram distorcidas. Em (d) e (e) as

estruturas menores começam a ser destruı́das, enquanto as bordas das maiores começam a ter o

comportamento periódico substituı́do pelo caótico. Por fim, em (f), quase todo o plano de parâmetros

apresenta um comportamento caótico.
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Figura 4.7: Planos de parâmetros para o modelo sem forçamento, e com os seguintes valores para o
ruı́do: (a) A = 1× 10−10, (b) A = 1× 10−9, (c) A = 1× 10−8, (d) A = 1× 10−7, (e) A = 1× 10−6

e (f) A = 1× 10−5. A barra de cores à direita apresenta os valores do maior expoente de Lyapunov.



Capı́tulo 5

CONCLUSÃO

O objetivo deste trabalho concentrou-se em investigar os efeitos da perturbação harmônica e do

ruı́do no sistema Regulador de Watt. Mediante a aplicação das leis da mecânica, deduzimos as

Equações 3.9 que regem a dinâmica do sistema. Adicionamos os termos de perturbação harmônica

e de ruı́do, independente e simultaneamente, para aproximarmos a simulação numérica ao caso real.

Para a análise escolhemos utilizar os planos de parâmetros, associando as cores ao maior expoente de

Lyapunov, ao número de máximos em um perı́odo da série temporal ou ao valor crı́tico para o ruı́do.

Inicialmente, sem o termo de ruı́do ξ(t), variamos o parâmetro γ e obtivemos as Figuras 4.2. O

plano de parâmetros foi distorcido, se comparado ao caso sem forçamento (Figura 4.1), com uma

deformação progressiva das estruturas periódicas, até que reste somente o comportamento caótico.

Em certo ponto dessa perturbação periódica, na Figura 4.2(d), um comportamento quase-periódico

surge, assim como as estruturas periódicas denominadas Lı́nguas de Arnold, imersas em regiões

caóticas, como observamos de maneira mais detalhada nas Figuras 4.3 e 4.4(b). Um fenômeno que

pode levar a esse comportamento quase-periódico é a diferença de fase entre as oscilações natural do

sistema e do termo de forçamento, de modo que a razão entre ambas as frequências seja um número

irracional.

Nós também realizamos simulações variando o parâmetro ω, mantendo o a amplitude γ fixa, con-

forme apresentado nas Figuras 4.5. Aumentando a frequência de oscilação do termo de forçamento,

nós praticamente recuperamos o plano de parâmetros do modelo sem perturbação, apresentado na Fi-

gura 4.1. Como discutido em [32], uma explicação para as estruturas periódicas imersas em domı́nios

caóticos, devido ao aumento do termo de amplitude do forçamento, observado na Figura 4.2, é o

fenômeno de antissincronização periódica entre as oscilações periódicas das estruturas estáveis, no

domı́nio caótico, com o forçamento periódico externo, aniquilando a soma das amplitudes, dando

lugar ao comportamento periódico. Por outro lado, nas Figuras 4.5, aumentamos a frequência, man-

tendo a amplitude fixa, e esse fenômeno de antissincronização foi anulado. Dessa maneira, recupera-
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mos todas as estruturas periódicas do caso sem forçamento.

Uma perturbação natural que ocorre na vida real é o ruı́do. Um sinal indesejado, aleatório, e

inevitável em sistemas fı́sicos reais, este pode ser decorrente de diferentes origens [15]. Em [18]

os autores demonstraram, por simulações numéricas, que o ruı́do Gaussiano distorce os planos de

parâmetros dos sistemas dinâmicos modelados por um conjunto de equações diferenciais ordinárias

acopladas. Dessa maneira, implementamos no modelo 3.12 um ruı́do com uma variável estocástica

ξ(t) seguindo uma distribuição Gaussiana. Na Figura 4.6 apresentamos o efeito da corrosão das estru-

turas periódicas, ou seja, a substituição do comportamento periódico pelo caótico, com a intensidade

Acrit do ruı́do. Notamos que, assim como em estudos prévios [17, 18], as estruturas periódicas e

quase-periódicas são corroı́das das bordas para o centro. Isso é corroborado pelas Figuras 4.7, onde

as estruturas periódicas são destruı́das conforme o aumento do valor Acrit, das bordas para o centro.

Uma sugestão para trabalhos futuros seria a implementação de um sistema análogo ao Regulador

de Watt, ou seja, que seja regido pelas mesmas equações diferenciais, com e sem forçamento, em

um circuito eletrônico. Desta maneira será possı́vel observar como o ruı́do distorce os planos de

parâmetros em um sistema fı́sico real, e então compará-lo com os resultados numéricos obtidos com

o ruı́do Gaussiano. Outra sugestão seria a obtenção de mais planos de parâmetros, com valores para

a amplitude γ próximos ao da Figura 4.2(d), para observar como ocorre a formação e a destruição

das Lı́nguas de Arnold.
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[1] FERRARA N., PRADO C. Caos: Uma Introdução. Edgard Blöcher Ltda, 1995.
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[17] HORSTMANN, A. C. C., ALBUQUERQUE, H. A., MANCHEIN, C. The effect of temperature
on generic stable periodic structures in the parameter space of dissipative relativistic standard
map. Physics of Condensed Matter, 90, 96, 2017.

[18] PREBIANCA, F., ALBUQUERQUE, H. A., BEIMS, M. W. Describing intrinsic noise in
Chua’s circuit. Phys. Lett. A, 382, 2420, 2018.

[19] OTT,E. Chaos in Dynamical Systems. New York: Cambridge University Press, 2002.

[20] KUZNETSOV, A.P., KUZNETSOV, S.P., STANKEVICH, N.V. A simple autonomous quasipe-
riodic self-oscillator. Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simulat. 15, 1676–1681, 2010.

[21] CLEMSON, P.T., STEFANOVSKA, A. Discerning non-autonomous dynamics. Physics Re-
ports, 2014.
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