Neste trabalho investigamos os efeitos de um forcamento harmonico e do
ruido no sistema Regulador de Watt. Mediante a aplicacdo das leis da
mecanica, deduzimos as equacdes que regem a dindamica do sistema. Apds
realizarmos pequenas transformacdes para torna-las adimensionais,
adicionamos os termos das perturbacdes. Para essa analise, utilizamos os
planos de parametro, cujas cores representam um dos maiores expoentes
de Lyapunov, o numero de maximos contidos em um periodo da série
temporal (diagrama isoperiddico), ou o valor critico para o ruido.
Observamos que o acréscimo da amplitude do forcamento harmdnico
distorce os planos de parametros, de modo que para um intervalo de
valores surge um comportamento quase-periodico no sistema. Observamos
também que, ao aumentarmos a frequéncia de oscilagao, o sistema
recupera o seu comportamento sem as perturbac¢des. Além disso, com a
inclusdao do termo de ruido, os planos de parametros apresentam
deformacgdes de acordo com o acréscimo desse, de maneira que as
estruturas periddicas comegaram a apresentar comportamento caético, a
partir de suas bordas para o centro.
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Resumo

Neste trabalho investigamos os efeitos de um for¢amento harmonico e do ruido no sistema Regulador
de Watt. Mediante a aplicacdo das leis da mecanica, deduzimos as equacgdes que regem a dindmica
do sistema. Apds realizarmos pequenas transformacoes para tornd-las adimensionais, adicionamos os
termos das perturbagdes. Para essa andlise, utilizamos os planos de parametro, cujas cores represen-
tam um dos maiores expoentes de Lyapunov, o nimero de maximos contidos em um periodo da série
temporal (diagrama isoperiddico), ou o valor critico para o ruido. Observamos que o acréscimo da
amplitude do forcamento harmdnico distorce os planos de pardmetros, de modo que para um intervalo
de valores surge um comportamento quase-periddico no sistema. Observamos também que, ao au-
mentarmos a frequéncia de oscilagc@o, o sistema recupera o seu comportamento sem as perturbacoes.
Além disso, com a inclusao do termo de ruido, os planos de parametros apresentam deformacdes
de acordo com o acréscimo desse, de maneira que as estruturas periddicas comegaram a apresentar
comportamento cadtico, a partir de suas bordas para o centro.

Palavras chaves: Sistema Regulador de Watt. Forcamento harmdnico. Ruido. Planos de parametros.
Expoentes de Lyapunov. Diagrama Isoperiddico. Linguas de Arnold.



Abstract

In this work, we have investigated the effects of the harmonic forcing and the noise in the Watt
Governor system. Through the mechanical laws, we derived the equations which govern the system
dynamics. After we have made some changes to turn them adimensional, we added the perturbation
terms. In order to make this analysis, we used the parameter planes, which colors represent one
of the two largest Lyapunov exponents, the number of the maxima in one period of the time series
(isoperiodic diagram), or the critic value of the noise. We observed that the increase of the amplitude
of the harmonic forcing deforms the parameter planes, in a way that in a range of values emerges a
quasi-periodic behavior in the system, highlighted by the structures known as Arnold Tongues. We
also observed that with the increase of the oscillation frequency, the system recovers its behavior as
in the case of no perturbation. Besides, with the inclusion of the noise term, the parameter planes
show deformations according with the increase of the noise, so that the periodic structures start to
show chaotic behavior, from the borders to the center of the structures.

Key Words: Watt Governor system. Harmonic Forcing. Noise. Parameter Planes. Lyapunov Expo-
nents. Isoperiodic Diagrams. Arnold Tongues.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A palavra CAOS, comumente associada a um estado de completa desordem, denomina uma area
de estudo que investiga sistemas com um comportamento dindmico especial, o qual apesar de nao
apresentar um padrdo, pode decorrer da ordem de regras claras e precisas. O procedimento de modelar
sistemas dinamicos permite conhecer estados futuros mediante o conhecimento de estados passados,
e das leis que regem a sua evolugao [1].

A aparente imprevisibilidade de um sistema cadtico ocorre devido a sua sensibilidade as condigdes
iniciais, caracteristica ilustrada na frase “O bater das asas de uma borboleta num extremo do globo
terrestre, pode provocar uma tormenta no outro extremo.”, associada ao termo Efeito Borboleta, e
cunhada pelo matematico E. N. Lorenz (1917-2008) [2]. Para que se torne possivel haver compor-
tamento cadtico em um sistema, a sua dinamica deve ser descrita por no minimo trés equagdes dife-
renciais ordindrias, acopladas, autdnomas, de primeira ordem no tempo, linearmente independentes
€ possuir a0 menos uma nao-linearidade em uma de suas equacoes [3].

Também conhecida como dindmica ndo-linear, esta drea aborda sistemas que apresentam a carac-
teristica de ndo serem integraveis. Entretanto, a caracterizacdo qualitativa da dindmica de um sistema
de interesse pode prover mais informacdes Uteis a respeito desses do que as solucdes quantitativas, tal
qual proposto pelo matemético J. H. Poincaré (1854-1912) [4], ao abordar o problema dos trés corpos
sob a interacdo gravitacional. Em sua tese de doutorado A. M. Lyapunov (1857-1918) definiu o que
se conhece por expoentes de Lyapunov, os quais permitem analisar qualitativamente a dindmica de
um sistema [5].

Ao aplicar modelos mateméticos em diversas dreas, tais quais Biologia [6, 7], Economia [8], e
Ciéncias Sociais [9], dentre outros, nota-se que o comportamento caético ¢ comum na natureza. Na
Fisica temos exemplos desse em fendmenos naturais, como a citada interacdo gravitacional entre
corpos celestes [10] e a dinamica das correntes de convecgdo na atmosfera terrestre [2], ou artificiais,

como o comportamento de circuitos eletronicos oscilatérios [11] e reguladores de pressao e fluxo
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em maquinas térmicas [12, 13]. Um exemplo desses dltimos € o regulador de Watt, desenvolvido
por J.Watt (1736-1819) com o objetivo de controlar automaticamente o fluxo de vapor nas maquinas
térmicas.

Ao aplicar a Segunda Lei de Newton ao sistema Regulador de Watt obtém-se as trés equagdes
diferencias que descrevem sua dinamica. Com o intuito de nos aproximarmos ao caso real, introdu-
zimos um for¢camento harmonico as equacdes, simulando as variacdes na intensidade do vapor que
entra no sistema, e também um ruido branco, para levar em conta fatores que ndao foram considerados
na construcao do modelo, como os efeitos da dilatacdo térmica, ou de forgas dissipativas, a exemplo
do atrito. Para andlise do comportamento do sistema utilizamos os planos de parametros, onde os
dois eixos do plano cartesiano representam pares de parametros, e o terceiro eixo, representado por
cores, fornece o valor do maior ou do segundo maior expoente de Lyapunov, caracterizando assim a
dinamica do sistema. Outro método de anélise adotado foi o de diagramas isoperiddicos, semelhante
ao anterior, porém apresenta no terceiro eixo o valor dos periodos, permitindo analisar com mais
detalhes as estruturas periddicas do plano de parametros. Realizamos ainda a andlise dos valores
criticos do ruido, ou seja, os valores suficientes para destrui¢ao das regides periddicas citadas.

Esta dissertac@o estd organizada em cinco capitulos. No capitulo 2, denominado “SISTEMAS
DINAMICOS”, apresentamos os aspectos tedricos da drea que utilizamos para a construgio e com-
preensdo dos resultados obtidos. O capitulo “O SISTEMA REGULADOR DE WATT” contém a
andlise da configuracdo experimental, tal como a dedu¢dao do modelo matematico e a introdugdo
dos termos de for¢camento periddico e ruido. No quarto capitulo estdo presentes os “RESULTADOS
NUMERICOS”, ou seja, os planos de parimetros contendo os maiores expoentes de Lyapunov, os
diagramas isoperiddicos e os valores criticos para o ruido. Por fim, apresentamos as conclusdes e as

referéncias bibliograficas utilizadas nesta dissertagao.



Capitulo 2

SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema pode ser definido como um conjunto de elementos agrupados por alguma interacao,
de modo que existam rela¢des de causa e efeito nos fendmenos que ocorrem com esses. Para que este
sistema seja denominado dinamico, algumas grandezas que caracterizam seus objetos constituintes
devem variar no tempo[3].

Na ciéncia, € possivel prever o futuro, e até mesmo redescobrir o passado, mediante o conheci-
mento do estado presente e o uso de uma ferramenta poderosa, denominada equacgdo diferencial. A
forma desta restringe e ordena o fendmeno investigado. Suas solug¢des sdo as responsaveis por for-
necer informacdes sobre o passado e o futuro, a partir do conhecimento do estado presente [14]. Um
sistema dindmico € deterministico quando os seus estados futuros podem ser completamente determi-
nados pelo estado presente. Se houver uma indeterminagdo, pode-se tratar de um sistema dindmico
estocdstico, cujo estado presente apenas fornece informacgdes que podem estabelecer probabilidades
para quais direcOes o sistema pode seguir. Um exemplo de um processo estocastico € aquele em que
se considera uma varidvel associada a algum tipo de ruido no modelo do sistema [15, 17, 18].

Quando a evolucao temporal ocorre de maneira discreta, ou seja, a varidvel tempo assume so-
mente valores inteiros, o sistema denomina-se mapa, e € representado por um conjunto de equacoes
de diferencas. Aquele cujo tempo varia de maneira continua recebe o nome de fluxo, e tem sua
dinamica descrita por equacdes diferenciais ordindrias (EDO’s). Um fluxo € cadtico somente se satis-
fizer as seguintes condicdes: conter pelo menos trés varidveis independentes que evoluam no tempo;
as suas EDQO’s possuirem ao menos uma nao-linearidade; duas condi¢des iniciais muito préximas
divergirem exponencialmente no tempo [1, 3]. Um fluxo n-dimensional nio linear autdbnomo pode

ser representado da seguinte maneira:
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dx™)
:CCZt :il :Fl(xlaxza ’xn)’

dr®
Zt = &y =Fy(z', 22, ..., 2"), 2.1
(n)

dﬁlt = Tn Fn(xlaan 7:["”)7

Ou de forma compacta, na notacao vetorial:

dz =,
= = Fli) 22)

onde 7 é um vetor n-dimensional e F' uma func¢ao vetorial desta varidvel [19]. Esse conjunto de
equagdes representa um sistema dindmico, pois dado um estado inicial Z(0), mediante a soluc@o das
Equagdes 2.1, obtém-se o estado final Z(¢) para qualquer ¢ > 0. Existem trés maneiras de estudar o
comportamento de um fluxo: (i) em casos raros, pode-se integra-lo analiticamente, aplicando alguma
metodologia matemética para resolugio de EDO’s, para encontrar as solugdes Z(t); (ii) estudd-lo qua-
litativamente, procurando descobrir quais familias de solu¢des podem ser associadas a determinados
valores dos parametros e/ou das condi¢des iniciais do sistema dindmico em questdo; (iii) resolvé-lo
numericamente, mediante o uso de um computador para integrar as EDO’s do sistema e obter as

séries temporais de Z(¢) para um determinado tempo de integracéo [3].

2.1 Espaco de Fases e Atratores

O Regulador de Watt € um exemplo de um sistema dissipativo. Para compreender qual a diferenca
entre um sistema dissipativo e um conservativo, € necessaria a definicdo de um espaco de fases,
também conhecido como espacgo de estados ou espago das varidveis.

O espaco de fases € um espaco n-dimensional, cujos eixos coordenados sao as varidveis dinamicas
do sistema. Um estado € representado como um ponto nesse espago, o qual possui coordenadas
x1(t), xo(t), ..., z,(t) e tem sua dindmica regida pelas Equagdes 2.1 [3].

A Figura 2.1 mostra o caminho seguido pelo estado de um sistema hipotético, com trés dimensdes,

a medida que este evolui temporalmente. O espago gerado pelas varidveis z, y € z é denominado
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espacgo de fases, no qual 7(0) e 7(¢) representam o conjunto de condi¢des iniciais e a solugdo do
sistema ap0Os passado um tempo ¢, respectivamente. O caminho percorrido nesse espaco € conhe-
cido como trajetdria ou orbita. Quando se tratam de sistemas dindmicos continuos, essa trajetoria é

chamada de fluxo [19].

r(t)

X

Figura 2.1: Esboco de uma trajetoria (fluxo) em um sistema dinamico continuo tridimensional.

Tomando um conjunto de condi¢des iniciais de maneira que forme um volume no espaco de
fases, pode-se definir o sistema como dissipativo, caso esse volume se contraia com o decorrer do
tempo, ou conservativo, quando este for preservado. O sistema abordado nesta dissertacdo possui
um forcamento periddico, o levando a assumir uma quarta equacdo diferencial para que torne-se
autbnomo. Nesse caso o espago de fases se torna quadridimensional e o conjunto de pontos, o qual
formava um volume no caso anterior, passa a denominar-se hipervolume.

Existe um conjunto invariante de pontos no espaco de fase, em sistemas dissipativos, para o qual
as Orbitas proximas convergem apos um tempo suficientemente longo. Este se chama atrator [3]. Em

sistemas autdbnomos continuos tridimensionais, o atrator pode ser dos seguintes tipos:

e ponto de equilibrio: é uma solucio do sistema, ou seja, um ponto do espago de fases, para
0 qual o comportamento do sistema converge e independe do tempo. Na Figura 2.2(a) esta

representado um ponto de equilibrio para o qual o sistema de Rossler convergiu;
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e ciclo limite ou periodico: representa um comportamento periédico no tempo, com amplitude e
periodo determinados pelos valores dos parametros e pela forma das equagdes. A Figura 2.2(b)

apresenta um ciclo-limite do sistema de Rossler;

e quase-periddico: representa um regime quase-periédico com duas frequéncias fundamentais
independentes, cuja razdo entre estas € um nimero irracional. Nesse caso as trajetorias nunca
fecham sobre si mesmas, assim como representado na Figura 2.2(c), a qual foi gerada por

equagdes arbitrarias.

e cadtico: apresenta um comportamento aperiddico e dependéncia sensivel as condigdes iniciais.
Isto €, tomadas duas trajetdrias vizinhas no espaco de fases e evoluido o sistema no tempo, a
distancia entre estas divergird exponencialmente. A Figura 2.2(d) apresenta o atrator cadtico

de Lorenz.

0,0020 —— 3.0,

L0018
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(a) Ponto de equilibrio. (b) Periddico.

y

(¢) Quase-periddico. (d) Atrator cadtico.

Figura 2.2: Possiveis atratores em sistemas dinamicos continuos dissipativos tridimensionais. As
figuras (a) e (b) representam os atratores do sistema de Rossler com o = 0, ponto de equilibrio
e a = 0,25, ciclo-limite, respectivamente [19]. Na figura (c) estd representado um atrator quase-
peridédico de um sistema eletronico [20] e na figura (d) o atrator cadtico do sistema de Lorenz [21].

A partir de um estudo mediante os expoentes de Lyapunov podemos classificar os atratores, con-

forme abordado na préxima secao.
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2.2 Expoentes de Lyapunov

Para que um sistema apresente comportamento cadtico € necessdria uma dependéncia sensivel as
condi¢des iniciais. Considerando duas condi¢des z7(0) e 25(0), separados por uma distincia muito
pequena, a rigor infinitesimal A(0) , se supde que estas evoluam no tempo por um sistema continuo
gerando as trajetorias x1(t) e 77 (t) respectivamente, de acordo com a representacao da Figura 2.3

[19].
x, (1)

A(r)

%,(0)

A(0) ] % ()

%,(0)

Figura 2.3: Orbitas esquemdticas 7 (t) e Z5(t) geradas evoluindo temporalmente o sistema a partir
de duas condigdes iniciais proximas 71 (0) e Z2(0).

Para qualquer instante t > 0 a separacdo entre as trajetorias ¢ A(t) = z3(¢) — @1(t). O sistema
apresenta dependéncia sensivel as condi¢des iniciais se, em média, o mdédulo da diferenca entre as
trajetdrias cresce exponencialmente com o tempo, ou seja, se |A(t)] = |A(0)|e*. Esse comporta-
mento decorre da presenca das nio-linearidades no sistema. Uma maneira de quantificar a taxa de
divergéncia das trajetorias e definir a caoticidade do sistema € analisar os expoentes de Lyapunov
[19].

Seja um sistema de n equacdes ordindrias, e uma hiperesfera de condi¢des iniciais centrada em
Z(to). Conforme o tempo evolui, esta deve sofrer deformagdes. Tomando uma dire¢do j, conside-
rando que o raio inicial d;(¢,) varie exponencialmente no tempo, podemos escrever a relagdo entre

d;(to) e oraio d;(t) em um tempo posterior ¢ da seguinte maneira:
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dj(t) = dj(to)e 1), (2.3)

com j = 1,2, ...,n. Rearranjando temos:

A;= lim lim Lo (4 , (2.4)
dj(t())—>0 t—o0 (t — t0> d] (to)

sendo os \; os expoentes de Lyapunov. Apesar de os nimeros de dimensdes e expoentes de Lyapunov
coincidirem, estes nao estao associados diretamente as dire¢des no espago de fase. A orientacdo muda
continuamente a medida que o sistema evolui. Um destes acompanha o sentido de evolugdo do fluxo,
enquanto o restante estd associado as dire¢des perpendiculares.

O volume da hiperesfera num instante ¢ > ¢, deve ser proporcional ao produto das distancias

d;(t) que o caracterizam, isto é:

V(t) oc [T di(t) = Vito)el %50, 25)

onde V (ty) € o volume no instante ;. Em um sistema conservativo o volume no espaco de fases é

conservado, ou seja, V' (¢) = V/(¢0). Isso implica que:

> N =0 (2.6)

Em sistemas dissipativos o volume no espaco de fase deve sofrer uma contragio, portanto V' () <

V' (t0) para qualquer ¢ > t(, 0 que equivale a:

» <o 2.7)
j=1

Em uma orbita periddica fechada a distancia entre duas condigdes iniciais se mant€ém em média
constante ao decorrer do tempo, portanto o expoente de Lyapunov associado a essa dire¢ao € nulo.
Nas dire¢Oes perpendiculares a essa os expoentes sao negativos, pois o volume no espaco de fases
sofre uma contragdao. O comportamento cadtico é caracterizado pelo afastamento das trajetdrias

vizinhas, o que indica a existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov com sinal positivo
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[3].

Com o objetivo de classificar os tipos de atratores, calculamos o espectro de Lyapunov neste
trabalho. Em sistema quadridimensional, como no Sistema Regulador de Watt Forcado, existem
quatro expoentes de Lyapunov, todos com dire¢des perpendiculares entre si. Nesse caso pode existir
os quatro tipo de atratores, mencionados na Secao 2.1, e mais um, com caracteristicas semelhantes ao
caotico. Ordenando os expoentes de Lyapunov em ordem decrescente, podemos relaciona-los com a

forma do atrator da seguinte maneira:

e ponto de equilibrio: \; 2354 < 0, ou seja, haverd uma contra¢do em todas as dire¢des, levando

0 sistema a convergir em um ponto no espaco de fases.

e ciclo limite ou periédico: \; = 0e Ay 34 < 0, com o expoente nulo correspondendo a dire¢éo

ao longo da 6rbita fechada.

e quase-periodico: \12 =0e X34 < 0,0u X235 =0e Ay <0, onde as trajetdrias atratoras se

encontram sobre uma superficie.

e cadtico: \; > 0, Ay = 0e X34 < 0,0u ) >0, \g35 = 0e Ay < 0, dos quais o expoente
positivo estd associado a dire¢do na qual trajetdrias vizinhas divergem exponencialmente no
espaco de fase, apés o sistema evoluir no tempo. Por se tratar de um sistema dissipativo, a
soma dos expoentes deve ser negativa, portanto os expoentes negativos somados, em moddulo,

devem sempre ser maiores do que o expoente positivo.

e hipercadtico: N> > 0, A3 = 0 e Ay < 0. Apesar de distinto no espectro dos expoentes
de Lyapunov, ndo apresenta diferengas notdveis na forma do atrator, se comparado ao caoético.

Nesse caso, a soma dos valores dos maiores expoentes nao deve ultrapassar o médulo do menor.

A tabela 2.1 mostra o comportamento acima representado para os respectivos valores dos expo-

entes de Lyapunov:
Na préxima se¢ao apresentaremos uma maneira de analisar o comportamento do sistema mediante

calculo do espectro dos expoentes de Lyapunov.

2.3 Plano de Parametros

Todos os sistemas dindmicos que descrevem sistemas fisicos reais dependem de parametros, os
quais sao denominados parametros de controle. Alterando os valores desses € possivel modificar
o comportamento dindmico de um sistema. O plano de pardmetros pode ser interpretado como
uma sec¢do transversal de um espaco de parametros n-dimensional de um sistema com mais de dois

parametros de controle. Trata-se de um gréfico tridimensional, sendo a representacio bidimensional
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Tabela 2.1: Valores dos expoentes de Lyapunov e seus respectivos atratores para um sistema quadri-
dimensional [19]

A Ao | Az | A Atratores
1 - Ponto de Equilibrio

0| —1|— 1] —12-Periddico

0] 0| —= 1] —|3-Quasi-periodico
00| 0| —|4-Quasi-periddico
+ 10| — | —|5-Cadtico

+ 10| 0| —|6-Cadtico

+ | 4+ | 0| — | 7-Hipercadtico

correspondente a variacao de quaisquer dois parametros, € um gradiente de cores indicando o valor
do maior, ou do segundo maior expoente de Lyapunov associado a cada regidao do plano. O algoritmo
usado para calcular o espectro do expoente de Lyapunov é descrito em [24].

Analisando a variacdo de cores para o maior expoente de Lyapunov pode-se verificar para quais
pares de parametros o atrator é ponto de equilibrio, periddico, cadtico, ou que levam os célculos
a divergirem. Na Figura 2.4(a) a cor preta representa atratores do tipo periddico, e o gradiente de
amarelo para o vermelho, o regime cadtico do sistema. Caso houvesse regides onde o maior expoente
fosse negativo, ou seja, onde o atrator seria ponto de equilibrio, poder-se-ia associar a cor branca, e a
cor azul para onde o célculo divergisse.

Se analisar a variagdo de cores também para o segundo maior expoente de Lyapunov, compa-
rando a do maior, pode-se encontrar ainda as regidoes onde ha comportamento quase-periodico e
hipercadtico. Na Figura 2.4(b) identificam-se as regides quase-periddicas com a cor preta, desde que
nesses mesmos pontos o plano de parametros do maior expoente também seja preto. Caso houvesse
hipercaos, ou seja, o segundo maior expoente de Lyapunov fosse positivo, um gradiente do amarelo
para o vermelho poderia ser escolhido.

A Figura 2.4(b) apresenta uma regido com um tom fraco de amarelo, porém isso pode aconte-
cer devido a uma imprecisdo numérica. Uma maneira de identificar se trata-se de uma regido de
dominio hipercadtico, ou simplesmente de imprecisao numérica, € comparando o valor maximo dos
dois maiores expoentes de Lyapunov. Neste caso tem-se respectivamente 0,12 e 0,05, sendo que o
amarelo indica um valor provavelmente inferior a 0,02, na Figura 2.4(b) identifica-se entdo que nao
deve haver um comportamento hipercaético nesse plano de parametros. Para obter as Figuras 2.4(a)
e 2.4(b) variamos os parametros ¢ € «, fixando os demais. Resolvemos numericamente o conjunto de
equagoes diferenciais obtidos a partir do sistema Regulador de Watt For¢ado, o qual serd apresentado
em maior detalhe no proximo capitulo, utilizando o método Runge-Kutta de quarta ordem, com passo

fixo de 1 x 1072 e um tempo de integracdo de 1 x 10°, em uma malha discretizada de 600 x 600
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pontos igualmente espacados. Escolhemos esses valores para que obtivéssemos uma resolugdo su-
ficientemente boa para que os contornos das estruturas periddicas se tornassem nitidas. Os demais
planos de parametros do maior expoente de Lyapunov que obtivemos neste trabalho serdo analisados

no Capitulo 4

0,65

0,65 -0,25

0,8 a 1,05

Figura 2.4: Planos de parametros do maior e do segundo maior expoente de Lyapunov para o Regu-
lador de Watt For¢ado, respectivamente, representados por (a) e (b).

2.4 Diagramas Isoperiodicos

Os diagramas isoperiodicos servem como analise complementar ao diagrama de Lyapunov, uma

vez que além de exibir as mesmas informagdes fornecidas por este, apresentam duas adicionais [25,
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26, 27]. Uma € a identificacdo do nimero de maximos contidos em cada oscilagdao periddica na
série temporal, mediante a variacao de cores, conforme exibido nas Figuras 2.5. A outra € permitir
a observacgdo dos limites entre distintos dominios periédicos, o que torna possivel verificar como o

nimero de maximos das oscilagdes periddicas evolui quando os paradmetros de controle sdo alterados.

1300 R 1550

Figura 2.5: Diagramas Isoperiddicos (r; X R) para o circuito de Chua. As cores representam o
nimero de maximos contidos em um periodo da série temporal. Figura retirada da referéncia [18].

Neste trabalho determinamos a periodicidade do atrator assintético associado a cada condigdo ini-
cial para um conjunto de valores fixos de parametros. O procedimento iniciou com o descarte de um
tempo transitorio suficientemente longo, denominado transiente, para que o atrator se aproximasse
ao atrator assint6tico correspondente a condicao inicial escolhida [27]. Em seguida determinamos
a periodicidade da orbita, considerando a contagem de periodos até um valor mdximo. Um ponto
(%, yx) é considerado como pertencente a uma 6rbita de periodo k se k for o menor inteiro tal que,

para todos os pontos da Orbita:

X — Xe|| < €a, (2.8)
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onde €, representa a precisdo numérica do teste [26]. Determinamos os periodos das estruturas
periddicas no plano de parametros do Regulador de Watt Forcado mediante o método de Runge-
Kutta de quarta ordem. Discretizamos uma malha quadrada 10 x 103, integramos o sistema com
passo fixo de 1 x 103 e um tempo de integra¢do de 1 x 107, descartando um transiente de 1 x 10°
para encontrar os periodos com uma precisdo de 1 x 1073. Esse valor de precisdo é diferente do
utilizado para obter os planos de pardmetros com o maior expoente de Lyapunov devido a exigéncia
dos diagramas isoperiddicos, os quais requerem maior precisao para diferenciar as periodicidades das

estruturas contidas na figura. Os resultados deste trabalho serdo apresentados no Capitulo 4.

2.5 Valor Critico para o Ruido

Comumente associados a inconveniéncia no meio cientifico, os ruidos sd@o os principais res-
ponsdveis por os resultados experimentais ndo coincidirem com as previsoes tedricas — desde que
o aparato experimental tenha sido devidamente preparado. Estes estdo presentes em todo o mundo
real e afetam todos os sistemas fisicos macroscépicos, portanto ndo podem ser desconsiderados em
procedimentos experimentais, pois mesmo que sejam minimizados, ndo podem ser eliminados [15].

Os ruidos podem surgir a partir de flutuacdes do meio em que o sistema se encontra, ou de
flutuacdes internas do préprio sistema. No Regulador de Watt podem ser provenientes do atrito entre
as engrenagens do sistema, de impurezas, da dilatagao térmica ou das deformidades dos seus com-
ponentes, do mau posicionamento do dispositivo, ou a a¢do de algum agente externo, por exemplo.
Apesar de nesta dissertacdo nao estarem presentes resultados de simulacdes experimentais, alguns
trabalhos na literatura nos motivaram ao estudo numérico do sistema com a adi¢do de um termo
correspondente a um ruido branco [15, 16, 17, 18].

Analisamos planos de pardmetros cuja variacdo de cores representa a intensidade critica A..;
para um ruido branco, ou seja, um ruido Gaussiano (), tal que < &(¢f) >= 0. O procedimento
numérico para obter A..;; pode ser descrito da seguinte maneira: adicionou-se um gerador de nimeros
aleatérios £(t) a rotina do integrador numérico, com < £(t) >= 0, e para cada par de pardmetros,
A, na relagdo < &(t)&(t') >= 2Ahd(t—t'), foi acrescido até o maior expoente de Lyapunov atingir
valores dentro da precisdo 1073, o qual representa 0 mdximo permitido para que o comportamento
do sistema seja considerado periddico. Desta maneira definimos o valor critico A.,.;;, responsavel por
levar o comportamento periddico do sistema a se transformar em caotico [17, 18].

A Figura 2.6 apresenta plano de pardmetros com o gradiente de cores representando o A.,.;; para

o sistema circuito de Chua.
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0 107 10 107 10° 5x10°

1450 R 1500

Figura 2.6: Planos de parametros com as intensidades do ruido critico A.,;;. A barra de cores acima
indica para quais valores de A..; as estruturas periddicas perdem estabilidade e dao lugar ao com-
portamento cadtico. Figura retirada da referéncia [18].



Capitulo 3

O SISTEMA REGULADOR DE WATT

A Revolugdo Industrial foi marcada pelo avango da tecnologia, tendo sido desenvolvidas maquinas
como moinhos de graos, fornos, caldeiras, e o maior simbolo desse periodo, o motor movido a vapor.
Este funciona a partir da produ¢ao de vapor mediante o aquecimento de dgua, que exerce pressao
sobre um mecanismo de transmissdo e rotaciona um eixo, processo que pode transformar essa ener-
gia térmica em trabalho util para determinado fim, como produgdo e locomocao. Devido a demanda
dentro das industrias, um controle preciso sobre a rotacdo desse eixo fazia-se necessério. Foi entdo
que, em 1788, James Watt propds um mecanismo simples, cuja funcao seria o controle automatizado
de um motor a vapor. Este ficou conhecido como Regulador de Watt, e estd representado na Figura
3.1.

O dispositivo € composto por duas hastes / e duas massas m unidas pelo eixo e, o qual estd
acoplado ao rotor da maquina. Estas podem deslizar sob a a¢do da forca gravitacional e do torque
exercido pelo eixo girante e, o qual apresenta velocidade angula o. A velocidade angular €2 do rotor é
acoplada pelas engrenagens 7, D e E. Em repouso, as massas m deslizam sob a acdo da gravidade de
maneira a empurrar o pistdo H, abrindo a valvula de vapor V. Com o acréscimo da velocidade angular
() do rotor, as massas sob a acdo do torque tendem a levar as hastes a uma posi¢do mais proxima a
horizontal, aumentando o angulo ¢, e por consequéncia reduzindo o fluxo de vapor na valvula V. O
desejado seria um estado estacionario em que €2 é constante, porém nao € o que acontece.

O controle da maquina a vapor era atingido somente em casos bem especificos da sua construcao,
o que levou o Regulador de Watt a ndo se tornar vidvel. Todavia, posteriormente chegou-se a con-
clusdo que a dindmica do sistema apresenta caoticidade para determinados conjuntos de parametros,
0s quais estao associados a constru¢do do dispositivo. Esse fato o tornou util em estudos na area de

dinamica nao linear.

As equagdes que regem o comportamento do sistema sao obtidas aplicando-se as leis da mecanica.
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Figura 3.1: O sistema Regulador de Watt. Figura retirada da dissertacao de mestrado referenciada em
[22].

As deducdes a seguir foram baseadas em [23]. As energias cinética e potencial, e a lagrangiana podem

ser dadas por:

E, = m(senp)?0® + mi*¢?, (3.1
U = 2mgl(1 — cosy), (3.2)
L = E.— U = m(senp)?0® + mi*¢* — 2mgl(1 — cosy). (3.3)

De acordo com a equacao de Lagrange:

OL d 0L )\8_90

dp  dt Yot

00 dt(é‘_gb) (3.4)

Substituindo o valor de L da Equacao 3.3 na Equacao 3.4, a resolvendo e isolando ¢, temos:

b
@ = 2%senpcosy — %sengp — Egb, (3.5)

) . A )
onde ¢ é uma constante de acoplamento das velocidades angulares 0? = *Q%, e b = 2_112 >0€a

constante da forca de atrito do sistema. Analisando o movimento rotacional, o torque resultante é

dado por:

IO =7 — Ty, (3.6)
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onde 7,4 € 0 torque dissipativo no sistema. O torque 7 pode ser escrito como:

T =T + p(cosyp — cosyy) (3.7)

sendo T o torque médio do eixo, e o segundo termo do lado direito da Equacao 3.7 correspondente
a variacdo no torque relacionado a mudanca na altura das massas, onde x4 > 0 € uma constante de
proporcionalidade.

Substituindo a Equacao 3.7 na Equacdo 3.6, temos:

IQ = pcosp—F (3.8)

com F' = 74, + pcospy — 7, e [ sendo o momento de inércia associada as hastes [ e as massas m.
A Equagdo 3.5, com ¢ = 1) para transforma-la em duas equacdes diferenciais de primeira ordem
no tempo, e a Equacdo 3.8 compdem o conjunto de equagdes diferenciais autonomas, de primeira

ordem, que descrevem a dindmica do sistema Regulador de Watt:

. dy
90 - dT - 1/)’
h d¢ 2002 g
- = _Z — 3.9
P o7 = ¢ %senycosp  sene b1, (3.9)
. d 1
N=-—"— == — F).
\ o = 7lucosp — F)

Na forma adimensional as Equacdes 3.9 se tornam:

(. dx
r=—— =
dt y)
d
Y= d—?; = z?senzcosr — senx — &y, (3.10)
. dz
| =g = a(cosx — ),

onde:

, (3.11)

l l b |1 { F
r=, y= _77[]722 —Q’g:— —,&:%,/@:
g g m\ g gl

= |
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e o tempo adimensional ¢ = \/gT, o qual € usado na representacdo das taxas de variacdo das
grandezas numéricas. Os novos parametros de controle s6 possuem significado fisico para a > 0 e
e > 0, pois estas estdo relacionadas as varidveis b > 0 e p > 0, respectivamente.

Na terceira das Equagdes 3.10 o 3, no qual estd contido o parametro F', € o pardmetro de controle
correspondente ao fluxo de vapor no sistema. No caso real esse fluxo ndo € constante, pois natural-
mente pode haver oscilacdes na producao de vapor pelo aquecimento da dgua, por exemplo. Para
simular essas, foi proposto em [28, 29, 30] uma oscila¢do periddica do tipo seno.

Como comentado na Sec¢do 2.5, pode haver perturbacdes, conhecidas como ruidos, no Regulador
de Watt provenientes do atrito entre as engrenagens do sistema, de impurezas, da dilata¢do térmica ou
das deformidades dos seus componentes, do mau posicionamento do dispositivo, ou da acao de algum
agente externo. Outros trabalhos [17, 18] adicionaram um ruido branco ao conjunto de equacdes nos
sistemas investigados, com o objetivo de simular perturbacdes como essas.

Motivado por esses estudos prévios, adicionamos independentemente um forcamento harmdnico
e um ruido Gaussiano, os analisando posteriormente de maneira simultinea. Com ambas as perturbagoes,
que adicionamos para nos aproximarmos mais ao caso real, o sistema de equagdes adimensionais se

torna:

(. dx
xrT = — =
dt y?
d
= d—i = z2senzcosr — senx — v, (3.12)
. dz
== a(cosr — ) + v sen(wt) + ().
\

Sendo o termo v sen(wt) correspondente ao forcamento harmdnico, e o termo () correspondente
ao ruido. Para tornar o conjunto de equagdes 3.12 autdnomo novamente, fizemos a transformacgdo

w = wt. Assim, as reescrevemos da seguinte maneira:
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( dx
T=— =
i Y,
- dy .2
Yy = — = z*senxcosx — senr — £y,
dt
(3.13)
. dz
f= = a(cosx — ) + v sen(w) + £(t),
o dw
w=—=w.
\ dt

Agora, o sistema volta a ser autdbnomo, e passa a ser quadridimensional. Ndo fizemos uma nova
transformagdo, no termo correspondente ao ruido £(¢), pelo fato de esse ndo aparecer explicitamente
nas equacoes que regem a dinamica do sistema, mas ter sido implementado na rotina do integrador

numeérico.



Capitulo 4

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos os resultados numéricos, obtidos a partir da investiga¢do do sistema
Regulador de Watt, com um forcamento harmdnico e com ruido branco, considerados independente
e simultaneamente. Geramos planos de parametros para o maior expoente de Lyapunov usando um
integrador numérico, mediante 0 método Runge-Kutta de quarta ordem [24], com condi¢des iniciais
(70, Y0, 20, wo) = (0,1;0,1;0,1;0, 1), passo fixo de 1 x 1072 e um tempo de integragdo de 1 x 10°,
em uma malha discretizada de 600 x 600 pontos igualmente espacados. Esse método € amplamente
utilizado em estudos de sistemas e fenomenos cuja dinamica é regida por equagdes diferenciais. Para
obter os diagramas isoperiddicos também utilizamos o Runge-Kutta de quarta ordem [25, 26, 27],
porém nestes discretizamos uma malha quadrada 103 x 103, e integramos o sistema com passo fixo
de 1 x 1073 e um tempo de integracio de 1 x 107, descartando um transiente de 1 x 10°, para encontrar
os perfodos com uma precisdo de 1 x 1073, Apesar de essa analise requirir uma precisio maior, se
comparada a usada para obter os diagramas de Lyapunov, os resultados de ambos se apresentaram
coerentes. Para os planos de parametros com os valores criticos do ruido foi utilizado o mesmo
método de integracdo que para o maior expoente de Lyapunov, com o mesmo padrdo, porém com
a adicdo de um termo associado ao ruido branco, o qual possui as propriedades < &£(¢) >= 0 e

< E(HEW) >= 2AhS(t-') [17, 18],

4.1 Motivacao

Durante a revisdo bibliografica encontramos trabalhos que nos serviram de motivacao e guia para,
conduzirmos este estudo. Podemos citar a referéncia [13], a qual apresenta um estudo numérico e
analdgico do sistema Regulador de Watt, no qual se observa os comportamentos dindmicos periodico
e cadtico. Dentre os periddicos se destacam as denominadas estruturas periddicas estdveis, as quais
frequentemente se encontram imersas em dominios cadticos e apresentam autossimilaridade. Algu-

mas figuras obtidas nesse trabalho apresentaram um conjunto dessas estruturas, mais especificamente
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aquelas denominadas camardes. A Figura 4.1 € a Figura 3(a) da referéncia [13].

0,65 ' ., .
0,8 o .15

Figura 4.1: Planos de parametros (¢ X «) do maior expoente de Lyapunov para o Regulador de Watt,
sem forcamento e sem ruido, com 3 = 0, 8.

Com o intuito de simular as flutuacdes na entrada de vapor na maquina, alguns autores propuse-
ram um for¢camento harmonico do tipo seno na equagao correspondente ao torque do eixo principal,
o qual é relacionado diretamente com a producgdo de vapor. Nos trabalhos [28, 29] foram realizados
estudo de bifurcagdo e rota para o caos, mediante diagramas de bifurcacdo e espectro de Lyapunov,
e encontrou-se hipercaos no sistema. Esse comportamento € possivel apenas em sistemas autbnomos
quadridimensionais, o qual o Regulador de Watt se tornou decorrente da adi¢do do forcamento. Na re-
feréncia [30] os autores realizaram um estudo numérico, mediante planos de pardmetros com o maior
expoente de Lyapunov e diagramas isoperiddicos, e observou-se comportamento quase-periddico, o
qual surge se a razdo entre a frequéncia do forcamento harmonico e a frequéncia natural de oscilagao
do sistema for um nimero irracional. Esses trés trabalhos abordaram um sistema Regulador de Watt
com uma montagem experimental diferente do considerado em [13] — adotado também por nos.
Além dessa diferengca também escolhemos, adicionalmente ao maior expoente de Lyapunov e aos
diagramas isoperiddicos, a andlise do valor critico para o ruido.

Na referéncia [17] foi investigada a dinamica de uma particula massiva, carregada, em um campo
elétrico de um pacote de onda eletromagnética, sujeita a flutuagdes térmicas. J4 em [18] foram des-
critos, quantitativa e qualitativamente, os efeitos intrinsecos do ruido no circuito eletronico de Chua.
Em ambos se observou que as estruturas periddicas foram corroidas pelas extremidades, conforme se

aumentava o valor do ruido, levando o sistema a um comportamento cadético nessas regides. Em [15]
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0s autores se preocuparam em apresentar justificativas para se estudar os efeitos de ruido, por exem-
plo os fatos de ser intrinseco em todos os sistemas reais, e de terem sido essenciais em determinados
momentos da evolugdo da vida na Terra. Uma proposta de um algoritmo, com a inclusdo de um termo
estocéstico ao Runge-Kutta deterministico, € apresentada pela autora em [16]. Para obter os planos
de parametros com os valores criticos para o ruido, desta dissertacdao, um algoritmo semelhante foi
utilizado.

Ap6s arevisdo bibliografica, decidimos investigar os efeitos da adi¢dao dos termos de forcamento e
ruido branco no sistema Regulador de Watt, cuja configuracdo experimental é aquela apresentada em
[13], a qual apresentamos também no Capitulo 3. Para essa andlise obtivemos planos de parametros,
contendo como o terceiro eixo os valores para os dois maiores expoentes de Lyapunov, o nimero de

maximos em um periodo na série temporal (diagramas isoperiddicos), e o valor critico para o ruido.

4.2 Caso forcado e sem ruido

Inicialmente nés consideramos o caso do sistema 3.12 sem a varidvel estocastica £(t), apenas com
o forcamento harmonico.

Na Figura 4.2 apresentamos planos de parimetros (& X «), com 3 = 0, 8, para o maior expoente de
Lyapunov, variando independentemente a amplitude de oscilagcdo ~ para seis diferentes valores, em
ordem crescente, e fixando a frequéncia angular w = 1, 0. Como mencionado na Se¢do 2.3, a cor preta
representa comportamento do tipo periddico, e o gradiente do amarelo para o vermelho, o regime
caotico do sistema. Comparando a Figura 4.2 com a Figura 4.1, apresentada em [13], sem o termo de
forcamento, podemos observar como a perturbacao harmonica distorce o plano de parametros. Para
pequenos valores de v, podemos notar nas Figuras 4.2(a) e 4.2(b) a destrui¢cdo das menores estruturas
periddicas imersas no dominio cadtico. Nas Figuras 4.2(c) e 4.2(d) os efeitos comecam a se tornar
mais visiveis, tendo em vista que além da destrui¢cdo de mais estruturas periddicas pequenas, ha a
distor¢ao da estrutura periddica maior, localizada no centro destas. Nas Figuras 4.2(e) e 4.2(f), com
valores elevados de 7, quase todas as estruturas periddicas sdo destruidas, sendo substituidas pelas
cadticas, as quais preenchem os planos de parametros quase por completo.

Dentre os casos apresentados na Figura 4.2, a Figura 4.2(d) se mostrou interessante. Expandindo

0 quadro rosa no canto superior direito dessa, nds apresentamos na Figura 4.3 planos

de parametros, para o primeiro (a) e segundo (b) maiores expoentes de Lyapunov, com o ob-
jetivo de analisarmos em mais detalhes a organizacdo das estruturas periddicas. Nesse caso, com
v = 1 x 1072, a dindmica do caso forcado, e sem ruido, do modelo 3.12 do Regulador de Watt
apresenta um comportamento quase-periddico, além dos comportamentos periddico e cadtico, ja ob-

tidos para valores menores de . Os comportamentos periddicos sdo caracterizados pelas regides de
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Figura 4.2: Planos de pardmetros (¢ X «) do maior expoente de Lyapunov para o Regulador de Watt,
para distintos valores de ~y, de acordo com o escrito em cada figura do painel, com 5 = 0, 8.

cores preto e branco nas Figuras 4.3(a) e 4.3(b), respectivamente. J4 os comportamentos cadticos sao
caracterizados pelas regides amarela-vermelha e preta nas Figuras 4.3(a) e 4.3(b), respectivamente,
e os quase-periddicos pelas regides pretas em ambos os planos de parametros. Analisando esses,
notamos no canto superior direito uma regido de quase-periodicidade acima das estruturas periddicas

conhecidas como Linguas de Arnold [31].

Com o objetivo de examinarmos as dinamicas relacionadas as Linguas de Arnold, nds obtivemos
os diagramas isoperiddicos para os mesmos intervalos usados para obtermos os planos de parametros
das Figuras 4.2 e 4.3, respectivamente. Como mencionado na se¢do 2.4, os diagramas isoperiodicos
sdo planos de parametros, cuja escala de cores representa o nimero de maximos em um periodo da

série temporal de um atrator, para determinado par de parametros. Esses sdo comumente usados como
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Figura 4.3: Ampliacdes do plano de parametros da Figura 4.2(d). Em (a) e (b), os planos de
parametros com as cores representando o maior e o segundo maior expoentes de Lyapunov, res-
pectivamente. A escala de cores sdo apresentadas ao lado direito da figura.

andlise complementar aos planos de parametros do maior expoente de Lyapunov, tornando possivel
identificar as regras de organizagdo das estruturas periddicas, por exemplo. Neste caso, notamos que
algumas Linguas de Arnold estdo conectadas com estruturas periddicas imersas no dominio cadtico,

mantendo o mesmo numero de maximos destas.

1,004 1,004
XN £

P SR GO | W e ot S
0,80 o 1,05 0,94 o 1,05

Figura 4.4: Diagramas isoperiddicos relacionados as Figuras (a) 4.2(d), e (b) 4.3. O nimero de picos
contidos em um periodo da série temporal € codificada pelas cores da seguinte maneira: 5 oliva, 8
cinza, 9 amarelo escuro, 11 salmao, 12 verde, 15 verde floresta, 16 magenta, 17 vermelho, 18 roxo,
20 dourado, 21 laranja, 22 vermelho escuro, 23 azul, 24 salmao escuro, 27 azul escuro, 30 marrom,
34 preto, 36 ciano, 40 ciano escuro, 41 cinza escuro, 42 azul marinho. Valores maiores ou iguais a
43, representados pela cor branca, sdo considerados comportamentos caéticos ou quase-periddicos.

Na Figura 4.5 apresentamos o efeito da frequéncia w no modelo 3.12, sem o termo &(t), para
quatro valores distintos, mantendo fixo ¥ = 1 x 1072, Em (a) e (b) observamos que o plano de
parametros estd bem distorcido, se comparado ao caso sem forcamento na Figura 4.1. Contudo pode-
mos recuperar a dindmica anterior aumentando o valor do pardmetro w, assim como € possivel notar
em (c¢). Em (d) o plano de parametros se torna qualitativamente igual ao do caso sem forcamento.
Isso significa que no modelo 3.12, sem o ruido (), pode-se recuperar todos os comportamentos e

as estruturas periddicas presentes do caso sem forcamento, no caso for¢ado, ajustando a amplitude e
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a frequéncia de oscilacdo do termo de forcamento. Essa caracteristica estd relacionada a natureza da

perturbacao harmonica, uma vez que aumentando a frequéncia w, com 7y constante, essa perturbacao

se aproxima a um valor constante.

1,00 0,12

r

ot

06515 e . d IO,O[]
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Figura 4.5: Planos de parametros do sistema Regulador de Watt for¢ado, e sem ruido, com amplitude
fixay = 1 x 1072, com diferentes valores para a frequéncia angular w. A escala de cores representa
0 maior expoente de Lyapunov.

4.3 Casos forcado e sem forcamento, com ruido.

Mediante o método descrito na secdo 2.5, apresentamos na Figura 4.6 planos de parametros para
a intensidade critica A.,;; do ruido Gaussiano. Na Figura 4.6(a) temos as simulacdes para o modelo
3.12 sem o termo de forcamento, mantendo apenas o ruido Gaussiano &(t), enquanto 4.6(b) apresenta
a simulagdo do caso da Figura 4.3(a), desta vez, considerando ambas as perturbacdes. Os planos de
pardmetros mostram que o aumento da intensidade do ruido leva a corrosao das estruturas periddicas,
partindo das bordas para o centro, comec¢ando pelas menores. Essa corrosdo representa a substituicao
do comportamento periddico pelo cadtico, para determinados valores de A...;;, 0s quais sdo codifica-
dos pelas cores na barra de cores a direita das figuras. Tendo em vista que ja foi observado em outros
trabalhos, tanto em sistemas discretos [17], quanto em sistemas continuos [18], esse parece ser um

comportamento comum em resposta ao aumento da intensidade do ruido.
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Nas Figuras 4.7 sdo apresentados seis planos de parametros, com o maior expoente de Lyapunov
associado as cores. Nesses, € possivel observar como acontece a corrosdo das estruturas periddicas

conforme aumenta a intensidade do ruido, no caso sem forcamento, apresentado na

1,00 1,00 — 101
-410 6

€ E | Acr'z'.t
41078
I 1010

- g ()32
0,80 Q 1,05 0,94

1,05

Figura 4.6: Planos de parimetros para as intensidades criticas A.,.; do ruido, para os modelos com
ruido (a) descrito pela Eq. 3.10, adicionando £(t), e (b) descrito pela Eq. 3.12. A barra de cores
a direita apresenta os valores de A..;;, para os quais o comportamento periédico € substituido pelo
comportamento cadtico, nas estruturas.

Figura 4.6(a). Em (a), (b) e (c) apenas as pequenas estruturas foram distorcidas. Em (d) e (e) as
estruturas menores comecam a ser destruidas, enquanto as bordas das maiores comegam a ter o
comportamento periddico substituido pelo cadtico. Por fim, em (f), quase todo o plano de pardmetros

apresenta um comportamento cadtico.
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Figura 4.7: Planos de pardmetros para o modelo sem forcamento, e com os seguintes valores para o
ruido: () A=1x10"1° b) A=1x10" () A=1x108dA=1x10",(e) A=1x10"C
e (f) A =1 x 1075, A barra de cores 2 direita apresenta os valores do maior expoente de Lyapunov.



Capitulo 5

CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho concentrou-se em investigar os efeitos da perturbacao harmonica e do
ruido no sistema Regulador de Watt. Mediante a aplicagdo das leis da mecanica, deduzimos as
Equacdes 3.9 que regem a dindmica do sistema. Adicionamos os termos de perturbagdo harmodnica
e de ruido, independente e simultaneamente, para aproximarmos a simulacdo numérica ao caso real.
Para a andlise escolhemos utilizar os planos de parametros, associando as cores ao maior expoente de
Lyapunov, ao nimero de maximos em um periodo da série temporal ou ao valor critico para o ruido.

Inicialmente, sem o termo de ruido £(t), variamos o pardmetro vy e obtivemos as Figuras 4.2. O
plano de parametros foi distorcido, se comparado ao caso sem forcamento (Figura 4.1), com uma
deformacao progressiva das estruturas periddicas, até que reste somente o comportamento cadtico.
Em certo ponto dessa perturbagdo periddica, na Figura 4.2(d), um comportamento quase-periddico
surge, assim como as estruturas periodicas denominadas Linguas de Arnold, imersas em regioes
caodticas, como observamos de maneira mais detalhada nas Figuras 4.3 e 4.4(b). Um fendmeno que
pode levar a esse comportamento quase-periddico € a diferenca de fase entre as oscilagdes natural do
sistema e do termo de forcamento, de modo que a razao entre ambas as frequéncias seja um nimero
irracional.

N6s também realizamos simulagdes variando o parametro w, mantendo o a amplitude + fixa, con-
forme apresentado nas Figuras 4.5. Aumentando a frequéncia de oscilacdo do termo de forcamento,
nos praticamente recuperamos o plano de parametros do modelo sem perturbagdo, apresentado na Fi-
gura4.1. Como discutido em [32], uma explicagdo para as estruturas periodicas imersas em dominios
cadticos, devido ao aumento do termo de amplitude do forcamento, observado na Figura 4.2, é o
fendmeno de antissincronizagdo periddica entre as oscilagdes periddicas das estruturas estiveis, no
dominio cadtico, com o forgcamento periddico externo, aniquilando a soma das amplitudes, dando
lugar ao comportamento periédico. Por outro lado, nas Figuras 4.5, aumentamos a frequéncia, man-

tendo a amplitude fixa, e esse fenomeno de antissincronizagdo foi anulado. Dessa maneira, recupera-
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mos todas as estruturas periddicas do caso sem forcamento.

Uma perturbacdo natural que ocorre na vida real € o ruido. Um sinal indesejado, aleatorio, e
inevitdvel em sistemas fisicos reais, este pode ser decorrente de diferentes origens [15]. Em [18]
os autores demonstraram, por simulacdes numéricas, que o ruido Gaussiano distorce os planos de
parametros dos sistemas dindmicos modelados por um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias
acopladas. Dessa maneira, implementamos no modelo 3.12 um ruido com uma varidvel estocéstica
&(t) seguindo uma distribui¢ao Gaussiana. Na Figura 4.6 apresentamos o efeito da corrosio das estru-
turas periddicas, ou seja, a substituicdo do comportamento periddico pelo cadtico, com a intensidade
Aerit do ruido. Notamos que, assim como em estudos prévios [17, 18], as estruturas periddicas e
quase-periddicas sdo corroidas das bordas para o centro. Isso é corroborado pelas Figuras 4.7, onde
as estruturas periddicas sao destruidas conforme o aumento do valor A.,.;;, das bordas para o centro.

Uma sugestdo para trabalhos futuros seria a implementag¢ao de um sistema analogo ao Regulador
de Watt, ou seja, que seja regido pelas mesmas equacdes diferenciais, com e sem forcamento, em
um circuito eletronico. Desta maneira serd possivel observar como o ruido distorce os planos de
parametros em um sistema fisico real, e entdo compara-lo com os resultados numéricos obtidos com
o ruido Gaussiano. Outra sugestdo seria a obten¢ao de mais planos de parametros, com valores para
a amplitude y préximos ao da Figura 4.2(d), para observar como ocorre a formacgdo e a destruicdao

das Linguas de Arnold.
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